A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2015. 10. 22.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Héanyféleképp lehet 5 hazaspart letiltetni egy 10 székbdl all6 széksorba, ha a hazastarsaknak kozvetleniil
egymés mellé kell iilnitik? Mi a vélasz 13 székre? (Nem kell kiszdmitani a pontos eredményt: elég egy
zart formula, ami mutatja, hogy egy alapmiiveleteket ismerd szamoldgéppel hogyan kaphat6 ez meg.)

A héazasparok sorrendje a sorban 5! lehet, (2 pont)
és mind az 6t hazaspar mindegyike 2-féleképp iilhet le a hozzdjuk tartozo két székre. (2 pont)
Mivel ezek a vélasztdsok egymaéstdl fiiggetlenek, az elsé kérdésre 2° - 5! a vélasz. (2 pont)
Ha 13 szék van, akkor a fentieken til azt is meg kell hatarozni, hogy melyik legyen a 3 szabadon
hagyott szék. (1 pont)
Minden egyes szabadon hagyhaté székharmasnak megfelel egy olyan sorozat, amely 5 db 'h’ és 3 db
’s” jelet tartalmaz. (1 pont)
Minden ilyen sorozathoz pontosan egy szabadon hagyott székharmas tartozik, ezért, (1 pont)
mivel (2) ilyen sorozat van, a mésodik kérdésre (g) - 25 . 5! a vélasz. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G egyszert grafnak 100 cstcsa van, melyek barmelyikének a fokszama legalabb 33,
tovabba G-nek van olyan csicsa, melybdl legaldbb 66 él indul. Bizonyitsuk be, hogy G 6sszefiiggd.

Ha egy egyszeri graf v csucsanak fokszama k, akkor a v-t tartalmazé komponens legalabb k+1 pontot
tartalmaz. (3 pont)
Ezért a G graf barmely komponensének legalabb 34 pontja van, (3 pont)
rdadasul G-nek a legalabb 66-foki csticsa miatt van egy legalabb 67 ponti komponense is. (2 pont)
Mivel egy 67 pontti komponens mellett mar nem fér el a 100 ponti grafban egy 34 pontii komponens,
ezért G-nek csak egy komponense lehet, azaz G valéban 6sszefiiggo. (2 pont)

3. A bal oldali dbran lathaté G = (V, E) graf élei a feltjitand6 ttszakaszokat jelentik. Minden élén két
koltség van: az olcsébbik az egyszerti feltjitas koltsége, a dragabb pedig ugyanez, kerékparut épitéssel.
A cél az Osszes tutszakasz felujitasa ugy, hogy 0Osszefiiggd kerékparuthalézat épiiljon ki, amelyen G
minden pontja elérhet6. Hatarozzunk meg egy leheto legolcsébb feltjitdsi tervet, ami teljesiti ezt a
feltételt.

Minden élre el kell kolteniink legalabb annyit, mint amennyibe az egyszer feltjitas keriil. Ha ezeket
a koltségeket tudomasul vettiik, arra jutunk, hogy nekiink a kerékparut-épitések tssztobbletkoltségét
kell minimalizalnunk. (3 pont)
Elkészitjiik tehat a bal oldali abran lathato grafot, amely megegyezik a feladatbelivel, de az élekre a két
koltség kiilonbségét, azaz a kerékparit épitésének tobbletkoltségét irjuk. Mivel a kerékparithalozatnak
osszefiiggének kell lennie, az igy kapott élkoltségekhez keresiink minimalis koltségii feszitéfat. (2 pont)
Ha ezt meghataroztuk, akkor azzal meg is oldottuk a feladatot: a feszitéfa mentén kerékparutakat is
épitiink, a tobbi élt pedig csak egyszeriien felujitjuk. (1 pont)
A bal oldali dbran lathato a fent leirt élkoltségekkel ellatott graf. A minimalis koltségl feszitofat az
oran tanult Kruskal algoritmus segitségével készitettiik el, novekvo tobbletkoltség szerinti sorrendben
dontve az egyes élekrél. A kapott (egyik lehetséges) feszitéfa éleit zold szinnel megvastagitottuk.

(4 pont)

(Aki nem jon ré, hogy minimaélis feszit6fat kell keresni, az nem kap pontot. Aki vimi més gréfon futtatja
(helyesen) a Kruskalt, az maximum 4 pontot kaphat.)




4. A kozépso abran lathaté a G irdanyitatlan grafnak egy ¢ gyokérbdl indulé mélységi bejarasa utan kapott

F feszitotaja. Tudjuk, hogy az e cstucs G-beli fokszama 7. Hatarozzuk meg a G graf e-bdl indulo éleit.
4 3
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Tudjuk, hogy irdnyitatlan graf mélységi bejarasa utani osztalyozasban a grafnak nincs keresztéle, azaz

olyan éle, amely olyan cstucsokat kot 0ssze, melyek nem leszarmazottai egymasnak. (3 pont)
Ezek szerint az e csics csakis a fabeli leszarmazottaival vagy Gseivel lehet 6sszekotve, (3 pont)
konkrétan az a, b, f, g, c,d és i pontokkal. (2 pont)
Mivel tudjuk, hogy e-nek pontosan 7 szomszédja van, ezért e szomszédsagat pontosan az iménti 7
pont alkotja, (1 pont)
igy a G graf e-bdl indulé élei éppen az ea, eb, ef, eqg, ec, ed, e élek. (1 pont)

A feladat sajnos pontatlanul lett kitiizve: a fenti megoldas akkor helyes, ha azt is feltessziik, hogy
G egyszerii. Ha valaki igy oldja meg a feladatot, akkor értelemszeriien teljes pontszam jar. Ha va-
laki ramutat arra, hogy lehetnek parhuzamos ill. hurokélek is, akkor az elért eredménnyel aranyos
pontszamot kaphat.

. Hatarozzuk meg a jobb oldali abran lathaté PERT feladat végrehajtasahoz sziikséges t idot és a
kritikus tevékenységeket.

Az 6rén tanult médszerrel (DFS segitségével vagy forrasok egymads uténi torlésével) meghatéroztuk a
cstcsok egy topologikus sorrendjét, melyet az dbran zolddel bekeretezett szamok jeldlnek. (3 pont)
Ebben a sorrendben minden egyes csiicsra meghataroztuk a legkordbbi kezdési idépontot (lila szé-
mokkal) és az ezen legkorabbi idépontot meghatarozo, lilaval jelolt élt (éleket). (4 pont)
Ezek szerint a feladat végrehajtasahoz sziikséges minimaélis id6 42 egység. (1 pont)
A kritikus tevékenységek pontosan azok a csucsok lesznek, amelyeken keresztiil 42 hosszu it vezet
g-be, azaz azok, amelyekbdl vezet 1t lila éleken g-be. Ezek a csticsok pedig ¢, f, 1,7,k és g. (2 pont)

. 222 politikus mindegyike legalabb 133 masikat ismer, akik koziil legfeljebb 22-t utal. Az ismeretség
és az utalat is kolesonos. Bizonyitsuk be, hogy a 222 politikus ugy tudja €16 lanccal koriilvenni a
Tiiskecsarnokot, hogy a szomszédos lancszemek ismerjék, de ne utdljak egymast.

Jelolje G azt a 222 pontu grafot, amelynek csiicsai a politikusok, él pedig akkor fusson két csics
kozott, ha az adott politikusok ismerik, de nem utaljak egymast. A feladat allitasa egyenértékii azzal,

hogy G-nek van Hamilton-kore. (3 pont)
Mivel barmely politikusnak legaldabb 133 — 22 = 111 olyan ismerdse van, akit nem utdl, G minden
csicsanak legalabb 111 a fokszama. (3 pont)
Ezért az 6ran tanult Dirac feltétel teljesiil, (1 pont)

igy a Dirac tétel miatt G-nek van Hamilton-kore. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk.
(3 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2015. 11. 26.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. A 12 pontu G gréf gy keletkezik, hogy egy 5 pontu kor minden cstcséat osszekotjiik egy 7 pontu kor
minden csicsaval. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat, x(G)-t.

Mivel az 5-ponti kor barmely pontja a 7 pontd kér minden pontjaval 6ssze van kotve, ezért semelyik
olyan szin, amit az 5 pontu kor valamelyik pontjahoz hasznaltunk nem hasznalté a 7 ponti kor egyik
pontjahoz sem. (3 pont)
Mivel sem az 5-ponti, sem a 7-ponti kor nem péros, ezért barmelyik kiszinezéséhez legalabb 3 szin
szitkséges. Az el6z0 megjegyzésiink értelmében ezen szineknek kiilongbézékenek kell lenniiik, ezért G

szinezéséhez legalabb 3 + 3 = 6 szin sziikséges. (3 pont)
Azt kell még megmutatnunk, hogy 6 szin elegendd is. (1 pont)
Ha pl az 5 pontu kort kiszinezziik 3 szinnel, és a 7 pontu kort az eddig hasznaltaktol kiilonb6zo 3
szinnel, akkor éppen G egy 6-szinezését kapjuk, (2 pont)
tehat x(G) = 6. (1 pont)

2. Sikbarajzolhaté-e a jobb oldali dbran lathato graf? @ @
Igen, sikbarajzolhaté, pl az dbran lathaté médon. (10 pont)

3. A sithek Sotét Testvérisége az aldbbi graf s csicsabdl késziil csapast mérni a Jedi Tandcs ¢ tdmasz-
pontjara oly médon, hogy a sithek a graf élei mentén szeretnének t-be eljutni. (Egy sith sosem halad
visszafelé egy
élen.) Az élekre irt szamok azt jelzik, hdny jedi 6rszemet kell az adott itvonalra telepiteni ahhoz, hogy
az ott probalkozé sitheket megallitsdk. Hatarozzuk meg, legalabb hany érszem sziikséges a tdmaszpont
biztositasahoz, azaz ahhoz, hogy egyetlen sith se tudjon s-bdl ¢-be jutni.

A feladat megfogalmazhato gy is, hogy ha a megadott 4

grafban az élekre irt szamokat az adott kapacitdasnak
értelmezziik, akkor minimalis kapacitasu st-vagast kell
talalnunk. (2 pont)
Ezért az éran tanult néveld utas modszerrel maximalis
nagysagu folyamot keresiink, és ennek segitségével talal-

juk meg a minim4&lis vagast. (2 pont)

Az abra egy 17 nagysigi folyamot mutat (a nagyobb, kékkel irt szamok jelentik az adott élen a
folyamértéket, ha nincs kék szdm, akkor ez 0), (2 pont)
ezért legalabb 17 jedi 6rszemre van sziikség a tdmaszpont biztositasahoz. (1 pont)
A szaggatott vonallal jelzett X halmaz egy 17 kapacitasu st-vagast indukal, (1 pont)
ezért 17 jedi 6rszem elegendd az esemény biztositasdhoz. (1 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat 17. (1 pont)

4. Tegyiik fel, hogy a G egyszeri, paros graf mindkét szinosztalya egyenként 99 pontot tartalmaz, az A
szinosztalyban minden pont foka legalabb 66, B-ben pedig legaldabb 33. Mutassuk meg, hogy G-nek
van teljes parositasa.

A Frobenius tétel értelmében azt kell megmutatnunk, hogy a két szinosztaly mérete megegyezik (ami
igaz, hisz 99 pontiak), (1 pont)




valamint, hogy (mondjuk) az A szinosztélyra teljesiil a Hall-feltétel, azaz az A barmely X részhalma-

zéra |N(X)| > | X]| teljesiil. (2 pont)
Legyen tehdt X C A. Ha X = (), akkor a feltétel nyilvdnvaléan igaz. Ha 1 < |X| < 66, akkor z € X
esetén | X| <66 < d(z) < |N(X)|, tehét teljesiil a Hall-feltétel. (3 pont)
Ha pedig |X| > 66, akkor |A\ X| < 33, ezért mivel B barmely pontjanak a fokszama legalabb 33,
ezért bizonyosan van X-beli szomszédja. (2 pont)
Ezek szerint N(X) = B, tehat |X| < 99 = |B| = |N(X)|, a Hall-feltétel ekkor is teljesil, és ezzel az
allitds igazoltuk. (2 pont)
Hasznalhaté Konig tétele is.

A G grafnak pontosan akkor van teljes parositdsa, ha v(G) > 99. (1 pont)
A G graf péros, igy a Kénig-tétel miatt v(G) = 7(G) (2 pont)
elegendé tehat megmutatni, hogy 7(G) > 99. (1 pont)

Legyen tehdt X a G egy lefog ponthalmaza. Ha |X| < 99, akkor mindkét szinosztélynak van X-en
kiviili pontja, A-nak mondjuk a, B-nek mondjuk b. Ahhoz, hogy minden a-bdl indulé élt lefogjon az

X halmaz az kell, hogy a minden szomszédja X-ben legyen, (2 pont)
tehat | X N B| > d(a) > 66. (1 pont)
Hasonléan, ahhoz, hogy minden b-bdl induld él le legyen fogva, az sziikséges, hogy b minden szom-
szédja X-ben legyen, tehdt | X N A| > d(b) > 33. (2 pont)
Ekkor 99 > | X| = | XNB|+|XNA| > 66433 = 99. A kapott ellentmondés a feladat allitasat igazolja.

(1 pont)

. Oldjuk meg a 31z = 13(131) linedris kongruenciat.

Mivel (4,131) = 1, a 4-gyel szorzas ckvivalens atalakitds: 124z = 52(131), (2
azaz —7x = 52(131). (2 pont
Hasonlé okbdl tudunk 19-cel szorozni: —133z = 19 - 52 = 988(131), (2
amit redukdlva —2x = 71(131), azaz 2z = 60 addédik. (2
Most tudunk 2-vel osztani, és megkapjuk a megoldést, ami z = 30(131). (2 pont

Ha valaki ramutat, hogy (131,31) = 1| 13 miatt pontosan egy mod 131 maradékosztily a megoldas,
de mas munkat nem végez, kapjon 2 pontot.

. Ura sziiletésnapjara Tlzvirdg egy 77 gyonggyel diszitett, mangalicabdr tokot varrt Vérbulesu ivotiil-
kéhez. Annyira elégedett volt az eredménnyel, hogy Vérbulcsi hagyoméanyérzé dorombegyiittesének
minden tagjat is ugyanilyen tokkal lepte meg, hogy jol mutasson a csapat a tarsolylemezek mellett
csiing6 tiilkokkel amikor fellépnek Dobogdkon a téltosiinnep 50 személyes kdzponti jurtajaban. Mivel
a kinai boltban szdzasaval aruljak a gyongyoket, 7 gyongy kimarad, melyekkel Tizvirag a hétkoznapi
partajat ékesitette. Hanyan dorombolnak Vérbulcsi zenekaraban?

Legyen a zenekar létszama x. Mivel elférnek a jurtaban, ezért 1 < x < 50. (2 pont)
Tudjuk, hogy a bdrtokokat 77x gyongy disziti, amihez hozzavéve Tizvirdg partdjanak 7 gyongyét,
100-zal oszthaté szamot kapunk, (2 pont)
azaz a 77z + 7 = 0(100) kongruencia adédik. (1 pont)
A 7-tel osztés ekvivalens dtalakités, tehat 11z +1 = 0(100), vagy masképpen 11z = —1(100). (1 pont)
Mivel (9,100) = 1, ezért a 9-cel szorzés ekvivalens atalakitds, azaz 99x = —9(100). (1 pont)
Ezt atirva —z = —9(100), (1 pont)
majd a (—1)-gyel szorzas is ekvivalens atalakités, igy = = 9(100 adédik. (1 pont)
A zenekar 1étszama tehat 9 maradékot ad 100-zal osztva, amit Osszevetve az elsé megallapitasunkkal
x =9 adddik a kérdezett 1étszamra. (1 pont)

Kongruenciak nélkiil is megoldhaté a feladat.

Mivel 7 db gyéngy maradt ki, ezért az x db tokhoz felhaszndlt 77z gyongy 10-es szamrendszerbeli
felirésa ... 93-ra végzddik. (3 pont)
Olyan 1 és 50 kozotti x-et keresiink tehat, amelyre a 77z szorzat ...93-ra végzodik. Mivel a szorzat
utolsé jegye csak az egyes helyiértéken allo szamjegyektol fiigg, és Tx utold jegye 3, ezért x-nek 9-re
kell végzédnie. (4 pont)
Ha kiprébaljuk a széba jovo 9,19, 29,39 és 49 szamokat, akkor azt kapjuk, hogy csakis x = 9 esetén
van ez igy, ennyi tehat a kérdésre a valasz. (3 pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. p6tZH javitékules (2015. 12. 07.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az ébredo eré bemutatéjat 7 mikulds nézi meg a krampuszaval. Ugy szeretnének leiilni egy 14 székbol
allo sorba, hogy ne iiljon minden mikulas a sajat krampusza mellett. Hanyféleképp tehetik ezt meg?
(A 7 mikulés és a 7 krampusz is egyméastol jol megkiilonboztets. )

A 14 meselényt 14!-féleképp lehet a széksorba leiiltetni, (2 pont)
és ebbdl a szambol kell levonni azon iiltetések szamat, ahol minden mikulas a krampusza mellett iil.
(2 pont)

Rossz tipust iiltetést ugy kapunk, hogy 7! féleképp sorba allitjuk a 7 mikulds-krampusz pért, (2 pont)
majd minden parhoz kivalasztjuk a 2-féle sorrend valamelyikét, egyméstdl fiiggetleniil, azaz 27-féleképp.

(1 pont)
Mivel a parok minden sorrendhez ugyanennyi par-rendezés tartozik, ezért a rossz iilésrendek szama
727, (2 pont)
a végsd valasz tehat 14! — 7! 27, (1 pont)

2. Igazoljuk, hogy ha v egy véges GG gréaf paratlan foku csticsa, akkor G-ben van olyan 1t, amely v-t a G
egy masik paratlan foku cstcsaval koti Ossze.

Legyen K a G grafnak az a komponense, amely v-t tartalmazza. Az éran tanultak szerint a K grafban
a fokszamok Osszege megegyezik K élei szamanak kétszeresével, ezért K-ban a paratlan foku csicsok

Szama PAros. (3 pont)
Mivel v a K egy paratlan fokd pontja, ezért K-nak kell lennie v-n kiviil még legalabb egy masik
paratlan foku pontjanak; legyen mondjuk u egy ilyen pont. (4 pont)

Miutén a v és u pontokat tartalmazé K graf osszefiiggd (hisz a G egy komponense), ezért van K-ban

(és igy G-ben is) v-bdl u-ba vezet6 it. Nekiink pedig pontosan egy ilyen 1t 1étezését kellett igazolnunk.

(3 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a Ksy5 teljes graf minden egyes élét kiszineztiik 1008 lehetséges szin valamelyikére.

Bizonyitsuk be, hogy talalhaté a grafnak egy u és egy v pontja valamint egy c¢ szin ugy, hogy ne
vezessen u-bol v-be olyan 1t amelynek minden éle ¢ szinfi.

Elegendo azt igazolni, hogy van olyan ¢ szin, amelyre a ¢ szini élek nem alkotnak Gsszefiigg6 grafot a

K15 cstcsain. (3 pont)
A Kyy5 éleinek széma (*))°) = 20152014 (1 pont)
tehdt az 1008 felhasznélt szin kozott van olyan ¢ szin, amelyet legfeljebb 2022014 — 20052014 9014-
szer hasznaltunk fel. (2 pont)
Marpedig ha egy bizonyos szinti élek 6sszefiiggd grafot alkotnak, akkor annak a grafnak van feszitofaja
is, (2 pont)
és ennek a feszitofanak a tanultak szerint éppen 2015 — 1 = 2014 éle van. (1 pont)

Mivel az altalunk vélasztott ¢ szinnel 2014-nél kevesebb élt szineztiink meg, ezért a c szinl élek
alkotta graf nem Osszefiiggd, legalabb két komponense van, és kiilonbozé komponensbol valasztott
csucsok kozott nem vezethet 1t csupa c szinii élen. Ezzel igazoltuk a feladat allitdsat. (1 pont)

4. A bal oldali abran lathaté az egyszeri, iranyitatlan G graf ¢ gyokérbdl inditott szélességi bejarasa
utan kapott F' feszitofa. Tudjuk, hogy az e cstics G-beli fokszama 7. Hatarozzuk meg a G graf e-bél
indulé éleit.




Azt tanitottak az éran, hogy a szélességi fa egyuttal a gyckerébol minden més csicsba a bejart graf
egy legrovidebb 1utjat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy ha egy v cstics a gyokértol k tavolsaghban van a
szélességi fan, akkor v csak a gyokértol k — 1, kill. k+ 1 tavolsagban 1évé csticsokkal lehet 6sszekotve.

(Més széval a szélességi bejaras utan nincs eléreél). (3 pont)
Konkrétan az e csics a faban (és igy G-ben is) 1 tavolsigra van i-tél, ezért a szomszédai i-t6l G-ben
(igy a faban is) csakis 0,1 vagy 2 tdvolsdgra lehetnek. (3 pont)
A szdbajové szomszédok tehat i, j,m, a, f, k és n, (3 pont)
ami éppen 7 csucs, tehat d(e) = 7 miatt pontosan ezek az e cstics szomszédai. A keresett élek tehat
ei, ej,em,ea,ef, ek és en. (1 pont)

. A jobb oldali abran lathaté G graf éleire irt szamok az adott él szélességét jelentik. Ha van, talaljuk
meg G-nek egy olyan F' feszitofajat, amelyben az F-beli uv-ut a G egy legszélesebb wv-itja a G
tetszoleges u, v csucsaira. Hatarozzuk meg f és h kozott a legszélesebb ut szélességét.

Az 6ran azt tanultuk, hogy minden élszélességekkel ellatott iranyitatlan grafhoz van legszélesebb utak
faja, és ez a Kruskal algoritmussal megtaldlhatd, amennyiben az élekrol csokkend szélesség szerint
dontiink, azaz akkor vessziik be a soron kovetkezo élt a faba, ha nem alkot kort a kordbban bevett

élekkel. (3 pont)
Ezt a mddszert kovetve kaptuk az abran vastag lila élekkel megjelolt feszitéfat. (5 pont)
Ebben a feszitofaban f és h kozott az fcedh Ut vezet, melynek kérdezett szélessége ezen it minimalis
szélességli élének szélessége, azaz 14. Tehat a feladat méasodik kérdésére 14 a valasz. (2 pont)

. Van-e valamely n > 2 egész esetén olyan 2n ponti G graf, hogy G-nek is és komplementerének, G-nek
is van Euler-sétaja?

Van ilyen graf, példaul egy 4 pontt tt. (5 pont)
Ez egy 1t, tehat van Euler-sétdja, és a komplementere is egy 4 ponti 1t, tehat annak is van. (5 pont)
Annak a tételnek a felidézéséért, hogy ha egy véges, Osszefiiggd grafban legfeljebb két paratlan foku

csucs van, akkor van a grafnak Euler-sétdja, 2 pont jar. Aki ebbdl még azt is levezeti, hogy n > 3
esetén ez nincs a feladatban leirt tulajdonsagu graf, kapjon még 2 pontot.
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Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyenek a G graf cstucsai a kocka csticsai, és két cstics kozott pontosan akkor fusson él, ha e két
csucs a kocka ugyanazon élének végpontjai. Hatarozzuk meg a G graf komplementerének kromatikus
szamét, x(G)-t.

A G graf kiszinezhetd 4 szinnel,pl. gy, hogy a kocka felsé lapjdnak csticsait 4 kiilonboz6 szinre
szinezziik, és az als6 lap minden csiicsanak a felette levo cstcs szinét adjuk. (3 pont)
Mésrészt 4 szin feltétleniil szitkséges G szinezéséhez, hiszen G egy olyan paros graf, aminek mindkét
szinosztalydban 4 — 4 csics van (a szinosztalyok cstcsai egy-egy szabélyos tetraédert alkotnak), és G
egy szinosztalya a komplementerben klikk, tehat mar egy szinosztaly négy csicsanak kiszinezéséhez
is legalabb 4 szin sziikséges. (5 pont)

Azt kaptuk, hogy 4 szin elegendd, de 3 nem, tehat x(G) = 4. (2 pont)

2. Hatarozzuk meg a fenti halézatban az ef él p kapacitasanak 0sszes olyan értékét, amire a maximalis
st-folyamnagysag pontosan 42.

Eloszoér p = 0-ra kerestiink maximalis folyamot az 6ran tanult novel6 utas algoritmussal. Az dbran
lathato, 35 nagysagu folyamot kaptuk, ahol a kékkel irt nagyobb szamok az adott élen folyé folyam-

mennyiséget jelzik. (Amelyik élen nincs ilyen szém, ott 0 folyam folyik.) (3 pont)
A segédgrafban elérheté pontox X halmaza olyan st-vagast indukal az eredeti halézatban, amelynek
kapacitdsa ¢(X) = 35 + p. (2 pont)
Mivel egy 42 nagysagu st-folyamhoz az sziikséges, hogy minden st-vagas kapacitdsa legalabb 42 le-
gyen, ezért ilyenkor p > 7. (2 pont)
Ha p = 7, akkor az dbran lathat6 folyam még novelhetd 7-tel a seft tton javitva, tehdt p = 7 esetén
a maximalis folyamnagysag az X altal indukalt 42 kapacitasu vagas miatt pontosan 42. (1 pont)
Ha azonban p > 7, akkor az emlitett seft iton 7-nél t&bb folyam is kiildheto, igy a maximalis folyam-
nagysag 42-nél bizonyosan nagyobb lesz. (1 pont)
A valasz tehdt az, hogy kizardlag p = 7 esetén lesz a maximalis st-folyamnagysag pontosan 42.

(1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy G = (A, B; F) egyszeri, paros graf A szinosztalydban 99 cstcs van, ezek barme-
lyikének a fokszdma legalabb 33, de A-ban van 66 olyan csics, amelyek barmelyikének foka legalabb
66. S6t, A tartalmaz 33 olyan csticsot is, amelyek mindegyikébdl legalabb 99 él indul. Mutassuk meg,
hogy G-nek van A-t fed6 parositasa.

A Hall-tétel szerint G-nek pontosan akkor van A-t lefedé parositas, ha a Hall-feltétel teljesiil az A
szinosztélyra, azaz ha |N(X)| > | X| all az A minden X részhalmazara. (3 pont)




Ezt kell tehét ellenérizniink. Ha 1 < |X| < 33, akkor X tetszéleges pontjanak van 33 szomszédja,
tehat |[N(X)| > 33 > | X]. (2 pont)
Ha 33 < | X| < 66, akkor X tartalmazza a 66 db legaldbb 66-foki pont valamelyikét, ezért |[N(X)| >
66 > | X]. (2 pont)
Ha pedig X > 66, akkor X tartalmazza a 99 ponti A szinosztaly 33 db legalabb 99 foku cstcsanak
egyikét, azaz |[N(X)| > 99 > |A| > | X]. (2 pont)
A Hall-feltételt tehat minden esetben teljesiil, igy G-nek bizonyosan van A-t fedé pérositdsa. (1 pont)
. Tegyiik fel, hogy G olyan 0sszefiiggd, sikbarajzolt graf, amelynek 14 tartoménya van, minden csicsdnak
fokszama 3 vagy 6, és a harmadfoku csiicsok szama kétszerese a hatodfokiakénak. Hany csticsa és hany
éle van G-nek?

Legyen ng ill. ng a G graf harmad- ill. hatodfokd csicsainak szama. Ekkor a szokésos jelolésekkel

n = ng + ng, (1 pont)
az feladatbeli feltétel miatt ng = 2 - ng és t = 14, (1 pont)
az Euler-formulabdl pedig n +t = e 4 2, hiszen G 6f és SR. (2 pont)
A fokszamosszegrol tanultak szerint 2e = 3ng + 6ng, (1 pont)

és az igy kapott 0t egyenletbdl mar meg tudjuk hatarozni az 6t ismeretlent. Pl. 2¢ = 3ng + 6ng =
6ng + 6ng, azaz e = 6ng. Ezt az Euler formuldba behelyettesitve 3ng + 14 = 6ng + 2, azaz 3ng = 12,
vagyis ng = 4. Innen nz = 2ng = 8 és e = 6ng = 24 addodik. (4 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehdt n = ng +ng = 12, e = 24. (1 pont)

Sziikségtelen annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy valéban létezik-e a feladatban megkivant tulaj-
donsédgokkal rendelkez6 graf, hiszen éppen azt igazoltuk, hogy ha van olyann graf, aminek létezését a
feladat allitja, akkor n és e csak a megoldasban kapott értéket veheti fel. Egyébként van ilyen graf, és
ez mutatja azt is, hogy korrekt érveléssel nem kaphatunk mas vélaszt. (Ha ugyanis nem létezne ilyen
graf, azaz a feladat az iireshalmaz elemérdl szdélna, akkor az is igazolhatd lenne, hogy a feladatban
szerepl6 grafnak —7 db éle és v/2 db csticsa van.) Abbdl azonban, hogy taldlunk egy olyan grafot,
amilyet a feladat koriilir, még nem kovetkezik, hogy minden ilyen grafnak ugyanannyi cstcsa és éle
van. Minden esetre, aki csak annyi értékelheté munkat végez, hogy taldl egy ilyen grafot (tekintettel
arra, hogy ez nem teljesen trivialis), az kapjondsszesen 2 pontot.
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. Hatarozzuk meg az n = (6) pozitiv osztdinak szaméat!
k

Tudjuk, hogy ha n = Hle py*, akkor n pozitiv osztéinak szama d(n) = [[,_;(a; +1). (3 pont)
Ezért elég meghatdrozni az n kanonikus alakjat, (2 pont)
Mivel n = () = 1200987 — 1110987 — 11.2.3.2.7=22.3.7-11, (3 pont)
az n osztéinak szdma d(n) = (2+1)- (1+1)-(1+1)-(1+1) = 24. (2 pont)

. Melyik az a legnagyobb m modulus, amelyre a 422 = 2015(m) linedris kongruencianak megoldédsa az
x =237

A kongruencia fennélldsa azt jelenti, hogy m | 2015 — 42z, (3 pont)
igy mivel = 3 megoldas, az m | 2015 — 42 - 3 = 2015 — 126 = 1889 oszthatdsagnak kell teljesiilnie.

(3 pont)
A legnagyobb olyan m szamot keressiik tehat, amire m | 1889 teljesiil, azaz 1889 legnagyobb osztdja
a kérdésre a vélasz. (2 pont)

Ez pedig nem més, mint az m = 1889. (2 pont)



