A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2014. 10. 20.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyenek a G egyszert graf cstucsai az 1,2, ..., 10 szdmok, és két kiilonboz6 csics kozott akkor fusson
él, ha a két szam kiilonbsége paratlan. Hany 4 hosszu kore van a G grafnak?

A G grafnak 10 cstcsa és 25 éle van, hiszen az élek az 5 paratlan szam mindegyikét az 5 paros szam
mindegyikével kotik dssze. (2 pont)
A G minden C} részgrafjanak csucsai koziil tehat pontosan ketté paros és ketté paratlan, (2 pont)
rdadasul barhogyan is valasztunk ki két paros és két paratlan szamot, azok G-nek pontosan egy 4

hosszt koréhez tartoznak. (2 pont)
Ezek szerint a keresett korok szama éppen annyi, ahanyféleképp ki tudunk valasztani 5 paros és 5
paratlan szambol két parosat és két paratlant. (2 pont)
Mivel a dontéseink egymastol fiiggetlenek, ezt pontosan (2)2 = 10 - 10 = 100-féleképp tehetjiik meg.

(2 pont)

2. Hényféleképpen lehet sorba rakni az 1,2,...,10 szamokat gy, hogy a sorozat valahanyadik eleméig

monoton névekedd, onnantél pedig monoton csokkend legyen? (A két részsorozat hatara akar a sorozat
els6 vagy utolsé eleme is lehet.)

Vildgos, hogy ha egy sorozat olyan, amilyet a feladat leir, akkor a két monoton részsorozatot elvalaszté

elem a sorba rakott szamok koziil a legnagyobb, azaz a 10 lesz. (2 pont)
Az is viladgos, hogy a 10 el6tti elemek novekvd, a 10 utani elemek pedig csokkend sorrendben kovet-
keznek egymads utan a sorozatban. (2 pont)

Ezért minden ilyen sorozatot egyértelmiien meghatéaroz a 10-et megeléz6 elemek H halmaza: (1 pont)
a sorozat a H halmaz elemeinek novekvo sorrendjével kezddédik, a 10-zel folytatodik és a H komple-

menterének csokkend sorrendben torténd felsorolasaval ér véget. (2 pont)
Ezért a keresett sorozatok szama megegyezik a {1,2,...,9} halmaz részhalmazainak szaméval, (1 pont)
ami 2%, hisz a 9 elemrdl egymadstdl fiiggetleniil déntiink, hogy bevegyiik-e H-ba. (1 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat 2°. (1 pont)

3. Az dbran lathaté a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk, hogy b és c ill.
a és e szomszédosak G-ben?

Azt tanitottdk, hogy a DFS faban nincs keresztél. (3 pont)
Tehat ha a fa minden élét a gyokértol kifelé iranyitjuk, akkor b és c ill. a és e egymas leszarmazottai
lesznek. (2 pont)
Ezért a bejaras a fabeli ae itnak el6szor az a vagy az e csucsat, ill. a fabeli be itnak eloszor a b vagy
a ¢ csucsat éri el. (1 pont)
fgy e két it uniéjan elsének elért csucs csak a, e, b vagy c lehetnek. (1 pont)
Ha e ez a cstucs, akkor a be 0t elsonek elért csucsa f, ami lehetetlen. Ha b vagy

, : ca_ d
c ez a csucs, akkor az ae Ut elsonek elért csucsa nem a vagy e. Tehat a mélységi a b
bejaras e két titon elészor az a cstcsot éri el. (2 pont) € I g
Azonban a csak az ae utrél érheté el a faban, és a DFS innen nem érhette el. I K f;
Ezért csakis a lehetett a bejaras kiindulépontja. (1 pont) ( J

Az is helyes megoldés, ha minden a-n kiviili x csucsrdl konkrétan megmutatjuk, hogy keresztél lenne
G-ben, ha x lenne a fa gyokere.




4. Legyenek a 7 csticst G graf pontjai vy, va, U3, v4, Vg, Vs és vg, valamint akkor legyen v; és v; szomszédos,
ha ¢ és j relativ primek. Ekkor a v;v; él szélessége |i — j|. Hatdrozzunk meg a vy csicsb6l minden més
csucsba egy-egy legszélesebb utat.

A mellékelt dbran lathaté a G graf és az élek mentén a hosszaik. (4 pont)
A Kruskal algoritmus 6ran tanult modositasaval hatarozzuk meg a legszélesebb utak fajat, amikoris
az éleket csokkend szélességi sorrendben sorra véve mohén épitiink feszit6fat. (4 pont)

Az abran megvastagitott élek alkotta
feszitofat kapjuk. Ha két csics kozott
ezen a fan talalhato it egy legszélesebb
ut a két cstces kozott, ennek megfelels-
en az egyes csucsok mellé {rt szamok a
v1-bol az egyes cstcsokba vezetd legszé-
lesebb 1t szélességét jelentik. (2 pont)

Az utolsé 6 pont megszerezhet6 az iranyitott grafokra tanult, de az iranyitatlan grafokon is miikodo
moédszer alkalmazaséval is:

Az 6ran tanult moédositott Dijkstra algoritmust hajtjuk végre ezen a grafon. Minden csicsra nyilvan-
tartunk egy alsé becslést az odavezetd 1t szélességére, és mindig a KESZ halmazba bevett legutolso

csucsbol kiindul6 élek mentén javitunk. (3 pont)
Az abran minden csics mellett az odavezetd Ut szélessége lathato és a megvastagitott élek alkotta fa
pedig a vy csucsbol minden mas csucsba egy legszélesebb utat tartalmaz. (3 pont)

Az is teljes értékli megoldas, ha minden egyes v;-t6l kiilonb6z6 csticsra megad a megoldd egy konkrét
utat és arrdl be is bizonyitja, hogy legszélesebb.

5. Hatérozzuk meg az itt lathatéo PERT feladat minimélis végrehajtasi idejét és a kritikus tevékenysége-
ket.
A megadott graf csucsainak
e,c,b,a,d,h,t,f,7,k,g egy topologikus sor-
rendje, igy ebben a sorrendben &llapitjuk meg az
oran tanult modszer szerint a legkorabbi kezdési
idoket. (4 pont)
Ezeket az idoket az egyes cstucsoknal jeleztiik,
valamint minden egyes csicsnal megvastatitottuk
mindazokat az adott csicsba befutd éleket, ame-
lyek miatt az adott tevékenység nem kezdodhet a
megallapitott idépontnal hamarabb. (3 pont)

Az adddott, hogy a feladatot legkorabban t = 38-ban lehet befejezni, mégpedig az ecfjkg kritikus ut
miatt (més kritikus ut nincs). Mivel pontosan a kritikus tton taldlhaté tevékenységek a kritikusak,
ezért a feladatbeli kérdés masodik részére a valasz e, c, f, ],k és g. (3 pont)

6. Tegyiik fel, hogy a G graf barmely két csicsa kozott vezet legfeljebb 7 éli 1ut. Mutassuk meg, hogy
ha G-nek van Euler sétdja, akkor G-nek megduplazhato legfeljebb 7 éle gy, hogy az igy kapott G’
grafnak Euler korsétdja legyen. (Egy e él megduplazdsén azt értjiik, hogy behizunk egy, az e éllel
parhuzamos 1j élt.)

Az érén tanult tétel értelmében elegendd azt igazolnunk, hogy alkalmasan vélasztott legfeljebb 7 él
megdupldzasa utan a kapott G’ graf osszefiiggé lesz, és minden csicsdnak fokszama péros. (2 pont)
Mivel G 6sszefiiggd, hisz barmely két cstcsa kozt vezet legfeljebb 7 él1 tt, ezért barmely, a fenti médon

konstrualt G’ is Gsszefiiggd. (2 pont)
Ha G-nek van Euler korsétdja, akkor semmi tennivalénk: a G/ = G graf megfelel. (1 pont)
Ha azonban G-nek nincs Euler korsétaja, akkor G Euler sétdjanak u és v végpontjai kiilonbozok.

(1 pont)

Raaddsul G-ben u-n és v-n kiviil minden cstics fokszdma péros, mig d(u) és d(v) paratlan. (1 pont)
A feladat feltételeibél tudjuk, hogy u és v kozott vezet G-ben egy legfeljebb 7 élbél 4ll6 ut. (1 pont)
Ezen ut éleit megduplazva a kapott G’ grafban minden csics fokszdma péros lesz, igy az els6 meg-
jegyzésiink értelmében az ily médon kapott G’ mutatja a feladatbeli allitas igazsagat. (2 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2014. 11. 27.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Készitsiik el a G grafot egy 7 hosszu korbdl dgy, hogy hozzaadunk a koérhoz (;) 1j csucsot, és az
1j csucsok mindegyikét a kor harom pontjaval kotjiikk Gssze gy hogy semelyik két 1j csicsnak se
ugyanazok a korbeli cstcsok legyenek a szomszédai. Hatarozzuk meg a G graf x(G) kromatikus szamat.

A G kiszinezéséhez 4 szin elegendd, hiszen a 7 hosszu korre elég 3 szin, a tovabbi csticsok pedig

megkaphatjak a negyedik szint. (4 pont)
Megmutatjuk, hogy 3 szin nem elég G csicsainak kiszinezésére. Tegyiik fel indirekt, hogy G csicsait
sikeriilt 3 szinnel szinezni. (2 pont)
A C7 kor nem paros graf, ezért csicsainak szinezéséhez sziikség van 3 szinre. (1 pont)

Van tehat 3 kiilonb6z6 szint pontja, mondjuk a,b és c. Valamelyik 14j cstcsnak (mondjuk z-nek)
pontosan e harom csucs a szomszédja, ezért x nem kaphatja a 3 rendelkezésre allo szin valamelyikét,

ellentmondés. (2 pont)
A kapott ellentmondds azt mutatja, hogy 3 szin nem elég G csticsainak kiszinezéséhez, tehat y(G) = 4.
(1 pont)

2. Hatéarozzuk meg a nemnegativ p paraméter ésszes olyan értékét, melyre a fenti halézatban a maximalis
st-folyam nagysédga (értéke) a leheté legnagyobb.

Eloszor p = 0-ra keresiink egy maximalis nagysagu folyamot az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus
segitségével. Ekkor egy 16 nagysagu folyamot kapunk, és egy annak maximalitasat bizonyito, a stiriin
szaggatott vonallal jelzett, X &ltal indukalt, 32 + p kapacitasi st-vagést. (2 pont)
Most p = oo vélasztassal tovabb novelve a folyamot, az abran lathaté, 46 nagysagu folyamot kapjuk,

(1 pont)
amelynek maximalitasat a ritkan szagatott vonallal jelzett, Y altal indukalt, 46 kapacitasi st-vagas

bizonyitja. Ez az st-védgds nem tartalmazza a p kapacitasu élt. (2 pont)
Ezek szerint barmekkoranak is valasztjuk p értékét, 46-nal nagyobb

st-folyam nem lehetséges a hélézatban. (1 pont)

A 46 nagysagu st-folyam elérhetd, az pl. az abran lathaté mddon.

(1 pont)

A 32+ p kapacitasi vagas miatt ehhez p értékét legalabb 46 — 32 =

14-nek kell vélasztani. (1 pont)

A p = 14 vélasztas mellett elérheto a 46 nagysagu folyam, pl az

abréan megadott médon. (1 pont)

A vélasz tehat p > 14. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a 88 ponti GG paros graf egy lefogd élhalmaza fiiggetlen élekbol all. Hatarozzuk meg
7(G) értékét, azaz a G-t lefogd pontok minimélis szamét.

A G gréf egy lefogé élekbdl 4llé fiiggetlen élhalmaz definicié szerint a G egy teljes parositdsa. (3 pont)
Mivel G-nek 88 cstcsa van, ezért ez az élhalmaz 44 é1bél all, (2 pont)
vagyis G-ben a fiiggetlen élek maximélis szdma v(G) = 44. (2 pont)
A G graf péros, ezért Kénig tanult tétele szerint 7(G) = v(G) = 44. (3 pont)

4. Tegyiik fel, hogy a G egyszerti, paros graf A szinosztalya 28, a B szinosztalya 33 pontu. Tegyiik fel,
hogy a B szinosztalynak valemely Y részhalmazara |Y| = 18 és |[N(Y)| = 12. Mutassuk meg, hogy az
A szinosztalyra nem teljesiil a Hall feltétel, azaz létezik olyan X C A halmaz, melyre |N(X)| < | X].




Legyen X := A\ N(Y). (3 pont)
Mivel Y-nak egyetlen szomszédja sincs X-ben, ezért X-nek sincs szomszédja Y-ban, azaz N(X) C

B\Y . (3 pont)

Az X halmaz mérete | X| = |[A| — |[N(Y)| =28 =12 =16, mig |[B\ Y| = |B| — |Y| =33 — 18 = 15.
(2 pont)

Ezek szerint |[N(X)| < |B\ Y| = 15 < 16 = |X]|, tehdt X-re csakugyan nem teljesiil a feladatban

idézett Hall feltétel. (2 pont)

Avagy.

A Hall tétel szerint pontosan akkor teljesiil A-ra a Hall feltétel, ha G-nek van A-t fed6 parositasa.
(3 pont)

Azt kell tehdat igazolnunk, hogy G-nek nincs A-t fed6 parositdsa, més széval, hogy v(G) < 28. (2 pont)
Tekintsiik G' egy maximalis (v(G) méretii) M pérositdsat. Mivel a B szinosztély 18 pontd Y részhal-

mazanak csak 12 szomszédja van, ezért M az Y-nak legfeljebb 12 pontjat fedheti, (2 pont)
azaz Y -nak legalabb 6 pontja fedetlen. (1 pont)
gy B-nek is legaldbb 6 pontjat nem fedi M, (1 pont)
tehat |M| < |B| — 6 = 27, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

. Abszurdisztan addhivatala egy papirfecnin szerzett értesiilés nyoman szeretne felderiteni bizonyos
AFA-csaldsokat. A szovevényes blniigy felgongyolitéséhez elkészitettek egy G grafot, melynek pontjai
a gyanus cégeknek felelnek meg és G két csiicsa kozott akkor fut él, ha a két szoban forgd cég egyike
szamlat allitott ki a masiknak. Az adatok gondos analizise nyoman az deriilt ki, hogy minden gyanus
cégnek legalabb hat masik gyants céggel volt mar kozos szamlazasi tigye. A nyomozas sikerének pedig
az a kulcsa, hogy ez a G graf atlathato legyen, azaz, hogy G-t tigy lehessen lerajzolni egy datummal,
pecséttel és aldirassal ellatott okméanyra, hogy élek belsé pontban ne keresztezzék egymaést. (Ha ugyanis
eredménytelen marad a prébélkozas, akkor sajnos képtelenség felderiteni az csaldsokat.) Sikeriil-e vajon
nyakon csipni az elvetemiilt biinézoket?

Azt kell eldonteniink, hogy a kérdéses G graf sikbarajzolhatoé-e. (1 pont)
A konstrukei6 folytan G egyszerii, (1 pont)
igy ha G sikbarajzolhaté, akkor a tanult tétel értelmében legfeljebb 3n — 6 éle lehet, ahol n a G
cstcsainak szdma. (4 pont)
(Persze az is kell, ehhez, hogy n > 3, de ez kovetkezik a legaldbb 6-os fokszamokbdl.) (0 pont)
Mivel G-nek minden fokszama legalabb 6, ezért G cstucsainak fokszamosszege legaldbb 6n, vagyis G-
nek legalabb 3n éle van. (3 pont)
Ez pedig a fentiek alapjan ellentmond annak, hogy G sikbarajzolhatd, (1 pont)
vagyis nem varthatjuk a hivataltol a blin6zok megregulazasat. (1 pont)

A példa ereteti megszovegezése alkalmas lehetett arra, hogy a kozigazgatas, az addigazgatas csics-
szervébe vetett kozbizalmat, kozmegbecsiilést hatranyosan befolyédsolja. Ezért eziton elnézést kériink.
. Oldjuk meg a 7z = 8 (mod 177) linedris kongruencidt.

Mivel 7 és 177 relativ primek, ezért a kongruencia megoldhato, és a megoldasok halmaza egy modulo
177 maradékosztaly. (2 pont)
A megoldas soran az eléadason megbeszéltek értelmében eltekintiink a mod karaktersorozat kifroga-
tasatol. Egészitsiik ki a 7o = 8(177) linedris kongruencidt a trividlis 1772 = 0(177) kongruencidval.
A kapott kongruenciarendszer megolddsai pontosan azok az x egészek lesznek, melyek megoldjak az

eredeti kongruencidt. (2 pont)
A masodik kongruenciat helyettesitjiik azzal, amit ugy kapunk, hogy a masodikbdl kivonjuk az elso
25-szo6rosét: 177z — 1752 = 0 — 200(177). (2 pont)
Ez utobbi kongruenciaban a —200-at vele kongruenssel helyettesitva az alabbi kongruenciarendszer
adédik: 7z = 8(177) ill 2z = —23(177). (1 pont)
A maésodik kongruencia 3-szorosat az els6bél kivonva azt kapjuk, hogy x = 7z — 6x =8 — 3 - (—23) =
T7(177), (2 pont)
tehat a kongruencia megoldasa x = 77(177). (1 pont)
(Ha most ez utébbi kongruencia kétszeresét kivonnank a 2x = 23(177) kongruenciabdl, akkor a

Or =—23—2-77=—177 = 0(177) ad6dna, de erre nincs sziikség az els6 megjegyzés miatt.)
Természetesen a linearis kongruencia megoldhaté mas, a fentitol eltéré modszerrel is, és a helyesen
alkalmazott helyes mddszer szerint megkapott helyes végeredmény értelemszertien 10 pontot ér.



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2014. 12. 08.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. A * % % % %-XXXXX focimeccs végeredménye 6 : 3 lett XXXXX csapatanak javara. Hanyféleképpen
sziilethetett meg ez az eredmény, azaz hanyféle lehetett az egyes gélok utani allasok sorrendje?

A gdblok sorrendjét egy olyan 9 hosszi sorozat irja le, melyben 3 db ,x” és 6 db ,,X” szerepel. (3 pont)

Réadasul minden ilyen sorozat leirja a golok egy lehetséges sorrendjét. (2 pont)
Pontosan annyiféleképp sziilethetett meg tehat a végeredmény, amennyi az ilyen tulajdonsiagui soro-
zatok szama. (2 pont)
Az ilyen sorozatok ismétléses permutéaciot alkotnak, (1 pont)
igy a tanult képlet szerint a szdmuk %6!, (1 pont)
ez tehat a feladat kérdésére is a véalasz. (1 pont)

Az is épp ilyen jol meghatarozza a golok sorrendjét, ha megmondjuk, hogy a 9 rigott gél koziil melyik
3-at rugta * * * * %k, és igy binomialis egyiitthatoként jon ki a (g) valasz.
2. Tudjuk, hogy a 6 pontu G graf fokszamai 2,2, 2,4, 5,5. Igazoljuk, hogy G nem egyszeri.

Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy mégiscsak 1étezik egy 6 ponti, egyszerii G graf a feladatbeli

fokszamsorozattal. (2 pont)
Ekkor mindkét 5-6dfoku csics minden mas cstccsal 0ssze van kotve (3 pont)
tehat a harom masodfoku cstcs mindegyike csak a két 6todfoku csucesal szomszédos, (2 pont)
a negyedfokuval nem. (1 pont)

A negyedfoki cstucsnak tehat csak a két 6todfoki cstcs lehet a szomszédja, ami ellentmond G egy-
szeruségének. A kapott ellentmondas pedig az indirekt feltevés helytelenségét, azaz a feladat allitasat
igazolja. (2 pont)

3. Legyen V(G) = {vs, vy, ..., 010}, és vjv; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél nagyobb
ko6zos osztdjuk. Legyen a wv;v; él hossza min(Z, j) — 1. Hatdrozzunk meg a vs csicsb6l minden mas
csucsba egy-egy legrévidebb utat, ha van.

A [3,10] intervallumban két szam pontosan akkor nem relativ prim, ha mindketté oszthaté a 2, 3 vagy
5 primek valamelyikével. (1 pont)
Ezért G a vy, vg, vs, v1g ill. v3, v, v9 valamint a vs, vig klikkek unidja, v; pedig izoldlt pont. (2 pont)
A mellékelt dbra a G gréafot és az élhosszokat mutatja. (1 pont)

Az o6ran tanult Dijksta algoritmust alkalmazva (U = {vs}- vy 3 9w 2 11
bol kiindulva, élmenti javitasokkal, és az U halmazhoz pontok
{v10, V4, Vs, Vs, U3, V9 } sorrendben torténd hozzavételével) meghata-
rozhatjuk minden cstics v5-t0l vald tavolsagat, és a legrovidebb utak
fajat. (4 pont)
A v5-t6] mért tavolsagokat a csicsok mellé irt szamok jelzik, a leg-
rovidebb utak fajanak élei pedig meg lettek vastagitva. Ha tehdt
v5-boOl egy maésik csicsba szeretnénk legrovidebb tton eljutni, ak-
kor a megvastagitott faélek mentén érdemes haladnunk. (2 pont)

4. Az abran lathato valamely G graf egy szélességi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha tudjuk, hogy
b és ¢ szomszédosak G-ben?




Azt tanitottak, hogy G minden csicsanak a gyokértdl vald tavolsaga ugyanannyi a BFS faban mint

G-ben. (3 pont)
Az is igaz tovabba, hogy ha két csics szomszédos G-ben, akkor a gyokértdl valé tavolsaguk legfeljebb
1-gyel tér el egymastol. (2 pont)

Mivel b és ¢ szomszédosak G-ben, ezért b-t a gyokérrel 6sszekotd fabeli 1t
hossza legfeljebb 1-gyel tér el a c-t a gyokérrel 0sszsekoto fabeli Ut hosszatol.
(2 pont)

Tehat a mellékelt BFS fan a BFS bejaréas kiindulési csucsanak tavolsaga b-t6l u b ° d
és c-t6l legfeljebb 1-gyel tér el egymastél. Marpedig minden ¢-t6l kiilonbozé ¢ [ g
csucsra e két tavolsag kiilonbsége legalabb 2, (2 pont) I » N /;
igy a BF'S bejaras kezddcestcsa csakis g lehetett. (1 pont) t J

. Igaz-e, hogy minden aciklikus, iranyitott G graf csicsainak pontosan egy topologikus sorrendje van?

Az allitas nem igaz, és ehhez elegendo egyetlen aciklikus, iranyitott grafot mutatni, amelynek a cstcsai
egynél tobbféleképp is topologikus sorrendbe rendezhetok. (4 pont)
Legyen a G grafnak két cstcsa (u és v) és 0 éle. Ekkor G aciklikus irdnyitott graf, és u,v ill. v, u is
topologikus sorrend. (5 pont)
A G gréf csucsainak tehat nem pontosan egy topologikus sorrendje van, a feladatban megfogalmazott
allitas ezért nem igaz. (1 pont)

Lehet éppenséggel kevéshé trivialis ellenpéldat is mutatni, az éppugy jo.
. Igazoljuk, hogy ha egy egyszertt G grafnak 20 cstcsa van és barmely fokszama legaldbb 12, akkor
G-nek van két olyan Hamilton kore, melyeknek nincs kozos éle.

A Dirac tétel miatt G-nek van egy C' Hamilton kore, hiszen G' midnen fokszama legalabb a pontok

szamanak fele, azaz 10. (3 pont)
Ha most C' éleit elhagyjuk G-bol, akkor az igy kapott G — C' grafban minden fokszam legalabb 10
lesz. (3 pont)
Ismét teljesiil tehat a Dirac-feltétel, igy Dirac tétele szerint G — C-nek is van Hamilton kore, mondjuk
. (3 pont)

A konstrukei6 folytan a G graf C' és ¢’ Hamilton koreinek nincs kozos éle, ez pedig igazolja a feladatban
kimondott allitdst. (1 pont)



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2014. 12. 08.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G egyszerli grafnak 77 pontja van, fliiggetlen pontjainak maximalis szama pedig
a(G) = 19. Bizonyitsuk be, hogy x(G) > 5 teljesiil G kromatikus szaméra.

Indirekt tegyiik fel, hogy a G gréafot ki tudtuk szinezni legfeljebb 4 szinnel. Az azonos szintire szinezett
cstcsok (azaz a szinosztélyok) fiiggetlen ponthalmazok, hisz azonos szinti pontokat nem kot ssze él.

(3 pont)
Mivel a(G) = 19, ezért egyetlen fiiggetlen ponthalmaznak, igy egyetlen szinosztélynak sem lehet 19-
nél tobb pontja. (3 pont)
A G gréfnak tehét legfeljebb 4 - 19 = 76 pontja lehet. (2 pont)
Ez ellentmond annak, hogy G-nek 77 pontja van, és ez az indirekt feltevés helytelenségét, azaz a
X(G) > 5 egyenlétlenséget igazolja. (2 pont)

2. Talaljunk az abran lathaté halézatban minimélis kapacitasu st-vagast és bizonyitsuk be, hogy nincs
a megtalaltndl kisebb kapacitasa st-vagas.

Maximalis nagysagu folyamot keresiink az éran tanult Ford-Fulkerson algoritmus segitségével. Az
aktudlis segédgraf néhany st-utja mentén torténod javitdasok utdan az abran lathatd, 56 nagysdgu f
folyamot kapjuk. (A nagyobb méretben (zolddel) szedett szamok az f folyam értékét jelzik az adott
élen, ha egy élen nincs ilyen szam, akkor azon f = 0.)

A megfelel6 segédgrafban s-bol elérheté pontok X halmaza
altal meghatdrozott st-vagas szintén 56 kapacitdsti. (4 pont)
Mivel a héalézatban létezik 56 nagysagu folyam, ezért tetszo-
leges st-vagas kapacitasa legalabb 56, mi pedig talaltunk egy
pontosan 56 kapacitasu st-vagast. Ez azt mutatja, hogy az ab-
ran szaggatott vonall jelzett st-vagas valoban minimalis kap-
citdsa. (2 pont)

(A teljes értéki megolddshoz nem sziikséges, hogy a hallgaté megindokolja, hogyan talélt olyan folya-
mot és st-vdgas, melyek nagysaga ill. kapacitdsa megegyezik.)

3. Tegyiik fel, hogy a 88 ponti G péros grafban a(G) = 44. Igazoljuk, hogy G-re teljesiil a Hall feltétel,
azaz | X| < |N(X)| az A szinosztély minden X részhalmaza esetén.

Mivel G paros, ezért G-nek nincs hurokéle, igy Gallai idevagd tétele szerint 44+7(G) = a(G)+7(G) =

V(G)| = 88. (3 pont)
A G grafra Konig tétele is érvényes, igy v(G) = 7(G) = 88 — 44 = 44. (3 pont)
Ha egy 88 pontt grafban v(G) = 44, akkor G-nek van teljes parositésa, (1 pont)
igy a Frobenius tétel szerint a G graf A szinosztalyéra teljesiilnie kell a feladatban szerencsére helyesen
felirt Hall feltételnek. (3 pont)

[gazabdl egyik fent hasznalt tételre sincs sziikség.

A G mindkét szinosztélya fiiggetlen ponthalmaz, ezért G nagyobbik szinosztalya legalabb 44 ponti,
azaz a(G) > 44. Mivel a(G) = 44, ezért G mindkét szinosztalydban pontosan 44 csics talalhaté:
|A| = |B| = 44. (2 pont)
Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy | X| > |N(X)| teljesiil valamely X C A ponthalmazra. (1 pont)
Ekkor X-b6l nem fut él a B\ N(X) halmaz egyetlen pontjdba sem (2 pont)




ezért X U (B \ N(X)) fiiggetlen ponthalmaz. (2 pont)
Am ekkor o(G) > |X U (B \ N(X))| = (1 pont)
— X| + B\ N(X)| = [X] + B — IN(X))| = [ X] + 44 — [N(X)| > 44, (1 pont)
ami ellentmond az a(G) = 44 feltevésnek, igy igazolja az indirekt feltevés hamis voltat, tehdt a feladat
allitasa csakugyan igaz. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii G graf sikbarajzolhatd, akkor a pontjainak legfeljebb a fele lehet
10-nél nagyobb foku.

Elegendé az allitast Osszefiiggd grafokra igazolni, hiszen ha G minden komponensére igaz, hogy az
adott komponens csticsainak legfeljebb a felének a fokszama nagyobb 10-nél, akkor ugyanez az egész
G grafra is teljesiil. Feltehetjiik tehat, hogy G 0sszefiiggd, és legalabb 12 csticsi, hisz ellenkez6 esetben

G-nek egyetlenegy legalabb 11 foku pontja sincs. (1 pont)
Legyenek tehat n,t és e a G szokdsos paraméterei, és jelolje m a G legalabb 11-edfoku cstcsainak
szédmat. Az Euler formula miatt n +¢ = e + 2. (3 pont)
A fokszamok Osszege a kétszeres élszam, ezért 2¢ > 11m + (n — m), azaz 2e > 10m + n , hiszen m
cstcs fokszama legaldbb 11, és a maradék (n — m)-é pedig legalabb 1. (2 pont)

Minden él 2 tartomanyt hatédrol, és minden tartomanyt legaldbb 3 él hatérol, ezért 2e > 3t (2 pont)
A fentiek szerint tehat, 6n + 4e > 6n + 6t = 6e + 6, azaz 6n > 2e¢ + 6 > 10m + n + 6, ahonnan
5n > 10m+ 6 > 10m addédik, més széval n > 2m, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)
. Hany pozitiv osztdja van 10!-nak?

Azt tanitottdk az 6ran, hogy ha n kanonikus alakja n = pi* - p3? - ... - pi*, akkor n pozitiv osztéinak
szama d(n) = (ag + 1)(aa + 1) ... (ax + 1). (3 pont)
A cél tehat 10! kanonikus alakjanak meghatarozasa. Ezt a kanonikus alakot megkaphatjuk dgy is,
hogy 6sszeszorozzuk az 1,2, ...,10 szamok kanonikus alakjait. (2 pont)
Mivel ez utébbi kanonikus alakokban csak a 2, 3,5 és 7 primek szerepelnek, ezért csupan ezen primek
kitevéit kell meghatéroznunk. (1 pont)

A 2 kitevGje 5+ 2+ 1 = 8 az 5 db paros, 2 db néggyel oszthatd és 1 db nyolccal oszthatd tényezd
miatt. A 3 kitevéje 3+1 =4 a 3 db 3-mal oszthatd és 1 db 9-cel oszthato tényezo miatt. Az 5 kitevGje
2, hisz 5 és 10 oszthato 5-tel a tiz tenyezobol. Végiil az egyetlen 7-tel oszthatd tényezé a 7, tehat
10! =28.3%.52.7. (3 pont)
A pozitiv osztdk szdmdra vonatkozo képlet alapjan tehét d(101) =9-5-3 -2 = 270. (1 pont)
. Oldjuk meg a 17z = 8 (mod 177) linedris kongruenciat.

Mivel 17 és 177 relativ primek, ezért a kongruencia megoldhato, és a megoldasok halmaza egy modulo
177 maradékosztaly. (2 pont)
A megoldas soran az eldadason megbeszéltek értelmében eltekintiink a mod karaktersorozat kifroga-
tasatdl. Egészitsiik ki a 172 = 8(177) linedris kongruencidt a trividlis 1772 = 0(177) kongruenciaval.
A kapott kongruenciarendszer megolddsai pontosan azok az x egészek lesznek, melyek megoldjak az

eredeti kongruenciat. (2 pont)
A masodik kongruenciat helyettesitjiik azzal, amit igy kapunk, hogy a masodikbdl kivonjuk az els6
10-szeresét: Tox = 177x — 1702 = 0 — 80(177). (2 pont)
Igy az aldbbi kongruenciarendszer adédik: 172 = 8(177) ill 72 = —80(177). (1 pont)

A mésodik kongruencia 2-szeresét az els6bdl kivonva azt kapjuk, hogy 3z = 17z —14x = 8—2-(—80) =
168(177), vagyis a 7o = —80(177), 3z = —9(177) rendszer adédik. Most az els6 konruenciabdl vonjuk
ki a mésodik kétszeresét: x = 7o — 2 -3z = —80 — 2 - (—9) = —62(177), (2 pont)
tehat a kongruencia megoldésa = 115(177). (1 pont)
(Ha most ez utébbi kongruencia haromszorosat kivonnank a 3z = 15(177) kongruenciabdl, akkor a
0x = -9 —3-115 = —354 = 0(177) adddna, de erre nincs sziikség az elsd megjegyzés miatt.)

Természetesen a linearis kongruencia megoldhaté mas, a fentitol eltéré modszerrel is, és a helyesen
alkalmazott helyes mddszer szerint megkapott helyes végeredmény természetesen 10 pontot ér.



