A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2025. 11. 06.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az itmutatiébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan F' fa, amire az 1,1,1,1,1,1,2,2,2,3,4,x sorozat az I’ fokszamait adja meg névekvo

sorrendben?

Az F fanak 12 csicsa van, ezért a tanultak miatt az élszéma |E(F)| =12 —1 = 11. (3 pont)
Az kézfogaslemma szerint F' fokszamosszege az élszama kétszerese, (3 pont)
ezért 6-1+3-24+3+4+ 2 =2|E(G)| =22, (1 pont)
ahonnan 19 + x = 22 miatt x = 3 adddik. (1 pont)
Mivel z < 4, a feladatban megadott fokszamok nem alkotnak ndvekedd sorozatot. (1 pont)
Ezért nem létezik a megadott tulajdonsiagokkal rendelkezo fa. (1 pont)
Az els6 3 pont utan igy is befejezheté a megoldas.

Az 6ran tanult kézfogaslemma miatt tetszoleges véges graf fokszamosszege paros, (2 pont)
ezért x péaratlan, (1 pont)
és a fokszamsorozat noveked6 tulajdonsidga miatt x > 5. (1 pont)
Ennek megfeleléen F' csticsainak fokszamosszege legalabb 6 -1+ 3 -2+ 3+ 4+ 5 = 24. (1 pont)
A KFL miatt a fokszdmosszeg az élszam kétszerese, azaz |E(F)| > 24/2 = 12, (1 pont)
ami ellentmond a korédbbi |E(F)| = 11 megallapitasnak. A kapott ellentmondds igazolja, hogy nem
létezik a faladatban leirt tuljadonsagokkal rendelkezé F fa. (1 pont)

Ha egy megoldé csak annyit tesz, hogy felrajzol egy, a feladatbeli fokszamsorozatot megvaldsitéd fat,
és megfigyeli, hogy azon = = 3, akkor az (legfeljebb) 1 pontot kapjon.

2. A jobb oldalt lathaté tablazat a Dijkstra-algoritmus G grafon al bl ¢l d| e| f| g
torténd lefutdsa sordn dokumentdlja az (r, £)-fels6 becslés vélto- YN 70| 77
zasat az algoritmus egyes fazisaiban. o0|12|0o| 0|oo| T|oo
) , 17/12]00| 0/19] 7|22
(a) Allapitsuk meg a tabldzatbdl hianyzo6 értékeket! 14112124] 0l14| 7| 9
(b) Rajzoljuk le a megfelel§ gytkérhez tartozé legrovidebb utak 13112122} 0(14| 7| 9
fajat, és irjuk a fa minden egyes éle mellé a megfeleld él- 7?7112|19| 0/14) 71 9
hosszt! 77(77119(77|77(77| 77
A tablazat els6 sora a kiindulési (r, £)-felsé becslést tartalmazza, ami
. , . N . al bl c| d| el fl g
minden cstcsra oo, kivéve a gyodkeret, amire 0. (1 pont)
Mivel a Dijkstra-algoritmus futasa soran egyetlen csticsra vonatkozd 00| 00| S0 @ 0000100
fels6 becslés sem novekszik, ezért a gyokér az r = d csics: az elso oo| 12| oo| 0f o0 o0
sorban itt 0 4ll, a tobbi helyen oo. (1 pont) 17| 12| oo| 0| 19| 7|[9]
A Dijkstra-algoritmus minden egyes fazisaban az a KESZ halmazon 14 240 0] 14| 71 9
kiviili cstics keriil a KESZ halmazba, amelyikre a nyilvéntartott 12| 22| 0| 14| 7| 9
fels6 becsés a legkisebb. Ezeket a tablazatelemeket be fogjuk 13| 12| 19| 0 71 9
keretezni. (1 pont) 13| 12 ol 14| 7| 9

Lathato, hogy a 4. sor ismert legkisebb eleme kisebb, mint a 3. soré. Ez azt jelenti, hogy a 3. sorban
nem a 12-t, hanem az ismeretlen elemet kell bekeretezni. Ez az elem pedig a masodik sorban a KESZ
halmazba keriilé f csticsbol indulo él mentén javult meg egy olyan értékre, ahonnan nem javult tovabb.
Ezért a 3. sor végén egy bekeretezett 9-es all. (2 pont)

A bekeretezett elemek KESZ halmazba keriilése utén a megfelels (d, £)-felsé becslés méar nem véltozik,




igy kitolthetjiik a tablazat oszlopait és elvégezhetjiik a tovabbi bekeretezéseket. (1 pont)
A legrovidebb utak fajanak felrajzolasahoz minden, a gyockértol kiillénbozo

v csucsra megvizsgaljuk, hogy a v végsé (d, £)-fels6 becslése melyik u cstics 12 (d) 7
KESZ halmazba keriilését kovetden adédott. A legrévidebb utak fajaban

az u csucsbol vezet iranyitott él a v csicsba, és ennek az élnek a hossza a 1 () 0 2
két végsd felsébecslés-érték kiilonbsége. (2 pont)

A mellékelt rajz az igy kapott legrovidebb utak féjat abrézolja. (2 pont) 6@ @5
A feladat nem szélt arrdl, hogy iranyitott-e a graf, igy azt iranyitatlannak @

értelmezziik. Ha netan valaki irdnyitott graffal dolgozott, azt is elfogadjuk.

. Oldjuk meg a lenti abran bal oldalt lathaté PERT problémat: hatarozzuk meg minden tevékenység
legkorabbi kezdési idejét, a teljes projekt mimimalis végrehajtasi idejét és a kritikus tevékenységeket.
Elérheto-e egyetlen él megforditasaval, hogy olyan PERT problémat kapjunk, aminek a minimalis
végrehajtasi ideje révidebb az eredetiénél?

8 120 4
Az 6rén tanultak szerint dolgozunk. Iterélt forrdstorléssel (vagy maés, =0 DO§6
alkalmas mddon) megkeressiik a problémat leiré graf egy topologi- 10 3
kus sorrendjét. A konkrét esetben az a,g,d, e, b, c, h,i, f sorrendet 4
kapjuk. (1+1 pont) 5%05 3 8)el3 24
A kapott toplogikus sorrendben meghatarozzuk minden egyes tevé- 7 f
kenyég legkorabbi kezdési id6pontjat, és megjeloljitk azt az élt (vagy 2 6
azokat az éleket), amelyek miatt az adott részfeladat nem kezdédhet 8 V117 ‘
a szamitott idépontnal hamarabb. (8 pont) O - v
A teljes projekt legrovidebb végrehajtasi ideje az imént kiszamitott legkorabbi kezdési idépontok
legnagyobbika, konkrétan 24. (1 pont)
A kritikus tevékenységek a kritikus (leghosszabb) utak mentén taldlhaté tevékenységek. Két kritikus
ut van, ezek adebcf és aghif, ezért minden tevékenység kritikus. (2 pont)

Barmelyik élt is forditjuk meg a problémat leiré grafban, az egyik kritikus ithoz nem nyulunk. Ezért
a kapott graf leghosszabb utjanak hossza (azaz a médositott probléma legkorabbi végrehajtasi ideje)
nem csokkenhet ezaltal. (2 pont)
. Legyen G az alabbi édbran szerepl6 masodik graf. El6allithaté-e G-bél két él torlésével, majd egy él
behuzasaval olyan egyszerii graf, aminek van Euler-korsétaja?

Az 6ran azt tanitottak, hogy véges, iranyitatlan grafnak pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha

ipeof, (1 pont)
és minden fokszama paros. (1 pont)
Vegyiik észre, hogy ha toroljiik az ad és ec éleket, majd behuzzuk a ch élt, akkor a hatodfoki h kivé-
telével minden csics foka 4 lesz, és a graf is Osszefiiggd marad. (7 pont)
Az igy kapott grafnak van tehat Euler-korsétaja: a feladat kérdésére igenlo a valasz. (1 pont)

Ha valaki nem talal meg egy megfelel6 éltorlés-élbehtizas kombinaciét, az az elsé két pont mellett
tovabbi részpontszamot szerezhet azzal, ha megfigyeli, hogy mik a paratlan fokd cstcsok (1 pontért),
hogy egy éltorlés két csucs fokszaménak paritdsat valtoztatja (1 pontért), és, hogy élbehizésra is
hasonlé igaz (djabb 1 pontért).

. Legyen G a fenti abrén szereplo masodik graf. Sikbarajzolhaté-e a G graf?

A jobb oldali dabra a G graf egy topologikus K33 ill. egy

topologikus K5 részgrafjat mutatja. (7 pont)
Barmelyik emlitett részgraf cafolja G sikbarajzolhatdsagat.
Ezért G nem sikbarajzolhato. (8 pont)

Aki nem taldl tiltott részgrafot, de kimondja a Kuratowski-
tétel konnyt iranyat, és latnivaloan megfelel6 részgrafot ke-
res, annak jar a masodik részben adhaté 3 pont.




A fenti dbran lathaté harmadik graf megvastagitott élei alkotjak a 9-csicsu G graf egy BFS bejarasa
utan kapott szélességi fajat. Tudjuk, hogy e és ¢ szomszédosak G-ben. Hatdrozzuk meg az a csics
befejezési szamat a fenti bejarasban!

Tanultuk, hogy irdnyitatlan graf szélességi bejarasa utédn a grafnak nincs szintet ugré éle. (2 pont)
Ezért az BFS-fa gyokere (vagyis az elsének elért csics) csakis ¢ vagy f lehet: barmely més gyokér
esetén ugyanis ei szintet ugrana. Ha pedig ¢ vagy f a gyokér, akkor az ei él szinten beliil fut. (2 pont)
A szélességi bejarasra teljesiil, hogy ha a csicsokat az elérésiik sorrendjében sorba rendezziik, akkor a
csucsokat a szélességi fa szintjei szerint soroljuk fel, mégpedig gy, hogy a gyokérhez kozelebbi szint

barmely csicsa megel6zi a gyokértél tavolabbi szint barmely cstcsét. (2 pont)
Lathatd, hogy akér ¢, akdr f a fa gyokere, a minden més csicsndl tavolabb van a gyokértol. (1 pont)
Ezért a az utolsénak elért csucs. (1 pont)
Mivel szélességi bejaras esetén a csucsok elérési és befejezési sorrendje megegyezik, (1 pont)
ezért a egyuttal az utolsénak befejezett csucs is. fgy a befejezési szama a G csicsszamaval egyezik
meg, ami konkrétan 9. (1 pont)

Az elsé 4 pont igy is megszerezhetd: 2 pontért ramutatunk arra, hogy BFS utan nincs eloreél majd
ujabb 2 pontért arra, hogy ha nem c vagy f lenne a gyokér, akkor e: eloreél lenne.



