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Kruskal-algoritmus emlékeztet6

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,
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Megj: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus feszité erd6t talal.

S6t: ha G Osszefliggd, akkor a Kruskal outputja feszitéfa.

Jogos kérdés, hogy ez a rovidlaté, mohd stratégia vajon mindig
optimalis megoldast, azaz mkffat (ill. min.ktg-i feszitd erd6t) ad-e.
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A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:

Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.
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akkor F N E. a G, egy feszitd erdeje minden ¢ > 0 esetén.
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akkor F N E. a G, egy feszitd erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Ez egy rendkivil hasznos tulajdonsdg, érdemes neki nevet adni.
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Példa: Adott a fent
lathaté G grafban az F élhalmaz.
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lathaté G grafban az F élhalmaz.
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Példa: Adott a fent
lathaté G grafban az F élhalmaz. Az F élhalmaz nem 2-feszitd,
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4-ponti komponensét.
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Példa: Adott a fent
lathaté G grafban az F élhalmaz. Az F élhalmaz nem 6-feszitd,
u.i. a 6-nal nem dragdbb F-beli élek tartalmaznak kort, sét, Gg bal
oldali komponensét sem feszitik.
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utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszitd erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.



A Kruskal-output egy fontos tulajdonsaga

G = (V,E) gréf és k : E — R, ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségli élek alkotta feszito részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
Figyeljiik meg, hogy ha a legfeljebb ¢ koltségli élekek feldolgozasa
utan abbahagynidnk a Kruskal-algoritmust, akkor az output a G,
graf egy feszitd erdeje lenne.

Ha a G gréfon futtatott Kruskal-algoritmus outputja F,
akkor F N E. a G, egy feszitd erdeje minden ¢ > 0 esetén.
Def: A fenti, élkoltségekkel ellatott G graf éleinek egy F
részhalmaza c-feszitd tulajdonsagu, ha F N E. a G, feszitd erdeje.
Megj: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus F outputjara igaz, hogy

az F élhalmaz c-feszitd tulajdonsagi minden ¢ > 0 esetén. (*)

Igazoljuk, hogy a (*) tulajdonsdg karakterizdlja a mkffakat:
egyrészt minden mkffa élhalmaza (*) tulajdonsagd,
masrészt pedig minden (*) tulajdonsdgi halmaz mkffa élhalmaza.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

Megj: A fenti Lemmaban F sziikségképpen feszit6 erdd, hisz ha ¢

minden fellépo élkoltségnél nagyobb, akkor E. = E és G, = G. fgy
FNE.=FNE=F a G, = G feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k() < k(h) < ... < k(f). T F' ={fl.f.....fl}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

Biz: Indirekt: tfh k() > k(') = c. Ekkor £, fii1,... & EcNF
ezért |[Ec N F| < i. Az F c-feszit6 tulajdonsdga miatt E. N F a G,
egy olyan feszité erdeje, ami i-nél kevesebb élt tartalmaz. Az
fi,fy,..., f élek is mind E.-beliek, és tobben vannak az E. N F
feszit6 erdd élszdmanal. Tehat /. f;, ...,/ nem kdrmentes, igy
fl,fy, ..., f] sem az. Az indirekt feltevés ellentmondasra vezetett.
Ez azt jelenti, k(f;) < k(f/) teljesiil Vi =1,2,... esetén.

Ezért k(F) = Yi_y k(f) < Xoi_y k(F)) = k(F") . 0



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
Biz: Lattuk, hogy ha F a Kruskal-algoritmus outputja, akkor
egyrészt F feszitd erdd, masrészt pedig F c-feszitd tulajdonsagu
minden ¢ > 0 esetén. Ezért a Lemma szerint k(F) < k(F’) teljesiil
G tetszbleges F’ feszité erdejére. Ol



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovabba k(f) < k() < ... < k(f)). Tfh F' ={fl.f,....f}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz: <: Ha F’ minden c-re tartalmazza G, egy feszité erdejét,
akkor ¢ = 0o esetén ez azt jelenti, hogy F/ = FFNEy a G =G
egy feszitd erdeje. A Lemma miatt F’ koltsége nem nagyobb G
egyetlen feszitd erdejének koltségénél sem. Ezért F’ a G minimalis
koltségli erdeje.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz:



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
Biz: =: Indirekt. Tfh valamely ¢ > 0-ra F/ N E. nem feszitd
erdeje Gg-nek, és legyen F a Kruskal-algoritmus outputja. Mivel F
c-feszitd tulajdonsagi, ezért |F' N E.| < |F N E| =:i. Igy
k(f;) < k(f/). Raadasul a Lemma miatt k(f;) < k(f/) Vj. lgy aztan
k(F) < k(F"), tehat F' nem minimalis koltségii feszité erds. 4 [



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitS erdejének élei, és k(f]) < k(f;) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < { esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
(3) Ha a G graf Osszefiiggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl all, azaz feszitéfa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitofat taldl barmely osszefliggd G grafban.



Mkffak struktdraja

Tfth G = (V,E) graf, k: E — R ktgfv, és az
F={f,f,...,f} C E élhalmaz c-feszits tulajdonsdgi Vc > 0-ra,
tovdbba k(f1) < k(fh) < ... < k(fy). Tth F' ={f,f5,....f/}a G
egy feszitd erdejének élei, és k(f{) < k(fy) < ... < k(f;). Ekkor
k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F").

(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszitd erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszitd erdeje G-nek
<= F’ c-feszitd tulajdonsdgli minden ¢ > 0-ra.
(3) Ha a G graf Osszefiiggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl all, azaz feszitéfa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitofat taldl barmely osszefliggd G grafban.
Megj: Osszefiiggd G graf esetén a (2) kévetkezmény G minimalis
koltségli feszitofainak karakterizacidja.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:
Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése

2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.
(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.

(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)
2. Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcst G graf
esetén barmely élr6l a dontés (az adatstruktira karbantartdsaval
egylitt) megvaldsithatd konst - log, n |épésben. Az Gsszes
dontéshez tehat elegendd konst - m - log, n 1épés.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.

(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)
2. Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcst G graf
esetén barmely élr6l a dontés (az adatstruktira karbantartdsaval
egylitt) megvaldsithatd konst - log, n |épésben. Az Gsszes
dontéshez tehat elegendd konst - m - log, n 1épés.

A Kruskal-algoritmus |épésszama ezért felllrdl becsiilheto

konst - m - log,(n + m)-mel.



Mkffak egy V|IIamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy
graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-

sen hatarozzdk meg.



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-

sen hatarozzak meg.
Csomdéponti torvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek

el6jeles osszege 0.



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-
sen hatarozzak meg.

Csomdéponti torvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek
eléjeles 6sszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencidlkiilonbségek Gsszege 0.



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-

sen hatarozzak meg.

Csomdéponti torvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek
eléjeles 6sszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kére mentén a potencidlkiilonbségek Gsszege 0.
Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?



Mkffak egy V|Ilamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Tfh egy aramkor a fenti kétpdlust aramkori elemekbdl all. Az dramkor tkp egy

graf, aminek minden éle egy-egy aramkéri elemnek felel meg. Azt, hogy mi
torténik itt (mik lesznek az élek mentén az dramerdsségek, és a gréfcsdcsok
kozott a potencidlkiilonbségek), azt az dramkor grafjan felirt Kirchhoff-féle
csoméponti- és huroktorvények, az ellenallasokra felirt Ohm-tdrvények valamint a
kapacitiv és induktiv daramkéri elemekre vonatkozé differencidlegyenletek egyiitte-
sen hatarozzak meg.

Csomdéponti torvény: a graf egy ponthalmazabdl kilépd éleken az dramerdsségek
eléjeles 6sszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kére mentén a potencidlkiilonbségek Gsszege 0.
Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Nem egyértelmii a megoldas pl akkor, ha G-ben van olyan kor, ami kizardlag

fesziiltségforrasokat tartalmaz. (Ha u.i. a fesziiltségek el8jeles Gsszege nem O,

sériil a huroktorvény, igy nincs megoldds. Ha pedig ez az 6sszeg 0, akkor viszont
nem egyértelmii a megoldas, hiszen barmely megoldasbdl kaphaté egy masik,

ahol ezen kdr mentén valamekkora plusz dramot korbekiildiink.)
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Nem egyértelmii a megoldds akkor sem, ha G cslicsai két részre oszthatdk gy,

hogy a két rész kozt futd éleken kizardlag dramforrasok vannak. (Ha az dramok
el6jeles osszege nem 0, akkor a csoméponti torvény sériil. Ha pedig 0, ak-
kor barmely megoldasban az egyik rész potencidljat konstanssal megemelve egy

masik megolddst kapndnk, tehat nem csak egy megoldds lenne.)
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor, ha a fenti torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas

egyértelmd, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mdas okbdl) a lehetd legtobb kapacitdst és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas

egyértelmd, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mdas okbdl) a lehetd legtobb kapacitdst és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).
(R&adésul a normal fahoz tartozé alapkorokre és alapvagasokra felirt hurok- ill.

csoméponti torvények egyértelmiien meg is hatdrozzak a megolddst.)
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas

egyértelmd, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mdas okbdl) a lehetd legtobb kapacitdst és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).
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Kinzé kérdés: Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?

Akkor. ha a fenti torvénvekkel felirt eevenletrendszer egvértelmiien megoldhaté.
Bizonyithaté, hogy ha az iménti esetek egyike sem all fenn, akkor a megoldas

egyértelmd, a haldzat ,,értelmes’. Ennek egy lehetséges bizonyitéka a normal
fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden fesziiltségforrast, nincs benne
egyetlen dramforrds sem (és emellett (mdas okbdl) a lehetd legtobb kapacitdst és

a legkevesebb induktivitast tartalmazza).
Normal fa keresése: fesz.forras (1), kapacitas (2), ellendllds (3), indukti-

vitds (4), dramforrds (5) élkoltségekhez keressiink mkffat! Ha ez tartalmaz
aramforrdst, vagy nem tartalmaz minden fesziiltségforrast, akkor nincs normil fa,
egyébként a mkffa egy normal fa. A normal fa létezése esetén pedig egyértelmii

a megoldas, és ,,értelmes” a hildzat.
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Mit tanultunk ma?

» Minimalis koltségli feszité erdék struktirdja
(c-feszité tulajdonsdg minden ¢ > 0 esetén)

> Kruskal-algoritmus helyessége, 1épésszama

> Normal fak és elektromos halézatok kapcsolata

Koszonom a figyelmet!



