A szamitdstudomany alapjai

A grafelmélet alapjai

2025. szeptember 9.



Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok

2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok
2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)
Cél: matematikai eszkozok és szemléletméd megismerése.
(Definicié-tétel-bizonyitds alapi ,,épitkezés”)


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok
2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)
Cél: matematikai eszkozok és szemléletméd megismerése.
(Definicié-tétel-bizonyitds alapi ,,épitkezés”)
Eloadasok: heti 2 ill. 4 éra elmélet
Gyakorlatok: heti 2 6ra, kis csoportos feladatmegoldas


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok

2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)
Cél: matematikai eszkozok és szemléletméd megismerése.
(Definicié-tétel-bizonyitds alapi ,,épitkezés”)
Eloadasok: heti 2 ill. 4 éra elmélet
Gyakorlatok: heti 2 6ra, kis csoportos feladatmegoldas
Tudnivalék: www.cs.bme.hu/sza


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok

2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)

Cél: matematikai eszkozok és szemléletméd megismerése.
(Definicié-tétel-bizonyitds alapi ,,épitkezés”)

Eloadasok: heti 2 ill. 4 éra elmélet

Gyakorlatok: heti 2 6ra, kis csoportos feladatmegoldas

Tudnivalék: www.cs.bme.hu/sza

Segédanyagok: El6addsok anyaga (pdf, vided, jegyzet)

Az el6adas diasorok alapjan késziilt Szasa

Kozos gyakorlat-feladatsor tudnivaldk része

Katona-Recski-Szabé (nyomtatott/elektronikus) jegyzet

NESZ (régi targy sajat digitélis jegyzete, rég volt karbantartva)

Szeszlér BSz1 jegyzet (jol atgondolt, letdlthetd linalg jegyzet)

Letolthet6 linalg és grafelmélet példatarak


www.cs.bme.hu/sza

Alapveto tudnivaldk
Mirél lesz sz6?

1. Gréafelmélet, grafalgoritmusok

2. Linearis algebra
(vektorok, matrixok, determinansok, egyenletrendszerek)

Cél: matematikai eszkozok és szemléletmdd megismerése.
(Definicié-tétel-bizonyitds alapi ,,épitkezés”)

Eloadasok: heti 2 ill. 4 éra elmélet

Gyakorlatok: heti 2 6ra, kis csoportos feladatmegoldas

Tudnivalék: www.cs.bme.hu/sza

Segédanyagok: El6addsok anyaga (pdf, vided, jegyzet)

Az el6adas diasorok alapjan késziilt Szasa

Kozos gyakorlat-feladatsor tudnivaldk része

Katona-Recski-Szabé (nyomtatott/elektronikus) jegyzet

NESZ (régi targy sajat digitélis jegyzete, rég volt karbantartva)

Szeszlér BSz1 jegyzet (jol atgondolt, letdlthetd linalg jegyzet)

Letolthet6 linalg és grafelmélet példatarak

Extrak: Erdekes kiegészit6é informacidk érdeklddéknek. Nem kérjiik szamon.


www.cs.bme.hu/sza

Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)

Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.



Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)

Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.
Hozott pontszam (hp):

50 alatti ZH pontszamok Osszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)



Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)

Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.
Hozott pontszdm (hp):

50 alatti ZH pontszamok Osszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)
Alairds v'= szdébeli vizsga.

Vizsgara neptun-jelentkezés, tételsorrél random tétel, 30 perc
felkésziilés, kis kérdések (A ZH-n szdmon nem kért anyagbdl is!).



Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)
Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.
Hozott pontszdm (hp):

50 alatti ZH pontszamok Osszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)
Alairds v'= szdébeli vizsga.

Vizsgara neptun-jelentkezés, tételsorrél random tétel, 30 perc
felkésziilés, kis kérdések (A ZH-n szdmon nem kért anyagbdl is!).
Szébelin kaphaté 60 pont, az 50 feletti rész IMSC pont, az 50
alatti rész 1,2-szerese szdbeli pontszam (szp). (0 és 60 kozé esik.)
szp< 24 = elégtelen. Végsd pontszam vp = hp + szp.



Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)
Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.
Hozott pontszdm (hp):

50 alatti ZH pontszamok Osszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)
Alairds v'= szdébeli vizsga.

Vizsgara neptun-jelentkezés, tételsorrél random tétel, 30 perc
felkésziilés, kis kérdések (A ZH-n szdmon nem kért anyagbdl is!).
Szébelin kaphaté 60 pont, az 50 feletti rész IMSC pont, az 50
alatti rész 1,2-szerese szdbeli pontszam (szp). (0 és 60 kozé esik.)
szp< 24 = elégtelen. Végsd pontszam vp = hp + szp.
Konverzié:

> 0|40 55|70 | 85

vp | O] 2] B]] @
< | 40]55[70]85] 101




Kovetelmények

Szamonkérések: 1.ZH(XI.6, 24, 1.6), 2.ZH(XIl.4, 17, 1.6)
Minden ZH 6x10 pont, 50 pont felett IMSC.

ppZH: neptun, kildnelj. dij, <1 ZH pétolhatd, nincs IMSC pont.
Ha ZH; > 24 & ZH) > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairas.
Hozott pontszdm (hp):

50 alatti ZH pontszamok Osszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)
Alairds v'= szdébeli vizsga.

Vizsgara neptun-jelentkezés, tételsorrél random tétel, 30 perc
felkésziilés, kis kérdések (A ZH-n szdmon nem kért anyagbdl is!).
Szébelin kaphaté 60 pont, az 50 feletti rész IMSC pont, az 50
alatti rész 1,2-szerese szdbeli pontszam (szp). (0 és 60 kozé esik.)
szp< 24 = elégtelen. Végsd pontszam vp = hp + szp.
Konverzié:

> 0[40[55]70| 85
vp
< | 40]55]70]85] 101

Ismétld /javitd vizsga: a szabad vizsgaidépontok fiiggvényében.
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A jovo hét keddi (szept 16-diki) eléadds sportnap miatt
elmarad.

A j6v6 hét csiitortoki eléadas idejében (18-dikdn) Digit lesz.
A harmadik szorgalmi hét csiitortokén (25-dikén) pedig Digit
helyett SzA lesz.

Szept 17-dikén az 12 gyakorlaton helyettesités lesz.

Az elsé két gyakorlaton az elsé el6adas anyagat gyakoroljuk.

Az otodik heti el6adds szintén elmarad, ezen a héten az el6z6
csiitortoki eléadas anyagat fogjuk gyakorolni.

A 11. héten TDK konferencia miatt a gyakorlat marad el.
(Nem tilos ilyenkor konzultaciét tartani.)
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Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerli, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akdr parhuzamos hurokélei is.
Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Egyik halmaz végességébdl sem kovetkezik a masiké.
Megj: A végtelen grafoknak rendkiviil kiilonos tulajdonsigai lehetnek. Ezen a

kurzuson csak véges grafokkal foglalkozunk.
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Def: v € V(G) esetén a v-re illeszkedd élek szdma a v fokszama.
Jeldlése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerli, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akdr parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: Az n-pontd at, n-pontd kor, ill. n-pontd teljes graf jele rendre
Ppn, Cyill. Ky. (P1, Ci, G elfajuldk.) Ki =P1, Ko =P, K3 =C3
Def: v € V(G) esetén a v-re illeszkedd élek szdma a v fokszama.
Jeldlése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

Példa: A facebook-grifban d(v) a v ismer6seinek szamat jelenti.
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Def: A G graf maximilis ill. minimdlis fokszdma A(G) ill. §(G) .
G reguldris, ha minden csicsdnak foka ugyanannyi: A(G) = 6(G),
G pedig k-regularis, ha minden csticsdnak pontosan k a fokszdma.



Multigrafok és irdnyitott grafok

T im0

Megj: Ha egy graf nem egyszerli, akkor lehetnek parhuzamos élei,

hurokélei vagy akdr parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.

Def: Az n-pontd at, n-pontd kor, ill. n-pontd teljes graf jele rendre

Ppn, Cyill. Ky. (P1, Ci, G elfajuldk.) Ki =P1, Ko =P, K3 =C3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszkedd élek szdma a v fokszama.

Jeldlése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

(Irdnyitott graf esetén (v) ill. p(v) a v ki- ill. befokat jeldli.)

Def: A G graf maximilis ill. minimdlis fokszdma A(G) ill. §(G) .

G reguldris, ha minden csicsdnak foka ugyanannyi: A(G) = 6(G),

G pedig k-regularis, ha minden csticsdnak pontosan k a fokszdma.
Minden kor 2-reguldris, a K, pedig (n — 1)-reguldris.
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Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E| teljesil,
azaz a csticsok fokszamosszege az élszam kétszerese.
Tetszéleges G = (V, E) véges
irdnyitott grafra > .\, 0(v) = > cy p(v) = |E]| teljesiil.
Példa:

2 2 )
23 3 o(v)
p(v)
N d 4
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egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E| teljesil,
azaz a csticsok fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetszéleges G = (V, E) véges

irdnyitott grafra > .\, 0(v) = > cy p(v) = |E]| teljesiil.
Biz: Az egyes csticsokbdl kilépo éleket megszamolva G minden
irdnyitott élét pontosan egyszer szamoljuk meg. Ezért a kifokok
osszege az élszam. A cslicsokba belépd éleket leszamlalva hasonlé
igaz, ezért a befokok Osszege is az élszam. O
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Tetszéleges G = (V, E) véges

irdnyitott grafra > .\, 0(v) = > cy p(v) = |E]| teljesiil.
Biz: Az egyes cslicsokbdl kilépé éleket megszdmolva G minden
irdnyitott élét pontosan egyszer szamoljuk meg. Ezért a kifokok
osszege az élszam. A cslicsokba belépd éleket leszamlalva hasonlé
igaz, ezért a befokok Osszege is az élszam. O
Megj: Ugy is bizonyithattuk volna az irdnyitott kézfogds-lemmat,
hogy egyenként hizzuk be G-be az éleket. 0-élii (iires)grafokra a
lemma trividlis, és minden egyes él behiizdsa pontosan 1-gyel noveli
az élszamot is és a ki/befokok Osszegét is.
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minden élét egy oda-vissza irdnyitott élparral helyettesitjiik. Ekkor
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A handshaking lemma

Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E| teljesil,
azaz a csticsok fokszamosszege az élszam kétszerese.
Tetszéleges G = (V, E) véges
irdnyitott grafra > .\, 0(v) = > cy p(v) = |E]| teljesiil.
A KFL bizonyitasa: Készitsiik el a G’ digrafot dgy, hogy G
minden élét egy oda-vissza irdnyitott élparral helyettesitjiik. Ekkor

S de(v) = 3 6ei(v) = |E(G)] = 2/E(G)] O

veVv veVv

Megj: Ugy is bizonyithattuk volna a kézfogas-lemmat, hogy
egyenként hizzuk be G-be az éleket. Uresgréfokra a lemma
trividlis, és minden egyes él behiizdsa pontosan 2-vel noveli a
kétszeres élszamot és a cslicsok fokszamosszegét is.

Latni fogjuk, hogy ez a mddszer (t.i. a graf felépitése élek
egyenkénti behizdsaval) mas bizonyitdsoknal is igen hasznos lehet.



Komplementer és izomorfia
Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
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Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Megj: G és G cslicsai megegyeznek, és két cstics pontosan akkor
szomszédos G-ben, ha nem szomszédosak G-ben.

Példa: b b

a G a O E
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Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor
dg(v) + dg(v) = n— 1 teljesiil G barmely v csticséra.
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Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor

dg(v) + dg(v) = n— 1 teljesiil G barmely v csiicséra.

Biz: A K, teljes graf minden éle a G és G grafok koziil pontosan

az egyikhez tartozik. Ezért dg(v) + dz(v) megegyezik a v csiics

K,-beli fokszamaval, azaz n — 1-gyel. O
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Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai

Ugy szdmozhatdk meg az 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal

(alkalmas n esetén), hogy G barmely két u, v csiicsa kozott

pontosan annyi él fut G-ben, mint az u-nak és v-nek megfelel6

sorszdmu csicsok kozott G'-ben. Az izomorfia jeldlése: G =2 G'.
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Komplementer és izomorfia

Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor

dg(v) + dg(v) = n— 1 teljesiil G barmely v csticséra.

Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai

Ugy szdmozhatdk meg az 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal

(alkalmas n esetén), hogy G barmely két u, v csiicsa kozott

pontosan annyi él fut G-ben, mint az u-nak és v-nek megfelel6

sorszdmu csicsok kozott G'-ben. Az izomorfia jeldlése: G =2 G'.

Példa:

Ha G = G, akkor G és G’ lényegében ugyaniigy néznek ki.
Igy példdul minden fokszam ugyanannyiszor 1ép fel G-ben mint
G'-ben, ugyanannyi Cy kor taldlhaté G-ben, mint G’-ben, stb.
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Eltorlés, csucstorlés, élhozzaadas.

b b
G—e
c g c QQC f g

Def: Feszit6 részgraf: éltorlésekkel kaphaté graf.
Feszitett részgraf: csicstorlésekkel kaphaté graf.
él- és cslicstorlésekkel kaphaté graf.
Példa: Hq, H>, a G feszitd, feszitett és részgrafjai.
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Grafoperacidk

Eltorlés, csucstorlés, élhozzaadas.

b b
G—e
C A c QQC f o

Def: Feszit6 részgraf: éltorlésekkel kaphaté graf.
Feszitett részgraf: csicstorlésekkel kaphaté graf.
él- és cslicstorlésekkel kaphaté graf.

Példa: Hq, H>, a G feszitd, feszitett és részgrafjai.
@ 1
H a G részgrifja < V ) és E(H) C E(G).

H a G feszitd részgrafja <= V(H) V(G) és E(H) C E(G).
H a G feszitett részgrafja «<—= V/(H) C V(G) és E(H) a H
csticsai kozt futéd G-beli élekbdl all.



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran?



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran? Természetesen egy.



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran? Természetesen egy.
(Miért is ne lehetnének egy graf csiicsai és élei tobbféle szinliek?)



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran? Természetesen egy.
(Miért is ne lehetnének egy graf csiicsai és élei tobbféle szinliek?)

Megj: A graf definiciéja megengedi, hogy a graf egyik részébdl
egyaltalan ne vezessen él a graf maradék részébe, azaz a graf egyik
csticsabdl ne lehessen éleken keresztiil eljutni a graf egy masik
csticsdba. Ez torténik pl az iiresgraf (alias K),) esetén.



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran? Természetesen egy.
(Miért is ne lehetnének egy graf csiicsai és élei tobbféle szinliek?)

Megj: A graf definiciéja megengedi, hogy a graf egyik részébdl
egyaltalan ne vezessen él a graf maradék részébe, azaz a graf egyik
csticsabdl ne lehessen éleken keresztiil eljutni a graf egy masik
csticsdba. Ez torténik pl az iiresgraf (alias K),) esetén.

A tovabbiakban a graf csticsainak ,,elérhetOségi struktirajat”
vizsgaljuk.



Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

N N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
(Tkp egyik csticsbdl eljutunk egy mésik csicsba mindig élek
mentén haladva.)
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Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
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Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.
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Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.

Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.

Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.

Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.

Terminoldégia: Ha a kezd6pont u, a végpont v, akkor
uv-élsorozatrél, uv-sétardl, ill. uv-utrédl beszéliink. Ha hangstlyozni
szeretnénk, hogy u = v, de a kezdé (és vég)pontot nem akarjuk
megnevezni, akkor zart élsorozatrdl, korsétardl ill. korrol beszéliink.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.

Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.

Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj: (1) Az Osszefiiggdség szokdsos definicidja nem a ~ relécié
segitségével torténik, hanem valahogy igy:
a G irdnyitatlan grafot akkor mondjuk osszefiiggbnek, ha G
barmely két cslicsa kozott vezet G-beli ut.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj:




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =-Juv-élsorozat. [
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj: (2)

Az el6z6 definicid irdnyitott grafokra is kiterjeszthet6:

a G irdnyitott grafot akkor mondjuk erésen Osszefliggének, ha G barmely u, v €
V(G) esetén van iranyitott uv-it G-ben.



Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj:




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =-Juv-élsorozat. [
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj: (3)

Irdnyitott graf masfajta Osszefliggdsége is értelmezheto:

a G iranyitott grafot akkor mondjuk gyengén Osszefliggének, ha a G-nek meg-
felel6 iranyitatlan graf osszefiiggo.



Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it 0J
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
A kovetkez6 célunk a grafkomponens definicidja.




Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it O
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
A kovetkezd célunk a grafkomponens definiciéja.  El8szor precizen.

Ha G iranyitatlan graf, akkor a fenti ~ reldcié ekvivalenciarelacid, azaz
(1)Vue V(G): u~u, (2)Vu,ve V(G): u~v=v~ués
B)Vu,v,we V(G): u~v~w=u~w. O



Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <v vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivj1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.
Tetsz. G-re igaz: Juv-Ut = Juv-séta =Juv-élsorozat.
Tetsz. G-ben igaz: Juv-élsorozat = G-ben Juv-it O
Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
A kovetkezd célunk a grafkomponens definiciéja.  El8szor precizen.

Ha G iranyitatlan graf, akkor a fenti ~ reldcié ekvivalenciarelacid, azaz
(1)Vue V(G): u~u, (2)Vu,ve V(G): u~v=v~ués
B)Vu,v,we V(G): u~v~w=u~w. O

Def: A G graf (6sszefliggd) komponense a ~ relcié ekvivalenciaosztélya.



Grafok osszefuggdsége a gyakorlatban

Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .

Megj: A fenti Def ekvivalens a kordbban emlitett preciz (és absztrakt) de-

finiciéval. Mi a szemléletessége miatt ezt az utébbit hasznaljuk, jéllehet mate-
matikai szempontbdl ligyetlenebb.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.
G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [
Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien
bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol



Grafok osszefuggdsége a gyakorlatban

Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem Iép ki eIe G-nek, de Vv, v/ € K esetén v ~ v/ .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem Iép ki eIe G-nek, de Vv, v/ € K esetén v ~ v/ .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
l. eset: Az e él végpontjai G ugyanazon komponensbe esnek.

Ekkor e két végpontjat mar kordbban is Gt kototte Ossze, amit
e-vel kiegészitve egy kort kapunk. Mivel komponensek kozé nem
hizunk be élt, a komponensek nem valtoznak e behtizdsa nyoman.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem Iép ki eIe G-nek, de Vv, v/ € K esetén v ~ v/ .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
l. eset: Az e él végpontjai G ugyanazon komponensbe esnek.

Ekkor e két végpontjat mar kordbban is Gt kototte Ossze, amit
e-vel kiegészitve egy kort kapunk. Mivel komponensek kozé nem
hizunk be élt, a komponensek nem valtoznak e behtizdsa nyoman.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem Iép ki eIe G-nek, de Vv, v/ € K esetén v ~ v/ .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem Iép ki eIe G-nek, de Vv, v/ € K esetén v ~ v/ .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
Il. eset: Az e él végpontjai G kilonboz6 komponenseiben vannak.

Ekkor e végpontjai kozott nem volt kordbban ut, ezért e nem hoz
létre G kort. Egyuttal az e él osszekot két komponenst, melyek
egy Uj komponessé olvadnak ossze.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Kinzo kérdés: Mi torténik, ha G-be behizunk egy e = uv élt?
Il. eset: Az e él végpontjai G kilonboz6 komponenseiben vannak.

Ekkor e végpontjai kozott nem volt kordbban ut, ezért e nem hoz
létre G kort. Egyuttal az e él osszekot két komponenst, melyek
egy Uj komponessé olvadnak ossze.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Elhozzaadasi lemma (EIHaL): Legyen G iranyitatlan graf és
G' = G + e. Ekkor az aldbbi két esetb&l pontosan egy valésul meg.
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- ~So--

Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Elhozzaadasi lemma (EIHaL): Legyen G iranyitatlan graf és
G' = G + e. Ekkor az aldbbi két esetb&l pontosan egy valésul meg.
(1) G és G’ komponensei megegyeznek, de G’-nek tdbb kdre van,
mint G-nek. (A keletkezé kor elfajulé is lehet.)
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Def: K C V(G) pontosan akkor komponense G-nek, ha K-bdl
nem lép ki éle G-nek, de Vv, v’ € K esetén v ~ v .
Def: Az egyelemii komponens neve izoldlt pont.

G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha egy komponense van. [

Minden G iranyitatlan graf csiicshalmaza egyértelmiien

bomlik fel G komponenseinek diszjunkt unidjara. Ol
Megj: A G komponense alatt néha nem a G graf csiicsainak egy
K részhalmazat, hanem a K altal feszitett részgrafot értjiik.
Elhozzaadasi lemma (EIHaL): Legyen G iranyitatlan graf és
G' = G + e. Ekkor az aldbbi két esetb&l pontosan egy valésul meg.
(1) G és G’ komponensei megegyeznek, de G’-nek tdbb kdre van,
mint G-nek. (A keletkezé kor elfajulé is lehet.)
(2) G és G’ korei megegyeznek, de G'-nek eggyel kevesebb
komponense van, mint G-nek. Ol
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Mit tanultunk ma?

Egyszerii, irdnyitott, irdnyitatlan és multigrafok, fokszamok

Kézfogds-lemma

>
>
» Graf komplementere, izomorfia, részgriffogalmak
> Elsorozat, séta, dt, OsszefliggOség

>

Elhozzaadasi lemma

Koszonom a figyelmet!



