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1. ZH javitékulcs (2023. 11. 02.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyen GG az dbran lathaté graf irdanyitatlan valtozata. Hatarozzuk meg p = 42 mellett a G graf egy
minimalis koltségl feszitéfajanak koltségét. Lehetséges-e egyetlen 10 koltségt él koltségét tgy 7-re
csOkkenteni, hogy az igy kapott koltségfiiggvényre a minimalis koltségl feszitofa koltsége ugyanannyi
maradjon, mint amennyi az eredeti koltségfiiggvény esetén volt?

Az o6ran tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy mkffat az
élek bevételérdl novekvo koltség szerint egyenként dontve. Az abra egy ilyen
F fat mutat. Az F ffa a koltsége 42. (7 pont)
Ha a cf él 10-es koltségét 7-re csokkentjiik, akkor a Kruskal-algoritmus
ugyanezt a feszitofat fogja megtalalni, ezért a feladat masodik részének
kérdésére ,igen” a valasz. (3 pont)

2. Legyen G az abran lathaté graf iranyitatlan valtozata. Futtassuk le G egy szélességi bejarasat az e
csucsbol inditva. Hatarozzuk meg, hogy ebben a bejardsban milyen sorrendben fejeztiik be a ¢, d, f és
g csucsokat. Hatarozzuk meg e négy cstcs 6sszes olyan sorrendjét ami egy e-bdl inditott BFS bejaras

befejezési sorrendjébél adddhat. (Az élekre irt szamokkal ne torédjiink.)
Az abran egy e-bdl inditott BFS outputja lathato, megjeloltiik a bejaras

fajat és az egyes csuicsok befejezési szamait. A kérdezett csicsok befejezé- a

sének sorrendje a konkrét lefutas esetén c, f,d, g. (4 pont) 7
Tanultuk, hogy BFS esetén az elérési sorrend és a befejezési sorrend

megegyezik, 1gy az emlitett csucsok elérésének lehetséges sorrendjeit kell b ¢ :d
meghatdrozni. (1 pont) * o

A szélességi bejaras soran minél késobb ériink el egy csiicsot, annal tavolabb f

v
Vo
*

van az adott csics a gyokértél. Mivel G-ben f és ¢ 1 tavolsdgra vannak S
e-t6l, d és g pedig 2 tavolsagra, ezért az elébbi két csiucs barmelyikének
elérése biztosan megel6zi az utébbi csticsok barmelyikének elérését. (2 pont)

A
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Ha a szélességi bejards soran c-t hamarabb érjiik el, mint f-et, akkor ¢ gyerekeit is hamarabb érjiik el
f gyerekeinél. Mivel a d cstucs sziiloje a BFS-faban mindenképpen ¢, és g-é pedig bizonyosan f, ezért
a kérdezett négy cstcsot ¢, f,d, g sorrendben éri el (és fejezi be) a BFS. Ha pedig a szélességi bejaras
soran f-et c elott érjiik el, akkor f gyerekeit megelozik ¢ gyerekeit, igy ebben az esetben a kérdezett

sorrend f, ¢, g, d. (2 pont)
Konnyen lathaté, hogy a BFS algoritmust e-bol inditva mindkét sorrend megkaphato, ezért a feladat-
ban kérdezett lehetséges sorrendek halmaza pontosan a két fent emlitett sorrendbol all. (1 pont)

3. Hatarozzuk meg p = 1-re az abran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtéasi idejét és a kritikus
tevékenységeket!

A probléméhoz tartozé graf csucsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az éran megismert forras-
torléses médszerrel. Igy adodik a e, b, ¢, f, h,d, g,a sorrend. (2 pont)




Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csicsokhoz tartozo legkorabbi
kezdési idépontokat, az abran az egyes csucsok mellett lathatéd értékeket
kapjuk. Egyuttal lilaval megjeloljiik azokat az éleket, amelyek az egyes csu-

csok mellé irt szaimokat meghatarozzak. (4 pont)
A teljes projekthez sziikséges minimalis végrehajtasi idot tehat az a csics-
hoz tartozé 42-es érték hatdrozza meg. (1 pont)

Ezért a krtikus 0t hossza 42, és minden kritikus Ut az a csicsban végzo-
dik, és a lila éleket hasznalja. Ezért egyetlen kritikus it van, mégpedig az
e,c, f,h,g,a. Ennek megfelelden ezen kritikus uton szerepl6 cstucsok a kri-
tikus tevékenységek, a b és d tevékenységek pedig nem kritikusak. (3 pont)

Legyen GG az abran lathato graf iranyitatlan valtozata. Legkevesebb hany élt kell torélni a G grafbol
ahhoz, hogy a kapott grafnak legyen Euler-korsétaja? (Az élekre irt szamokkal ne torédjink.)

Az oran azt tanitottak, hogy az az Euler-korséta sziikséges és elégséges feltétele, hogy a graf izolalt
pontoktdl eltekintve osszefiiggd legyen, és minden cstics fokszama paros legyen. (3 pont)
A G grafban fellépé fokszamok az alabbiak: 3,3,3,3,4,4,5,5, azaz hat paratlan foku csucsa van G-
nek. (1 pont)
Minden él torlése két cstics fokszamat csokkenti 1-gyel, ezért minden él torlése legfeljebb 2-vel cstkkenti
a paratlan foku csicsok szadmat. (2 pont)
Ezért legalabb 3 él torlése sziikséges ahhoz, hogy a kapott grafnak Euler-korsétdja legyen. (1 pont)
Ha G-bol toroljiikk a ac,be és fh éleket, akkor minden csics fokszdma paros lesz amellett, hogy a
torlések utan kapott graf osszefiiggé marad. (2 pont)
Ezért 3 él torlése nem csupan sziikséges, de elegendd is a kivant cél eléréséhez, vagyis a feladat kérdésére
,harom” a helyes valasz. (1 pont)

. Legyen G az dbran lathaté graf iranyitatlan vialtozata. Sikbarajzolhaté-e az a G’ graf, amit G-bol

az ah, cg és df élek behuzasaval kapunk? (Az élekre irt szamokkal ne torédjink.)
a

Ha mutatunk G’-nek egy topologikus K7y részgrafjat, akkor a tanultak sze-
rint G’ nem sikbarajzolhato.
(E helyett hivatkozhatunk a Kuratowski-tételre is.) (3 pont)

e
A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)
A megvastagitott élek és a megjelolt csicsok G’ egy topologikus Ky rész-
grafjat abrazoljak. Tehat G' nem sikbarajzolhato. (6 pont) h

Tegyiik fel, hogy az F' fanak 101 csiicsa van és I leveleit pirosra szineztiik. Legyen F’ az a fa, amit
F-bél a pirosra szinezett csicsok torlésével kapunk. Szinezziik F’ leveleit fehérre, és az ezutan is
szinezetlen csicsokat pedig zoldre. Tudjuk, hogy minden zold csticsa negyedfokid F'-ben és a fehér
csucsok szama 21-gyel tébb a zold csticsokénal. Hany piros csicsa van F-nek?

Jelolje p, f, z rendre a piros, fehér ill. zold csicsok szamét. A cél p meghatarozésa. Tudjuk, hogy F

csucsainak szama p + f + z = 101, valamint, hogy f = z + 21. (2 pont)
Az F' fénak f + z csicsa van, igy a tanultak miatt élei szama f + 2z — 1. (2 pont)
A KFL miatt ekkor 4z + f = 3 () d(v) = 2|E(F")[ = 2f + 22 — 2. (3 pont)
Innen f = 22+ 2 adddik. A korabbi f = z+ 21 kifejezést behelyettesitve kapjuk, hogy z+21 = 22+ 2,
azaz z = 19. (1 pont)
Ekkor f = z + 21 = 40, (1 pont)
ésp=101 — f — 2z =101 — 40 — 19 = 42. Ez tehat a valasz a feladat kérdésére. (1 pont)

Nem koveteljiik meg annak az igazolasat, hogy létezik a feladatban leirt tulajdonsaggokkal rendelkezo
F fa. Egyébként konnyt ilyet konstrudlni: vegyiink pl. egy 19 zold cstcsbdl allé utat, ezen zold
csucsokra ragasszunk fehér leveleket gy, hogy minden zold csucs fokszama 4 legyen. Minden fehér
levélre ragasszunk egy-egy piros levelet, majd még egy tetszoleges fehér csicsra tovabbi két levelet, és
mar meg is kaptunk egy ilyen fat. Ha valaki az érdemi bizonyitasbol nem ér el értékelhetd eredményt,
de talal egy konkrét F' fat, amire teljesiilnek a feladatbeli tulajdonsagok, és megallapitja, hogy F-nek
42 levele van, arra 1 pontot adhatunk.



