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G graf feszit6faja: a G-bol éltorlésekkel kaphaté fa.

Tetsz. G iranyitatlan grafnak pontosan akkor van feszit6fdja,
ha G Osszefliggo.

Osszefliggd G graf feszitéfajat megkaphatjuk a zold élek
grafjaként, ha G-t élek egyenkénti behtzasaval épitjuk fel, és
az éleket az EHL szerint szinezziik.

(Piros él kort hoz létre, zold él komponensszdmot csokkent.)

Ha G nem volt 6sszefiiggd, akkor a zold élek G feszitd erdejét
alkotjak.

Az EHL .forditottjat” hasznalva pedig az latszik, hogy ha egy
kor élét toroljuk, akkor nem véltoznak a komponensek. Ezért
dgy is taldlhaté feszitdfa (vagy feszitd erdd), hogy addig
torliink korbeli élt, amig van kor a grafban.
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Attdl fuggden, hogy az e él szerepel-e F-ben, kétféle lehet ez az
élhalmaz.
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Az C, alapkort e mellett azon F-beli élek alkotjak, amelyek
alap vagasa e-t tartalmazza, azaz C. = {e} U{f € E(F) : e € Qr}.
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Egy gyakorlatl probléma

A Guvati villalat piripdcsi izemében 3116 fém konténereket kell
lefoldelni, azaz mindegyiket kozvetlenil vagy kozvetve Gsszekotni
az f foldelési ponttal. Nem torédiink a vonatkozd érintésvédelmi
szabalyokkal, igy egy konténer egy masik, mar foldelt konténerhez
is hozzacsatlakoztathaté. Hogyan lehet ezt a feladatot a lehetd
legkevesebb foldelovezeték felhasznaldsaval Ggy megoldani, hogy
minden felhasznalt vezetéknek egy konténert vagy egy mdsik
konténerrel, vagy a foldelési ponttal kell kozvetleniil 6sszekotnie?
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» Ezért a kivélasztott éleknek kormentes of grafot kell alkotniuk.

» A tovabbiakban ezt a feladatot formalizaljuk.
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Def: Adott a G = (V, E) irdnyitatlan graf élein a k: E — R,
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Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,




Kruskal-algoritmus egy példan
I A

Kruskal-algoritmus: Input: G = (V,E) és k : E — R ktgfv.
Output: F C E Miikodés: Tth k(e1) < k(e2) < ... < k(em), ahol
E={e,e...,em}. Legyen Fo=0,ési=1,2,... m-re
Fo { Fi_1U{ei} ha Fi_1U{ej} kdrmentes

U R ha Fi_1 U {e;} tartalmaz kort. F := F,

Megj: Lattuk, hogy a Kruskal-algoritmus feszité erd6t talal.

S6t: ha G Osszefliggd, akkor a Kruskal outputja feszitéfa.

A kérdés az, hogy ez a rovidlaté, mohd stratégia vajon mindig
optimalis megoldast, azaz mkffat (ill. min.ktg-i feszitd erd6t) ad-e.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Biz: A Kruskal-algortimus a legfeljebb ¢ koltségli (Ec-beli) éleket
hamarabb dolgozza fel, mint a c-nél drigabbakat. Ezért E. Osszes
élének feldolgozdsa utdn pontosan azt az allapotot érjiik el, mintha
a Kruskal-algoritmust a G, grafon futtattuk volna. Kordbban (az
EHL elétt) 1attuk, hogy az utébbi algoritmus outputja G, egy
feszit6 erdeje. O



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.

T F = (A, ... fob, k() < k(B) < ... < k(£) és

F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.

Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és

F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
Megj: Ha egy élt akkor tekintiink ,,olcsénak”, ha a koltsége
legfeljebb ¢, akkor az olcsé élek halmaza E. és az olcsé élek grafja
pedig G.. Ezzel a széhaszndlattal élve a fenti Lemma Ggy szdl,
hogy ha az F élhalmaz olcsé élei az olcsé élek grafjanak feszitd
erdejét alkotjak minden c esetén, akkor F egy minimdlis koltségil
feszit6 erd6 G-ben.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.

T F = (A, ... fob, k() < k(B) < ... < k(£) és

F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).



Mkffak struktdrdja

G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a
legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.

Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és

F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
Biz: Indirekt: tth k(f;) > k(f/) = c. Ekkor |[Ec N F| < i, igy a
feltevés miatt Ec N F a G egy i-nél kevesebb élii feszitd erdeje. Az
fl,fy,..., f élek is mind E.-beliek, és tobben vannak az E. N F
feszit6 erdd élszdmanal. Tehat £/, £, ..., f/ nem lehet kérmentes,
igy f{,fy,...,f/ sem. Ez ellentmondds. Tehdt k(f;) < k(f/) Vi.
Ezért k(F) = Xy k(f) < Xiy k(f)) = k(F') . O



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.

A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.

T F = (A, ... fob, k() < k(B) < ... < k(£) és

F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
T F = (A, ... fob, k() < k(B) < ... < k(£) és
F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
Biz: Legyen F a Kruskal-algoritmus outputja. A Megfigyelés miatt
F N E; a G feszit6 erdeje Vc > 0-ra, ezért a Lemma szerint
k(F) < k(F') teljesiil G tetsz8leges F’ feszitd erdejére. O



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
T F = (A, ... fob, k() < k(B) < ... < k(£) és
F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.
Biz: <: Ha F’ minden c-re tartalmazza G, egy feszité erdejét,
akkor a Lemma miatt F’ a G minimalis koltségli erdeje.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a G egy feszitd erdeje Vc > O-ra. Tth F' = {f{,f;,...,f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.
Biz:



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.
Biz: = Indirekt. Tfh F' N E; nem feszité erdeje G.-nek, és
legyen F a Kruskal-algoritmus outputja. A Megfigyelés miatt
FNE. a G, feszité erdeje, ezért |F' N E.| < |FNE;| =:i. igy
k(f;) < k(f). Rdaddsul a Lemma miatt k(f;) < k(f/) V. igy aztén
k(F) < k(F"), tehat F’ nem minimalis koltségii feszitd erds. 4 [



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.
(3) Ha a G graf Osszefliggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl 3ll, azaz feszitofa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitéfat taldl barmely osszefiiggd G grafban.



Mkffak struktdrdja
G = (V,E) graf és k : E — R ktgfv. esetén legyen G, a

legfeljebb ¢ koltségii élek alkotta feszitd részgrafja G-nek:
Ge = (V,E.), ahol E. :={e € E : k(e) < c}.
A G grafon futtatott Kruskal-algoritmus outputja
tartalmazza G, egy feszit6 erdejét minden ¢ > 0 esetén.
Tth F={f,f,...,.fi}, k(h) < k(R) <...< k() és
F N Ec a Gc egy feszité erdeje Ve > 0-ra. Tth F' = {f/,f;,... f/}
a G egy feszitd erdejének élei, és k(f]) < k(fy) < ... < k(f)).
Ekkor k(f;) < k(f!) teljesiil V 1 < i < £ esetén, igy k(F) < k(F’).
(1) A Kruskal-algoritmus outputja a G graf egy minimalis
koltségli feszito erdeje.
(2) Az F’ élhalmaz minimdlis koltségli feszité erdeje G-nek <=
F' N E; a G egy feszitd erdeje minden ¢ > O-ra.
(3) Ha a G graf Osszefliggd, akkor G minden feszité erdeje egy
komponensbdl 3ll, azaz feszitofa. fgy a Kruskal-algoritmus
minimalis koltségli feszitéfat taldl barmely osszefiiggd G grafban.
Osszefiiggé G graf esetén a (2) kdvetkezmény G minimalis
koltségli feszitofait karakterizalja.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:
Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése

2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.
(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.

(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)
2. Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcst G graf
esetén barmely élr6l a dontés (az adatstruktira karbantartdsaval
egylitt) megvaldsithatd konst - log, n |épésben. Az Gsszes
dontéshez tehat elegendd konst - n - log, n 1épés.



Az otodik elem

Algoritmusok megaddsakor ot dologra figyeliink:

Input v/, Output v/, Miikodés v/, Helyesség v, Lépésszam.
Utébbirdl nem volt sz6 a Kruskal-algoritmus esetében.

Thf nill. ma G cstcsai ill. élei szdma.

A Kruskal-algoritmus két részbadl all:

1. Az élek koltség szerinti sorbarendezése
2. Dontés minden egyes élrél (a fenti sorrendben).

1. m szdm sorbarendezéséhez a buborékrendezés legfeljebb (';)
osszehasonlitast haszndl.

(A rendezési feladat megoldhaté konst - m - log, m |épésben is.)
2. Alkalmas adatstruktira felhasznaldsaval egy n cstcst G graf
esetén barmely élr6l a dontés (az adatstruktira karbantartdsaval
egylitt) megvaldsithatd konst - log, n |épésben. Az Gsszes
dontéshez tehat elegendd konst - n - log, n 1épés.

A Kruskal-algoritmus |épésszama ezért felulrdl becsiilheto

konst - (n + m) - log,(n + m)-mel.



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Tfh egy dramkor a fenti kétpdlusti aramkori elemekbdl all. Az
aramkor tkp egy graf, aminek minden éle egy-egy aramkori
elemnek felel meg. Azt, hogy mi torténik itt (mik lesznek az élek
mentén az dramerdsségek, és a grafcsticsok kozott a
potencialkiilonbségek), a Kirchhoff- ill. Ohm-torvényekkel irhatd le.
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elemnek felel meg. Azt, hogy mi torténik itt (mik lesznek az élek
mentén az dramerdsségek, és a grafcsticsok kozott a
potencialkiilonbségek), a Kirchhoff- ill. Ohm-torvényekkel irhatd le.
Csomoponti torvény: a grif egy ponthalmazabdl kilépd éleken az
aramerosségek elbjeles osszege 0.
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Csomoponti torvény: a grif egy ponthalmazabdl kilépd éleken az
aramerosségek elbjeles osszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencialkiilonbségek
osszege 0.



Mkffak egy V|IIamosmernok| aIkaImazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas

% kapacitds

- nduktivitds

Tfh egy dramkor a fenti kétpdlusti aramkori elemekbdl all. Az
aramkor tkp egy graf, aminek minden éle egy-egy aramkori
elemnek felel meg. Azt, hogy mi torténik itt (mik lesznek az élek
mentén az dramerdsségek, és a grafcsticsok kozott a
potencialkiilonbségek), a Kirchhoff- ill. Ohm-torvényekkel irhatd le.
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aramerosségek elbjeles osszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencialkiilonbségek

osszege 0.
I\/Ilkor .,értelmes” egy ilyen haldzat?
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#% fesziiltségforrds

I ellenallas

% kapacitds

- nduktivitds

Tth egy aramkor a fenti kétpdlust dramkori elemekbdl all. Az
aramkor tkp egy graf, aminek minden éle egy-egy aramkori
elemnek felel meg. Azt, hogy mi torténik itt (mik lesznek az élek
mentén az dramerdsségek, és a grafcsticsok kozott a
potencialkiilonbségek), a Kirchhoff- ill. Ohm-torvényekkel irhatd le.
Csomoponti torvény: a grif egy ponthalmazabdl kilépd éleken az
aramerosségek elbjeles osszege 0.

Huroktorvény: a graf tetsz. kore mentén a potencialkiilonbségek

osszege 0. ]
I\/Ilkor ..értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti

torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.




Mkffak egy V|Ilamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds
Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.




Mkffak egy V|IIamosmernok| aIkaImazasa

dramforras
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% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Nem egyértelmii a megoldas pl akkor, ha G-ben van olyan kor, ami
kizardlag fesziiltségforrdsokat tartalmaz. (Ha u.i. a fesziiltségek
elGjeles osszege nem 0, séril a huroktorvény, igy nincs megoldas,
ha pedig ez az osszeg 0, akkor viszont nem egyértelmii a megoldds,
hiszen barmely megoldasbdl kaphatd egy masik, ahol ezen kor
mentén valamekkora dramot korbekiildiink.)
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Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa
A dramforrds

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Szintén nem egyértelm{i a megoldas akkor, ha G csiicsai két részre
oszthatdk lgy, hogy a két rész kozt futd éleken kizardlag
aramforrdsok vannak. (Ha az dramok el6jeles osszege nem 0, akkor
a csomoéponti torvény sériil, ha viszont 0, akkor barmely
megoldasban az egyik rész potencialjat konstanssal megemelve egy
masik megoldast kapunk.)



Mkffak egy V|Ilamosmernok| alkalmazasa

dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
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Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.




Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa
A dramforrds

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Bizonyithatd, hogy ha a fenti esetek egyike sem all fenn, akkor a
megoldas egyértelmi, a hdlézat ,,értelmes”. Ennek egy lehetséges
bizonyitéka a normal fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden
fesziiltségforrdst, nincs benne egyetlen dramforrds sem (és emellett
a legtobb kapacitast és a legkevesebb induktivitdst tartalmazza).



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa

A dramforras

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Bizonyithatd, hogy ha a fenti esetek egyike sem all fenn, akkor a
megoldas egyértelmi, a hdlézat ,,értelmes”. Ennek egy lehetséges
bizonyitéka a normal fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden
fesziiltségforrdst, nincs benne egyetlen dramforrds sem (és emellett
a legtobb kapacitast és a legkevesebb induktivitdst tartalmazza).
(Raadasul a normal fahoz tartozé alapkorokre és alapvagasokra
felirt hurok- ill. csoméponti torvények meghatarozzak a
megoldast.)



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa
A dramforrds

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Bizonyithatd, hogy ha a fenti esetek egyike sem all fenn, akkor a
megoldas egyértelmi, a hdlézat ,,értelmes”. Ennek egy lehetséges
bizonyitéka a normal fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden
fesziiltségforrdst, nincs benne egyetlen dramforrds sem (és emellett
a legtobb kapacitast és a legkevesebb induktivitdst tartalmazza).



Mkffak egy V|IIamosmernok| alkalmazasa
A dramforrds

#% fesziiltségforrds

I ellenallas
% kapacitds

- nduktivitds

Mikor ,,értelmes” egy ilyen halézat?  Akkor, ha a fenti
torvényekkel felirt egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté.
Bizonyithatd, hogy ha a fenti esetek egyike sem all fenn, akkor a
megoldas egyértelmi, a hdlézat ,,értelmes”. Ennek egy lehetséges
bizonyitéka a normal fa: G olyan feszit6faja, ami tartalmaz minden
fesziiltségforrdst, nincs benne egyetlen dramforrds sem (és emellett
a legtobb kapacitast és a legkevesebb induktivitdst tartalmazza).
Normal fa keresése: fesz.forrds (1), kapacitas (2), ellendllas (3),
induktivitds (4), dramforrds (5) élkoltségekhez keressiink mkffat!
Ha ez tartalmaz dramforrast, vagy nem tartalmaz minden
feszultségforrast, akkor nincs normal fa, egyébként a mkffa egy
normal fa. Ekkor egyértelmii a megoldas, és ,,értelmes” a haldzat.



Koszonom a figyelmet!



