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Az R" tér alaptulajdonsagai
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Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):ac A be B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)

oszlopvektorként gondolunk rajuk. 0
Példa: 0 :
e 0 0

( w>€R3, 0= . | eR,ill.e;=| 1 | €R" utdbbi
42 : 0
0

esetben az 1-es felllrdl az i-dik helyen &ll.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.
Konvencié: A jelolés sordn az oszlopvektorokat alahtzéssal
kilonboztetjik meg a skalaroktdl.

Megj: A vektorok tehdt itt és most nem ,,irdnyitott szakaszok”,
hanem ennél altalanosabb fogalmat takarnak: az irdnyitott
szakaszok is tekinthetdk vektornak, de egy vektor a mi
targyaldsunkban nem feltétlendl irdnyitott szakasz.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Példa:
X1 i X1+

Ha x = L | ésy = o |, akkor x +y = :
Xn Yn Xn + Yn



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
Példa:

X1 Ax1
Ha x = o | és A € R, akkor Ax =

Xn AXn



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
(4) R" tér alatt R" elemire és a fenti két miiveletre gondolunk.



Az R" tér
Def: Ax B={(a,b):a€c A bec B} az A és B-beli elemekbdl

allé rendezett parok halmaza. Hasonléan
A1 X Ap X ... x Ay ={(a1,32,...,an) : aj € AiVi} a rendezett
n-esek halmaza. Végiil

A" = AXx AX...X A az n-szeres Descartes-szorzat jelolése.
Megj: (1) A tovabbiakban R" elemeivel fogunk dolgozni. Ezeket n
magassagl vektoroknak fogjuk hivni, jelezve, hogy (altaldban)
oszlopvektorként gondolunk rajuk. Def: 0, ¢;

(2) Ha n vildgos a szovegkornyezetbdl, akkor R” elemeit
vektoroknak, R elemeit pedig skalaroknak fogjuk nevezni.

(3) Az n magassdgu vektorokkal kiilonféle dolgokat miivelhetiink.
Példdul (koordinatanként) osszeadhatjuk &ket.

Vagy skaldrral szorozhatjuk Sket. (Ami nem ,,igazi” miivelet...)
(4) R" tér alatt R" elemire és a fenti két miiveletre gondolunk.
(5) R? ill. R3 elemei természetes médon megfeleltethetdk a sik, ill.
a 3 dimenzids tér pontjainak. Ez segithet abban, hogy valamiféle
szemléletes képet kapjunk az n magassadgu vektorokrdl tanultakrdl.



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (A + p)u = Au+ pu (masik disztributivitas)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Biz: Mivel mindkét miivelet koordinatanként torténik, elég az
egyes azonossagokot koordindtdnként ellendrizni. Ezek viszont
éppen a val6s szdmokra (azaz a skaldrokra) vonatkozd, jél ismert
szabalyok. O



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az 6sszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (A + p)u = Au+ pu (masik disztributivitas)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Konvencié: v € R” esetén —v := (—1) - v.
Megj: Vektorok kozott nem csak az osszeadas, hanem a kivonds is
értelmezheté: u— v := u+ (—1)v. Ezéltal a kivonds is egyfajta
Osszeadds, tehat az 0sszaddsra vonatkozé szabalyok értelemszeri
véltozatai a kivonasra is érvényesek.



Vektormiiveletek azonossagai

Az R" tér vektoraival torténd szamolasban néhany fontos
szabdly sokat segit. Tetsz. u,v, w € R" vektorokra és A\, u € R
skalarokra az alabbiak teljesiilnek
(1) u+ v = v + u (az osszeadds kommutativ)
(2) (u+v)+w=u+ (v+ w) (az dsszeadds asszociativ)
(3) Mu + v) = Au+ Av (egyik disztributivitas)
(4) (AN + p)u = Au+ pu (masik disztributivitds)
(5) (A)u = A(pu) (skaldrral szorzds asszociativitdsa)
Konvencié: v € R” esetén —v := (—1) - v.
Megj: Vektorok kozott nem csak az osszeadas, hanem a kivonas is
értelmezheté: u— v := u+ (—1)v. Ezéltal a kivonds is egyfajta
Osszeadds, tehat az 0sszaddsra vonatkozé szabalyok értelemszeri
véltozatai a kivonasra is érvényesek.

A vektorokkal torténd szamolaskor érvényes szabalyok nagyon
hasonldk a valds szdmok esetén megszokott szabdlyokhoz.



Altér és linedris kombinacio
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.



Altér és linedris kombinacid
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.
Példa: R?-ben tetsz. origdn athaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?



Altér és linedris kombindcid

Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a

miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.

Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy

egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.

Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor

Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV



Altér és linedris kombinacié

Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a

miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.

Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé

vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy

egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.

Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor

Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV

Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.

Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra), azaz az
altér def.haté az R” linedris kombinacidra zart részhalmazaként.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () # V C R" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miiveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és VA € R esetén.
Példa: R?-ben tetsz. origdn athaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Biz: =: \jx; € V Vi esetén, igy a Ek 1 Aix; osszeguk is V-beli.
<: Hax,y € Vés XA eR, akkor x + y ill. Ax linedris kombindciok.
Mivel V' zart a lindris kombindcidra, ezért x + y, Ax € V. Ez
tetszbleges x, y, A esetén fenndll, tehdt V zart a miiveletekre,
vagyis altér. O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Megj: A szerint ha egy V-rdl igazolni akarjuk, hogy altér,
akkor elég a miveletzartsdgot ellendrizni. Ha azonban V-rol
tudjuk, hogy altér, akkor hasznalhatjuk az erésebb (linedris
kombindaciéra zart) tulajdonsigat.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Példa;
<< ; )> az origén atmeno 2-meredekségli egyenes.

<< (1) )v( (1J )> =R?,ill. (e;,e5,...,e,) =R" ahol e; € R" Vi.
Konvencié: (f) := {0}.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az xq,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Biz: Zart az 6sszeaddsra: (A1x; + ...+ Aexy) + (Kixg + ... +
kiX) =(M1 + K1)x; + ...+ (A + k)X, € V. Skaldrral szorzés:
A (A1xg oo Xy ) = Aaxg + o F Ax € VL O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
25;1)\/5;:)\1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)
Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
Biz: Miiveletzartség: x,y € V; Vi, Ae R=x+y, \x e V;Vi. [



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". Biz: 0+0=0ill. A\0 =0, zart a miveletekre. [



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R". Biz: R" z4rt a miiveletekre. O



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R".



Altér és linedris kombinacié
Def: () £V CRR" az R" tér altere (jel: V <R"), ha V zirt a
miveletekre: x + y, Ax € V teljesil Vx,y € V és V) € R esetén.
Példa: R2-ben tetsz. origén 4thaladé egyenes pontjaihoz tartozé
vektorok alteret alkotnak. R3-ban tetsz. origén athaladé sik vagy
egyenes pontjainak megfeleld vektorok alteret alkotnak.
Kérdés: Mik az R" tér alterei, és hogyan lehet ezeket megkapni?
Ha V <R" xq,X5,..., X, € Vés Aq,..., ¢ €R, akkor
Zf:1Ai5i2A1 Xit o+ A x eV
Def: A Zf'(:l Aix; kifejezés az xq, ..., x, linedris kombinacidja.
Trividlis linedris kombinacié: 0-x; + ...+ 0 x; .
(V <R") <= (V zart a linedris kombinaciéra)

Def: (xy,...,Xx)) az x,...,x, € R" lin. kombindcidinak halmaza.
Tetsz. xq,...,x, € R esetén (xq,...,x,) <R"
Def: Az x,, ..., x, altal generdlt altér a (x4, ..., x,) halmaz.

Ez a legsziikebb olyan altér, ami mindezen vektorokat tartalmazza.
(1) Alterek metszete altér: V; <R"Vi= ), V; <R"
(2) {0} <R". (3) R" <R". Def: R" trividlis alterei: {0}, R".



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generatorrendszerét alkotjak, ha (xi,...,x,) = V.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Példa: ey, e,,...,e, az R" generatorrendszere, hisz minden
R"-beli vektor eléall az egységvektorok linedris kombindcidjaként,
azaz (eq,...,€e, = R".

Ha R2-ben ha u és v nem parhuzamosak, akkor {u,v}
generatorrendszer, hiszen barmely z vektor el6allithaté u és v
linedris kombindciéjaként. (Ehhez u és v egyenesére kell a ,,masik”
vektorral parhuzamosan vetiteni az el8éllitand6 z vektort.)
Hasonléan, ha R3-ban hirom vektor nem esik ugyanarra az origén
atmend sikra, akkor ez a harom vektor generdtorrendszert alkot.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generatorrendszerét alkotjak, ha (xi,...,x,) = V.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
Példa: e, e,,...,e, lin. ftn R"-ben, hisz ha \je; +... \pe, =0
akkor az i-dik koordinata 0 volta miatt \; = 0, tehat a linearis
kombinacid trividlis.

R2-ben két vektor akkor lin.of, ha parhuzamosak. Tehat ha nem
parhuzamosak, akkor lin. ftn-ek. (0 minden vektorral parhuzamos.)
R3-ban pedig az igaz, hogy ha harom vektor nem esik ugyanarra az
origén atmend sikra, akkor ez a harom vektor linedrisan fiiggetlen
rendszert alkot.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
Megj: A lin.ftn-ség (akdrcsak a lin.of tulajdonsag) vektorok egy
halmazdra és nem az egyes vektorokra vonatkozik. Hasonlé igaz a
generatorrendszerre. Az, hogy egy konrét v vektor benne van egy
lin.ftn (vagy lin.of vagy generator-) rendszerben lényegében semmi
informaciét nem ad v-rél.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
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egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

>\151+~--+)\k£k:Q:>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.

1. Tfh {x4,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, azaz

A1Xq] + ...+ Aex, = 0 és \; # 0. Ekkor x; el6allithaté a tobbibdl:

X; = ;Tl . ()\1&1 + .o Aoixio + )\,‘+15,-+1 + .. ~)\kék) .



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

Biz: A fenti allitdsok tagadasainak ekvivalencidjat igazoljuk.

1. Tfh {x4,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, azaz

A1Xq] + ...+ Aex, = 0 és \; # 0. Ekkor x; el6allithaté a tobbibdl:

X; = ;Tl . ()\151 + .o Aoixio + )\,‘+15,-+1 + .. ~/\kék) .

2. Most tfh valamelyik x; el6all a tobbi linedris kombindcidjaként:

X;=A1xy+ ...+ Ac1x g+ Aip1Xig + oo Akxy . Ekkor

{x1,...,x,} nem linedrisan fiiggetlen, hiszen a nullvektor

megkaphaté nemtrividlis linedris kombinacidként:

0= /\151 —+ ...+ )\,'_15,-_1 + (—1) - X+ /\,-_,_15,-_,_1 —+ ... )\kgk . O



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér

generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a

nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:

)\1§1+...+)\k§k292>>\1 =...=X=0.

Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linearisan Osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.



Linearis fuggetlenség és genaralas

Def: Az xq,...,x, € R" vektorok a V < R" altér
generdtorrendszerét alkotjék, ha (xq,...,x,) = V.
Def: Az xq,...,x, € R" vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a
nullvektort csak a trividlis linedris kombinacidjuk allitja eld:
>\151+~--+)\k£k:Q:>>\1 =...=X=0.
Ha a fenti vektorok nem lin. ftn-ek, akkor linedrisan osszefliggdk.
{X1,..., X} linedrisan fiiggetlen vektorrendszer <=

egyik x; sem &ll el6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

(1) A {0} nem linedrisan fliggetlen: 1-0 = 0.
(2) Két vektor akkor lin.ftn, ha nem egymas skaldrszorosai.
(3) R2-ben két vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
(iranyitott szakaszként) nem parhuzamosak. Barmely két nem
parhuzamos R2-beli vektor generalja R?-t. (dbra)
(4) Ha (G) =V és G C G' C V < R", akkor (G') =V, azaz
generatorrendszert (V-n beliil) hizlalva generatorrendszer marad.
(5) F CR" lin.ftn és F/ C F, akkor F’ is lin.ftn, azaz lin.ftn
rendszert ritkitva lin.ftn marad.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve(G))



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) = (ve(G))
Megj: A fenti allitds tkp azt mondja ki, hogy egy V altér
generatorrendszerébdl pontosan akkor tudunk egy elemet elvenni
tgy, hogy a maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert
alkossanak, ha a kihagyott elem el6all a maradék elemek linedris
kombinacidjaként.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) = (ve(G))
Megj: A fenti allitds tkp azt mondja ki, hogy egy V altér
generatorrendszerébdl pontosan akkor tudunk egy elemet elvenni
tgy, hogy a maradék vektorok tovabbra is generatorrendszert
alkossanak, ha a kihagyott elem el6all a maradék elemek linedris
kombinacidjaként.
Biz: =: Mivel (G) =V = (GU{v}), ezért v € V és v € (G).
<: Tetsz. u € V elemrdl azt kell megmutatni, hogy u € (G).
Mivel v € (G), feltehetd, hogy v =3, ; Ag8-
Tudjuk, hogy u € V = (GU{v}), ezért u = \v + > gcG Hg8-
Ebbe behelyettesitve a fenti kifejezést u = dec(,u,gfl— A-Ag)g
adédik, azaz u € (G). Ez bmely u € V-re igaz, igy (G) = V.
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Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
Megj: A lemma szerint ftn halmaz hizlaldsa csakis olyan vektorral
lehetséges, ami nem all elé a ftn rendszer elemei lin.komb-jaként.
A < irdnyt az ,,ujonnan érkezd vektor lemmajanak” is nevezik.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

((G)=V) = (ve(G))

Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
Megj: A lemma szerint ftn halmaz hizlaldsa csakis olyan vektorral
lehetséges, ami nem all elé a ftn rendszer elemei lin.komb-jaként.
A < irdnyt az ,,ujonnan érkezd vektor lemmajanak” is nevezik.
Biz: =: Ha FU{f} lin.ftn., akkor f nem &ll el6 F-beliek
lin.komb.-jaként, azaz f & (F).
<: Thf Mf + A1f; + ... + Acf, = 0. Azt kell belatnunk, hogy
A=A =X=...=X=0.
Ha A =0, akkor a BO az f, ..., f, vektorok lin.kombindcidja, igy
F lin.ftnsége miatt A\; = \» = ... = A\ = 0 Tehat 0 csak trividlis
linedris kombindacidként all els, vagyis F U {f} csakugyan lin.ftn.
Ha pedig A # 0, akkor f kifejezhet6 az F-beliekkel:
f==0f +...+ 3%f,, azaz f € (F). Ez ellentmond az f ¢ (F)
feltevésnek. O



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve€(G))
Th F = {fy,...,f,} CR” lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} lin.ftn.) < (f & (F))



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Megj: A kicserélési lemma szerint barhogy is torliink a V/ altér egy
ftn rendszerébdl egy vektort, az pétolhaté V' generdtorrendszerének
egy alkalmas elemével (gy, hogy a kapott rendszer lin.ftn marad.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Megj: A kicserélési lemma szerint barhogy is torliink a V/ altér egy
ftn rendszerébdl egy vektort, az pétolhaté V' generdtorrendszerének
egy alkalmas elemével (gy, hogy a kapott rendszer lin.ftn marad.
Biz: Legyen F' := F\ {f}. Indirekt bizonyitunk.

Tth F'U {g} egyetlen g € G-re sem lin. ftn. Ekkor az el6z6 lemma
miatt g € (F’) teljesiil minden g € G-re. Ezért G C (F'), ahonnan
(G) C (F') kovetkezik. Ebbdl pedig f € V = (G) C (F'), azaz
f € (F') adédik. A fenti lemma miatt {f} U F’ = F nem lin. ftn,
ami ellentmondas.

Az indirekt feltevés hamis, igy 3 g € G, amire F' U {g} lin.ftn.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(6)=V) = (ve(G))
Tfh F = {fy,...,f,} CR” linftn & f € R". Ekkor
(FU{f} lin.ftn.) < (f & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U {g} is lin.ftn.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

((G)=V) = (ve(G))

Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Megj: Magyarul: altérben egy ftn. rendszer sosem nagyobb, mint
egy generdtorrendszer.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U {g} is lin.ftn.
Tfh G a V < R" altér generatorrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Megj: Magyarul: altérben egy ftn. rendszer sosem nagyobb, mint
egy generdtorrendszer.
Biz: Legyen Fo:= F. Ha Fy C G, akkor |Fo| < |G|. Ha Fyp Z G,
akkor Fy \ G # (), legyen mondjuk f € Fy\ G. A kicserélési lemma
miatt van olyan g € G, amire F; := Fo \ {f} U {g} lin.ftn. Ezzel

az Fi-gyel ugyanezt folytatva kapjuk az Fp, Fs,..., lin.ftn
rendszereket. El6bb-utébb olyan Fj-hez jutunk, amivel €z mar nem
folytathaté, mert F; C G. Ekkor |Fo| = |F1| = ... = |Fi| < |G],

gyoztiink. m



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor

(6)=V) = (ve(G))

Tth F={f;,...,f;} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) < (v€(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor

(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.

Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.

Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Biz: Lattuk, hogy G = {e;,...,e,} az R” generatorrendszere. Az
FG-egyenlétlenség miatt |F| < |G| = n. O



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G) =V) < (v€(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor

(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))

(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.

Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és

F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.

Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
(G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Tth F={fq,...,f, } CR" lin.ftn. és f € (F). Ekkor f
egyértelmiien 3ll el6 F-beli vektorok lin.komb.-jaként.



Fuggetlen- és generdlé halmazok

TthveR", v& G és (GU{v}) =V <R". Ekkor
((G)=V) = (ve(G))
Tth F={fy,...,f,} CR" lin.ftn és f € R". Ekkor
(FU{f} linftn.) <= (£ & (F))
(Kicserélési lemma) Ha F C V < R” lin.ftn. és (G) = V
gen.rsz. akkor V f € F 3 g € G, amire F\ {f} U{g} is lin.ftn.
Tfth G a V < R" altér generé?orrendszere, és
F C V lin.ftn. Ekkor |F| < |G]|.
Ha F C R” lin.ftn, akkor |F| < n.
Tth F={fq,...,f, } CR" lin.ftn. és f € (F). Ekkor f
egyértelmiien 3ll el6 F-beli vektorok lin.komb.-jaként.
Biz: Mivel f € (F), ezért f eléall az F-beliek lin.komb.-jaként. Tth
f=Mfi+ ...+ Mfy = pafy + ...+ prfy két el6allitds. Ekkor
0=f—f=M\—p)f;+ ...+ (A — i)y
Mivel F lin.ftn, a JO-on all4 linedris kombinacid trividlis, azaz
Aj = pi Vi fgy a két fenti el6allitds megegyezik, vagyis f csak
egyféleképp all elé az F-beliek lin.komb-jaként. O



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.

Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha

Sill. 8" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Biz: Feltehetd, hogy M'-t egyetlen ESA-sal kaptuk M-bdl.
Barmelyik konkrét ESA-t is alkalmaztuk, S’ C (S), igy (S') C (S).
Lattuk, hogy barmely ESA megforditésa is kivitelezhetd ESA-okkal,
ezért (S) C (S'), és a két megfigyelésbdl (S) = (S’) adédik. O



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:

k k k k
(i1 dioy =il iog) = (D211 Nioj = Y11 wio)).



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(Zf(:l Aioj = Z,/'(:1 p1io;) (Zf'(:l Aio] = Zf(:l 14i0).-
Biz: Ismét feltehetd, hogy M’ egyetlen ESA-sal keletkezett.
Réadasul elég a =: irdnyt bizonyitani: a <: kovetkezik abbdl,
hogy minden ESA forditottja megvaldsithaté legfeljebb harom
ESA-sal. Ezért ha egy lin.Gsszefliggés fenndl M'-re akkor az ezt
legfeljebb harom ESA megorzi, tehat igaz marad M-re is.



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(B_Zf(:l Nioj = iy mio) = (i Aiof = 21, pio}).
iz:



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Tiy mio) <= (X \idf = 31, pic)).
Biz: =: A fenti linedris 0sszefliggés M-re pontosan azt jelenti,
hogy a Zf-‘zl Aixi = Zf'(:1 wix; egyenletnek M minden sora
megoldasa. Nekiink pedig azt kell igazolni, hogy ugyanezt az
egyenletet az ESA utdn kapott M’ minden sora is megoldja.
Sorcsere esetén pontosan ugyanazokrdl az egyenlségekrdl van szd,
skaldrral szorzds esetén az egyik egyenletet skaldrral kell szorozni,
sorosszeadas esetén pedig az Uj egyenloség két korabban teljesiilo
egyenlet Osszege. O
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k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
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ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai.

1 2 11
-1 -1 -2 0
1 4 0 5
2 3 3 1



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 11
-1 -1 -2 0
1 4 0 5
2 3 3 1



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1
-1 -1 -2 0] O 1 -1 1
1 4 0 5| 0 2 -1 4
2 3 3 1|0 -1 1 -1



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 1 2 1 1
-1 -1 -2 0] O 1 -1 110 1 -1 1
1 4 0 5| 0 2 -1 41 0 O 1 2
2 3 3 1] 0 -1 1 -1] 0 O 0 0



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 11 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 0 -1
-1 -1 -2 0| O 1 -1 1,01 -1 1|0 1 0 3
1 4 0 5| 0 2 -1 41 0 O 1 210 0 1 2
2 3 3 1] 0 -1 1 -1] 0 O 0O 0| 0 0O O 0



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 1 1)1 2 1 1|1 2 1 11 2 0 -1
-1 -1 -2 04,0 1 -1 101 -1 1|0 1 0 3
1 4 0 5|0 2 -1 4| 0 O 1 2,0 0 1 2
2 3 3 1,0 -1 1 -1 0 0 O O] O O O O
10 0 -7
0 1 0 3
0o 0 1 2
0 0 0 O



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Yiy mio) <= (X Nidf = 31, pic)).
Példa: Dontsiik el, hogy lin.ftn. rendszert alkotnak-e az alabbi M
mdatrix oszlopai. Megoldas: ESA-okkal RLA métrixot képeziink.

1 2 111 2 1 1|12 1 1|12 0 -1
-1 -1 -2 0/0 1 -1 1|01 -1 1[0 1 0 3

1 4 050 2 -1 4/00 1 2[00 1 2

2 3 31/0 -1 1 -1/00 00[0O0O0 O
1 0 0 -7 [AS A / at
o1 0 4 A kapott M matrixra 0, = —707 + 305 .—1—2.93. lgy
0 0 1 2| Moszlopairao, =—70;+30,+ 205 teljesiil, ezért
000 O

M oszlopai a korabbi lemma miatt nem lin. ftn.-ek.



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:

k k k k
(i1 dioy =il iog) = (D211 Nioj = Y11 wio)).



ESA-ok hatadsa a sor- és oszlopvektorokra
Egy M € R™k matrixot tekinthetiink n db R¥-beli sorvektornak és
k db R"-beli oszlopvektornak is. Most azt vizsgaljuk, hogyan hat
egy ESA ezen sor- ill. oszlopvektorok rendszerére.
Tfh M-t ESA-okkal kaptuk az M € R"™K matrixbél. Ha
Sill. §" az M ill. M’ sorvektorainak halmaza, akkor (S) = (§').
Tth az M € Rk matrixbél M-t ESA-okkal kaptuk és
O ={oy,...0}ill. 0" ={0],...0}} az oszlopvektoraik halmaza.
Ekkor O-n és O’-n ugyanazok a linedris osszefliggések teljesiilnek:
(i dior = Tiy mio) <= (X Nidf = Y1 pic)).
Az M matrix pontosan akkor RLA, ha igy kaphaté az
ey1,-..,€e, oszlopok alkotta matrixbdl oszlopok besziirdsival, hogy

minden beszlrt oszlop a téle balra all6 e; oszlopok lin.komb-ja.
1 ?

M = -

0
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Mit tanultunk ma?
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Mit tanultunk ma?

R" oszlopvektorai a miiveletekkel egylitt alkotjdk az R” teret.

Altér: a miiveletekre (avagy a lin.komb-ra) zart részhalmaz.

Generatorrendszerek és lin.ftn-ség.

>

>

P> Véges sok vektor lin.komb-i alteret generalnak.
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P Ftn részhalmaz ritkithatd, generdtorrendszer hizlalhaté.
>

Ftn részhalmaz hizlalasa, generatorrendszer ritkitasa.
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Mit tanultunk ma?

R" oszlopvektorai a miiveletekkel egylitt alkotjdk az R” teret.
Altér: a miiveletekre (avagy a lin.komb-ra) zart részhalmaz.
Véges sok vektor lin.komb-i alteret generdlnak.
Generatorrendszerek és lin.ftn-ség.

Ftn részhalmaz ritkithatd, generatorrendszer hizlalhatd.

Ftn részhalmaz hizlalasa, generatorrendszer ritkitasa.
Kicserélési lemma és FG-egyenl6tlenség.

Lin.komb egyértelmiisége lin.ftn rendszer esetén.

ESA hatésa a sorokra ill. oszlopokra.
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RLA matrix oszlopainak tulajdonsiga.

A jovo héten az el6addson és a gyakorlaton is
helyettesités lesz. 19 és |2 ZH kiosztdsa a nov. 14-diki gyakorlaton.
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A ma esti el6adas ZH el6tti konzultacidé

A ZH 8 érakor kezdodik, a honlap szerinti teremben

6 db 10 pontos feladat, 50 pont 100%, felette IMSC pont
8:45 utdn nem lehet érkezni, el6tte tavozni

BF sarkaban Osszetiizott papiron szabad csak dolgozni.
Minden oldal JF sarkdban NEV, NEPTUN

Cimlap JF sarkaban: NEV, NEPTUN, GyV neve, kurzuskéd
(vagy kurzus idépont), datum

Minden irott és elektronikus segédeszkoz tilos. Mobiltelefon,
laptop kikapcsolva sem lehet a padsorokon beliil
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Cimlap JF sarkaban: NEV, NEPTUN, GyV neve, kurzuskéd
(vagy kurzus idépont), datum

Minden irott és elektronikus segédeszkoz tilos. Mobiltelefon,
laptop kikapcsolva sem lehet a padsorokon beliil
Haszndlhaté segédeszkozok: (nem piros) toll, ceruza, radir,
vonalzé
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Cimlap JF sarkaban: NEV, NEPTUN, GyV neve, kurzuskéd
(vagy kurzus idépont), datum

Minden irott és elektronikus segédeszkoz tilos. Mobiltelefon,
laptop kikapcsolva sem lehet a padsorokon beliil
Haszndlhaté segédeszkozok: (nem piros) toll, ceruza, radir,
vonalzé

Uzsonna, innivalé megengedett, mosddba kimenni csak a
dolgozat beaddsat kovetden lehet
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Minden irott és elektronikus segédeszkoz tilos. Mobiltelefon,
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Haszndlhaté segédeszkozok: (nem piros) toll, ceruza, radir,
vonalzé

Uzsonna, innivalé megengedett, mosddba kimenni csak a
dolgozat beaddsat kovetden lehet

spec. szabdlyok: e-mailben kiildott jelentkezés utdn vialasz
e-mailben instrukcidk
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Koszonom a figyelmet!



