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Euler-sétak

Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.



Euler-sétak

Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.

Megj: (1) A fenti definicié 2 x 2 fogalmat definidl: az Euler-sétat
és az Euler-korsétat iranyitatlan és iranyitott grafra is.

(2) Szokas a definiciét abban a formaban kimondani, hogy az
Euler-(kor)séta G minden élét pontosan egyszer tartalmazza.
Tekintettel arra, hogy egy séta nem mehet at kétszer ugyanazon az
élen, ez redunddans kivanalom, hiszen kovetkezménye az altalunk
hasznalt definiciénak. Haszndlatos ezen kiviil az Euler-kor ill.
Euler-at megnevezés is a fenti fogalmakra.

(3) Irdnyitatlan Euler-séta: ,,G egy vonallal lerajzolhaté”.

Cél: Gyors médszer az Euler-(kor)séta megtaldldsara, |étezésének
ellen6rzésére.
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Euler-sétak

Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.
(1) Ha a G irdnyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor
(a) G izolalt pontoktdl eltekintve gyengén Osszefliggd, és
(b) minden v cstcséra p(v) = 6(v) teljesiil.
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Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.
(1) Ha a G irdnyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor

(a) G izolalt pontoktdl eltekintve gyengén Osszefliggd, és

(b) minden v cstcséra p(v) = 6(v) teljesiil.
Biz: (a) Ha G két kiilonboz6 gyenge komponense is tartalmaz élt,
akkor G-nek nem lehet Euler-korsétdja, hisz egyetlen séta sem
tartalmazhat élt két kilonbozd gyenge komponensbdl. v/
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(1) Ha a G irdnyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor
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(b) minden v cstcséra p(v) = 6(v) teljesiil.
Biz: (a) Ha G két kiilonboz6 gyenge komponense is tartalmaz élt,
akkor G-nek nem lehet Euler-korsétdja, hisz egyetlen séta sem
tartalmazhat élt két kilonbozd gyenge komponensbdl. v/
(b) Ha végighaladunk az Euler-korsétan, akkor pontosan annyiszor
[éplink be a v csticsba ill. ki a v csticsbdl, ahdnyszor dthalad a
korséta a v csiicson. Mivel a kérséta G minden élét pontosan
egyszer érinti, ezért p(v) = §(v). O
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(b) G-ben minden fokszam péros.



Euler-sétak

Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.

(1) Ha a G irdnyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor
(a) G izolalt pontoktdl eltekintve gyengén Osszefliggd, és
(b) minden v cstcséra p(v) = 6(v) teljesiil.
(2) Ha a G irdnyitatlan grafnak van Euler-kdrsétdja, akkor
(a) G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd, és
(b) G-ben minden fokszam péros.
Biz: Az iranyitott esethez hasonlé. (a) Egy (kor)séta nem
tartalmazhatja két kiilonbozé komponensnek is egy-egy élét, és

(b) az Euler-korsétat kovetve tetszbleges v csiicsba ugyanannyiszor
lépiink be, mint ahdnyszor kilépiink beldle. Ezért d(v) paros. [
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(3) Ha a G irdnyitatlan grafnak van Euler-sétdja, akkor
(a) G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefliggd, és
(b) G-nek 0 vagy 2 paratlan fokd csticsa van.
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Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.
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(2) Ha a G irdnyitatlan grafnak van Euler-kdrsétdja, akkor

(a) G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd, és

(b) G-ben minden fokszam péros.
(3) Ha a G irdnyitatlan grafnak van Euler-sétdja, akkor

(a) G izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefliggd, és

(b) G-nek 0 vagy 2 paratlan fokd csticsa van.
Biz: (a)v’. (b): Tfh G Euler-sétdja egy uv-séta. Ekkor minden
w # u, v csicsra d(w) kétszer annyi, mint ahanyszor az Euler-séta
w-n dthalad, vagyis d(w) paros. Ha u = v, akkor az Euler-séta
korséta, igy d(u) is paros (2b) miatt. Ha pedig u # v, akkor u-bdl
1-gyel tobbszor Iéplink ki, mint be, v-be 1-gyel tobbszor 1épiink be,
mint ki, vagyis d(u) és d(v) paratlanok. O
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Megj: A fenti segitségével bizonyos esetekben
azonnal latszik, hogy G-nek nincs Euler-sétaja ill. -korsétdja.
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Def: A G graf Euler-(kor)sétdja a G egy olyan (kor)sétdja, ami G
minden élét tartalmazza.
(1) Ha a G irdnyitott grafnak van Euler-korsétaja, akkor
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(b) minden v cstcséra p(v) = 6(v) teljesiil.
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(b) G-nek 0 vagy 2 paratlan fokd csticsa van.

Megj: A fenti segitségével bizonyos esetekben
azonnal latszik, hogy G-nek nincs Euler-sétaja ill. -korsétdja.
Kinzo kérdés: Lehet-e a ben leirtaktdl eltér6 oka

annak, hogy egy G grafnak nincs Euler-(kor)sétaja?
Megnyugtaté valasz: Nem lehet.



Az Euler-tulajdonsag karakterizacidja

Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .

Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezhetok gy, hogy az
egyszinli élek (ir) kort alkossanak minden szinre.



Az Euler-tulajdonsag karakterizacidja

Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .
Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezhetok gy, hogy az
egyszinii elek (ir) kort alkossanak minden szinre.
° C%Qob @ 0"
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Biz: Induljunk el G egy éle mentén, és haladjunk tovabb az
(irdnyitott) élek mentén. Mivel G Euler, ezért sosem akadunk el:
elébb-utébb ismétlodik egy cstcs, igy taldlunk egy C; kort. C; éleit
torolve G — C; Euler-graf marad. Ismételjik meg ezt a G — (G
grafon. igy G minden éle elébb-utébb sorra keriil és megkapjuk a
G, G,. .. koroket. Ezért E(G) = G U G U ... diszjunkt korok
unidjira bomlik fel. Szinezziik ki a C; kor éleit az i-dik szinnel. [
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Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .
Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezhetok gy, hogy az

egyszinli élek (ir) kort alkossanak minden szinre.

(1) (G iranyitott grafnak van Euler-korsétdja) <=
(G Euler-graf és G izolalt pontoktdl eltekintve gyengén of)
(2) (G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétdja) <=
(G Euler-graf és G izolalt pontoktdl eltekintve &f)
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Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .
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(1) (G iranyitott grafnak van Euler-korsétdja) <=
(G Euler-graf és G izolalt pontoktdl eltekintve gyengén of)
(2) (G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétdja) <=
(G Euler-graf és G izolalt pontoktdl eltekintve &f)
Biz: =: Lattuk. v<=: A miatt E(G) felbonthaté
korokre, tehat korsétakra is. Ha a korsétdk szama legaldbb 2,
akkor valasztunk két korsétat, amiknek van kozos csiicsa és ezen
csiics mentén az abra szerint ,,0sszevarrjuk” azokat. Mindezt addig
tudJuk végezni, mig végil csak egyetlen korseta marad O

e o o/\ o
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Az Euler-tulajdonsag karakterizacidja

Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .
Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezhetok gy, hogy az

egyszinli élek (ir) kort alkossanak minden szinre.

(1) (G iranyitott grafnak van Euler-korsétdja) <=
G Euler-graf és G izoldlt pontoktdl eltekintve gyengén of)
2) (G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétaja) «<—
G Euler-graf és G izoldlt pontoktdl eltekintve of)
3) (G iranyitatlan grafnak van Euler-sétdja) <=
(G izolalt pontoktdl eltekintve of és 0 vagy 2 ptn foku csticsa van.)
Biz: =: Lattuk. v'<=: Ha G Euler-graf, akkor (2) miatt van
Euler-korsétdja, ami Euler-séta is egyittal. Ha G nem Euler-graf,
akkor legyenek u és v a G ptn fokd cstcsai. Ekkor G + uv
Euler-graf, és (2) miatt van Euler-korsétdja. Feltehetd, hogy ezen
korséta utolsé éle uv. Ezt az uv élt elhagyva a korsétabdl, G
Euler-sétajat kapjuk. O
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Az Euler-tulajdonsag karakterizacidja

Def: A G irdnyitott graf Euler-graf, ha o(v) = p(v) Vv € V(G) .
A G iranyitatlan graf Euler-graf, ha G d(v) paros V v € V(G) .
Ha G Euler-graf, akkor G élei kiszinezhetok gy, hogy az

egyszinli élek (ir) kort alkossanak minden szinre.

(1) (G iranyitott grafnak van Euler-korsétdja) <=
G Euler-graf és G izoldlt pontoktdl eltekintve gyengén of)

) (G iranyitatlan grafnak van Euler-korsétdja) <=

G Euler-graf és G izoldlt pontoktdl eltekintve of)
3) (G iranyitatlan grafnak van Euler-sétdja) <=
(G izolalt pontoktdl eltekintve of és 0 vagy 2 ptn foku csticsa van.)
Euler-korséta keresése Euler-grafban: E(G)-t felbontjuk
korsétakra, amiket Osszevarrunk. Korsétat a felbontdshoz pl. gy is
kereshetiink, hogy addig kovetlink egy sétat, amig tudunk.
El6bb-utébb elakadunk, de ez csakis a séta kiindulasi pontjaban
torténhet meg. Ezért a bejart séta egy korséta, amit a
felbontasban felhasznalunk.
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Torténelem

Leonhard Euler a porosz Konigsbergben
élt és alkotott. Kiilonos probléma tartot-
ta ldzban akkortdjt a helyi polgdrokat.
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Torténelem

Leonhard Euler a porosz Konigsbergben
élt és alkotott. Kiilonos probléma tartot-
ta ldzban akkortdjt a helyi polgdrokat.
Tervezhet6-e olyan dtvonal a varosban, i
ami mind a hét hidat pontosan egyszer
érinti? 3
Euler megfigyelte, hogy csak a hidakon valé athaladas
sorrendje szamit, az nem, hogy az egyes szarazfoldeken
miféle utvonalat kovetiink. Ezért a szarazfolddarabo-
kat ponttal, a hidakat ezen pontokat 6sszekot6 vona-
lakkal dbrazolta. Az igy adédé grafon épp egy (mai
széhasznalattal) Euler-séta létezése volt a kérdés.
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ta ldzban akkortdjt a helyi polgdrokat.
Tervezhet6-e olyan dtvonal a varosban, i
ami mind a hét hidat pontosan egyszer
érinti?
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sorrendje szamit, az nem, hogy az egyes szarazfoldeken

miféle utvonalat kovetiink. Ezért a szarazfolddarabo-

kat ponttal, a hidakat ezen pontokat 6sszekot6 vona-

lakkal dbrazolta. Az igy adédé grafon épp egy (mai
széhasznalattal) Euler-séta létezése volt a kérdés.

A graf mind a 4 cslicsa paratlan fokszamd, ezért hit dbrand a fenti
tulajdonsagu dtvonal megtalalasa.
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Konigsberg mai neve Kali-
nyingrdd, és a Kalinyingradi
teriilet nevli orosz exklavé
székhelyeként stratégiai je-
lentosége van. A korableli
hidak kozill tobb mar nem
|étezik.
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Hamilton-korok és -utak

Def: A G graf Hamilton-kére (Hamilton-atja) a G olyan kore
(dtja), ami G minden cslicsat tartalmazza.

Megj: A célunk hasonld, mint az Euler-(kor)séta esetén, azaz
gyors médszer, amivel el lehet donteni egy grafrdl, hogy van-e
Hamilton-kore ill. -Gtja. Sajnos jol haszndlhaté sziikséges és
elégséges feltételt nem tudunk adni erre a problémara, és j6 oka
van annak, hogy nem is szamitunk ilyen feltétel létezésére. Tudunk
viszont j6l haszndlhatd sziikséges, és jol haszndlhatd elégséges
feltételt adni, de ezek csak bizonyos grafok esetén hasznosak.
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(dtja), ami G minden cslicsat tartalmazza.

(1) Ha a G grafnak van Hamilton-kore, akkor barmely nemiires
U C V(G) esetén G — U komponenseinek szama legfeljebb |U].
(2) Ha a G grafnak van Hamilton-tja, akkor barmely U C V(G)
esetén G — U komponenseinek szdma legfeljebb |U| + 1.
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(2) Ha a G grafnak van Hamilton-tja, akkor barmely U C V(G)
esetén G — U komponenseinek szdma legfeljebb |U| + 1.

Megj: A fenti feltétel szerint k cslics torlésétdl a graf legfeljebb k
(ill. k + 1) komponensre eshet szét. Ez feltétleniil sziikséges
ahhoz, hogy G-nek legyen Hamilton-kore ill. -Gtja. Abbdl azonban,
hogy G-re teljesiil ez a feltétel, nem kovetkezik, hogy G-nek
csakugyan van Hamilton-kore vagy dtja. Am ha a sziikséges
feltétel nem teljesiil egy G gréfra, az azonnal cifolja G-ben a
Hamilton-kor (ill. dt) létezését. Ha pl. a G graf 42 csiics torlése
nyoman 43 komponensre esik szét, akkor G-nek bizonyosan nincs
Hamilton-kore. Ha pedig ez a komponensszam legaldbb 44, akkor
afeldl is biztosak lehetiink, hogy G-nek még Hamilton-utja sincs.
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(2) Ha a G grafnak van Hamilton-tja, akkor barmely U C V(G)
esetén G — U komponenseinek szdma legfeljebb |U| + 1.

Biz: (1,2) G-re tekinthetjiik dgy, mint egy korre (ill. dtra), amihez
tovabbi éleket adunk hozza. Konnyl I4tni, hogy egy kor (ill. dat) k
pont elhagyasatdl legfeljebb k (ill. k + 1) komponensre eshet szét.
A tovébbi élek (amit a korhoz ill. dthoz adunk hozza, hogy G-t
megkapjuk) az EHL miatt csak csokkenteni tudjék a komponensek
szamat, novelni nem. Ezért G-bél k csicsot tordlve legfeljebb k
(ill. k + 1) komponens keletkezhet. O
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2. Nincs Hamilton-kore.
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2. Nincs Hamilton-kore.

1: Tfh kilsé korbél ki, a belsébdl k> csiicsot
hagytunk el. Ha k1 = 0 vagy k» = 0, akkor a
graf osszefliggé marad. Kilonben a kiilsé kor
legfeljebb ki, a belsé pedig legfeljebb ko részre
esik szét, vagyis o0sszesen legfeljebb k; + ko kom-
ponens keletkezik.
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2: Ha lenne H-kor, akkor a H-kor éleit felvaltva
pirosra és zoldre tudnank szinezni. Ha a koron
kiviili élek sargak, akkor a 3-regularitds miatt
minden csticsbdl pontosan egy piros, egy sarga
és egy zold él indulna. Ha megprébaljuk az
éleket igy kiszinezni, kideriil, hogy nem lehet.
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A tovabbiakban elégséges feltételeket fogunk latni Hamilton-kor
létezésére. Ezek segitségével (szerencsés esetben) gyorsan és
kétséget kizadrdan tudjuk bizonyitani, hogy egy adott grafnak van
Hamilton-kore. Az elégséges feltétel vizsgalata azonban nem
alkalmas arra, hogy egy grafban a Hamilton-kor létezését cafoljuk.
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Def: Legyen egy G n-cstcsl, egyszer(i graf.

Az u,v € V(G) csicspér gazdag, ha d(u) + d(v) > n.

A G gréfra teljesiil a Dirac-feltétel, ha d(v) > 7 Vv € V(G)-re.
G-re igaz az Ore-feltétel, ha G barmely két nem szomszédos
csucsa gazdag part alkot.
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Ore-tétel erdsebb a Dirac-tételnél, hisz gyengébb feltételbdl igazolja
ugyanazt. I,gy az Ore-tételt bizonyitva Dirac tételét is igazoljuk.
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Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Megj: A hizlaldsi lemma jelentésége az, hogy segit eldonteni azt,
hogy van-e G-ben Hamilton-kér. Azt mondja ki ugyanis, hogy a
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Hamilton-kort, akkor persze G-nek sincs Hamilton-kore.



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.

(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk.



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyeneza H-Gt u= vy, va,...,v, = v.



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyen ez a H-Gt u = v, vp,...,v, = v. Legyen
A:= N(v) ={vi: w; € E(G)} a v szomszédainak halmaza



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyen ez a H-Gt u = v, vp,...,v, = v. Legyen
A:= N(v) ={vi: v, € E(G)} a v szomszédainak halmaza, és
legyen B := {v;_1 : uv; € E(G)} az u szomszédait a H-dton
megel6z6 csticsok halmaza.



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyen ez a H-Gt u = v, vp,...,v, = v. Legyen
A:= N(v) ={vi: v, € E(G)} a v szomszédainak halmaza, és
legyen B := {v;_1 : uv; € E(G)} az u szomszédait a H-dton
megel6z6 csticsok halmaza.
Vildgos, hogy v Aés v ¢ B, igy |[AUB| < n—1. Mivel (u,v)
gazdag par, ezért |A| + |B| = d(u) + d(v) > n. Ezek szerint
AN B # (. Legyen pl. v; e AN B.



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyen ez a H-Gt u = v, vp,...,v, = v. Legyen
A:= N(v) ={vi: v, € E(G)} a v szomszédainak halmaza, és
legyen B := {v;_1 : uv; € E(G)} az u szomszédait a H-dton
megel6z6 csticsok halmaza.
Vildgos, hogy v Aés v ¢ B, igy |[AUB| < n—1. Mivel (u,v)
gazdag par, ezért |A| + |B| = d(u) + d(v) > n. Ezek szerint
AN B # (). Legyen pl. v; € AN B. Ekkor



A Chvatal-lezart

Tfh G egyszerii graf, és (u, v) gazdag par.
(G-nek van Hamilton-kére) <= (G + uv-nek van Hamilton kore).
Biz: =: v «<: Legyen C a G 4 uv H-kore. Ha uv & C, akkor C a
G-nek is H-kore, kész vagyunk. Ha viszont uv € C, akkor C — uv
a G egy H-dtja. Legyen ez a H-Gt u = v, vp,...,v, = v. Legyen
A:= N(v) ={vi: v, € E(G)} a v szomszédainak halmaza, és
legyen B := {v;_1 : uv; € E(G)} az u szomszédait a H-dton
megel6z6 csticsok halmaza.
Vildgos, hogy v Aés v ¢ B, igy |[AUB| < n—1. Mivel (u,v)
gazdag par, ezért |A| + |B| = d(u) + d(v) > n. Ezek szerint
AN B # (). Legyen pl. v; € AN B. Ekkor
VI, Vo, e oy ViyVny Vn—1,...,Vit1,v1 a G egy H-kore. ]
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Ha G barmely két nemszomszédos cslicsa gazdag part
alkot, akkor G-nek van H-kore.
Biz: A hizlalasi lemma alapjan G barmely két nemszomszédos
csticsat ,,ingyen” Ssszekothetjiik. igy G Chatal-lezartja a G = K,
teljes graf. Mivel K,-nek van H-kore, ezért G-nek is van. O
Ha 0(G) > @ akkor G-nek van H-kore.
Biz: G barmely két csticsa gazdag part alkot, ezért G-re teljesiil az
Ore-feltétel. Az Ore-tétel miatt G-nek van H-kore. O
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Koszonom a figyelmet!



