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Euler-séták

Def: A G gráf Euler-(kör)sétája a G egy olyan (kör)sétája, ami G
minden élét tartalmazza.

Megf: (1) Ha a G iránýıtott gráfnak van Euler-körsétája, akkor
(a) G izolált pontoktól eltekintve gyengén összefüggő, és
(b) minden v csúcsára ρ(v) = δ(v) teljesül.

(2) Ha a G iránýıtatlan gráfnak van Euler-körsétája, akkor
(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
(b) G -ben minden fokszám páros.

(3) Ha a G iránýıtatlan gráfnak van Euler-sétája, akkor
(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
(b) G -nek 0 vagy 2 páratlan fokú csúcsa van.

Megj: A fenti Megfigyelés seǵıtségével bizonyos esetekben
azonnal látszik, hogy G -nek nincs Euler-sétája ill. -körsétája.
Ḱınzó kérdés: Lehet-e a Megfigyelésben léırtaktól eltérő oka
annak, hogy egy G gráfnak nincs Euler-(kör)sétája?
Megnyugtató válasz: Nem lehet.
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Megj: (1) A fenti defińıció 2× 2 fogalmat definiál: az Euler-sétát
és az Euler-körsétát iránýıtatlan és iránýıtott gráfra is.
(2) Szokás a defińıciót abban a formában kimondani, hogy az
Euler-(kör)séta G minden élét pontosan egyszer tartalmazza.
Tekintettel arra, hogy egy séta nem mehet át kétszer ugyanazon az
élen, ez redundáns ḱıvánalom, hiszen következménye az általunk
használt defińıciónak. Használatos ezen ḱıvül az Euler-kör ill.
Euler-út megnevezés is a fenti fogalmakra.
(3) Iránýıtatlan Euler-séta: ,,G egy vonallal lerajzolható”.
Cél: Gyors módszer az Euler-(kör)séta megtalálására, létezésének
ellenőrzésére.
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(b) minden v csúcsára ρ(v) = δ(v) teljesül.
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(a) G izolált pontoktól eltekintve gyengén összefüggő, és
(b) minden v csúcsára ρ(v) = δ(v) teljesül.
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(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
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akkor G -nek nem lehet Euler-körsétája, hisz egyetlen séta sem
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(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
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Megj: A fenti Megfigyelés seǵıtségével bizonyos esetekben
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(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
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Ḱınzó kérdés: Lehet-e a Megfigyelésben léırtaktól eltérő oka
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(b) G -ben minden fokszám páros.
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w 6= u, v csúcsra d(w) kétszer annyi, mint ahányszor az Euler-séta
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(b) G -nek 0 vagy 2 páratlan fokú csúcsa van.

Megj: A fenti Megfigyelés seǵıtségével bizonyos esetekben
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(a) G izolált pontoktól eltekintve gyengén összefüggő, és
(b) minden v csúcsára ρ(v) = δ(v) teljesül.
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(b) G -ben minden fokszám páros.
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(a) G izolált pontoktól eltekintve összefüggő, és
(b) G -nek 0 vagy 2 páratlan fokú csúcsa van.

Megj: A fenti Megfigyelés seǵıtségével bizonyos esetekben
azonnal látszik, hogy G -nek nincs Euler-sétája ill. -körsétája.
Ḱınzó kérdés: Lehet-e a Megfigyelésben léırtaktól eltérő oka
annak, hogy egy G gráfnak nincs Euler-(kör)sétája?
Megnyugtató válasz:

Nem lehet.



Euler-séták
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Az Euler-tulajdonság karakterizációja

Def: A G iránýıtott gráf Euler-gráf, ha δ(v) = ρ(v) ∀ v ∈ V (G ) .
A G iránýıtatlan gráf Euler-gráf, ha G d(v) páros ∀ v ∈ V (G ) .
Lemma: Ha G Euler-gráf, akkor G élei kisźınezhetők úgy, hogy az
egysźınű élek (ir) kört alkossanak minden sźınre.

Tétel: (1) (G iránýıtott gráfnak van Euler-körsétája)⇐⇒
(G Euler-gráf és G izolált pontoktól eltekintve gyengén öf)
(2) (G iránýıtatlan gráfnak van Euler-körsétája)⇐⇒
(G Euler-gráf és G izolált pontoktól eltekintve öf)
(3) (G iránýıtatlan gráfnak van Euler-sétája)⇐⇒
(G izolált pontoktól eltekintve öf és 0 vagy 2 ptn fokú csúcsa van.)
Euler-körséta keresése Euler-gráfban: E (G )-t felbontjuk
körsétákra, amiket összevarrunk. Körsétát a felbontáshoz pl. úgy is
kereshetünk, hogy addig követünk egy sétát, aḿıg tudunk.
Előbb-utóbb elakadunk, de ez csakis a séta kiindulási pontjában
történhet meg. Ezért a bejárt séta egy körséta, amit a
felbontásban felhasználunk.
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Biz: ⇒: Láttuk. X⇐: A Lemma miatt E (G ) felbontható
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(G Euler-gráf és G izolált pontoktól eltekintve öf)
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felbontásban felhasználunk.



Történelem
Leonhard Euler a porosz Königsbergben
élt és alkotott. Különös probléma tartot-
ta lázban akkortájt a helyi polgárokat.

Tervezhető-e olyan útvonal a városban,
ami mind a hét hidat pontosan egyszer
érinti?
Euler megfigyelte, hogy csak a hidakon való áthaladás
sorrendje száḿıt, az nem, hogy az egyes szárazföldeken
miféle útvonalat követünk. Ezért a szárazfölddarabo-
kat ponttal, a hidakat ezen pontokat összekötő vona-
lakkal ábrázolta. Az ı́gy adódó gráfon épp egy (mai
szóhasználattal) Euler-séta létezése volt a kérdés.
A gráf mind a 4 csúcsa páratlan fokszámú, ezért hiú ábránd a fenti
tulajdonságú útvonal megtalálása.
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ami mind a hét hidat pontosan egyszer
érinti?

Euler megfigyelte, hogy csak a hidakon való áthaladás
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Történelem 2.

Königsberg mai neve Kali-
nyingrád, és a Kalinyingrádi
terület nevű orosz exklávé
székhelyeként stratégiai je-
lentősége van. A korableli
hidak közül több már nem
létezik.

https://openstreetmap.org/copyright https://openstreetmap.org

Copyright OpenStreetMap and contributors, under an open license

Nem véletlen, hogy
a keleti szigetnek
csak egy része
látható a szokásos
szemléltető
ábrákon.

https://openstreetmap.org/copyright https://openstreetmap.org

Copyright OpenStreetMap and contributors, under an open license
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létezik.

https://openstreetmap.org/copyright https://openstreetmap.org

Copyright OpenStreetMap and contributors, under an open license
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nyingrád, és a Kalinyingrádi
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Hamilton-körök és -utak

Def: A G gráf Hamilton-köre (Hamilton-útja) a G olyan köre
(útja), ami G minden csúcsát tartalmazza.
Megj: A célunk hasonló, mint az Euler-(kör)séta esetén, azaz
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Szükséges feltétel Hamilton-kör és -út létezésére
(1) Ha a G gráfnak van Hamilton-köre, akkor bármely nemüres
U ⊆ V (G ) esetén G − U komponenseinek száma legfeljebb |U|.
(2) Ha a G gráfnak van Hamilton-útja, akkor bármely U ⊆ V (G )
esetén G − U komponenseinek száma legfeljebb |U|+ 1.
Def: Legyen egy G n-csúcsú, egyszerű gráf.
Az u, v ∈ V (G ) csúcspár gazdag, ha d(u) + d(v) ≥ n.
A G gráfra teljesül a Dirac-feltétel, ha d(v) ≥ n

2 ∀v ∈ V (G )-re.
G -re igaz az Ore-feltétel, ha G bármely két nem szomszédos
csúcsa gazdag párt alkot.
Dirac tétele: G -re igaz a Dirac-feltétel ⇒ G -nek van H-köre.
Ore tétele: G -re igaz az Ore-feltétel ⇒ G -nek van H-köre.
Megj: A Dirac-feltétel többet ḱıván, mint az Ore-feltétel. Ezért az
Ore-tétel erősebb a Dirac-tételnél, hisz gyengébb feltételből igazolja
ugyanazt. Így az Ore-tételt bizonýıtva Dirac tételét is igazoljuk.
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(útja), ami G minden csúcsát tartalmazza.
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(1) Ha a G gráfnak van Hamilton-köre, akkor bármely nemüres
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feltétel nem teljesül egy G gráfra, az azonnal cáfolja G -ben a
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(útja), ami G minden csúcsát tartalmazza.
Szükséges feltétel Hamilton-kör és -út létezésére
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U ⊆ V (G ) esetén G − U komponenseinek száma legfeljebb |U|.
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Ore tétele: G -re igaz az Ore-feltétel ⇒ G -nek van H-köre.
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legfeljebb k1, a belső pedig legfeljebb k2 részre
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csúcsa gazdag párt alkot.
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Ore tétele: G -re igaz az Ore-feltétel ⇒ G -nek van H-köre.
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érdekes tulajdonsága van.
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Ore tétele: G -re igaz az Ore-feltétel ⇒ G -nek van H-köre.
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A G gráfra teljesül a Dirac-feltétel, ha d(v) ≥ n

2 ∀v ∈ V (G )-re.
G -re igaz az Ore-feltétel, ha G bármely két nem szomszédos
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U ⊆ V (G ) esetén G − U komponenseinek száma legfeljebb |U|.
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esetén G − U komponenseinek száma legfeljebb |U|+ 1.
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A Chvátal-lezárt

u v

G + uv

H́ızlalási lemma: Tfh G egyszerű gráf, és (u, v) gazdag pár.
(G -nek van Hamilton-köre)⇐⇒ (G + uv -nek van Hamilton köre).

Ore tétele: Ha G bármely két nemszomszédos csúcsa gazdag párt
alkot, akkor G -nek van H-köre.
Biz: A h́ızlalási lemma alapján G bármely két nemszomszédos
csúcsát ,,ingyen” összeköthetjük. Így G Chátal-lezártja a G = Kn

teljes gráf. Mivel Kn-nek van H-köre, ezért G -nek is van.
Dirac-tétel: Ha δ(G ) ≥ |V (G)|

2 , akkor G -nek van H-köre.
Biz: G bármely két csúcsa gazdag párt alkot, ezért G -re teljesül az
Ore-feltétel. Az Ore-tétel miatt G -nek van H-köre.



A Chvátal-lezárt
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hogy van-e G -ben Hamilton-kör. Azt mondja ki ugyanis, hogy a
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bizonyosan van Hamilton-köre. Ha pedig G nem tartalmaz
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a G egy H-útja. Legyen ez a H-út u = v1, v2, . . . , vn = v .
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Ore-feltétel. Az Ore-tétel miatt G -nek van H-köre.
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A Chvátal-lezárt
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alkot, akkor G -nek van H-köre.
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v1 vn

v2 vn−1

u v

G + uv
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H́ızlalási lemma: Tfh G egyszerű gráf, és (u, v) gazdag pár.
(G -nek van Hamilton-köre)⇐⇒ (G + uv -nek van Hamilton köre).
Ore tétele: Ha G bármely két nemszomszédos csúcsa gazdag párt
alkot, akkor G -nek van H-köre.
Biz: A h́ızlalási lemma alapján G bármely két nemszomszédos
csúcsát ,,ingyen” összeköthetjük. Így G Chátal-lezártja a G = Kn

teljes gráf. Mivel Kn-nek van H-köre, ezért G -nek is van.

Dirac-tétel: Ha δ(G ) ≥ |V (G)|
2 , akkor G -nek van H-köre.

Biz: G bármely két csúcsa gazdag párt alkot, ezért G -re teljesül az
Ore-feltétel. Az Ore-tétel miatt G -nek van H-köre.
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H́ızlalási lemma: Tfh G egyszerű gráf, és (u, v) gazdag pár.
(G -nek van Hamilton-köre)⇐⇒ (G + uv -nek van Hamilton köre).
Ore tétele: Ha G bármely két nemszomszédos csúcsa gazdag párt
alkot, akkor G -nek van H-köre.
Biz: A h́ızlalási lemma alapján G bármely két nemszomszédos
csúcsát ,,ingyen” összeköthetjük. Így G Chátal-lezártja a G = Kn

teljes gráf. Mivel Kn-nek van H-köre, ezért G -nek is van.
Dirac-tétel: Ha δ(G ) ≥ |V (G)|

2 , akkor G -nek van H-köre.
Biz: G bármely két csúcsa gazdag párt alkot, ezért G -re teljesül az
Ore-feltétel. Az Ore-tétel miatt G -nek van H-köre.



Mit tanultunk ma?

I Iránýıtott/iránýıtatlan Euler-(kör)séta létezése két egyszerűen
ellenőrizhető feltételen múlik.

I Mindkettő fontos, ha nem akarunk a ZH-n pontot vesźıteni.

I Hamilton-körökre és utakra nincs könnyen ellenőrizhető
szükséges és elégséges feltétel.

I A tanult szükséges feltétel sérülése cáfolja a Hamilton-kör/út
létezését.

I Bármelyik tanult elégséges feltétel teljesülése igazolja a
Hamilton kör létezését.

I A h́ızlalási lemma rendḱıvül hatékony eszköz a Hamilton-kör
létezésének eldöntéséhez.

Köszönöm a figyelmet!
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Köszönöm a figyelmet!



Mit tanultunk ma?
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