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Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

>~
u

Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u,v + V') = t(u, v) + t(u, V'),
tu+u,v) =t(u,v)+t(,v), il t(Au,v) = At(u,v) = t(u, \v).



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u,v + V') = t(u,v) + t(u, V),
t(u+u',v) = t(u,v) + t(d, v), ill. t(Au, v) = At(u, v) = t(u, \v).



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u,v + v') = t(u, v) + t(u, V),
t(u+u',v) = t(u,v) +t(u,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, Av).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u,v + v') = t(u, v) + t(u, V),
t(u+u',v) = t(u,v) +t(u,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, Av).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u, v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ iranyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnydba mutasson.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

u u
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u,v + v') = t(u, v) + t(u, V),
t(u+u',v) = t(u,v) +t(u,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, Av).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u, v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ iranyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u, v + V') = t(u, v) + t(u, V'),

tlu+u,v) =t(u,v)+t(,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, \v).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u,v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ irdnyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u, v + V') = t(u, v) + t(u, V'),

tlu+u,v) =t(u,v)+t(,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, \v).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u,v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ irdnyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).
Def: Tetszbleges u, v, w € R3 vektorok esetén jeldlje t(u, v, w) az
u, v és w vektorok altal feszitett paralelepipedon térfogatat.



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.
Teljesiil, hogy t(u, v + V') = t(u, v) + t(u, V'),
tlu+u,v) =t(u,v)+t(,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, \v).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u,v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ irdnyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).
Def: Tetszbleges u, v, w € R3 vektorok esetén jeldlje t(u, v, w) az
u, v és w vektorok altal feszitett paralelepipedon térfogatat.
Az eldjeles térfogatfliggvény is additiv és homogén:
(u,v,w+w') =t(u,v,w) + t(u,v,w),
(u,v+ Vv, w) =t(u,v,w) + t(u, v, w),
tu+ o v, w) = t(u,v,w) + t(v, v, w), ill.
(A

u,v,w) = t(u,\v,w) = t(u,v, \w) = At(u, v, w).



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata

Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és
v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.

Teljesiil, hogy t(u, v + V') = t(u, v) + t(u, V'),
tlu+u,v) =t(u,v)+t(,v), ill. t(Au,v) = At(u,v) = t(u, \v).
Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u,v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t
pozitiv vagy negativ irdnyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).
Def: Tetszbleges u, v, w € R3 vektorok esetén jeldlje t(u, v, w) az
u, v és w vektorok altal feszitett paralelepipedon térfogatat.

Az eldjeles térfogatfliggvény is additiv és homogén:

%
v+ Vv, w)=t(u,v,w)+ t(u, v, w),

tu+ o v, w) = t(u,v,w) + t(v, v, w), ill.

t(A\u, v, w) = t(u, \v, w) = t(u, v, \w) = At(u, v, w).

Megj: Az u,v,w vektorok alkotta paralelepipedon térfogata attdl
fugglen pozitiv ill. negativ, hogy az u, v, w vektorok jobb- vagy

balsodrasu rendszert alkotnak.

<



Paralelogramma teriilete, paralelepipedon térfogata
Def: Tetszbleges u, v € R? vektorok esetén jeldlje t(u,v) az u és

v vektorok altal feszitett paralelogramma teriiletét.
Teljesiil, hogy t(u, v + V') = t(u, v) + t(u, V'),

t(u+u,v) =t(u,v)+t(, v), ill. t(Auy,v) = At(u,v) = t(u, \v).

Megj: Ehhez az sziikséges, hogy t(u, v) negativ is lehessen.
Konkrétan: t(u,v) attdl fiiggden pozitiv ill. negativ, hogy u-t

pozitiv vagy negativ irdnyban kell konvex szoggel elforgatni ahhoz,
hogy v irdnyaba mutasson. t(u,v) = —t(v, u).

Def: Tetszbleges u, v, w € R3 vektorok esetén jeldlje t(u, v, w) az
u, v és w vektorok altal feszitett paralelepipedon térfogatat.
Az eldjeles térfogatfliggvény is additiv és homogén:

%
v+ Vi w)=t(u, v, w) + t(u, v, w),
t(u+ o', v, w) = t(u, v, w) + t(u, v, w), ill.
t(Au, v, w) = t(u, \v, w) = t(u, v, \w) = At(u, v, w).
Megj: Az u,v,w vektorok alkotta paralelepipedon térfogata attdl

fliggben pozitiv ill. negativ, hogy az u, v, w vektorok jobb- vagy

<

balsodrasti rendszert alkotnak. t(u, v, w) = —t(w,v, u).



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢ a b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢
d e f|=|0 e f|+|d e f|4+]|]0 e f
g h i 0 h i 0 h i g h i




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢ a b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢
d e f|=|0 e f|4+|d e f|+]|]0 e f|=
g h i 0 h i 0 h i g h i
1 b ¢ 0 b c 0 b c
=a|l0 e f|4+d|1 e f|+g|0 e f
0 h i 0 h i 1 h i




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a

d e
g h
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Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢ a b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢
d e f|=|0 e f|4+|d e f|+]|]0 e f|=
g h i 0 h i 0 h i g h i
1 b ¢ 0 b c 0 b c
=a|l0 e f|4+d|1 e f|+g|0 e f|=
0 h i 0 h i 1 h i
1 b ¢ 1 0 c 1 0 c
=a| 0 0 f|+a|0 e f|+al0 0 f‘—i—..—
0o 0 0 0 0 h i
1 1 ¢ 1 0 ¢ 1 0 ¢
—=ab| 0 0 f|+4+ae|0 1 f|4+ah|0 0 f|+..
0 0 i 0 0 0o 1




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢ a b ¢ 0 b c 0 b c
d e f|=|0 e f|+|d e f|+]|0 e f|=
g h i 0 h i 0 h i g h i
1 b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢
=a|l0 e f|4+d|1 e f|+g|0 e f|=
0 h i 0 h i 1 h i
1 b ¢ 1 0 c 1 0 c
=a|0 0 f|+a|0 e f|+al0 o0 f‘—i—..—
0 0 i 0 0 i 0 h i
1 1 ¢ 1 0 ¢ 1 0 ¢
=ab|0 0 f|4+ae|0 1 f|+4+ah|0 0 f|+... =...=
0 0 i 0 0 i 0 1
1 00 1 00 01 0
—gei| 0 1 0‘+ahf 0 0 1‘+bdi 1 0 o‘+
0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1
+cdh| 1 0 0‘+bfg‘o 0 1‘+ceg 0 1 o‘
01 0 100 1 00




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢ a b ¢ 0 b c 0 b c
d e f|=|0 e f|+|d e f|+]|0 e f|=
g h i 0 h i 0 h i g h i
1 b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢
=a|l0 e f|4+d|1 e f|+g|0 e f|=
0 h i 0 h i 1 h i
1 b ¢ 1 0 c 1 0 c
=al0 0 f|4+al0 e fl4+al0 0 F|+...=
0 0 i 0 0 i 0 h i
1 1 ¢ 1 0 ¢ 1 0 ¢
=ab|0 0 f|4+ae|0 1 f|+4+ah|0 0 f|+... =...=
0 0 i 0 0 0 1 i
1 00 1 00 01 0
—gei| 0 1 0‘+ahf 0 0 1‘+bdi 1 0 o‘+
0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 0 0 1
+cdh'1 0 0‘—1—bfg‘0 0 1‘+ceg 0 1 o‘:
01 0 1 0 0 1 0 0
= aei — ahf — bdi + cdh + bfg — ceg



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat

lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan
a b ¢
f

d e = aei — ahf — bdi + cdh + bfg — ceg
g h i




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi + cdh+ bfg — ceg
g h i

Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:

-

Cc

Qo




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b | a b 0 b
c d| Tlo d|T|c d




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b | a b 0 b _ 1 b 0 b
c d| =lo d|T|cd| T30 4|TC1 4




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢

d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg

g h i

Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:

a b | a b 0 b _ 1 b 0 b |
cd‘_Od‘+cd’_‘0d‘+c‘1d’_
|1 o»b 1 0 0 b 0 0
—aoo“"a‘o d‘+C10’+C‘1d



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b a b 0 b 1 b 0 b
cd‘:Od‘+cd’:a‘0d‘+c‘ld’:
:a‘l b 1 0‘ 0 _

00

10



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢

d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg

g h i

Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:

a b | a b 0 b _ 1 b 0 b |
c d| =|lo d|T|c d| T30 a|TC1 a|7
|1 o»b 1 0 0 b 0 0] _
—a‘o o“"a‘o d“"clo""c‘l d‘_

_ 11 10 0 1 0 0| _
—ab| g 5| +ad| g 3| +be| ) 5] red|] T =

=ab-0+ad-1+bc-(—1)+cd-0



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael— ahf — bdi + cdh + bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b | a b 0 b _ 1 b 0 b |
c d| =|lo d|T|c d| T30 a|TC1 a|7
1 b 1 0 0 b 0 0
:a‘oo"‘a‘o d“"clo""c‘l d‘:
11 10 0 1 0 0
—ab| g 5| +ad| g 3| +be| ) 5] red|] T =
=ab-0+4+ad-1+bc-(—1)+cd-0 =ad— bc



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i

Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:

a
C

‘ = ad — bc

Qo




Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b
c d ‘ = ad — bc

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatanak kiszamitasihoz osszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket Ugy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a matrixban allé6 szamok szorzata.



Paralelotop térfogata

Jelolje az u, v, w vektorok feszitette paralalepipedon térfogatat
lu, v, w| = t(u,v,w). A kordbban megfigyelt Osszefiiggések alapjan

a b ¢
d e f | =ael —ahf — bdi+ cdh+ bfg — ceg
g h i
Paralelogramma esetén hasonlé a helyzet:
a b
c d ‘ = ad — bc

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatanak kiszamitasihoz osszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket Ugy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a matrixban allé6 szamok szorzata.

Ugyanez R"-ben is alkalmazhatd, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata +1, és
(2) az elgjel attdl fiigg, hany cserével érhetd el az eq,e,,...,€,
sorrend, u.i. minden csere (—1)-gyel torténé szorzast jelent.



Paralelotop térfogata

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatdnak kiszdmitasdhoz 6sszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket tgy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a métrixban 3llé szdmok szorzata.

Ugyanez R"-ben is alkalmazhatd, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata £1, és
(2) az eléjel attdl fligg, hany cserével érhetb el az e, e,,..., €,
sorrend, u.i. minden csere (—1)-gyel torténd szorzast jelent.



Paralelotop térfogata

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatdnak kiszdmitasdhoz 6sszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket tgy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a métrixban 3llé szdmok szorzata.

Ugyanez R"-ben is alkalmazhatd, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata £1, és
(2) az eléjel attdl fligg, hany cserével érhetb el az e, e,,..., €,
sorrend, u.i. minden csere (—1)-gyel torténd szorzast jelent.
Kinzoé kérdés: A (2)-beli eléjeldefinicié vajon egyértelm(i?



Paralelotop térfogata

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatdnak kiszdmitasdhoz 6sszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket tgy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a métrixban 3llé szdmok szorzata.

Ugyanez R"-ben is alkalmazhatd, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata £1, és
(2) az eléjel attdl fligg, hany cserével érhetb el az e, e,,..., €,
sorrend, u.i. minden csere (—1)-gyel torténd szorzast jelent.
Kinzoé kérdés: A (2)-beli eléjeldefinicié vajon egyértelm(i?
Lehetséges, hogy az egységvektorok egy sorrendjébdl paros sok és
paratlan sok cserével is elérheté az e, €5, ..., €, sorrend?



Paralelotop térfogata

Tanulsag: A paralelogramma teriiletének ill. a paralelepipedon
térfogatdnak kiszdmitasdhoz 6sszeadjuk azokat az el6jeles
szorzatokat, amiket tgy kapunk, hogy az Osszes lehetséges médon
felsoroljuk a standard bazis egységvektorait, és az altaluk feszitett
négyzet ill. kocka eldjeles térfotatat annyiszor vessziik, amennyi az
1-esek helyén a métrixban 3llé szdmok szorzata.

Ugyanez R"-ben is alkalmazhatd, két feltevés mellett.
(1) Az egység-hiperkocka térfogata £1, és
(2) az eléjel attdl fligg, hany cserével érhetb el az e, e,,..., €,
sorrend, u.i. minden csere (—1)-gyel torténd szorzast jelent.
Kinzoé kérdés: A (2)-beli eléjeldefinicié vajon egyértelm(i?
Lehetséges, hogy az egységvektorok egy sorrendjébdl paros sok és
paratlan sok cserével is elérheté az e, €5, ..., €, sorrend?
Megnyugtaté valasz: Nem, ez nem lehetséges.
Haromféle indoklast is adunk arra, hogy miért nem.
Barmelyik alapjan meghatdrozhatd az elGjel tetsz. sorrend esetén.



Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\93\98\95\97\91\96\92\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\93\98\95\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\93\98\25\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\93\98\25\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\23\98\95\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\23\98\95\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\23\98\95\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\23\98\95\97\91\96\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:

| 1] 23] 4[5]6]7]8]
\23\98\95\97\91\26\22\94\




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
‘ 1‘ 2‘ 3‘ 4‘ 5‘ 6‘ 7‘ 8‘ Csoportok: (e, €5, €3),

les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
‘ 1‘ 2‘ 3‘ 4‘ 5‘ 6‘ 7‘ 8‘ Csoportok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)

Ez a csoportokra osztds egyértelmi.

Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)

Ez a csoportokra osztds egyértelmi.

Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
leses|es|er]er|es|ex]es] (es: €2, €7. €4), (eg)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.

Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.
Biz:

H 1172 04




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.

Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.
Biz:

H I d 12 04




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.

I =00




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.

Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.
Biz:

H 1172 04




Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.

Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.
Biz:

H I d 1204




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.

R M 7Y




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok tgy oszthatdk

csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa

| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretii orbitok szamara is.




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok lgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretii orbitok szamara is.

Az e, e,,..., e, vektorok tetsz. sorrendjére ekvivalensek:
(1) a sorrend ps sok cserével kaphaté (eq, ey, ..., €,)-bél,

(2) a sorrend orbitjai szdmanak paritdsa megegyezik n paritdsaval,
(3) a sorrend paros méretii orbitjainak szdma péros.

Barmelyik teljesiil a fentiek koziil, akkor a megfelel6 hiperkocka
térfogata pozitiv.



Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok lgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)

Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutécié orbitjai.

Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretli orbitok szamdra is.

Az e, e,,...,e, vektorok tetsz. sorrendjére ekvivalensek:

(1) a sorrend ps sok cserével kaphaté (e;, €5, ..., €,)-bdl,
(2) a sorrend orbitjai szdmanak paritdsa megegyezik n paritasaval,
(3) a sorrend paros méretii orbitjainak szama paros.
Barmelyik teljesiil a fentiek koziil, akkor a megfelel6 hiperkocka
térfogata pozitiv.
Biz: Az ey, e,,...,¢e, sorrendnek n orbitja van, és ezekbdl a péros
méretiiek szama 0. L]




Permutdcidk és transzpozicidk
Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok lgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)
Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.
Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretii orbitok szamara is.

Az e, e,,..., e, vektorok tetsz. sorrendjére ekvivalensek:
(1) a sorrend ps sok cserével kaphaté (eq, ey, ..., €,)-bél,

(2) a sorrend orbitjai szdmanak paritdsa megegyezik n paritdsaval,
(3) a sorrend paros méretii orbitjainak szdma péros.

Barmelyik teljesiil a fentiek koziil, akkor a megfelel6 hiperkocka
térfogata pozitiv.



Permutdcidk és transzpozicidk

Az e, e,,...,€, tetsz. sorrendje esetén a vektorok lgy oszthatdk
csoportokba, hogy a csoportokon beliil ciklikus helycsere torténik.
Példa:
| 1] 2] 3] 4| 5]6]| 7] 8] Orbitok: (e, €5, €3),
les|es|es|erfer|es|er|es] (es: €. €7, €4), (e5)

Ez a csoportokra osztds egyértelmi.
Def: A fenti csoportok a sorrendhez tartozé permutdcié orbitjai.

Az e;,6e,,...,€, vektorok tetszéleges sorrendjén egy cserét
elvégezve az orbitok szdma pontosan 1-gyel valtozik.
Ugyanez igaz a paros méretii orbitok szamara is.

Az e, e,,..., e, vektorok tetsz. sorrendjére ekvivalensek:

(1) a sorrend ps sok cserével kaphaté (eq, ey, ..., €,)-bél,
(2) a sorrend orbitjai szdmanak paritdsa megegyezik n paritdsaval,
(3) a sorrend paros méretii orbitjainak szdma péros.
Barmelyik teljesiil a fentiek koziil, akkor a megfelel6 hiperkocka
térfogata pozitiv.
Megj: Hagyomanyosan egy harmadik mddszert hasznélunk az
eléjel meghatdrozasara.




Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Példa: Az (e, e, €5, €7, €1, €6, €2, €4) sorrendhez az alabbi o
i|1]2]3|4|5]6][7]8]
o(i)[5]7]1]8|3]6][4]2]

permutacid tartozik:




Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem

pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem

permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy

egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.

Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
Példa: Az egységvektorok (§37§87§57§77§17§67§27§4)
sorrendjéhez tartozé o permutacié inverziészama
I(0)=2+6+3+4+0+2+0+0=17.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.

Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Biz: (1) A két felcserélt vektor viszonya megfordul, minden mds
par ugyanolyan marad, mint kordbban volt.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Biz:



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.

Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverzidban allé parok szama.

(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.

(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Biz: (2) Ha a felcserélt vektorok kozott k mdsik vektor van, akkor
ugyanez a csere megkaphatd 2k + 1 szomszédos vektorpar
cseréjének egymasutanjaként. Az inverziészam igy (2k + 1)-szer
véltozik 1-gyel, ezért Osszességében paratlannal valtozik. O



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverziéban all6 parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Az egységvektorok egy sorrendjéhez tartozé o permutdcid
inverziészama pontosan akkor paros, ha ez a sorrend paros sok
vektorcserével kaphaté az (ey,...,e,) sorrendbél.



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.
Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.
Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverzidban allé parok szama.
(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.
(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Az egységvektorok egy sorrendjéhez tartozé o permutdcid
inverziészama pontosan akkor paros, ha ez a sorrend paros sok
vektorcserével kaphaté az (eq, ..., e,) sorrendbdl.

’=n
A o permuticidhoz tartozdé hiperkocka térfogatanak eléjele

(-1



Permutaciok inverzidszama

Def: Az f : A — B fliggvény bijekcié, ha minden B-beli elem
pontosan egy A-beli képeként all eld.

Def: Ao :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciét n elem
permutdcidjanak nevezziik. Az ilyen permutacidk halmaza S,.

Az e1,€e,,...,€, vektorok tetsz. sorrendjéhez tartozik egy
egyértelmii o permutacid, amelyre o(i) = j, ha €; j-dik a sorban.
Def: A o € S, permutacidban az {i,j} par inverziéban all, ha i és
J nagysagviszonya forditott (i) és o(j) nagységviszonydhoz
képest. A o € S, permutécié /(o)-val jelolt inverziészama a o
szerint inverzidban allé parok szama.

(1) Szomsz. vektorok cseréjekor /(o) 1-gyel véltozik.

(2) Két tetsz. vektor cseréjekor /(o) mindig pératlannal véltozik.
Az egységvektorok egy sorrendjéhez tartozé o permutdcid
inverziészama pontosan akkor paros, ha ez a sorrend paros sok
vektorcserével kaphaté az (ey,...,e,) sorrendbél.
A o permuticidhoz tartozdé hiperkocka térfogatanak eléjele
(1)), Hogyan hatdrozhaté meg gyorsan ez az eldjel?



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.
Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?
Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.
Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.

Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozé o permutacié
inverziészama megegyezik megfelelé bdstyaelhelyezésben EK-DNy
pozicidban all6 bastyaparok szamaval.



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.

Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozé o permutacié
inverziészama megegyezik megfelelé bdstyaelhelyezésben EK-DNy
pozicidban all6 bastyaparok szamaval.

Példa:

o

o




Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.

Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozé o permutacié
inverziészama megegyezik megfelelé bdstyaelhelyezésben EK-DNy
pozicidban all6 bastyaparok szamaval.

Példa:

ey

ol 1
oA AN

BZm




Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.

Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozé o permutacié
inverziészama megegyezik megfelelé bdstyaelhelyezésben EK-DNy
pozicidban all6 bastyaparok szamaval.

Példa:

ey

T

ol 1
oA AN

BZm

(o) = 14.



Bastyaelhelyezések

Az (eq,...,e,) tetsz. sorrendjéhez tekintsiik azt az n x n méretii
matrixot, aminek az oszlopai az egységvektorok az adott
sorrendben. A matrixbeli 1-esek bastyaelhelyezést alkotnak:
minden sorban és minden oszlopban pontosan egy db 1-es All.
Legyen o a sorrendhez tartozé permutacid.

Mit jelent, hogy az {/,j} par o szerint inverzidban &lI?

Azt, hogy e; és e; koziil a bal oldaliban az 1-es lejjebb van.

Az inverziéban allé vektorpdrok tehat pontosan azok, amelyekben
az l-esek EK—DNy pozicidban allnak egymashoz képest.

Az (eq,...,e,) egy sorrendjéhez tartozé o permutacié
inverziészama megegyezik megfelelé bdstyaelhelyezésben EK-DNy
pozicidban all6 bastyaparok szamaval.

Példa:

ey

ol 1
oA AN

BZm

I(c) = 14. Lassuk végre a determinanst!



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
= Zaesn(—l)’(") [17_1 @i (i), ahol a;; az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj o(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
= Uesn(—l)’(") [17_1 @i (i), ahol a;; az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj o(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

példa: ill. b ‘ — ad — be ill.

a
c d

= aei — ahf — bdi + cdh + bfg — ceg

> o o
. h 0

0 Qo



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
= Uesn(—l)’(") [17_1 @i (i), ahol a;; az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj o(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

Példa: ill. | 2 ] | = ad — be ll

a b ¢
d e f |=aei —ahf — bdi + cdh + bfg — ceg

g h i

Megj: (1) Az A miétrix determindnsa tehdt az A bastya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-

kor pozitiv, ha az EK—DNy poziciéban allé bastyaparok szama paros.




A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =

= Uesn(—l)’(") [17_1 @i (i), ahol a;; az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

Példa: ill. | 2 ] | = ad — be ll

a b ¢
d e f |=aei —ahf — bdi + cdh + bfg — ceg

g h i

Megj: (1) Az A miétrix determindnsa tehdt az A bastya-

elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4ll6 bastyaparok szama paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determindnsa, masfélének nincs.




A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

Példa: ill. | 2 ] | = ad — be ll

a b c
d e f |=ael— ahf — bdi + cdh+ bfg — ceg
h i

g
Megj: (1) Az A miétrix determindnsa tehdt az A bastya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK—DNy poziciéban allé bastyaparok szama paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determindnsa, masfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop el6jeles teriilete ill. térfogata.




A determinans

Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determindnsa, masfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

T 42
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A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].

Biz: Az A matrix barmely bastyaelhelyezését meghatdrozd elemek
AT-ban is bastyaelhelyezést alkotnak. Két bastya pontosan akkor
alkot EK-DNy part A-ban, ha AT-ban is EK-DNy-i part alkotnak.
Ezért det(A)-ban ugyanazokat a kifejtési tagokat (ugyazzal az
eldjellel) kell 6sszeadni, mint det(A')-ban. O



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.

Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].
Példa: 3] D

L] ]




A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
= ses (“1) I, a; 51y, ahol a;j az i-dik sornak j-dik eleme
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik

eleme Vi, .
Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].
Példa: = 5
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A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R"™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .
Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].

Ha egy tulajdonsag altaldban igaz a determindns oszlopaira,

akkor a megfelel6 tulajdonsdg a determinans soraira is teljesiil.



A determinans
Def: Az A € R™" négyzetes matrix determindnsa det A = |A| =
=Y pes (1) I, a; »(), ahol aj az i-dik sornak j-dik eleme.
A (1T, aj »(j) Szorzat a determindns kifejtési tagja.
Megj: (1) Az A maétrix determindnsa tehdt az A béstya-
elhelyezéseihez tartozé szorzatok elGjeles 0sszege, ahol az el6jel ak-
kor pozitiv, ha az EK-DNy poziciéban 4116 bastyaparok szdma paros.
(2) Csak négyzetes matrixnak van determinansa, mdsfélének nincs.
(3) 2 x 2-es és 3 x 3-as matrixok esetén a determinans az oszlopok
altal feszitett paralelotop elGjeles teriilete ill. térfogata.
Def: Az A € R™k matrix transzpondltja az az AT € Rk*M mitrix,
aminek az j-dik sor j-dik eleme az A matrix j-dik sordnak i-dik
eleme Vi, .

Ha A négyzetes matrix, akkor |A| = |AT].

Ha egy tulajdonsag altaldban igaz a determindns oszlopaira,
akkor a megfelel6 tulajdonsdg a determinans soraira is teljesiil.
Megj: Egy n x n determinans kiszdmitdsahoz n! kifejtési tagot kell
osszegezni. Ez rengeteg munka. Gyorsabb médszer adédik, ha
megfigyeljik, hogy az ESA-ok hogyan valtoztatjdk a determindnst.



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
‘Hl:"wgi—{_!v"';gn’: ’gla"'agiw"aﬂn|+’gla"'7!7"'7Hn|y



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
Biz: A bal oldali determindns minden kifejtési tagjanak az i-dik
oszlopbeli tényezdje a u; és v egy koordindtdjanak osszege. Ha
felbontjuk a zdrdjelet, a kifejtési tagbdl két szorzat lesz. Ezek a
szorzatok pedig épp a jobb oldali determindnsok kifejtési

tagjai.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
‘Hl:"wgi—{_!v"';gn’: ’gla"'agiw"aﬂn|+’gla"'7!7"'7Hn|y



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,u,,...
lug, i+ VU = uy, g gy
ceUp = Mug, by U, YA ER,

(2) lug, ..., Au

B

,up) € R™" és v € R, akkor

(1)

7gn’1



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’Hlv“ '7Aﬂi7'-‘7ﬂn‘ = >‘|H17"')Hi7""ﬂn| VA ER,
Biz: A bal oldali determindnas minden kifejtési tagjabdl kiemelve
A-t épp a jobb oldalon szereplé determindns kifejtési tagjait
kapjuk. Ol




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,u,,...
lug, i+ VU = uy, g gy
ceUp = Mug, by U, YA ER,

(2) lug, ..., Au

B

,up) € R™" és v € R, akkor

(1)

7gn’1



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,u,,...
lug, i+ VU = uy, g gy

,up) € R™" és v € R, akkor

(2) |ugs--o s Aljy ooyt = ANMug, ooy tjy o u,| VA ER,

(3) u;=0=|A[=0,

(1)

7gn’1



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,uy,...,u,) € R"™" és v € R", akkor

Uy, s i+ Voot = Uy, gy U Uy

(2) |ugs--o s Aljy ooyt = ANMug, ooy tjy o u,| VA ER,
(3) u;=0=|A[ =0,

Biz: Mivel u; =0=0- y;, ezért (2) miatt |uy,...,u;,...,u

|g1?"'70'ﬂi>"'7gn|:0'|H17"'agi7"'7ﬂn|:O'




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,u,,...
lug, i+ VU = uy, g gy

,up) € R™" és v € R, akkor

(2) |ugs--o s Aljy ooyt = ANMug, ooy tjy o u,| VA ER,

(3) u;=0=|A[=0,

(1)

7gn’1



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, Uy up| U, v U]
(2) ’Hlv”'uAﬂiv'”7ﬂn| = >‘|H17""Hi7""ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,

(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U

=



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv”'vAﬂiv'”yﬂn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,

(4) ’Hl?“'7Hi7"'7£j7"'7ﬂn’ = _‘Hla"‘7g_j7"‘7gi7"‘7gn‘-
Biz: Minden kifejtési tagot tgy kapunk meg, hogy az
Uy, Us, ..., u, vektorok mindegyikének kivalasztjuk egy-egy

kilonbozo koordinatajat, és ezeket Osszeszorozzuk. Ezért a két
determinans kifejtési tagjaiban ugyanazok a szorzatok szerepelnek.
Az ugyanazon szorzathoz tartozé kifejtési tagok egy oszlopcserével
kaphatdk egymdasbdl, igy az elojeliik ellentétes lesz. Ezért
oszlopcsere hatdsdra a determindns értéke (—1)-szeresre

véltozik. []



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, Uy up| U, v U]
(2) ’Hlv”'uAﬂiv'”7ﬂn| = >‘|H17""Hi7""ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,

(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U

=



A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’Hlv”'uAﬂiv'-wﬂn‘ = >‘|H17""Hi7""ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ '7Aﬂi7'-‘7ﬂn‘ = >‘|H17"')Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.
Biz: A két egyforma oszlopot felcserélve a matrix nem viltozik, igy
a determimdns sem. (4) miatt viszont a determinans (—1)-szeres
lesz: |A| = —|A|, vagyis |A] = 0. O




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’Hlv”'uAﬂiv'-wﬂn‘ = >‘|H17""Hi7""ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)

lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,

(2) ’ﬂlv”'vAﬂiv'”yﬂn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,

(3) uy=0=|A| =0,

(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U

(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.

(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.

(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv”'vAﬂiv'”yﬂn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.
Biz:
(1) Az elézd allitas (2) részét alkalmazzuk az AT transzponiltra.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ '7Aﬂi7'-‘7ﬂn‘ = >‘|H17"')Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) u;=0=|A[ =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.
Biz:




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv”'vAﬂiv'”yﬂn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) uy=0=|A| =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.
Biz:
(2) Az elézd allitas (4) részét alkalmazzuk az AT transzponiltra.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ '7Aﬂi7'-‘7ﬂn‘ = >‘|H17"')Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) u;=0=|A[ =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.
Biz:




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai

Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)
lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ 'vAHiv'”yHn‘ = >‘|H17"'7Hi7"'7ﬂn| VA ER,
3)u;=0=1|A =0,
(4) ]ul,... Uiy ooy Uy Up| = —[Uyy ooy Uy Uy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.
Biz: (3) Az el6z6 dllitas (1) részét alkalmazva a transzponaltra a
lecserélt sord determindns megkaphaté |A| + |A’| dsszegként, ahol
A’-nek két egyforma sora van. A kordbban litottak és az eléz8
allitas (3) része miatt |A'| = |(A)T| = 0. O




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)

lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,

(2) ’ﬂlv”'vAﬂiv'”yﬂn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,

(3) uy=0=|A| =0,

(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U

(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:

(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.

(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.

(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem valtozik.




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)

lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ 'vAHiv'”yHn‘ = >‘|H17"'7Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) u;=0=|A[ =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:
(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
(2) Sorcsere hatdsara a determindns ellentettjére véltozik.
(3) A j-dik sort kicserélve az i-dik és j-dik sor Gsszegére a
determindns nem véltozik.
Def: Az A négyzetes matrix foatléja az A mindazon elemei,
amelyek sor- és oszlopindexe megegyezik. °

o

o
ol




A determinans tovabbi fontos tulajdonsagai
Ha A= (uy,up,...,u,) € R™"és v € R", akkor (1)

lug, oo uj+ v, up| = ug, oty up| U, v U,
(2) ’ﬂlv“ 'vAHiv'”yHn‘ = >‘|H17""Hi7"'7ﬂn| VA ER,
(3) u;=0=|A[ =0,
(4) lugy ooyt gyt = —[uy, ooyt gy U
(5) Ha A-nak van két egyforma oszlopa, akkor |A| = 0.

ESA hatésa négyzetes A mdtrix determindnsara:
(1) Sort A-val szorozva a determinans A-szorosra valtozik.
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A determinans kiszamolasa ESA-okkal

Példa:
3 0 1 11 1 -2 0 9 1 -2 0 9
2 21 2| |2 21 2| |0 6 1 -16|_
101 3|1 o0 13|"]o0o 21 —6]|"
01 1 7 o 1 1 7 0 1 1 7
1 -2 0 9 1 -2 0 9
o 11 7_ |0 1 1 70
0 2 1 =6 | 0 0 -1 -—20 |
0 6 1 -—16 0 0 -5 -58
1 -2 0 9 1 -2 0 9
0 1 1 7 0o 1 1 7
0 0 1 20 |7 |0 0 1 20 =1-1-1-42=42
0 0 -5 -58 0 0 0 42

Megj: A determindns kiszdmitdsahoz képezhetiink LA matrixot.
Ehhez nem kotelezé Gauss-eliminaciét hasznalni, barmilyen ESA-sal
dolgozhatunk a cél érdekében. Nem muszaj vl-ket sem gyartani:
elég a felsé hdromszogmatrixig (vagy csupa0 sorig) eljutni.
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Megj: A determindns kiszdmitdsahoz képezhetiink LA matrixot.
Ehhez nem kotelezé Gauss-eliminaciét hasznalni, barmilyen ESA-sal
dolgozhatunk a cél érdekében. Nem muszaj vl-ket sem gyartani:
elég a felsé hdromszogmatrixig (vagy csupa0 sorig) eljutni.

S6t: mindent, amit a sorokkal megtehetiink, azt hasonlé médon az
oszlopokkal is elvégezhetjiik. Ez néha célszeriibb lehet, mint
kizarélag csak ESA-ok alkalmazésa.



A kifejtési tétel
Tfh e; az A € R"*" matrix j-dik oszlopa, tovdbbd, hogy A
elsé i — 1 sora az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal az Ay ill. Ay,
az utolsé n — i sor az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal pedig az

Asz ill. Ay métrixokat alkotja. Ekkor j — 1 sor- és i —1

oszlopcserével adédik:
0
A1 A
0
7771777
0
Az . Ag
0



A kifejtési tétel
Tfh e; az A € R"*" matrix j-dik oszlopa, tovdbbd, hogy A
elsé i — 1 sora az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal az Ay ill. Ay,
az utolsé n — i sor az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal pedig az

Asz ill. Ay métrixokat alkotja. Ekkor j — 1 sor- és i —1

oszlopcserével adédik:
0 0

A A D ArA2

Az . Ag D AzAy
0 0



A kifejtési tétel
Tfh e; az A € R"*" matrix j-dik oszlopa, tovdbbd, hogy A
elsé i — 1 sora az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal az Ay ill. Ay,
az utolsé n — i sor az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal pedig az

Asz ill. Ay métrixokat alkotja. Ekkor j — 1 sor- és i —1

oszlopcserével adédik:
0 0

Al Az fAlA? 172277

0
???({??? =(—1)y—1! (1)????? =(—1)y~1H=1  AA,
0 0 - AsAy

0

Az . Ag D AzAy
0 0



A kifejtési tétel
Tfh e; az A € R"*" matrix j-dik oszlopa, tovdbbd, hogy A
elsé i — 1 sora az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal az Ay ill. Ay,
az utolsé n — i sor az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal pedig az

Asz ill. Ay métrixokat alkotja. Ekkor j — 1 sor- és i —1

oszlopcserével adédik:
0 0

Al Az fAlA? 172277

Az . Ag D AzAy
0 0



A kifejtési tétel
Tfh e; az A € R"*" matrix j-dik oszlopa, tovdbbd, hogy A
elsé i — 1 sora az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal az Ay ill. Ay,
az utolsé n — i sor az els6 j — 1 ill. utolsé n — j oszloppal pedig az

Asz ill. Ay métrixokat alkotja. Ekkor j — 1 sor- és i —1

oszlopcserével adédik:
0 0

A A D ArA2

Az . Ag D AzAy
0. -0. . . . . .
Def: Az A matrix i-dik sordnak j-dik eleméhez tartozé A;; eléjeles

aldeterminansa az i-dik sor és j-dik oszlop elhagyasaval kapott
matrix determindnsdnak (—1)'"/-szerese.
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Def: Az A matrix i-dik sordnak j-dik eleméhez tartozé A;; eldjeles

aldeterminansa az i-dik sor és j-dik oszlop elhagyasaval kapott
matrix determindnsdnak (—1)'"/-szerese.
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fi §*_2’1 3’+2'7‘11'_’13‘ '1 3‘_’2 2’*

=—2(9—11)+ 14(3—1) —(6—2)+(9—11)—(6—22)=4+28—4—2+16=42
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Mit tanultunk ma?

» Paralelogrammak elGjeles terliletére vonatkozé azonossagok

v

Paralelepipedon el6jeles térfogatdra hasonldk teljestilnek

» Magasabb dimenziéban paralelotop el&jeles térfogatatdl
hasonlét varunk el

> Az egységvektorok feszitette paralelotop térfogatanak el6jele

» Permutdcidk (péros) orbitjai és inverzidi szamanak véltozasa
elempar cseréjekor

> Négyzetes matrix, f6atld, transzponilt

» Determindans, kifejtési tag, bastyaelhelyezés

» Transzpondlt determindnsa

» Oszlopmiiveletek hatdsa a determinansra

> Determinansszamitas ESA-okkal

> Kifejtési tétel

Koszonom a figyelmet!



