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Hol tartunk?

> R" altere és altér generdtorrendszere

» Lin.ftn vektorrendszer R"-ben

» Lin.ftn rendszer bévitése, generatorrendszer ritkitdsa
> Kicserélési tétél, FG-egyenlGtlenség

> (ESA hatdsa a matrix soraira/oszlopaira)

Hova tartunk?
Az alterek struktirajat szeretnénk jobban megérteni.
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Kinzo kérdés: Minden altérnek van bazisa? Ha R” egy V
altérének van, akkor hogyan lehet elédllitani V' egy bazisat?

1. mddszer: Ha V = (G), azaz ha ismert a V egy véges G
generdtorrendszere, akkor G-t addig ritkitjuk, amig lin.ftn nem lesz.
Konkrétan: ha egy g € G generatorelem eléall a G\ {g} elemeinek
alkalmas lin. kombinacdéjaként, akkor G \ {g} is generdlja V-t.
Ezért g-t eldobhatjuk. Ha mér nincs ilyen eldobhaté g vektor,
akkor G maradéka nem csak genertorrendszer, de lin.ftn is.
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Példa: Az e;,e,, ..., e, vektorok az R" standard bdzisat alkotjak.
Kinzo kérdés: Minden altérnek van bazisa? Ha R” egy V
altérének van, akkor hogyan lehet elédllitani V' egy bazisat?

1. mddszer: Ha V = (G), azaz ha ismert a V egy véges G
generdtorrendszere, akkor G-t addig ritkitjuk, amig lin.ftn nem lesz.
Konkrétan: ha egy g € G generatorelem eléall a G \ {g} elemeinek
alkalmas lin. kombinacdéjaként, akkor G \ {g} is generdlja V-t.
Ezért g-t eldobhatjuk. Ha mér nincs ilyen eldobhaté g vektor,
akkor G maradéka nem csak genertorrendszer, de lin.ftn is.

2. maddszer: Felépithetjiik V bazisat a V egy tetsz. F lin.ftn
rendszerébdl (akdr F = ()-bdl) kiindulva. Ha (F) = V/, akkor kész
vagyunk. Ha nem, akkor tetsz. f € V' \ (F) esetén F U {f} lin.ftn
marad. Az FG-egyenldtlenség miatt F nem tartalmazhat n-nél
tobb elemet, ezért legfeljebb n [épésben megkapjuk V' bazisat.
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Példa:
Keressiik meg az alabbi vektorok dltal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 5 2
-1 3 4 -9 2
=1 oY=l 2=l ) X=| 2]"Y= |2
1 -1 -2 5 3

Megoldas: Az (ulv|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-v4 alakitjuk.
Ehhez szabad (de nem kdotelezd) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2 -1 5 2 1 -1 -2 5 3|1 -1 =2 5 3
-1 3 4 -9 2|-1 3 4 -9 2|l0 2 2 -4 5
0o -1 -1 2 2 o -1 -1 2 2|10 -1 -1 2 2
1 -1 -2 5 3| 3 2 -1 5 2|l0 5 5 —-10 -7
1 -1 -2 5 3|1 -1 -2 5 3|1 0 -1 3 1
0 -1 -1 2 2|/0 1 1 -2 -—2]/0 1 1 -2 =2
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u v w X Yy
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00 0 0 1

00 0 0 0



Bazis el6allitasa generdtorrendszerbol

Példa:
Keressiik meg az alabbi vektorok dltal generdlt V altér egy bazisat!
3 2 -1 5 2
-1 3 4 -9 2
=1 oY=l 2=l ) X=| 2]"Y= |2
1 -1 -2 5 3

Megoldas: Az (ulv|w|x|y) matrixot ESA-okkal RLA-v4 alakitjuk.
Ehhez szabad (de nem kdotelezd) Gauss-eliminaciét hasznalni.

3 2 -1 5 2| 1 -1 -2 5 3|1 -1 -2 5 3

-1 3 4 —9 2|-1 3 4 —9 2|0 2 2 -4 5
0 -1 -1 2 2| 0 -1 -1 2 2|0 -1 -1 2 2
1 -1 -2 5 3| 3 2 -1 5 2|0 5 5 —10 -7
1 -1 -2 5 3|1 -1 -2 5 3|1 0 -1 3 1
0 -1 -1 2 2/0 1 1 -2 2|0 1 1 -2 =2
0 2 2 -4 5|0 2 2 —4 5/00 0 0 9
0 5 5 -10 -7|0 5 5 —-10 -7/0 0 0 0 3
% ﬁ _ﬂl § % Ezek szerint w = v — u, x = 3u — 2v.
0 1 1 -2 0| Avl-ekoszlopailin.ftn generdtorrendszer,
0 0 0 0 11 3737 {uv,y}a V altér bazisa. O
00 0 00 Z
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wINwWI o

1 1
0 0 -

WIN =



Bazis el6dllitasa egyenletrendszer megolddsaval
Példa: Keressiik meg az alabbi V < R* altér egy bazisat!

V= 2 x4+ x4+x3+x=0,3x%—2x3 =0
Megoldas: Az altér egy homogén linedris egyenletrendszer

megoldasaibdl all. (Homogén: a jobboldalon 0-k allnak, amiket a
kib.egyhdmx-bél elhagyunk.) A megolddsokat leiré képletbdl

fogjuk meghatdrozni V egy bazisat. .3 € R tetsz,

111 1111 1]10 1 3 x1 = —x3— 3xa,

030 —2/010 -3]010 -2 2
X2:§X4.



Bazis el6dllitasa egyenletrendszer megolddsaval
Példa: Keressiik meg az alabbi V < R* altér egy bazisat!

V= 2 x4+ x4+x3+x=0,3x%—2x3 =0

Megoldas: Az altér egy homogén linedris egyenletrendszer
megoldasaibdl all. (Homogén: a jobboldalon 0-k allnak, amiket a
kib.egyhdmx-bél elhagyunk.) A megolddsokat leiré képletbdl
fogjuk meghatarozni V egy bazisat.

x3, x4 € R tetsz.,

1111‘11

11101 % X1 =—x3— 3xa,
0 3 0 -2 -3

1
010 -2/0 10 o = 2xa.
A bazis elkészitéséhez a szp-ek olyan lin.ftn értékadasait keressiik,
amelyek lin.komb-jaként a szp-ek tetsz. értékadasa elGall. llyen pl.,
ha minden lehetséges mddon egy szp-nek 1, a tobbinek O értéket
adunk. Azaz az x3 = 1,x4 = 0 ill. x3 =0, x4 = 1 értékadasokhoz a
1 _
by=| 9| ésb,= vektorokbdl 3ll6 bazis tartozik. [

0

= OwINwlo
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Generalt altér megadasa egyenloségekkel

Példa: irjuk fel a V = (u,v,w, z) alteret lin.egyrsz megoldésaiként, ha
3 2 5 2
—1 3 -9 2
u=| 5 lv=(1)w=|,]2z={;
1 —1 5 3
Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.
3 2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1 -1 5 3 X4
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Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

3 2 5 2
I _ 3 N o 2
H - 0 ' ! - _1 ’ ﬂ - 2 1 ; - 2
1 —1 5 3
Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.
3 2 5 2 x 1 -1 5 3 x |1 -1 5 3 X4
-1 3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0 2 —4 5 X2 + X4
0 -1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0 -1 2 2 X3
1 -1 5 3 x4 3 2 5 2 xx |0 5 —-10 -7 x1—3x4

1 -1 5 3 X4
0o -1 2 2 X3
0 2 —4 5 X2 + X4
0 5 —10 -7 x3 —3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

3 2 5 2

—1 3 -9 2

u= o |'¥= |1 |'¥= 2 |'£= | 2

1 —1 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.

3 2 5 2 x 1 -1 5 3 x |1 -1 5
-1 3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0 2 —4
0 -1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0 -1 2
1 -1 5 3 x4 3 2 5 2 x3 |0 5 -—10
1 -1 5 3 x4 |1 -1 5 3 X4
0 -1 2 2 3]0 1 -2 -2 —x3
0 2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5 X2 + X4
0 5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —10 -7 x3—3x4

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

H:

w

-1 5
2 —4
-1 2
5 —10
X4

—x3

X2 + X4
x1 — 3x4

3 2 5 2
—1 3 -9 2
o X7l P ET L 2 )27 2
1 —1 5 3
Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.
2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1
3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0
-1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0
-1 5 3 X4 3 2 5 2 X1 0
—1 5 3 x4 |1 -1 5 3
-1 2 2 3]0 1 -2 -2
2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5
5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —-10 -7
0 3 1 X4 — X3
1 -2 =2 —X3
0 0 9 X2+ 2x3 + x4
0 0 3 x1+5x3—3x4

|
COOKrH OOOK HOR

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

H:

w

-1 5 3
2 —4 5
-1 2 2
5 —-10 -7
X4
—x3
X2 + x4
x1 — 3x4
xXp+2x3+Xa

3 2 5 2

—1 3 -9 2

o X7l P ET L 2 )27 2

1 —1 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.

2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1
3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0
-1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0
-1 5 3 X4 3 2 5 2 X1 0

—1 5 3 x4 |1 -1 5 3

-1 2 2 3]0 1 -2 -2

2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5

5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —-10 -7
0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
1 -2 -2 % |0 1 —2 0
0 0 9 x2+2x3+x4 |0 0 0 1
0 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 0

|
COOKrH OOOK HOR

9
3x1 —xp+13x3 =10x4
3

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

3 2 5 2
—1 3 -9 2
u=| 45 lv=|_7 | w=| 5] z=|3
1 —1 5 3
Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.
3 2 5 2 x 1 -1 5 3 x |1 -1 5 3 X4
—1 3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0 2 —4 5 X2 + X4
0 -1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0 -1 2 2 X3
1 -1 5 3 x4 3 2 5 2 xx |0 5 —-10 -7 x1—3x4
1 -1 5 3 x4 |1 -1 5 3 X4
0 -1 2 2 x3 |0 1 -2 -2 —x3
0 2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5 X2 + X4
0 5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 =10 -7 x1—3xs
1 0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
0 1 —2 -2 —x |0 1 -2 0
00 0 9 xx+23+x|0 0 0 1 passas
0 O 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 O 3x1=x0+13x3—10xq

A kiinduldsi matrix 5-dik oszlopa pontosan akkor van V-ben, ha az els6 4
oszlop generdlja. Ez azzal ekvivalens, hogy az RLA matrix elsé 4 oszlopa
generdlja az 5-diket. Mivel e, e,, €5 a generalé oszlopok kozott vannak,

ezért csupan 3x; — xo + 13x3 — 10x4 = 0 a feltétel. ]



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

H:

w

-1 5 3
2 —4 5
-1 2 2
5 —-10 -7
X4
—x3
X2 + x4
x1 — 3x4
xXp+2x3+Xa

3 2 5 2

—1 3 -9 2

o X7l P ET L 2 )27 2

1 —1 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.

2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1
3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0
-1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0
-1 5 3 X4 3 2 5 2 X1 0

—1 5 3 x4 |1 -1 5 3

-1 2 2 3]0 1 -2 -2

2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5

5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —-10 -7
0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
1 -2 -2 % |0 1 —2 0
0 0 9 x2+2x3+x4 |0 0 0 1
0 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 0

|
COOKrH OOOK HOR

9
3x1 —xp+13x3 =10x4
3

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

H:

w

-1 5 3
2 —4 5
-1 2 2
5 —-10 -7
X4
—x3
X2 + x4
x1 — 3x4
xXp+2x3+Xa

3 2 5 2

—1 3 -9 2

o X7l P ET L 2 )27 2

1 —1 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.

2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1
3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0
-1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0
-1 5 3 X4 3 2 5 2 X1 0

—1 5 3 x4 |1 -1 5 3

-1 2 2 3]0 1 -2 -2

2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5

5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —-10 -7
0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
1 -2 -2 % |0 1 —2 0
0 0 9 x2+2x3+x4 |0 0 0 1
0 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 0

|
COOKrH OOOK HOR

Ugyanez masképp is elmondhaté.

9
3x1 —xp+13x3 =10x4
3

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

H:

w

-1 5 3
2 —4 5
-1 2 2
5 —-10 -7
X4
—x3
X2 + x4
x1 — 3x4
xXp+2x3+Xa

3 2 5 2

—1 3 -9 2

o X7l P ET L 2 )27 2

1 —1 5 3

Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.

2 5 2 x 1 -1 5 3 x4 |1
3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0
-1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0
-1 5 3 X4 3 2 5 2 X1 0

—1 5 3 x4 |1 -1 5 3

-1 2 2 3]0 1 -2 -2

2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5

5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 —-10 -7
0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
1 -2 -2 % |0 1 —2 0
0 0 9 x2+2x3+x4 |0 0 0 1
0 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 0

|
COOKrH OOOK HOR

9
3x1 —xp+13x3 =10x4
3

X4

X2 + x4
X3

x1 — 3x4



Generalt altér megaddsa egyenldségekkel
Példa: Irjuk fel a V = (u, v, w, z) alteret lin.egyrsz megolddsaiként, ha

3 2 5 2
—1 3 -9 2
u=| 45 lv=|_7 | w=| 5] z=|3
1 —1 5 3
Megoldas: Az (u|v|w|z|x) métrixot RLA-ra (LA-ra) hozzuk.
3 2 5 2 x 1 -1 5 3 x |1 -1 5 3 X4
—1 3 -9 2 x| -1 3 -9 2 x |0 2 —4 5 X2 + X4
0 -1 2 2 x3 0 -1 2 2 x3|0 -1 2 2 X3
1 -1 5 3 x4 3 2 5 2 xx |0 5 —-10 -7 x1—3x4
1 -1 5 3 x4 |1 -1 5 3 X4
0 -1 2 2 x3 |0 1 -2 -2 —x3
0 2 —4 5 xo+x4 | O 2 —4 5 X2 + X4
0 5 —-10 -7 x31—3x4 |0 5 =10 -7 x1—3xs
1 0 3 1 xs—x3 |1 0 3 0
0 1 —2 -2 —x |0 1 -2 0
00 0 9 xx+23+x|0 0 0 1 passas
0 O 0 3 x1+5x3—-3x4 |0 0 0 O 3x1=x0+13x3—10xq

A kiinduldsi matrixhoz tartozé linedris egyenletrendszernek Ay, Ay, Aw, A,
pontosan akkor megolddsa, ha A,u + A,v +Ayw + A,z = x . EzZért
x € V <= ez az egy.rsz. megoldhaté <= a LA-ban nincs tilos sor.
A konkrét esetben 3x; — xo + 13x3 — 10x4 = 0 a keresett feltétel. O



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Biz: Mivel By lin.ftn és B, generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenlétlenség miatt |By| < |By].



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Biz: Mivel By lin.ftn és B, generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenlétlenség miatt |By| < |By].
Az is igaz, hogy B, lin.ftn és By generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenl6tlenség miatt |By| < |By] is teljesiil.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Biz: Mivel By lin.ftn és B, generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenlétlenség miatt |By| < |By].
Az is igaz, hogy B, lin.ftn és By generatorrendszer V-ben, ezért az
FG-egyenl6tlenség miatt |By| < |By] is teljesiil.
A két eredmény Osszevetésébdl |Bi| = |Bz| adddik. O



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k

vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
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Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.

Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n. (U.i. ey, es,..., e, lin.ftn gen.rsz.)



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.

Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.
Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.
Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.
Biz: Legyen B az U bazisa. Ekkor B C V lin.ftn, ezért a kordbban
latott 2. mddszerrel B-t ki lehet egésziteni V egy B’ bazisiva, igy
dimU = |B| < |B|=dimV. O]



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.
Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.
Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,
Biz: Egészitsiik ki az UN V egy B bazisdt a Vj egy BU By ill. a
Vs egy B U By bazisava. lgazoljuk, hogy B U By U By lin.ftn. Tfh
2 obeB AbBF Do cp, Ab by + D) g, Ab,bo = 0. Ezt dtrendezve:
Vi3 x=2 bepAbb+ 2 pep Ao b1 = =D p,cp, Abbo € V2
adédik, ezért x € Vi N Vo, Ekkor x = >, g ppb, hisz B a V1NV,
bazisa. Innen deB ppb + 292652 Ap,by =x—x=0. ABUB,
lin.ftn-sége miatt A\p, = 0 Vb, € B,. Hasonléan A\, =0 Vb; € By,
és \p, =0 Vb € B, azaz BU By U B, lin.ftn. Ebbdl adédik, hogy
dim(ViNVa)+dim V > |B|+|Bi|+|Bz2|+|B| = dim Vi+dim V,. [



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,

R3-ban barmely két origén dthaladé sik (mds széval:

kétdimenzids altér) tartalmaz kozos egyenest.
Megj: R*ben mar taldlhaté két olyan origén athaladé sik, amik
csak az origdban metszik egymast. llyenek pl. (e;,e,) ill. (e3, e4).



Altér dimenzidja
Ha B; és By a V < R" bazisai, akkor |B;1| = |Ba|.

Def: A V < R" altér dimenzidja dim V = k, ha V-nek van k
vektorbdl allé bazisa.
Megj: A fenti tétel szerint az altér dimenzidja egyértelmd.
Példa: Az R” tér dimenzidja n.

Ha U <V <R”", akkor dim U < dim V.

Ha V <R" és Vi, V5 a V alterei, akkor
dim(V4i N V,) +dim V > dim V; + dim V>,

R3-ban barmely két origén dthaladé sik (mds széval:

kétdimenzids altér) tartalmaz kozos egyenest.
Megj: R*ben mar taldlhaté két olyan origén athaladé sik, amik
csak az origdban metszik egymast. llyenek pl. (e;,e,) ill. (e3, e4).

A tovdbbiakban azt szeretnénk indokolni, hogy R” tetszbleges k
dimenziés altere ,,lényegében” gy viselkedik, mint RX.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,
minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz
vV =) pcp Abb alakban.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,
minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz

vV =) pcp Abb alakban.

A B bazis lin.ftn-ségébdl pedig az kovetkezik, hogy tetszdleges
v € V lin.komb-ként torténd eléallitasa egyértelmii: ha

V=72 pep Ab =D pcp tpb, akkor \p = pp Vb € B.



Bazis szerinti koordinatak

Legyen B a V < R” altér bazisa. Mivel B generatorrendszer,

minden v € V eléall a B elemeinek lin.komb-jaként, azaz

vV =) pcp Abb alakban.

A B bazis lin.ftn-ségébdl pedig az kovetkezik, hogy tetszdleges

v € V lin.komb-ként torténd eléallitasa egyértelmii: ha

V=72 pep Ab =D pcp tpb, akkor \p = pp Vb € B.

Ez a gondolatmenet indokolja az aldbbi fogalom joéldefinidltsagat.

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és

v = Z/I'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora
A1

[vlg =



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
v = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.

Biz: (1) Tfh [u]g = <A> és [v]g = <“> Ekkor u = 3K, \ib;

Ak Hok



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.

Biz:



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.
A1

Biz: (2) Tfh [u]g = :|. Ekkor
Ak
AL
AuU=A- Zf'(:1 Aib; = Zf(:1 Aib; = [Aulg = < ] =Aluls O

Ay



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Aulg = Alu]s-
Megj: A fenti allitds azt mutatja meg, hogy R"” barmely V altere
lényegében ugyantigy viselkedik, mint az R¥ tér, ahol k = dim V.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,v € Vil X €R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]g ill.
(2) [Mulg = Aluls.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,ve Vill. X e R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]5 ill.
(2) [Mulg = Aluls.
Kinzé kérdés: Hogyan kell a koordinatavektort kiszamitani?
Példa: Legyen B = {b1, b} a V < R? bézisa, ahol by = (g) il

by, = (g) ésv = (j) . Keressiik a [v]g-t, ha v e V.



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,ve Vill. X e R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]5 ill.
(2) [Mulg = Aluls.
Kinzé kérdés: Hogyan kell a koordinatavektort kiszamitani?
Példa: Legyen B = {b1, b} a V < R? bézisa, ahol by = (g) il

by, = (g) ésv = (j) . Keressiik a [v]g-t, ha v e V.
Megoldas: A (b;|by|v) métrixot RLA-v4 transzformdljuk:



Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,ve Vill. X e R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]5 ill.
(2) [Mulg = Aluls.
Kinzé kérdés: Hogyan kell a koordinatavektort kiszamitani?
Példa: Legyen B = {b1, b} a V < R? bézisa, ahol by = (g) il

by, = (g) ésv = (j) . Keressiik a [v]g-t, ha v e V.

Megoldas: A (b;|by|v) métrixot RLA-v4 transzformdljuk:
> s 6
3 2 -1




Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = < 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.
Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,ve Vill. X e R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]5 ill.
(2) [Mulg = Aluls.
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Bazis szerinti koordinatak

Def: Ha B = {b;, by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
Vv = le'(:l Aib;, akkor a v vektor B bdzis szerinti koordindtavektora

[vlg = ( 1)

Az aldbbi osszefliggések azonnal adddnak a definiciébdl.

Ha B = {by,by,...,b,} a V < R" altér bazisa és
u,ve Vill. X e R, akkor (1) [u+ v]g = [u]g + [v]5 ill.
(2) [Mulg = Aluls.
Kinzé kérdés: Hogyan kell a koordinatavektort kiszamitani?
Példa: Legyen B = {b1, b} a V < R? bézisa, ahol by = @ il

b, = G) és v = (j) . Keressiik a [v]g-t, hav e V.
Megoldas: A (b;|by|v) métrixot RLA-v4 transzformdljuk:
1
3

3 4 7 1 1 1 1 1 0 =3
2 3 6 6 0 1 4 0o 1 4
3 2 -1 2 -1 0o -1 -4 0 0 0

Az RLA mx harmadik oszlopa az els6 kett6 linedris kombinacidja,

igy v=—3b; +4b,, azaz v € V és [v]g = <_i> ) O
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2
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Mi haszna a linedris algebranak???

Amirdl itt és most nem esik szé: koordinatageometria, konvex
alakzatok geometridja ill. linedris célfiiggvény optimalizalasat el6ird
feladatok megoldadsa. Ez mind fontos alkalmazisi teriilet.

A matematikailag kiilonosen érdekes alkalmazdsok &ltaldban abbdl
fakadnak, hogy egy linearis algebratdl latszdlag tavol allé feladatrdl
kideriil, hogy megfogalmazhaté linedris algebrai terminoldgiaval.
Az ezen kapcsolat révén rendelkezésre allé eszkozok pedig jéval
hatékonyabbak lehetnek, mint az eredeti feladat témakdrében
szokdsosak. Akar a legegyszeriibb linalg. eszkoz is (mint amilyen
pl. az FG-egyenlStlenség) alkalmas lehet nehéz tételek meglepden
egyszer(i igazolasdra.
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Buta kérdés: Egy n-elemii alaphalmazbdl legfeljebb hany
részhalmazt lehet Ugy kivdlasztani, hogy barmely két kivalasztott
részhalmaznak pontosan ugyanannyi kozos eleme legyen?

Ha (D 75 A1,A2,...,Ak - {Xl,...,X,,} és

|[AiNAj| =AV0 < i<j<k, akkor k < n.
Biz: (1) Ha A =0, akkor az Ay, ..., Ax halmazok diszjunktak, és
az &llitas trividlis, hisz |A;| > 1 Vi. Ezért feltehetd, hogy A > 0.
(2) Vilagos, hogy |Ai| > A V1 < i < k. Ha mondjuk |A1| = A,
akkor Ay C A; Vj # 1. Ezért az Ay, ... A, halmazok A;-en kiviili
része egymastdl diszjunkt, igy a darabszamuk legfeljebb n — A.
Ebbdl pedig k < n— A+ 1 < n adddik.
Ezért mostantdl feltessziik, hogy |A;| > A teljesiil az Ay, ..., Ak
halmazok mindegyikére.
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Buta kérdés: Egy n-elemii alaphalmazbdl legfeljebb hany
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Tfh A\a; + ...+ Aka, = 0. A bal oldali vektorok A; elemeinek
megfelelé koordindtdinak osszegére (i;\; + A - fozl Ai = 0 adédik.
Ha 3K, A > 0, akkor \j < 0 V), igy 32K \; < 0, ellentmondss.
Ha pedig Zf-;l Ai <0, akkor A\; > 0 V), igy ez sem lehetséges.
Végiil, ha ha 33K | \; =0, akkor \; = 0 V). Ezért az ay, ..., a,
vektorok csakugyan lin.ftn-ek. O
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Koszonom a figyelmet!



