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Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast,
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Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.



Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.

Ha A, B,C € R™k és \,k € R, akkor (1) A+ B = B+ A,

(2)(A+B)+C=A+(B+C), (3) MA+ B) = M+ \B,
(4) (A + K)A = MA + KA, (5) M(kA) = (Ax)A, tovabbs
6) (A+B)' =AT +BT, (N A-AT=0A)T.



Matrixmuveletek vektormuiveletekbol

Vektorokon értelmeztiik az osszeadast és a skalarral szorzast. Az
oszlopokat egymas ala irva barmely n x k méretli matrixot
értelmezhetiink n - k magassagi oszlopvektorként is. Ezzel
értelmezni tudjuk az azonos méretii matrixokon az osszeaddst és
a skalarral szorzast.

Ha A, B,C € R™k és \,k € R, akkor (1) A+ B = B+ A,

(2)(A+B)+C=A+(B+C), (3) MA+ B) = M+ \B,
(4) (A + K)A = MA + KA, (5) M(kA) = (Ax)A, tovabbs
6) (A+B)' =AT +BT, (N A-AT=0A)T.

Vektorok egymassal torténd Osszeszorzasat nem értelmeztiik eddig.
Most fogjuk, de bizonyos korlatokkal. Ehhez el6szor azonos méretii
vektorokat tanulunk meg o0sszeszorozni.



A skalaris szorzas

Vn

Def: Az u = ( ) , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.



A skalaris szorzas

Def: Az u = ( > , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

Q'M:Z,Pﬂ ujvi = u1vi + ...+ Upvp.
Yu,v,w € R, VX € R esetén (1) u-
Qu-(v+tw)=u-v+u-wil (3) (Au) -



A skalaris szorzas

Def: Az u = ( > , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un Vn

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (1) u-
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u) -
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =
a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl ( . _i) =



A skalaris szorzas

Def: Az u = ( > , V= < : ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un Vn

Q'MZZLN’N/:U1V1+--.+UnVn-
Yu,v,w € R, VX € R esetén (1) u-
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (A\u)-v=

Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am
a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl <1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).



A skalaris szorzas

u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (Au)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).

Av= <Z> vektor hossza az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezd

c

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan

vl = va?+ b? + c2.
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u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
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Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am
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c

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan
vl = Va2 + b2 4+ c2.  Ugyanez, masképp felirva: ||v||> = v - v.



A skalaris szorzas

u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (Au)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).

Av= <Z> vektor hossza az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezd

c

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan
vl = Va2 + b2 4+ c2.  Ugyanez, masképp felirva: ||v||> = v - v.
Megj: Az u és v vektorok merélegessége azt jelenti, hogy

[l +]|vl?=[|u—v][



A skalaris szorzas

u vy
Def: Az u = ( > , V= < ) € R" vektorok skalaris szorzata

Un

n
u-v =31 uivi=uvi + ...+ UpVp.

Yu,v,w € R, VX € R esetén (Du-v=v-u,
Qu-(v+w)=u-v+u-will (3) (Au)-v=Au-v).
Megj: (1) Vildgos, hogy ha u =0 vagy v =0, akkor u-v =0, am

a forditott kovetkeztetés nem igaz, pl (1> . (_1> =0.

(2) A skaldris szorzas segitségével értelmezhetd a vektorhossz és a
merdlegesség (akdr magasabb dimenzidban is).

Av= <Z> vektor hossza az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezd

téglatest testatléjanak hossza, ami a Pitagorasz-tétel alapjan

vl = Va2 + b2 4+ c2.  Ugyanez, masképp felirva: ||v||> = v - v.
Megj: Az u és v vektorok merélegessége azt jelenti, hogy

[l [+ v][2=llu—v|[?=(u—v)-(u=v)=u-u+v-v—2u-v=||u||*+]v|?~2u-v, iNnEN

u-v =0addédik. Tehdtu-v=0 < u Ll v.



Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben
Az u= (Zi ) , V= <2 ) w = (ﬂ; ) € R" vektorok altal

u3 v3 w3

feszitett paralelepipedon el6jeles térfogata kiszdmithaté oszlop
szerinti kifejtéssel:
up vi wp

uz v2 w2
uz vz w3




Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben
Az u= (Zi ) , V= <2 ) w = (ﬂ; ) € R" vektorok altal

u3 v3 w3

feszitett paralelepipedon el6jeles térfogata kiszdmithaté oszlop
szerinti kifejtéssel:

upviw
_ |vew2|_ |viwg + viw
us vo Wa | —up u3
v3 w3 v3 w3 Vo wo
u3z vz w3



Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben
Az u= (Zé ) , V= <2 ) w = (ﬂ; ) € R" vektorok altal

u3 v3 w3

feszitett paralelepipedon el6jeles térfogata kiszdmithaté oszlop
szerinti kifejtéssel:

V2 w2
up vy w vz w3
e vi wy viwg|_ (" Vi wy
_ + 7 B
uz vo Wp | =uy us i e v3 ws
V3 w3 V3 w3 V2 W2 u3
u3z vz w3 Vi wy

v2 w2




Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben
Az u= (Zé ) , V= (2 ) w = (2 ) € R" vektorok altal

u3 v3 w3
feszitett paralelepipedon el6jeles térfogata kiszdmithaté oszlop
szerinti kifejtéssel:

v2 w2
v w3

ujy vi ws
VAW w, vi wy viwg|_ (% vi w
_ + e I
uz vo Wp | =uy us i e v3 ws
vz w3 vz w3 V2 w2 us
usz vz w3 Vi wi

V2 wp
Megj: (1) A paralelepipedon fent kiszamitott el8jeles teriiletét
szokds az u, v, w vektorok (uvw)-vel jelolt vegyes szorzatdnak is
hivni. Konnyen lathatd, hogy (uvw) = u- (v x w), ahol v x w a
Jol ismert vektoridlis szorzat amit a jobbkéz-szabaly segitségével
szamithatunk ki a v és w vektorok altal feszitett paralelogramma
teriiletét is felhaszndlva. A fenti szdmitdssal igazolhaté a vektorialis
szorzatot kiszamité determindnsokkal felirt képlet helyessége.



Tovabbi vektorszorzasok 3D-ben
Az u= (Zé ) , V= (2 ) w = (2 ) € R" vektorok altal

u3 v3 w3

feszitett paralelepipedon el6jeles térfogata kiszamithaté oszlop
szerinti kifejtéssel:

V2 w2

u v w V3 w3
VAW w, vi wy viwg|_ (% vi w
_ + w) . |-
uz vo Wp | =uy us i e v3 ws
V3 w3 V3 w3 V2 W2 u3
usz vz w3 Vi wi

V2 wp
Megj: (1) A paralelepipedon fent kiszamitott el8jeles teriiletét
szokds az u, v, w vektorok (uvw)-vel jelolt vegyes szorzatdnak is
hivni. Konnyen lathatd, hogy (uvw) = u- (v x w), ahol v x w a
Jol ismert vektoridlis szorzat amit a jobbkéz-szabaly segitségével
szamithatunk ki a v és w vektorok altal feszitett paralelogramma
teriiletét is felhaszndlva. A fenti szdmitdssal igazolhaté a vektorialis
szorzatot kiszamité determindnsokkal felirt képlet helyessége.

(2) Ez a dia nem kapcsolddik szorosan a tananyaghoz, de érdekes
[atni a kilonféle vektormiiveleteknek ezt a kapcsolatat is.



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén

u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén

u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.

Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén

u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.

Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.

Példa: 1 2 4
0 -1 -2

() )



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 - 2)

SIS



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 — 2)

SHICR



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 - 2)

SHIGE



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 - 2)

SHII



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 — 2)

() ()



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 - 2)

(23) (27172



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén
u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.
Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.
Példa: 1 2 4

0 -1 — 2)

(23) (27173)



Matrixok szorzasa

Az R"-beli (oszlop)vektorok n x 1 méretli matrixnak is tekinthetdk.
Két ilyen vektort (n > 1 esetén) nem lehet Gsszeszorozni, de ha az
egyiket transzponaljuk, akkor mar igen: u, v € R" esetén

u' -v:=u-v, vagyis egy n dimenzids sor- és oszlopvektor
szorzata egy 1 x 1 méretli matrix, ami a két vektor skalaris
szorzatat tartalmazza.

Def: Tfh az A € R"™K mitrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
maétrix oszlopvektorai b', .. .b’. Ekkor az A- B € R"<¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; lj skaldris szorzat.

Példa: 1 2 4
0 -1 -2

SHI T T

=N O
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1
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Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4
0 -1-2 ill

(23)(27173)

N R =N
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Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢

szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4

0 -1 -2 2

—10\ (~1 -2 —4 1

(25) (21 2) e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)

~N A RO
N O R

4
7
7
4



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4
0 -1 -2 2
(—10) (—1—2 —4) o1 i
23 2 1 2 (1 0) 5
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
Biz: A skalaris szorzasrdl tanult azonossag szerint
Mu-v)=(Au)-v=u-(\v). Ezért mindhdrom szorzatban az
i-dik sor j-dik eleme az A i-dik sora és B j-dik oszlopa skalaris
szorzatanak a A-szorosa (Vi,j esetén). O

~N A RO
N O R
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Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢

szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4

0 -1 -2 2

—10\ (~1 -2 —4 1

(25) (21 2) e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)

~N A RO
N O R

4
7
7
4



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1-2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4) ' o1 i; 71
23 2 1 2 <1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)
(2) A(BB+C)=AB+ ACIll. (A+ B)C = AC + BC.



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 . 24 42
10\ (-1 —2 —4 il L7 E?lg
(25) (21 72) ey
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) ABB+C)=AB+ACIll. (A+B)C =AC + BC.
Biz: Tudjuk, hogy u-(v+w)=u-v+u-w. Ezért A(B+ C)ill.
AB + AC i-dik sordnak j-dik eleme az A i-dik sordnak és B és C
J-dik oszlopai &sszegének skalaris szorzata (Vi,j esetén). A masik
disztributivitds a skaldris szorzds (u+v) - w=u-w+v-w
azonossagabdl kovetkezik. O



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1-2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4) ' o1 i; 71
23 2 1 2 <1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi

azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)
(2) A(BB+C)=AB+ ACIll. (A+ B)C = AC + BC.



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4 cl) (1)
0 -1 -2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4> ' o1 i; 71
23 2 1 2 (1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)

(2) A(BB+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4 cl) (1)
0 -1 -2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4> ' o1 i; 71
23 2 1 2 (1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)

(2) ABB+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.

(3) (AB)T =BTAT.

Biz: (AB)T j-dik soranak i-dik eleme az A i-dik soranak és B j-dik
oszlopanak a skaldris szorzata, ami ugyanaz, mint B j-dik soranak
és AT i-dik oszlopanak a skaldris szorzata (Vi,j esetén). O
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Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4 cl) (1)
0 -1 -2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4> ' o1 i; 71
23 2 1 2 (1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)

(2) A(BB+ C)=AB+ ACIill. (A+ B)C = AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4

01
10
0 -1 -2 " 24\ (42
(—10) (-1-2-4) - 17) \71
01 17
23 2 1 2 (1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)
(2) ABB+C)=AB+ACIll. (A+B)C =AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R*k g5 B € Rk*n,
Ekkor AB € R™" és BA € RF*k. Azonban még k = n esetén sem
igaz altalaban, hogy AB = BA. A matrixszorzas nem kommutativ.



Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.
Példa: 1 2 4
0 -1 -2 2
—10\ (~1 -2 —4 1
(25) (21 2) e
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) \-AB=(AA)B=A(X-B)
(2) ABB+C)=AB+ACIll. (A+B)C =AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R*k g5 B € Rk*n,
Ekkor AB € R™" és BA € RF*k. Azonban még k = n esetén sem
igaz altalaban, hogy AB = BA. A matrixszorzas nem kommutativ.
Megj: A matrixszorzds asszociativ (dtzérdjelezhetd), de ezt késdbb
bizonyitjuk. (A def.-bdl is beldthatd, de az nem til elegans.)
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Matrixok szorzasa

Def: Tfh az A € R"*K matrix sorvektorai aj, ... a, és a B € Rk*!
métrix oszlopvektorai b',...b". Ekkor az A- B € R"*¢
szorzatmatrix i-dik sordnak j-dik eleme az a; - b/ skalaris szorzat.

Példa: 1 2 4 cl) (1)
0 -1 -2 " 24\ (42
(—10) (—1—2 —4> ' o1 i; 71
23 2 1 2 (1 0) 54
Ha a képletek bal oldala értelmes, akkor igazak az alabbi
azonossagok. (1) A\-AB = (MNA)B=A(X-B)

(2) ABB+C)=AB+ACIll. (A+B)C =AC + BC.
(3) (AB)T =BTAT.
Megj: Ha AB és BA is értelmes, akkor A € R*k g5 B € Rk*n,
Ekkor AB € R™" és BA € RF*k. Azonban még k = n esetén sem
igaz altalaban, hogy AB = BA. A matrixszorzas nem kommutativ.
Megj: A matrixszorzds asszociativ (dtzérdjelezhetd), de ezt késdbb
bizonyitjuk. (A def.-bdl is beldthatd, de az nem til elegans.)

A, B e R™" = |AB| = |A||B].



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
Biz: Konnyen latszik a definiciébdl.

o

0

1| @ T , , . .

0|=j Az e; -tal szorzas hasonlé tulajdonsiga
o 010 0 O kovetkezik az oszlopokrdl szélé  fenti
Jj ] allitasbdl és a transzponaltak szorzasardl
tanultakbdl. O]
A Ae. Az itt lathaté 4bra , transzpondltjdnak”
segitségével sem nehéz errél meggydzodni.




A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.
Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora Vi.

1 0 ... 0
0

0
0 0 1

(a1, a2, a) ( )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.
Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora Vi.

1 0 ... 0
0

0
0 0 1

(217 LT Qk) (él )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.
Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora Vi.

1 0 ... 0
0

0
0 0 1

(217 =L I Qk) (21722 )



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
Biz: Az A I matrix j-dik oszlopa definicié szerint A-e;. Ez (1)
miatt épp az A matrix j-dik oszlopa V.
Hasonldan, I, - A i-dik sora (1) miatt az A i-dik sora Vi.

1 0 ... 0
0

0
0 0 1

(a1, 2,---» ax) (a1, ... ,a)



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A

pedig az A sorainak lin.komb-ja.
A1

Biz: Tfth u = ( : ) Ekkor u = Aj1e; + ... + Akey, igy aztan
Ak

Au=A-(Me;+ ...+ e) =MA-e1+ ...+ MA- g, és (1)

miatt A - e; az A matrix j-dik oszlopa V.

A v - A-ra vonatkozé tulajdonsdg hasonléan igazolhaté. O



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor

(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindcidja, az a; sorban szerepld egytitthatdkkal.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindcidja, az a; sorban szerepld egytitthatdkkal.
Példa: 1 2 4
0-1-2

(25) 277 72)



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor

(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindcidja, az a; sorban szerepld egytitthatdkkal.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.

Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor
(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor

(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindcidja, az a; sorban szerepld egytitthatdkkal.
(3) Ha a C métrix minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja,
akkor C el6all AB alakban. Ha a C matrix sorai az A sorainak
lin.komb-i, akkor C el8all C = BA alakban.



A matrixszorzas egy kilonos tulajdonsaga

Def: Az n x n méretii egységmatrix I, = E, = (eq,...,€,), ahol
ey,-..,€, az R" standard bazisa.
Legyen A tetsz. n x k méretli matrix. Ekkor

(1) tetsz. g € Rk és e; € R" egyégvektorok esetén A-e; az A
matrix j-dik oszlopa, g,—.r - A pedig az A matrix i-dik sora.
2)A-Ik=1-A=A
(3) Ha u € R* és v € R", akkor A - u az A oszlopainak v' - A
pedig az A sorainak lin.komb-ja.

Tfh A oszlopai al,. .., a* és B sorai by, ..., b,. Ekkor
(1) az AB szorzat j-dik oszlopa az a, ..., a¥ oszlopok linedris
kombinacidja, az egyiitthatékat a b/ oszlop tartamazza.
(2) Hasonléan, az i-dik sor a by, ..., b, sorok linedris
kombindcidja, az a; sorban szerepld egytitthatdkkal.
(3) Ha a C métrix minden oszlopa az A oszlopainak lin.komb-ja,
akkor C el6all AB alakban. Ha a C matrix sorai az A sorainak
lin.komb-i, akkor C el8all C = BA alakban.

Ha A’ ESA-okkal kaphaté A-bél, akkor A’ = BA alakd.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.



Linedris leképezések

Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Példa: Lin.lekép R2-b8l R?-be (a szokésos helyvektorokon) az
origdra tiikrozés, az origd koruli forgatds, az x tengelyre vetités,
vagy egy origdn dtmend egyenesre tiikrozés. R? — R3 linearis
leképezés, ha pl. az sik minden (x,y) pontjdhoz a tér (2x,0,y/2)
pontjdt rendeljik.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tfh U <RKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R"*k esetén az A-val torténd balszorzas
lin.lekép-t definidl RX-bsl R™-be.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tth U <RK és V <R". Az f: U — V lineéris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R"*k esetén az A-val torténd balszorzas
lin.lekép-t definidl RX-bsl R™-be.
Kinzé kérdés: Minden lin.lekép megadhaté matrixszorzassal?



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tth U <RK és V <R". Az f: U — V lineéris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R"*k esetén az A-val torténé balszorzas
lin.lekép-t definidl RX-bsl R™-be.
Kinzé kérdés: Minden lin.lekép megadhaté matrixszorzassal?
Megnyugtaté valasz: Igen.



Linedris leképezések
Ha A € R"™k akkor v — Av olyan Rk - R" leképezés,
amire Yu, v € R¥, Y\ € R esetén
(1) A(Av) = X Av ill. (2) A(u+ v) = Au + Av teljesiil.
Def: Tth U <RK és V <R". Az f: U — V lineéris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € R¥, VA € R esetén
(1) f(Av) = M (v) il (2) f(u+v)="f(u)+ f(v) teljesil.
Tetsz. A € R"*k esetén az A-val torténé balszorzas
lin.lekép-t definidl RX-bsl R™-be.
Kinzé kérdés: Minden lin.lekép megadhaté matrixszorzassal?
Megnyugtaté valasz: Igen. Ezt fogjuk most igazolni.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U < R,V < R™. Ekkor f : U — V lin.lekép
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.



Linedris leképezések

Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha

homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén

(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U < RX,V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép =

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.

Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért

f()\lgl + ...+ )\kgk) = f()\lgl) +...+ f()\kgk) =

Mf(up) + ...+ Af(uy), azaz f zart a lin.komb-ra.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.

Tfh U < R,V < R™. Ekkor f : U — V lin.lekép

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Biz: =: Mivel f additiv és homogén, ezért
f()\lgl + ...+ )\kgk) = f()\lgl) +...+ f()\kgk) =
Mf(up) + ...+ Af(uy), azaz f zart a lin.komb-ra.
<: Ha f zért a lin.komb-ra, akkor f(Au) = Af(u), hisz Au az u
lin.komb-ja, tovabba
flu+v)="FQu+1v) =1f(u) + 1f(v) = f(u) + f(v), tehdt f

homogén és additiv, mas széval f lin.lekép. O



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U < R,V < R™. Ekkor f : U — V lin.lekép
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.



Linedris leképezések

Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha

homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén

(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U <Rk, V <R". Ekkor f: U — V lin.lekép +—

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.

Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= Zle Aib;, akkor f(u) = Zle Aif (b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.



Linedris leképezések

Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha

homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén

(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U <Rk, V <R". Ekkor f: U — V lin.lekép +—

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.

Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.

Annak az igazoldasdhoz, hogy minden f lin.lekép el6all matrixszal
torténd balszorzdssal csupan azt kell megmutatni, hogy van olyan
[f] matrix, amire f(b;) = [f]b; teljesiil minden b; baziselemre.
Ekkor ugyanis az [f]-fel valé balszorzas lin.lekép, tovabba a fenti
Kovetkezmény miatt f(v) = [f]v, azaz minden vektor f szerinti
képe megkaphato az [f] matrixszal torténd balszorzassal.



Linedris leképezések

Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha

homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén

(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U <Rk, V <R". Ekkor f: U — V lin.lekép +—

f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.

Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= Zle Aib;, akkor f(u) = Zle Aif (b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tth U < RK, V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép <=
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= Zle Aib;, akkor f(u) = Zle Aif (b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.
Tth U<RK, V <R", f: U — Vlinlekép by,...,b,, az
U bazisa és vq,...,v,, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan
[f] € R™K mitrix, amire [f]b; = v; teljesiil V1 < i < m esetén.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tfh U <Rk, V <R". Ekkor f: U — V lin.lekép +—
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.
Tth U<RK, V <R", f: U — Vlinlekép by,...,b,, az
U bazisa és vq,...,v,, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan
[f] € R™K mitrix, amire [f]b; = v; teljesiil V1 < i < m esetén.
Biz: Legyen B = (by,...,b,,). B oszlopai lin.ftn-ek, ezért a B
ESA-okkal RLA matrixszd transzformalt alakja (eq,...,e,,), azaz
I, all az RLA matrix tetején. Minden m oszlopbdl allé matrix, igy
F=(vq,...,v,,) is megkaphatd /n, sorainak lin.komb-jaként.
Tehat F sorai eléélinak B sorainak lin.komb-jaként, vagyis van

olyan [f] matrix, amire [f|B = F, azaz [f|b; = v; Vi. O



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tth U < RK, V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép <=
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= Zle Aib;, akkor f(u) = Zle Aif (b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.
Tth U<RK, V <R", f: U — Vlinlekép by,...,b,, az
U bazisa és vq,...,v,, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan
[f] € R™K mitrix, amire [f]b; = v; teljesiil V1 < i < m esetén.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tth U < RK, V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép <=
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.
Tth U<RK, V <R", f: U — Vlinlekép by,...,b,, az
U bazisa és vq,...,v,, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan
[f] € R™K mitrix, amire [f]b; = v; teljesiil V1 < i < m esetén.
Tetsz. f: U — V lin.lekép esetén [flu = f(u) teljesiil a
Lemméban definidlt [f] métrixra Vu € U esetén, azaz minden
linedris leképezés el6all matrixszal torténd balszorzassal.



Linedris leképezések
Def: Tfh U<RkKés V <R". Az f: U — V linedris leképezés, ha
homogén és additiv, azaz ha Yu,v € Rk, VA € R esetén
(1) f(A\v) = M (v) il (2) flu+v) = f(u)+ f(v) teljesiil.
Tth U < RK, V <R". Ekkor f : U — V lin.lekép <=
f zart a lin.komb-ra, azaz f(zll;l Aiuj) = Zle Nif (u;) VA, ;.
Ha f: U — V lin.lekép, B = {b;,...,b,,} az U bazisa és
u= St Aib;, akkor f(u) = S¢_; Nif(b;), azaz a baziselemeken
felvett értékek egyértelmiien meghatarozzak a lin.lekép-t.
Tth U<RK, V <R", f: U — Vlinlekép by,...,b,, az
U bazisa és vq,...,v,, € V tetsz. vektorok. Ekkor van olyan
[f] € R™K mitrix, amire [f]b; = v; teljesiil V1 < i < m esetén.
Tetsz. f: U — V lin.lekép esetén [flu = f(u) teljesiil a
Lemméban definidlt [f] métrixra Vu € U esetén, azaz minden
linedris leképezés el6all matrixszal torténd balszorzassal.

Azt fogjuk most megfigyelni, hogyan is kell az f linearis leképezés
[f] matrixat kiszamitani a baziselemek képeinek segitségével.



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Biz: A-e; az A i-dik oszlopa, vagyis a; Vi. 0J



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥ esetén.



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]lv = f(v) teljesiil Vv € R esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]lv = f(v) teljesiil Vv € R esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor

fle) = (Sna ) il fale) = (200 ) ey 161 = (Son ~ohia).




Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]lv = f(v) teljesiil Vv € R esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor

fle) = (Sna ) il fale) = (200 ) ey 161 = (Son ~ohia).



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay

lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).

Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥ esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor
fler) = (Snn) I fule) = (Tna ) ey [6] = (Se ~ama).

Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [gllf]



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay

lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).

Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥ esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor
fler) = (Snn) I fule) = (Tna ) ey [6] = (Se ~ama).

Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].
Biz: El6szor igazoljuk g o f linearitasat.
g(f(Au)) = g(Mf(u)) = Mg(f(u)) homogén, ill.
g(f(u+v)) = g(f(u) + f(v)) = g(f(u)) + g(f(v)) linedris.
Tehat g o f csakugyan linedris leképezés.
Végiil a kompoziciématrixrdl sz6l6 képlet helyességét bizonyitjuk.



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay

lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).

Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥ esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor
fler) = (Snn) I fule) = (Tna ) ey [6] = (Se ~ama).

Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [gllf]
Biz:



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay
lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]v = f(v) teljesiil Vv € R¥ esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogii elforgatas R2-ben. Ekkor
(e = (Ga ) - fulea) = ("0 ) e [ = (S "532)
Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor
gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g]lf]
Biz: A tanultak szerint [g o f] i-dik oszlopa g(f(e;)) = [g]([f]e;)-
Lattuk, hogy [f]e; az [f] i-dik oszlopa, igy [g]([f]e;) a [g] matrix
szorzata az [f] matrix i-dik oszlopdval.
Ez pedig nem mds, mint az [g][f] szorzatmétrix i-dik oszlopa.
Ezek szerint [g o ] = [g][f]. O



Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay

lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).
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Példa: Legyen f, az origd koriili o szogii elforgatas R2-ben. Ekkor
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Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.
Biz: Legyen f,g és h az A, B ill. C matrixokhoz tartozé lin.lekép.
Ekkor A(BC) az f o (g o h), (AB)C pedig az (f o g) o h leképezés
métrixa. Mdrpedig f o (g o h)(v) = f(g(h(v))) = (f o g) o h(v)
miatt e két leképezés megegyezik, igy a matrixaik is azonosak. [
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Linedris leképezés matrixa

Tfh a;,...,a, € R" és A= (a;y,...,a,). Ekkor a v — Ay

lin.lekép az e; € R¥ egységvektort a;-be viszi (V1 < i < k).

Tth f : RK — R” lin.lekép. Legyen [f] = (f(ey), ..., f(ey)).
Ekkor [f]lv = f(v) teljesiil Vv € R esetén.
Def: A fenti [f] matrix az f linedris leképezés matrixa.
Példa: Legyen f, az origd koriili o szogli elforgatds R>-ben. Ekkor
fler) = (Snn) I fule) = (Tna ) ey [6] = (Se ~ama).

Tfh f : R" — R¥ és g : Rk — R lin.lekép-ek. Ekkor

gof :R" — R is lin.lekép, ahol (g o f)(v) = g(f(v)) és
g o f] = [g][f].

Ha értelmesek a miiveletek, akkor A(BC) = (AB)C.

A fenti példaban szerepld elforgatdsokra igaz, hogy
fors = foro fi iy (Soa 10 "It D) =lfassl = [G1I6] =

sin(a + 8) cos(a + 3) atp all’s

(cosa 7sina). (cosﬁ 7sinB) — (cosacosﬁfsinasinﬁ 7sinacosﬁfcosasinﬁ)

sin o cos a sin 3 cos 3 sin v cos 3 + cos asin 3 cos acos 3 — sin acsin B
Ebbél pedig cos(c 4+ 3) = cosavcos 3 — sinasin 3 ill.
sin(a + ) = sinasin 3 + cos acos 3 adddik.



Mit tanultunk ma?



Mit tanultunk ma?

» Koordindtdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skalarral
szorzas)



Mit tanultunk ma?

» Koordindtdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skalarral
szorzas)

» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)



Mit tanultunk ma?

» Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skaldrral
szorzas)
» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

» Matrixszorzés és elemi tulajdonségai (disztributivitasok,
asszociatitdsok, transzponalds)



Mit tanultunk ma?

» Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skaldrral
szorzas)

» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

» Matrixszorzés és elemi tulajdonségai (disztributivitasok,
asszociatitdsok, transzponalds)

» Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezdk
soraihoz és oszlopaihoz



Mit tanultunk ma?

» Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skaldrral
szorzas)

» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociatitdsok, transzponalds)

» Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezdk
soraihoz és oszlopaihoz

» Linedris leképezések és matrixszal torténd balrdl szorzdsok



Mit tanultunk ma?

» Koordinatdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skaldrral
szorzas)

» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)
Matrixszorzas és elemi tulajdonsagai (disztributivitdsok,
asszociatitdsok, transzponalds)

» Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezdk
soraihoz és oszlopaihoz

» Linedris leképezések és matrixszal torténd balrdl szorzdsok

» Linedris leképezések és ezek kompozicidinak matrixa



Mit tanultunk ma?

» Koordindtdnként értelmezett matrixmiiveletek (4, skalarral
szorzas)

» Vektorok skaldris szorzdsa (3D: vektoridlis és vegyesszorzat)

» Matrixszorzés és elemi tulajdonségai (disztributivitasok,
asszociatitdsok, transzponalds)

» Szorzatmatrix sorainak és oszlopainak viszonya a tényezdk
soraihoz és oszlopaihoz

» Linedris leképezések és matrixszal torténd balrdl szorzdsok

» Linedris leképezések és ezek kompozicidinak matrixa

Koszonom a figyelmet!



