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Szamonkérések: 2 ZH (nov 3 (21), dec 1 (14)), ppZH (dec 20)
6x10 pont, 50 pont felett IMSC. ppZH: neptun, kiilonelj. dij, 1 ZH.
ZH1 > 24 & 7ZH; > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairés.
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Kovetelmények

Szamonkérések: 2 ZH (nov 3 (21), dec 1 (14)), ppZH (dec 20)
6x10 pont, 50 pont felett IMSC. ppZH: neptun, kiilonelj. dij, 1 ZH.
ZH1 > 24 & 7ZH; > 24 & legfeljebb 3 gyak hidnyzds = Alairés.
Hozott pontszam (hp):

50 alatti ZH pontszdmok Gsszegének 40%-a. (19 és 40 kozé esik.)
Aldirds v'= szébeli vizsga.

(Neptun jelentkezés, tételsorrdl random tétel, 40 perc felkésziilés,
kis kérdések (ZH-n nem szdmonkért anyagbdl is!).

Szébelin kaphaté 60 pont, az 50 feletti rész IMSC pont, az 50
alatti rész 1,2-szerese szdbeli pontszam (szp). (0 és 60 kozé esik.)
szp< 24 = elégtelen. Végso pontszdm vp = hp + szp.
Konverzid:

> 0|40 |55 | 70| 85

vp
< || 40 [ 55| 70| 85| 101
Ismétlo /javité vizsga: a szabad vizsgaiddpontok fiiggvényében.
Hat sikertelen vizsga utdn kotelezd elbocsatas. (1)
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Mi a graf?
Def: G = (V, E) egyszerli, irdnyitatlan graf,
ha V#£0és EC(Y),
ahol (\2/) ={{u,v}:uveV u#v}
V a G cslicsainak (vagy (sz0g)pontjainak),

E pedig G éleinek halmaza.
Példa:

G = ({a, b, c,d}, {{a b}, {a c},{b,c},{b,d}})



Mi a graf?
Def: G = (V, E) egyszerli, irdnyitatlan graf, Példa:

haV;«é@ésEQ(g), b
ahol (\2/) ={{u,v}:uveV u#v} ?

V a G cslicsainak (vagy (sz0g)pontjainak),

E pedig G éleinek halmaza. ¢ d
Példa:

G = ({a,b,c,d},{{a,b},{a c},{b,c},{b,d}})

Def: A G = (V, E) graf diagramja a G egy olyan lerajzolasa,
amiben V-nek a sik kulonbozé pontjai felelnek meg, és G minden
{u, v} élének egy u-t és v-t Gsszekotd gorbe felel meg.
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Def: G = (V, E) egyszerli, irdnyitatlan graf, Példa:

haV;«é@ésEQ(g), b
ahol (\2/) ={{u,v}:uveV u#v} ?

V a G cslicsainak (vagy (sz0g)pontjainak),

E pedig G éleinek halmaza. ¢ d
Példa:
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Def: A G = (V, E) graf diagramja a G egy olyan lerajzolasa,
amiben V-nek a sik kulonbozé pontjai felelnek meg, és G minden
{u, v} élének egy u-t és v-t Gsszekotd gorbe felel meg.

Példa: A facebook-graf cslicsai a meta-felhasznaldk, élei pedig az
facebook-ismeretségeknek felelnek meg.
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amiben V-nek a sik kulonbozé pontjai felelnek meg, és G minden
{u, v} élének egy u-t és v-t Gsszekotd gorbe felel meg.
Terminoldégia & konvencidk: Graf alatt rendszerint egyszer(,
irdnyitatlan grafot értiink. Ha G egy graf, akkor V(G) a G
cstcshalmazét, E(G) pedig G élhalmazat jeldli, azaz
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.
Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Egyik halmaz végességébol sem kovetkezik a masiké.
Megj: A végtelen griafoknak rendkiviil kiilonos tulajdonsdgai
lehetnek. Ezen a kurzuson csak véges grafokkal foglalkozunk.
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Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele
rendre P,, C, ill. K,. Ko =P,, K3 =
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele
rendre P,, C, ill. K,. Ko =P, K3 =(3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszked6 élek szama a v fokszama.
Jelolése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele
rendre P,, C, ill. K,. Ko =P, K3 =(3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszked6 élek szama a v fokszama.
Jelolése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

Példa: A facebook-grifban d(v) a v ismer8seinek szamét jelenti.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,
hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.
Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele
rendre P,, C, ill. K,. Ko =P, K3 =(3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszked6 élek szama a v fokszama.
Jelolése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

(Irdnyitott graf esetén d(v) ill. p(v) a v ki- ill. befokat jeldli.)
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Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele
rendre P,, C, ill. K,. Ko =P, K3 =(3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszked6 élek szama a v fokszama.
Jelolése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

(Irdnyitott graf esetén d(v) ill. p(v) a v ki- ill. befokat jeldli.)
Def: A G graf maximilis ill. minimdlis fokszdma A(G) ill. §(G) .
G regularis, ha minden csicsanak foka ugyanannyi: A(G) = 6(G),
G pedig k-regularis, ha minden csticsdnak pontosan k a fokszama.
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Megj: Ha egy graf nem egyszerii, akkor lehetnek parhuzamos élei,

hurokélei vagy akar parhuzamos hurokélei is.

Def: Az iranyitott graf olyan graf, aminek minden éle irdnyitott.

Def: G = (V, E) véges graf, ha V és E is véges halmazok.

Def: Az n-pontd Gt, n-pontd kor, ill. n-pont teljes graf jele

rendre P,, C, ill. K,. Ko =P, K3 =(3

Def: v € V(G) esetén a v-re illeszked6 élek szama a v fokszama.

Jelolése dg(v) vagy d(v), a hurokél kétszer szamit.

(Irdnyitott graf esetén d(v) ill. p(v) a v ki- ill. befokat jeldli.)

Def: A G graf maximilis ill. minimdlis fokszdma A(G) ill. §(G) .

G regularis, ha minden csicsanak foka ugyanannyi: A(G) = 6(G),

G pedig k-regularis, ha minden csticsdnak pontosan k a fokszama.
Minden kor 2-regularis, a K, pedig (n — 1)-reguldris.
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A Handshake-lemma

Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E|, azaz a csticsok
fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetsz. G = (V, E) véges
iranyitott grafra > .\, d(v) = > ¢y p(v) = |E|, azaz a cslicsok
ki- és befokainak Osszege is az élszamot adja meg.
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A Handshake-lemma

Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E|, azaz a csticsok
fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetsz. G = (V, E) véges
irdnyitott grézfra Yovevo(v) =2 cvp(v) =|E|.
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Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E|, azaz a csticsok
fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetsz. G = (V, E) véges
irdnyitott grafra > .\, d(v) = > cy p(v) = |E] .
Biz: Az egyes csticsokbdl kilépo éleket megszamolva G minden
irdnyitott élét pontosan egyszer szamoljuk meg. Ezért a kifokok
osszege az élszam. A belépd éleket leszamladlva hasonlé igaz, ezért
a befokok oOsszege is az élszam. O
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Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E|, azaz a csticsok
fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetsz. G = (V, E) véges
irdnyitott grafra > .\, d(v) = > cy p(v) = |E] .
Biz: Az egyes csticsokbdl kilépo éleket megszamolva G minden
irdnyitott élét pontosan egyszer szamoljuk meg. Ezért a kifokok
osszege az élszam. A belépd éleket leszamladlva hasonlé igaz, ezért
a befokok oOsszege is az élszam. O
Megj: Ugy is bizonyithattuk volna az altalanositott
kézfogas-lemmat, hogy egyenként hiizzuk be G-be az éleket. 0-élii
(Ures)grafokra a lemma trividlis, és minden egyes él behiizasa
pontosan 1-gyel ndveli az élszdmot is és a ki/befokok Osszegét is.
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A Handshake-lemma

Ha G = (V, E) véges, nem feltétleniil
egyszerli graf, akkor 3 .\ d(v) = 2|E|, azaz a csticsok
fokszamosszege az élszam kétszerese.

Tetsz. G = (V, E) véges
irdnyitott grafra > .\, d(v) = > cy p(v) = |E] .
A KFL bizonyitasa: Irdnyitsuk G éleit tetszélegesen. Ekkor

Y od(v) = 5(tp(v) =D 6+ p(v) = |EI+|E| =2|E] O

veV veVv veVv veV

Megj: Ugy is bizonyithattuk volna a kézfogas-lemmat, hogy
egyenként hiizzuk be G-be az éleket. Uresgrafokra a lemma
trividlis, és minden egyes él behlizasa pontosan 2-vel noveli a
kétszeres élszamot és a cslicsok fokszamosszeget is.
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Komplementer és izomorfia

Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Megj: G és G csticsai megegyeznek, és két csiics pontosan akkor
szomszédos G-ben, ha nem szomszédosak G-ben.

Példa: b b

a G a O E
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Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor
dg(v) + dg(v) = n — 1 teljesiil G barmely v csiicsdra.
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Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor

dg(v) + dg(v) = n — 1 teljesiil G barmely v csiicsdra.

Biz: A K, teljes graf minden éle a G és G grafok kozil pontosan

az egyikhez tartozik. Ezért dg(v) + dz(v) megegyezik a v csiics

Kp-beli fokszamdaval, ami n — 1. O
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Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor
dg(v) + dg(v) = n — 1 teljesiil G barmely v csiicsdra.
Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai
Ugy szdmozhatdk meg az 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal
(alkalmas n esetén), hogy G barmely két u, v csiicsa kozott
pontosan annyi él fut G-ben, mint az u-nak és v-nek megfeleld
sorszdmu csicsok kozott G'-ben. Jeldlése: G =2 G'.
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Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor
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Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai
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(alkalmas n esetén), hogy G barmely két u, v csiicsa kozott

pontosan annyi él fut G-ben, mint az u-nak és v-nek megfeleld
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Komplementer és izomorfia

Def: A G egyszerii graf komplementere G = (V(G), (‘2/) \ E(G)).
Ha G = (V, E) egyszerli graf és |V(G)| = n, akkor

dg(v) + dg(v) = n — 1 teljesiil G barmely v csiicsdra.

Def: A G és G’ grafok akkor izomorfak, ha mindkét graf csicsai

Ugy szdmozhatdk meg az 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal

(alkalmas n esetén), hogy G barmely két u, v csiicsa kozott

pontosan annyi él fut G-ben, mint az u-nak és v-nek megfeleld

sorszdmu csicsok kozott G'-ben. Jeldlése: G =2 G'.

Példa:

Ha G = G, akkor G és G’ lényegében ugyaniigy néznek ki.
Igy példaul minden fokszam ugyanannyiszor 1ép fel G-ben mint
G'-ben, ugyanannyi Cy kor taldlhaté G-ben, mint G’-ben, stb.
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Grafoperacidk

Def: Eltorlés, cslicstorlés, élhozzaadas.
b
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Lo dpdegp.

Def: Feszit6 részgraf: éltorlésekkel kaphaté graf.
Feszitett részgraf: csicstorlésekkel kaphaté graf.
él- és cslicstorlésekkel kaphaté graf.
Példa: Hq, H-, . a G feszitd, feszitett és részgrafjai.
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Grafoperacidk

Def: Eltorlés, cslicstorlés, élhozzaadas.
b

G—0b
Lo dplegp.

Def: Feszit6 részgraf: éltorlésekkel kaphaté graf.
Feszitett részgraf: csicstorlésekkel kaphaté graf.
él- és cslicstorlésekkel kaphaté graf.
Példa: Hi, Ho, H;: a G feszitd, feszitett és részgrafjai.

A

H a G részgrafja <= V(H) C V(G) és E(H) C E(G).
H a G feszité részgrifja <—= V(H) = V(G) és E(H) C E(G).
H a G feszitett részgrifja <— V(H) C V(G) és E(H) a H
csticsai kozt futd G-beli élekbdl all.
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(Miért is ne lehetnének egy graf csiicsai és élei tobbféle szinliek?)

Megj: A graf definiciéja megengedi, hogy a graf egyik részébdl
egyaltalan ne vezessen él a graf maradék részébe, azaz a graf egyik
csticsabdl ne lehessen éleken keresztiil eljutni a graf egy masik
csticsdba. Ez torténik pl az iiresgraf (alias K),) esetén.



Furfangos kérdés

L[ e L

Hany graf lathaté az abran? Természetesen egy.
(Miért is ne lehetnének egy graf csiicsai és élei tobbféle szinliek?)

Megj: A graf definiciéja megengedi, hogy a graf egyik részébdl
egyaltalan ne vezessen él a graf maradék részébe, azaz a graf egyik
csticsabdl ne lehessen éleken keresztiil eljutni a graf egy masik
csticsdba. Ez torténik pl az iiresgraf (alias K),) esetén.

A tovabbiakban a graf csiicsainak ,,elérhetOségi struktirajat”
vizsgaljuk.



Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN N

Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <e vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivi1Vi.
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(Tkp egyik csticsbdl eljutunk egy mésik csicsba mindig élek
mentén haladva.)
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Haromféle elérhetéség, osszefliggoség

LN R

Def: Legyen G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <e vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivi1Vi.

Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.

Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.

Terminoldégia: Ha a kezd6pont u, a végpont v, akkor
uv-élsorozatrél, uv-sétardl, ill. uv-utrédl beszéliink. Ha hangstlyozni
szeretnénk, hogy u = v, de a kezdé (és vég)pontot nem akarjuk
megnevezni, akkor zart élsorozatrdl, korsétardl ill. korrol beszéliink.
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Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
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Def: Legyen G = (irdnyitott vagy iranyitatlan) graf.
Elsorozat: (vi,e1, v2, ez, <e vy Vi, €k, Vk+1), ahol e = vivi1Vi.
Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétl6d6 él.
Ut: olyan séta, amelyikben nincs ismétlédé cstics.

G-ben Juv-Gt = G-ben Juv-séta = G-ben Juv-élsorozat]

G-ben duv-élsorozat = G-ben Juv-it O

Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetd (u ~ v), ha 3 uv-at G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj: (1) Az Osszefiiggdség szokdsos definicidja nem a ~ reldcié
segitségével torténik, hanem valahogy igy:
a G irdnyitatlan grafot akkor mondjuk osszefiiggbnek, ha G
barmely két csicsa kozott vezet Gt G-ben.
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Séta: olyan élsorozat, amelyikben nincs ismétlédé él.
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Def: G ir.tatlan graf. u-bdl v elérhetdé (u ~ v), ha 3 uv-it G-ben.
Def: A G irdnyitatlan graf osszefiiggd, ha u ~ v Yu,v € V(G).
Megj:
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Elhozzaadasi lemma (EHL): Legyen G iranyitatlan graf és
G' = G + e. Ekkor az aldbbi két esetb&l pontosan egy valdsul meg.
(1) G és G’ komponensei megegyeznek, de G’-nek tobb kore van,
mint G-nek. (A kor most elfajulé is lehet.)
(2) G és G’ korei megegyeznek, de G'-nek eggyel kevesebb
komponense van, mint G-nek. E]
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) P, fa minden n > 1 egész esetén.
(2) Fahoz egy Uj csticsot egy éllel bekotve fat kapunk:
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Def: A kormentes irdnyitatlan grafot erdének nevezziik.
Az Osszefliggd, kormentes irdnyitatlan graf neve fa.

G erd6 < G minden komponense fa

G n-csticst, k-komponensii erdé= |E(G)| = n— k.

Biz: Epl’ts[jk fel G-t a K|, iiresgrafbdl az élek egyenkénti
behtizaséval. G kérmentes, ezért az EHL miatt minden él zold:
behtizdsakor 1-gyel csokken a kompnensek széama. A K,
uresgrafnak n kompnense van, G-nek pedig k. Ezért pontosan
n — k zold élt kellett behizni G felépitéséhez.
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G erd6 < G minden komponense fa
G n-csticst, k-komponensii erdé= |E(G)| = n— k.
Ha F egy n-csticsu fa, akkor élszdma |E(F)|=n—1.
Biz: F egy 1-komponensii erdd, igy az el6z6 Lemma alkalmazhaté

k = 1 helyettesitéssel. O
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(a)+(c)= (b): Epitsiik fel G-t élek egyenkénti behiizasaval. n — 1
él egyikének behlzdsa se hoz létre kort, ezért az EHL miatt
minden él zold, és 1-gyel csokkenti a komponensszamot. Végiil
n—(n—1) =1 komponens marad, tehat G of.
(b)+(c)= (a): Epitsiik fel G-t élek egyenkénti behiizasaval. Mivel
a komponensek szdma végil 1 lesz, ezért n — 1 zold élt kellett
behtizni. (c) miatt G sszes éle zold, piros éle nincs. Az EHL miatt
G kormentes. O
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Biz: (1): F — e erdd, hisz kormentes. F = (F — e) + e, és mivel F
is kdrmentes, e zold az EHL miatt. Ezért F-nek 1-gyel kevesebb
komponense van, mint (F — e)-nek. Mivel F-nek 1 komponense
van, (F — e)-nek 2.
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(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz:
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Legyen F egy tetszOleges fa n csiicson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz: (2): F of, ezért van (legaldbb egy) uv-itja. Tfh P és Q az F
két kiilonbozd uv-utja. Taldlhaté P-nek két olyan (u és v) csiicsa,
amik @Q-nak is csicsai tgy, hogy a P Ut uv-szegmensének belsd
cslicsai nincsenek Q-ban. Ekkor a P és Q utak uv-szegmensei
egyutt egy kort alkotnak, ami ellentmondas.
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(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
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Legyen F egy tetszOleges fa n csiicson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz: (3): F kormentes, ezért F + e minden kore tartalmazza e-t.
Tfh e = uv. Minden kor (F + e)-ben meghatdrozza F egy
uv-Utjat, és viszont. Ezért F + e koreinek szdma megegyezik F
uv-utjainak szdmdval, ami (2) miatt pontosan 1. [



Fak tovabbi tulajdonsigai

Legyen F egy tetszOleges fa n csiicson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz:
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Legyen F egy tetszOleges fa n csiicson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz: (4): (Algebrai ut) A KFL miatt
2vevie)(d(v) =2) =X ey d(v) —2n=2(n—1) - 2n = -2.
F minden v csicsara d(v) > 1 teljesiil, ezért d(v) —2 > —1. A
fenti Osszeg csak lgy lehet —2, ha F-nek legaldbb 2 levele van. [



Fak tovabbi tulajdonsigai

Legyen F egy tetszOleges fa n csiicson. Ekkor
(1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re.
(2) F-nek pontosan egy uv-utja van Yu,v € V(F)-re.
(3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve & E(F)-re.
(4) Ha n > 2, akkor F-nek legaldbb két levele van.
Def: A G irdnyitatlan graf v csiicsa levél, ha d(v) = 1.
Biz: (4): (Algebrai it) A KFL miatt
2vevie)(d(v) =2) =X ey d(v) —2n=2(n—1) - 2n = -2.
F minden v csicsara d(v) > 1 teljesiil, ezért d(v) —2 > —1. A
fenti Osszeg csak lgy lehet —2, ha F-nek legaldbb 2 levele van. [
(Kombinatorikus tt) Induljunk el F egy tetsz. v csicsabdl egy
sétan, és haladjunk, amig tudunk. Ha sosem akadunk el, akkor
elébb-utébb ismétlédik egy cslics, és kort taldlunk. Ezért
elakadunk, és az csakis egy v-tdl kiillonbozé u levélben torténhet.
Ha d(v) = 1, akkor v egy masik levél, ha d(v) > 2, akkor sétat
elindulhatjuk egy masik él mentén, és akkor egy u-tdl kiilonbozé
levélben akadunk el.
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Epitsiik fel a G grafot az élek egymads utdni behlizdsaval, és az
EHL szerinti kiszinezésével!

Legyen G’ a G graf piros élei torlésével keletkezd feszitd részgraf!
G’ biztosan kormentes lesz, hiszen a zold élek sosem alkottak kort
a kordbbi élekkel.

G’ minden K’ komponense részhalmaza G egy K komponensének.
Ha K’ # K, akkor G-nek van olyan éle, ami kilép K’-bdl. Ezen
élek mind pirosak K’ definiciéja miatt. Legyen e ezek koziil az
elsonek kiszinezett. Az e él nem tudott kort alkotni a korabban
kiszinezettekkel, igy nem lehet piros: ellentmondds. Ezek szerint G
és G’ komponensei megegyeznek.
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kaphaté fa.
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A G graf zold élei olyan G’ feszit6 részgrifot alkotnak, ami
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Def: F a G graf feszit6fdja (ffaja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel
kaphaté fa.

(G-nek van feszitéfaja) <= (G of.)

Biz: =: Legyen F a G ffja. F of, és V(F) = V(G), tehdt G
barmely két csiicsa kozott vezet F-beli dt.
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A G graf zold élei olyan G’ feszit6 részgrifot alkotnak, ami
erdd, és komponensei megegyeznek G komponenseivel. O
Def: F a G graf feszit6fdja (ffaja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel
kaphaté fa.

(G-nek van feszitéfaja) <= (G of.)

Biz: =: Legyen F a G ffja. F of, és V(F) = V(G), tehdt G
barmely két csiicsa kozott vezet F-beli dt.
«: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behiizasaval és
kiszinezésével. Lattuk, hogy a zold élek egy F erddt alkotnak,
aminek egyetlen kompnense van, hiszen G is egykomponensii.
Ezek szerint F olyan fa, ami G-bél éltorlésekkel kaphaté. 0J
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A G graf zold élei olyan G’ feszit6 részgrifot alkotnak, ami
erdd, és komponensei megegyeznek G komponenseivel. O
Def: F a G graf feszit6fdja (ffaja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel
kaphaté fa.
(G-nek van feszitéfaja) <= (G of.)
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Epitsiik fel a G grafot az élek egymads utdni behlizdsaval, és az
EHL szerinti kiszinezésével!

A G graf zold élei olyan G’ feszit6 részgrifot alkotnak, ami
erdd, és komponensei megegyeznek G komponenseivel. O
Def: F a G graf feszit6fdja (ffaja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel
kaphaté fa.

(G-nek van feszitéfaja) <= (G of.)

Megj: Ha egy nem feltétlenlil Osszefliggd G graf éleit a fenti
maodon kiszinezziik, akkor a zold élek G minden komponensének
egy feszitéfdjat alkotjak. Nem Osszefiiggd G esetén a zold élek
alkotta feszit6 részgraf neve a G feszitd erdeje.




Koszonom a figyelmet!



