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» Példa egy masik fajta grafbejarasra és alkalmazasaira.

» Leghosszabb utak keresése.



Legrovidebb utak konzervativ hosszfuggvény esetén 1

Konnyli olyan példat talalni, ahol a Dijkstra-algoritmus konzervativ
hosszfiiggvény esetén hibds eredményt ad.
Azonban konzervativ hosszfliggvény esetén is igaz, hogy

> (r,£)-fb élmenti javitasa (r,¢)-fb-t eredményez, ill.

» ha egy (r,¢)-fb-en nem végezhetd érdemi émj, akkor pontos.
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Ha f; = f;_1, akkor a Ford-algoritmust az i-dik fazis utan

be lehet fejezni, hisz nincs érdemi émj, igy f,—1 = f;.
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Az i-dik fazis: dU—1)-bél meghatirozzuk d(/)-t (3) alapjan.

OUTPUT: d")(u, v) = dist,(u, v) Yu,v € V.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ ¢ : E — R .

Output: dist,(u, v) Yu,v € V Miikodés: d© felirdsa (2) alapjan.
Az i-dik fazis: d(~1)-b8l meghatarozzuk d()-t (3) alapjan.
OUTPUT: d")(u, v) = disty(u, v) Yu,v € V.

,,Lépésszamanalizis”: A d(©) felirdsa konst - n? 1épés. Minden
fazis konst' - n?>. Mivel 6sszesen n fazis van, a |épésszam legfeljebb

konst” - n3 1épés, az algoritmus hatékony.
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Floyd-algoritmus: Input: G = (V, E), konzervativ ¢ : E — R .

Output: dist,(u, v) Yu,v € V Miikodés: d© felirdsa (2) alapjan.
Az i-dik fazis: d(~1)-b8l meghatarozzuk d()-t (3) alapjan.
OUTPUT: d")(u, v) = disty(u, v) Yu,v € V.

,,Lépésszamanalizis”: A d(©) felirdsa konst - n? 1épés. Minden
fazis konst' - n?>. Mivel 6sszesen n fazis van, a |épésszam legfeljebb

konst" - n3 lépés, az algoritmus hatékony.

Konzervativ hosszfiiggvényre miikodnek helyesen.

Mindkét algoritmus taldl bizonyitékot, ha ¢ nem konzervativ. (!!)
A Ford csak egy gyokérbdl, a Floyd bmely két cstics kozott talal

legrévidebb utat. (1)

A Ford ritka grafokra jelentésen olcsébb, sok él esetén a Floyd nem

sokkal dragabb.




Depth First Search

Milyen grafbejaras lehet a BFS , ellentéte”?
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Mélységi bejaras (DFS): a bejards soran mindig a legutolsénak

elért csucsot valasztjuk az esetben.

Mélységi és befejezési szamozas: DFS utén ill. b(v)av

csucs elérési ill. befejezési sorrendben kapott sorszama.

Megj: A BFS konkrét megvaldsitasdban sziikség van arra, hogy az
cstcsokat ugy tédroljuk, hogy konnyl legyen kivalasztani az
csticsok kozil a legkorabban elértet. Erre egy célszert

adatstruktira a sor (avagy FIFO lista). Ha a BFS

megvaldsitasdban ezt az adatstruktirat veremre (mas néven LIFO
listara) cseréljiik, akkor a DFS egy megvaldsitdsa adédik.
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(3) Ha uv visszaél, akkor > és b(u) < b(v).

(4) Ha uv keresztél, akkor > és b(u) > b(v).
Biz: < esetén a DFS miatt v az u leszdrmazottja

lenne. Ezért m(u) > m(v).Ha u-t a v befejezése el6tt érnénk el,
akkor u a v leszarmazottja lenne. Ezért az aldbbi sorrendben
torténik u és v evollcidja: , v befejezése, ,u
befejezése. [
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Biz: Indirekt. Ha uv keresztél, akkor (4) miatt >

tovabba vu is keresztél, ezért > . Ellentmondas. OJ
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Mélységi bejaras (DFS): a bejards soran mindig a legutolsénak
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Mélységi és befejezési szamozas: DFS utén ill. b(v)av
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(1) Ha wv faél, akkor < és b(u) > b(v).

(2) Ha uv el6reél, akkor < és b(u) > b(v).
(3) Ha uv visszaél, akkor > és b(u) < b(v).
(4) Ha uv keresztél, akkor > és b(u) > b(v).
(5) Irdnyitatlan graf DFS bejardsa utdn nincs keresztél.

(6) Ha DFS utan van visszaél, akkor G tartalmaz iranyitott kort.
Biz: A DFS fa visszaélhez tartozé alapkore a G egy irdnyitott
kore. L]
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Mélységi bejaras (DFS): a bejards soran mindig a legutolsénak
elért csucsot valasztjuk az esetben.
Mélységi és befejezési szamozas: DFS utén ill. b(v)av
csucs elérési ill. befejezési sorrendben kapott sorszama.
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(4) Ha uv keresztél, akkor > és b(u) > b(v).
(5) Irdnyitatlan graf DFS bejardsa utdn nincs keresztél.
(6) Ha DFS utan van visszaél, akkor G tartalmaz iranyitott kort.
(7) Ha DFS utan nincs visszaél, akkor G-ben nincs irdnyitott kor.
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Mélységi bejaras (DFS): a bejards soran mindig a legutolsénak
elért csucsot valasztjuk az esetben.
Mélységi és befejezési szamozas: DFS utén ill. b(v)av
csucs elérési ill. befejezési sorrendben kapott sorszama.

Tfh a G graf éleit DFS utan osztilyoztuk.

(1) Ha wv faél, akkor < és b(u) > b(v).

(2) Ha uv el6reél, akkor < és b(u) > b(v).

(3) Ha uv visszaél, akkor > és b(u) < b(v).

(4) Ha uv keresztél, akkor > és b(u) > b(v).

(5) Irdnyitatlan graf DFS bejardsa utdn nincs keresztél.

(6) Ha DFS utan van visszaél, akkor G tartalmaz iranyitott kort.

(7) Ha DFS utan nincs visszaél, akkor G-ben nincs irdnyitott kor.
Biz: Bmely iranyitott kornek van olyan uv éle, amire b(u) < b(v).
Ez az él csak visszaél lehet. H



Directed Acyclic Graphs

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.



Directed Acyclic Graphs

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.

Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
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Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
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Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Ha ugyanis lenne az igy megirdnyitott grafban irdnyitott kor, akkor
az élei mentén a szdmok végig novekednének, ami lehetetlen.
Azt fogjuk igazolni, hogy a fenti példa minden DAG-ot leir.



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
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Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).
Biz: Tfh 3 top. sorrend. Lattuk, hogy G ekkor DAG. v/



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).
Biz:



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny

12 j n

Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)

(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).
Biz: Most tth G DAG, és futtassunk rajta egy DFS-t. Lattuk,
hogy a DFS utdn nem lesz visszaél, ezért minden uv irdnyitott élre
b(u) > b(v) teljesiil. Ezért a csticsok befejezési sorrendjének
megforditasa a G cslicsainak egy topologikus sorrendje. Ol



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).
Irdnyitott graf aciklikussdga DFS-sel gyorsan eldontheté: ha
van visszaél, akkor a visszaél DFS-fabeli alapkore G egy iranyitott
kore, igy G nem DAG. Ha pedig nincs visszaél, akkor a forditott
befejezési sorrend a G egy topologikus sorrendje, G tehat DAG.



Directed Acyclic Graphs Y o~V Ny
12 j n
Def: A G = (V, E) iranyitott graf aciklikus (mds néven DAG), ha
G nem tartalmaz irdnyitott kort.
Példa: DAG-ot pl Ggy kaphatunk, hogy egy G irdnyitatlan graf
csucsait csupa kiillonbozé szammal megszamozzuk, és minden élt a
kisebb szdmot visel6 cslicsbdl a nagyobba iranyitunk.
Def: A G = (V, E) iranyitott graf csiicsainak topologikus
sorrendje alatt a csticsok olyan sorrendjét értjiik, amire igaz, hogy
minden irdnyitott él a sorban elébb 4ll6 csticsbdl vezet a sorban
késébbi csticsba. (V = {vi,v2,...,vn},viv; € E =i <)
(G iranyitott graf DAG) <= (V(G)-nek 3 top. sorrendje).
Irdnyitott graf aciklikussdga DFS-sel gyorsan eldontheté: ha
van visszaél, akkor a visszaél DFS-fabeli alapkore G egy iranyitott
kore, igy G nem DAG. Ha pedig nincs visszaél, akkor a forditott
befejezési sorrend a G egy topologikus sorrendje, G tehat DAG.
Megj: DAG-ban topologikus sorrendet forraskeresések és
forrastorlések alkalmazdasaval is taldlhatunk.



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.
Legrovidebb utat tudunk keresni, tudunk vajon leghosszabbat is?



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.
Legrovidebb utat tudunk keresni, tudunk vajon leghosszabbat is?
Otlet: Az ¢'(uv) = —(uv) élhosszokkal a leghosszabb utak
legrovidebbekké valnak. Olyanokat pedig tudunk keresni.



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.
Legrovidebb utat tudunk keresni, tudunk vajon leghosszabbat is?
Otlet: Az ¢'(uv) = —(uv) élhosszokkal a leghosszabb utak
legrovidebbekké valnak. Olyanokat pedig tudunk keresni.

Gond: A médszeriink csak konzervativ élhosszokra miikodik.
Iranyitatlan grafon ez nemnegativ élhosszokat jelent, ezért ez az
oOtlet itt nem segit. Irdnyitott esetben nem baj a negativ élhossz,
feltéve, hogy G DAG. Ekkor Ford, Floyd barmelyike hasznalhatd.



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.
Legrovidebb utat tudunk keresni, tudunk vajon leghosszabbat is?
Otlet: Az ¢'(uv) = —(uv) élhosszokkal a leghosszabb utak
legrovidebbekké valnak. Olyanokat pedig tudunk keresni.

Gond: A médszeriink csak konzervativ élhosszokra miikodik.
Iranyitatlan grafon ez nemnegativ élhosszokat jelent, ezért ez az
oOtlet itt nem segit. Irdnyitott esetben nem baj a negativ élhossz,
feltéve, hogy G DAG. Ekkor Ford, Floyd barmelyike hasznalhatd.
Jo hir: Van egy még gyorsabb mdédszer: a dinamikus programozas.
Ennek segitségével tetsz. G DAG minden v csticsahoz ki tudjuk
szamitani a v-be vezetd leghosszabb utat. (Sét! ...)



Leghosszabb Ut keresése

Els6 pillantdsra haszontalannak tlinik, de matematikailag érdekes
kérdés egy graf két cslicsa kozott a leghosszabb Ut megtaldlasa.
Legrovidebb utat tudunk keresni, tudunk vajon leghosszabbat is?
Otlet: Az ¢'(uv) = —(uv) élhosszokkal a leghosszabb utak
legrovidebbekké valnak. Olyanokat pedig tudunk keresni.

Gond: A médszeriink csak konzervativ élhosszokra miikodik.
Iranyitatlan grafon ez nemnegativ élhosszokat jelent, ezért ez az
oOtlet itt nem segit. Irdnyitott esetben nem baj a negativ élhossz,
feltéve, hogy G DAG. Ekkor Ford, Floyd barmelyike hasznalhatd.
Jo hir: Van egy még gyorsabb mdédszer: a dinamikus programozas.
Ennek segitségével tetsz. G DAG minden v csticsahoz ki tudjuk
szamitani a v-be vezetd leghosszabb utat. (Sét! ...)
Leghosszabb ut DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, {: E - R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezetd (it} minden v € V cslicsra.

Miikodés: V ={vi,va,...,v,} top. sorrend meghatarozasa.

i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V




Leghosszabb Ut keresése
9 22 9

X

3 8 3
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Leghosszabb ut DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, (: E — R .
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.

i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V




Leghosszabb Ut keresése
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Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V
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i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V
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Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V
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Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V
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9 9 0 22 9
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4
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2 4 8

Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V



Leghosszabb Ut keresése
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Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V



Leghosszabb Ut keresése
9 9 0 122 24'; 9 33

3 6
4
3 8 3
16
4 7
12 5
2 4 8

Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V



Leghosszabb Ut keresése
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3 6
4
3 8 3
16
4 7
12 5
2 4 8 37

Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V



Leghosszabb Ut keresése
9 9 0 122 245 9 33

3 6
4
3 8 3
16
4 7
12 5
2 4 42 8 37

Leghosszabb Gt DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, ¢: E — R.
Output: max{¢(P) : P v-be vezet6 (it} minden v € V csicsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V



Leghosszabb Ut keresése
9 9 0 122 245 9 33

3 6
4
3 8 3
16
4 7
12 5
2 4 42 8 37

Leghosszabb ut DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, (: E — R .
Output: max{¢(P) : P v-be vezet$ it} minden v € V csticsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V

Helyesség: Ha a vj-be vezet6 leghosszabb it utolsé elbtti csicsa
vj, akkor f(v;) = f(vj) +£(vjv;). O



Leghosszabb Ut keresése
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Leghosszabb ut DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, (: E — R .
Output: max{¢(P) : P v-be vezet$ it} minden v € V csticsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V

Helyesség: Ha a v;-be vezetd leghosszabb Ut utolsé el6tti csiicsa
vj, akkor f(v;) = f(vj) +£(vjv;). O
Megj: Ha a fenti algoritmusban minden csiicsra megjeldljik az
f(v) értéket bedllitd élt (éleket), akkor a megjeldlt élek minden v
csticsba megadnak egy leghosszabb utat. S6t: minden v-be vezet6
leghosszabb megkaphaté igy.



Leghosszabb Ut keresése
9 9 0 122 24'; 9 33

3 6
4
3 8 3
16
4 7
12 5
2 4 42 8 37

Leghosszabb ut DAG-ban Input: G = (V,E) DAG, (: E — R .
Output: max{¢(P) : P v-be vezet$ it} minden v € V csticsra.
Miikodés: V ={vi,v,...,vp} top. sorrend meghatdrozasa.
i=1,2,...,nm f(v;) = max{max{f(v;) + {(v;v;) : vjv; € E},0}
Output: f(v) Vv e V

Helyesség: Ha a v;-be vezetd leghosszabb Ut utolsé el6tti csiicsa
vj, akkor f(v;) = f(vj) +£(vjv;). O
Megj: Ha a fenti algoritmusban minden csiicsra megjeldljik az
f(v) értéket bedllitd élt (éleket), akkor a megjeldlt élek minden v
csticsba megadnak egy leghosszabb utat. S6t: minden v-be vezet6
leghosszabb megkaphaté igy.

Kinzé kérdés: Van barmi értelme leghosszabb utakat keresni?



A PERT probléma

Egy a, b, ... tevékenységekbdl allé projektet kell végrehajtanunk.
Precedenciafeltételek: bizonyos (u, v) pdrok esetén eldirds, hogy
az u tevékenységet a v elott kell elvégezni, ezért v az u kezdetét
kovetéen c(uv) idékorlat elteltével kezdhetd.

Cél: minden v tevékenységehez olyan k(v) > 0 kezdési idépont
meghatdrozasa, ami nem sérti a preferenciafeltételeket, és a projekt
végrehajtasi ideje (a legnagyobb k(v) érték) minimilis.



A PERT probléma

Egy a, b, ... tevékenységekbdl allé projektet kell végrehajtanunk.
Precedenciafeltételek: bizonyos (u, v) pdrok esetén eldirds, hogy
az u tevékenységet a v elott kell elvégezni, ezért v az u kezdetét
kovetéen c(uv) idékorlat elteltével kezdhetd.
Cél: minden v tevékenységehez olyan k(v) > 0 kezdési idépont
meghatdrozasa, ami nem sérti a preferenciafeltételeket, és a projekt
végrehajtasi ideje (a legnagyobb k(v) érték) minimilis.
G iranyitott graf csiicsai a tevékenységek, élei pedig a
precedenciafeltételek, az uv él hossza c(uv).

(1) Ha G nem DAG, akkor a projekt nem hajthaté végre.
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végrehajtasi ideje (a legnagyobb k(v) érték) minimilis.
G iranyitott graf csiicsai a tevékenységek, élei pedig a
precedenciafeltételek, az uv él hossza c(uv).

(1) Ha G nem DAG, akkor a projekt nem hajthaté végre.
(2) Ha G DAG, akkor minden v tevékenység legkorabbi kezdési
idépontja a v-be vezetd leghosszabb (it hossza.
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végrehajtasi ideje (a legnagyobb k(v) érték) minimilis.
G iranyitott graf csiicsai a tevékenységek, élei pedig a
precedenciafeltételek, az uv él hossza c(uv).

(1) Ha G nem DAG, akkor a projekt nem hajthaté végre.
(2) Ha G DAG, akkor minden v tevékenység legkorabbi kezdési
idépontja a v-be vezetd leghosszabb (it hossza.

A PERT probléma megoldasa nem mas, mint a G DAG

minden cslicsdra az oda vezetd leghosszabb (it meghatdrozasa.



A PERT probléma

Egy a, b, ... tevékenységekbdl allé projektet kell végrehajtanunk.
Precedenciafeltételek: bizonyos (u, v) pdrok esetén eldirds, hogy
az u tevékenységet a v elott kell elvégezni, ezért v az u kezdetét
kovetéen c(uv) idékorlat elteltével kezdhetd.
Cél: minden v tevékenységehez olyan k(v) > 0 kezdési idépont
meghatdrozasa, ami nem sérti a preferenciafeltételeket, és a projekt
végrehajtasi ideje (a legnagyobb k(v) érték) minimilis.
G iranyitott graf csiicsai a tevékenységek, élei pedig a
precedenciafeltételek, az uv él hossza c(uv).

(1) Ha G nem DAG, akkor a projekt nem hajthaté végre.
(2) Ha G DAG, akkor minden v tevékenység legkorabbi kezdési
idépontja a v-be vezetd leghosszabb (it hossza.

A PERT probléma megoldasa nem mas, mint a G DAG
minden cslicsdra az oda vezetd leghosszabb (it meghatdrozasa.
Terminoldgia: G leghosszabb utja kritikus (t, amibdl tobb is
lehet. Kritikus Ut cslicsai a kritikus tevékenységek.

Ha egy kritikus tevékenység nem kezdddik el a lehetd
legkordbbi idépontban, akkor az egész projekt végrehajtdsa csuiszik.



Koszonom a figyelmet!



