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csutcsbdl a graf milyen mas csticsai érhetdk el, majd az
elérhetd cstcsokba keresiink legrovidebb utat.

» Ennek soran (tobbek kozott) egy ujfajta mddszert ldtunk a
feszitéfa (ill. feszitd erdd) keresésére.

» A tovabbiakban iranyitott grafokkal foglalkozunk: irdnyitatlan
graf esetén arra az irdnyitott grafra gondolunk, amit az
iranyitatlanbdl az élek oda-vissza irdnyitdsdval kapunk. Ezzel
a modszerrel az iranyitott grafra kapott eredmények az
irdnyitatlan esetre is konnyen atiltethetok.
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstics befejezetté valt.
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstics befejezetté valt.
Van cstics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.

Nincs cstcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstcs befejezetté valt.
Van cstics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.

Nincs cstcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstcs befejezetté valt.
Van cstics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.

Nincs cstcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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VNA O

A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstcs befejezetté valt.
Van cstics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.

(1a) Ha van olyan uv él, amire v eléretlen, akkor v té valik.
(1b) Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.

Nincs cstcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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Nincs cstcs.

(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és éleit fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
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Altaldnos grafbejaras & BFS

VA =

A grafbejarasi algoritmus az inputgraf csicsait és eIe|t fedezi fel.
Minden cslics az eléretlen — — befejezett dllapotokat veszi
fel. A bejaras akkor ér véget, amint minden cstics befejezetté valt.
Van cstics. Valasztunk egyet, mondjuk u-t.
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(2a) Ha van eléretlen u csics, akkor u-t é tessziik.

(2b) Ha nincs eléretlen cstics (azaz V cstics befejezett), akkor END.
Szélességi bejaras (BFS) szabalya:

Az esetben mindig a legkordbban elért u-t valasztjuk.
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LA gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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VRNA XA

Input G = ) (ir/ir.tatlan) graf, (v € V gyokerpont1
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

LA gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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Input G = (V,E) (ir/ir.tatlan) graf, (v € V gyokerpont1
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozasa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslcs elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bol u-ba faélekbdl irdanyitott ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszdrmazasi viszony).

1A gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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faél: Olyan él, ami mentén egy cslcs elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bol u-ba faélekbdl irdanyitott ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszdrmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

LA gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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VRNA XA

Input G = (V,E) (ir/ir.tatlan) graf, (v € V gyokerpont1
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozasa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslcs elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bol u-ba faélekbdl irdanyitott ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszdrmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

(A bejards faja valdjaban egy gyokereibdl kifelé irdnyitott erds.)

1A sualkér kevdethen Allanatt e7ért kivétel a7 Al+alidnoce c7ab3lv alél
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VRNA XA

Input G = (V,E) (ir/ir.tatlan) graf, (v € V gyokerpont1
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.
(2) Az élek osztdlyozasa:
faél: Olyan él, ami mentén egy cslcs elértté valt.
uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bol u-ba faélekbdl irdanyitott ut vezet.
keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszdrmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

Irdnyitatlan esetben az el6reél és a visszaél ugyanazt jelenti.

LA gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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VRNA XA

Input G = (V,E) (ir/ir.tatlan) graf, (v € V gyokerpont1
Output: (1) A csucsok és befejezési sorrendje.

(2) Az élek osztdlyozasa:

faél: Olyan él, ami mentén egy cslcs elértté valt.

uv eloreél: nem faél, de u-bdl v-be faélekbdl iranyitott Gt vezet.
uv visszaél: v-bol u-ba faélekbdl irdanyitott ut vezet.

keresztél: minden mas él (u és v kozt nincs leszdrmazasi viszony).
(3) A bejaras faja: a faélek alkotta részgraf.

Irdnyitatlan esetben az el6reél és a visszaél ugyanazt jelenti.
Terminoldégia: Ha a bejards fajaban u-bdl v-be irdnyitott Gt vezet,
akkor u a v Ose és v az u leszarmazottja. A faél és az el6reél tehat
6sbol leszarmazottba, a visszaél leszarmazottbdl osbe vezet.

1A gyokér kezdetben allapotd, ezért kivétel az dltalanos szabaly-aldl.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
Biz: A v;-t befejezésének pillanatdban v; minden gyereke elért, de
vj-nek még egy gyereke sem az. Ezért v; gyerekeit a v; cslics
befejezése utan érjiik el, majd ezt kovetden fejezziik be vj-t. O
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sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
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v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
Biz: Ha vj-t kordbban érjiik el, mint vj-t, akkor (1) miatt v;-t
kordbban is fejezziik be vj-nél. Ezért barmely két csiics sorrendje
ugyanaz az elérési sorrendben mint befejezési sorrendben. Tehat az
elérési sorrendnek meg kell egyeznie a befejezési sorrenddel. O
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.

(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
Biz: Ha vkvy € E(G), akkor vy sziilbje vk vagy egy vi-t megel6z6
cstics. (1) miatt v; sziil6je sem kovetkezhet vy utdn, vagyis v; nem

lehet v; szilgje. O
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Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.

(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
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Nézziik meg egy iranyitott graf BFS bejarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,

akkor vivp nem lehet grafél.
(4) Nincs eldreél. (Irdnyitatlan eset: csak faél és keresztél van.)
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Nézzik meg egy iranyitott graf BFS beJarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
(4) Nincs eldreél. (Irdnyitatlan eset: csak faél és keresztél van.)
Biz: Indirekt: ha v;v; elreél lenne, akkor v;-bdl v;-be irdnyitott Gt
vezetne a BFS-fdban, és v;v; ennek a faélekbdl 4ll6 dtnak az utolsé
élét atugrna. O
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v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
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Nézzik meg egy iranyitott graf BFS bejdrasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
(4) Nincs eldreél. (Irdnyitatlan eset: csak faél és keresztél van.)
(5) Ha a BFS-faban k-élii irdnyitott Ut vezet u-bdl v-be, akkor
G-ben nincs k-nal kevesebb élii uv-at.
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Nézzik meg egy iranyitott graf BFS beJarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
(4) Nincs eldreél. (Irdnyitatlan eset: csak faél és keresztél van.)
(5) Ha a BFS-faban k-élii irdnyitott Ut vezet u-bdl v-be, akkor
G-ben nincs k-nal kevesebb élii uv-at.
Biz: Ha lenne a BFS fa-beli utnal kevesebb élii it G-ben, akkor
lenne olyan grafél, ami faélt ugrik at. O
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Nézzik meg egy iranyitott graf BFS beJarasat is.

Tfh G = (V, E) BFS bejdrasa utan a csticsok elérési
sorrendje vi, vo, ..., Vv,. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
(1) Ha i < j, akkor v;-t hamarabb fejezziik be, mint vj-t, tovabba
v; gyerekei megeldzik v; gyerekeit az elérési sorrendben.
(2) Az elérési és befejezési sorrend (BFS esetén) megegyezik.
(3) Grafél nem ugorhat at faélt: ha k < i < j </ és vjv; faél,
akkor vivp nem lehet grafél.
(4) Nincs eldreél. (Irdnyitatlan eset: csak faél és keresztél van.)
(5) Ha a BFS-faban k-élii irdnyitott Ut vezet u-bdl v-be, akkor
G-ben nincs k-nal kevesebb élii uv-at.
(6) A BFS-fa egy legrévidebb utak faja: a BFS-fa v; gyokerébél
bmely v; csiicsba vezet6 falt a G egy legkevesebb éli vy v;-(tja.



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy Pt hossza a P éleinek &sszhossza: £(P) = 3 .cg(p) L(e).
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diste(u,v) := min{(P) : P uv-at} (Auv-at = disty(u,v) = 00.)



Legrovidebb utak

Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén

egy Pt hossza a P éleinek &sszhossza: £(P) = 3 .cg(p) L(e).

Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
diste(u,v) := min{(P) : P uv-at} (Auv-at = disty(u,v) = 00.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az (¢ hosszfv konzervativ, ha G-ben A negativ 6sszhosszd ir. kor.
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Az (¢ hosszfv konzervativ, ha G-ben A negativ 6sszhosszd ir. kor.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.
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Ha /(e) =1 a G minden e élére, akkor {(P) a P élszama.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbdl elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
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Az (¢ hosszfv konzervativ, ha G-ben A negativ 6sszhosszd ir. kor.
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Ha /(e) =1 a G minden e élére, akkor {(P) a P élszama.
Ezért a BFS-fa minden gyokérbdl elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-felsé becslés olyan f : V(G) — R fliggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstics r-t8l mért tavolsdgét: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).
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Def: Adott G (ir) graf és ¢ : E(G) — R hosszfiiggvény esetén
egy Pt hossza a P éleinek &sszhossza: £(P) = 3 .cg(p) L(e).
Az u és v cslcsok tavolsaga a legrovidebb uv-it hossza:
diste(u,v) := min{(P) : P uv-at} (Auv-at = disty(u,v) = 00.)
Az ( hosszfliggvény nemnegativ, ha ¢(e) > 0 teljesiil minden e élre.
Az (¢ hosszfv konzervativ, ha G-ben A negativ 6sszhosszd ir. kor.
Cél: Legrovidebb (t keresése iranyitott/iranyitatlan grafban.
Ha /(e) =1 a G minden e élére, akkor {(P) a P élszama.

Ezért a BFS-fa minden gyokérbdl elérhetd csiicsba tartalmaz egy
legrovidebb utat a gyokérbdl, azaz a szélességi bejards tekintheto
egy legrovidebb utat keres6 algoritmusnak is.
Def: Adott G (ir) graf, £: E(G) — R hosszfv. és r € V(G).
(r,0)-felsé becslés olyan f : V(G) — R fliggvény, ami feliilrdl becsli
minden cstics r-t8l mért tavolsdgét: dist,(r,v) < f(v) Vv € V(G).

o . . 0 v=r
Trivialis (r, £)-felsé becslés: f(v) = o vir
Pontos (r, £)-felsé becslés: f(v) = dist,(r,v) Vv € V(G) .
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Def: Tth f egy (r,{)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitdsa
. f(z) z#v
/ m !
az az f', amire f(z) = min{f(v), f(u) + (uv)} z=v
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Def: Tth f egy (r,{)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitdsa
. f(z) z#v
/ ! —
azaz fl, amire £1(2) =\ LinF(V), F(u) + ()} z=v
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
Biz: Azt kell megmutatni, hogy van olyan rv-it, aminek a hossza
legfeljebb f(u) + ¢(uv). Ha egy legrovidebb ru-utat kiegészitiink az
uv éllel, akkor olyan rv-élsorozatot kapunk, aminek az 6sszhossza
disty(r, u) + ¢(uv) < f(u) + £(uv). ,, Konnyen" Isthatd, hogy az
élhosszfv konzervativitdsa miatt ha van x 0sszhosszisagi
rv-élsorozat, akkor van legfeljebb x Osszhosszusagi rv-it is. Ezek
szerint van legfeljebb f(u) 4 ¢(u, v) hosszisdgl uv-it is, azaz az
émj utdn szintén (r,¢)-fb-t kapunk. O

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.

Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.

Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa

f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).
Biz: =: Ha f pontos, akkor biztosan nincs rajta érdmei élmenti
javitds: ha volna, akkor egy fels6 becslés a pontos érték ala
csokkenne, igy az élmenti javitds nem (r, ¢)-fb-t eredményezne.

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).
Biz: =: Ha f pontos, akkor biztosan nincs rajta érdmei élmenti
javitds: ha volna, akkor egy fels6 becslés a pontos érték ala
csokkenne, igy az élmenti javitds nem (r, ¢)-fb-t eredményezne.
<: Legyen v € V(G) tetsz, és legyen P egy legrovidebb rv-it. A
P egyik éle mentén sincs érdemi élmenti javitds, ezért P minden u
csticsdra pontos a felsé becslés: f(u) = disty(r, u). Ez igaz az it
utolsé cslcsdra, a tetszblegesen vélasztott v-re is. O

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
. f(z z#v
az az f', amire f'(z) = min{£(v), F(u) +€(U‘E)§ Ll
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).
Adott G, konzervativ ¢ és r € V/(G) esetén ha kiindulunk a
trividlis (r, £)-fb-bdl, és addig végziink émj-kat, amig lehet, akkor a
végén megkapjuk minden cstics r-tdl valé tdvolsagat.
Kérdés: Milyen sorrendben végezziil az émj-kat, ha garantaltan
gyorsan kell végezniink a feladattal?
Bemelegités Fontos spec. eset: nemnegativ élhosszok.
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v
min{f(v),f(u) +(uv)} z=v
Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).

az az f', amire f'(z) =
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Def: Tth f egy (r,0)-fb és uv € E(G). Az f uv-élmenti javitasa
f(z) z#v

min{f(v),f(u) +(uv)} z=v

Tfh az ¢ : E(G) — R hosszfv konzervativ és f(r) = 0.
Ekkor (1) Az f (r,£)-fb élmenti javitdsa mindig (r, ¢)-fb-t ad.
(2) f (r,£)-fb (pontos) <= (f-en A érdemi élmenti javitas).
Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E >Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikédés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az i-dik fazis:
1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csiics a V' \ U;_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimdlis.
2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bol kivezet6 ujx élen.
Output: fjy|. Megjeldljiik a végss fly(v) értékeket bedllité éleket.

az az f', amire f'(z) =




Dijkstra, egy példan

Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E - Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U{u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bél kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fiy(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E - Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az j-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E - Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az i-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet r-bol v-be

megjelolt éleken (t, és ennek hozza megegyezik f|y/|(v)-vel.
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E - Ry, re V.
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1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet r-bol v-be

megjelolt éleken (t, és ennek hozza megegyezik f|y/|(v)-vel.
Biz: fiy(r) =0, és a megjeldlt élek mentén haladva az fj/| érték
az élhosszal novekszik. O
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Dijkstra-algoritmus: Input: G = (V,E), {: E - Ry, re V.
Output: disty(r,v) Vv € V Miikodés: Uy := 0, fy a triv. (r,¢)-fb.
Az i-dik fazis:

1. Legyen U; := U;_1 U {u;}, ahol u; olyan csics a V' \ U;j_1
halmazbdl, amelyre f;_1(v) minimilis.

2. f;: fi_1 élmenti javitdsa minden U;-bdl kivezetd ujx élen.
Output: fjy|. Megjeloljiik a végsé fly(v) értékeket beallitd éleket.
Ha v-be vezet megjelolt él, akkor vezet r-bol v-be

megjelolt éleken (t, és ennek hozza megegyezik f|y/|(v)-vel.
Ha a Dijkstra-algoritmus helyes, akkor az algoritmus végén a
megjelolt élek egy legrovidebb utak fajat alkotjak r gyokérrel.




Dijkstra helyessége

Tfh ug, up,...,u, a G csicsainak sorrendje a
Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv(u;) < fiv|(uir1) teljesiil VI <7< n .
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Dijkstra-algoritmus végrehajtdsa utan.
(1) Ekkor fiv(u;) < fiv|(uir1) teljesiil VI <7< n .
Biz: Az i-dik fazisban fi(u;) < fi(uj11) teljesiilt az u; valasztasa
miatt. Ezek utdn fj(u;) mar nem véltozott: fjy(u;) = fi(u;).
Ugyan fi(uj+1) még csokkenhetett, de csak az wjuj1 él mentén
tortént javitds miatt, hiszen az (i + 1)-dik fazisban ujy; bekeriil az
Ui halmazba, és a hozza tartozé (r,¢)-fb mar nem csokken tovébb.
Ekkor fiy1(uiyr1) = min{fi(ujs1), fi(u;) + €(ujuir1)} > fi(u;), mivel
O(ujuiy1) > 0. Ezért fiy(u;) = fi(ui) < fip1(uips) = fiv|(uiv1) O
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javitds nem tud vdéltoztatni.
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Biz: Tegyiik fel, hogy uju; € E(G) a G egy tetsz. éle. Ha i > j,
akkor (2) miatt fiy(u;) > fiy|(u;), ezért az u;u; mentén torténd
javitds nem tudja fjy/(u;)-t csokkenteni, hisz £(u;u;) pozitiv.
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akkor (2) miatt fiy(u;) > fiy|(u;), ezért az u;u; mentén torténd
javitds nem tudja fjy/(u;)-t csokkenteni, hisz £(u;u;) pozitiv.
Ha pedig i < j, akkor az i-dik fazisban megtortént az uju; mentén
torténd javitds, és ezt kovetben f(u;) nem véltozott, azaz
fiv|(ui) = fi(u;). A masik (r,£)-fb pedig csak tovébb csokkenhetett
a késébbi émj-ok sordn fjy|(u;) < fi(u;). Ezért az u;u; él mentén
sem az i-dik fazisban, sem kés6bb nincs érdemi javitds. O
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javitds nem tud vdéltoztatni.

A Dijkstra algoritmus helyesen miikodik, azaz G minden
cslicsédra igaz, hogy dist(r,v) = fiy(v).
Biz: A Dijkstra-algoritmus az fy triviélis (r, ¢)-fb-b&l indul ki, és
élmenti javitasokat alkalmaz. Igy minden f; (specidlisan fiv is)
(r,€)-fb lesz. A fenti (3)-as megfigyelés miatt fj/|-n nem végezhet6
érdemi élmenti javitds. Ezért egy kordbbi (2)-es megfigyelés miatt
fiv| pontos (r,£)-fb, azaz fjy|(v) = dist,(r,v) Vv € V(G). O
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(1) Ekkor fiv(u;) < fiv|(uir1) teljesiil VI <7< n .
(2) fiv(u) < fiy(w2) < ... < fy)(un)
(3) A Dijkstra-algoritmus outputjaként kapott fjy/|-n élmenti
javitds nem tud vdéltoztatni.

A Dijkstra algoritmus helyesen miikodik, azaz G minden
cslicsédra igaz, hogy dist(r,v) = fiy(v).
, Lépésszamanalizis”: Ha a G grifnak n cslicsa és m éle van,
akkor a Dijkstra-algoritmus n-szer keresi meg legfeljebb n szam
minimumat, ami Osszességében legfeljebb konst - n? 1épést igényel.
Ezen kiviil legfeljebb m élmenti javitast végez, ami konst’ - m |épés.
Osszességében tehat legfeljebb konst” - (n? + m) lépésre van
sziikség, az algoritmus hatékony.



Mit tanultunk ma?

» Grafbejaras fogalma
(csticsok evolicidja, élek osztalyozasa, bejéras faja)
» BFS (elérési és befejezési sorrend megegyezik, nincs se faélt
atugré grafél, se eléreél, de van legrévidebb utak faja)

> Legrovidebb Ut keresése (r, ¢)-fb élmenti javitdsaval, Dijkstra
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Koszonom a figyelmet!



