A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékules (2016. 10. 20.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésének
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altaldaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hény kiillonb6z6 médon lehet a METAMATEMATIKA szé betiiit egy kor mentén gy elrendezni, hogy mind
a 14 betlit pontosan egyszer fel hasznaljuk fel? Két felirast akkor tekintiink azonosnak, ha egyik a maésikbdl
egy forgatdssal megkaphatd. (Nem kell kiszdmitani a pontos eredményt: elég egy zart formula, ami mutatja,
hogy egy alapmiiveleteket ismerd szdmolégéppel hogyan kaphaté ez meg.)

Mivel a vizsgalt széban pontosan egy I beti szerepel, ezért minden leszamlalando elrendezés meghatarozza a
maradék betlik egy ismétléses permutacidjat, mégpedig gy, hogy az éramutatd jardsaval egyezden végigha-
ladva olvassuk ki az I-t6l indulva a bettiket. (2 pont)
Hasonléan, a maradék betiik tetszoleges ismétléses permutaciéjahoz tartozik egy leszamlalando felirds, még-
pedig az, amikoris az I utdn az adott permutécié szerint kdvetkeznek a bettik az dramutatod jardsa szerint

korbehaladva. (2 pont)
Ezért a leszamlalando elrendezések szdma megegyezik a 13 maradék betii ismétleses permutacidinak szadmaval.

(2 pont)

Mivel 3 db M, 2db E, 3db T, 4db A és 1 db K betlit kell sorbaraknunk (1 pont)
az Orén tanultak szerint az ismétléses permutédcidk szdma 3,217;’:4, lesz. (3 pont)

2. A G grafnak n + 3 csicsa van: ebbdl 3 piros (a,b,c) és n z6ld (v1,ve,...,v,). Két csics pontosan akkor

szomszédos G-ben, ha a sziniik kiilonbozik. Hany 6 pontu kor van a G grafban?

A G graf minden 6 pontu kore olyan, hogy abban a harom piros pont mellett harom tetszéleges zold pont

szerepel. (2 pont)
A hérom z6ld pont (5)-féleképp vélaszthato. (1 pont)
Azt kell még megszamolnunk, hogy ha régzitiink hdrom zold pontot, akkor hany kiilonbozé olyan 6 pontu kor
van, amelyik a harom piros pont mellett éppen ezt a harom zoldet hasznalja. (1 pont)
Jarjuk végig a kort Ugy, hogy az a pontbdl indulunk, és a kovetkezének érintett piros pont a b lesz. Ez a
koriiljaras meghatarozza a zold pontok egy permutéacidjat. (2 pont)
Masfeldl, a harom kivélasztott zold pont tetszoleges permutécidja egyértelmiien meghataroz egy olyan 6 ponti
kort G-ben, amelyben a-bdl b felé indulva ilyen sorrendben latjuk a zold pontokat. (1 pont)
Ezek szerint minden kivalasztott zold pontharmashoz tartozé 6 hosszi korck szama pontosan 3!, (2 pont)
fgy a kérdésre a valasz (}) - 3. (1 pont)

3. Legyen G a bal oldali dbréan lathaté gréaf, az élekre irt szdmok az adott él szélességét jelentik. Van-e G-nek
olyan feszitéfdja, amely G barmely két csiucsa kozott tartalmazza G egy legszélesebb utjat? Ha van ilyen fa,
akkor adjunk meg egyet.

Az 6ran azt tanitottdk, hogy nemnegativ élszélességekkel megadott, Osszefiiggd, iranyitatlan grafnak mindig
létezik olyan feszitéfdja, amely barmely két csics kozott e graf egy legszélesebb tutjat tartalmazza. (2 pont)
Ezért az els6 kérdésre igenld a vélasz. (1 pont)
Azt is tanitottak, hogy ilyen feszit6fat a Kruskal algoritmusnak azzal a moédositasaval lehet megkonstrudlni,
amelyikben a szélesség csokkend sorrendjében dontiink az egyes élek bevételérdl (aszerint, hogy kérmentes-e

az eddig bevett élekkel.) (3 pont)
Miutén lefuttattuk a Kruskal algoritmus ezen véltozatat, a vastaggal jelolt élek alkotta feszit6fat kapjuk
(kaphattunk volna mésikat is), és ez a fa a vélasz a masodik kérdésre. (4 pont)

4. Tsmét a bal oldali abrén lathat6 grafot vizsgédljuk. Most az élekre irt szamok az adott él hosszat jelentik. Orén
tanult médszer felhaszndlasaval hatarozzunk meg minden e-t6l kiillonbozé v cstcsra egy legrovidebb ev utat.

Nemnegativ élhosszokkal megadott graf egy csicsdbdl kell megtalalni minden mas csticsba egy legréovidebb
utat. Az éréan tanult Dijkstra algoritmus alkalmas erre. Ha az algoritmus végrehajtdsa soran minden csiicshoz
megjeloliink egy olyan élt, amely az adott csics gyokértdl vald tavolsdgat bedllitotta, akkor a megjellt élek
alkotta feszitofa rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy a gyokérbdl annak mentén minden mas csicsba egy
legrévidebb titon lehet eljutni. (3 pont)
Az graf csucsait a Dijkstra algoritmusban e, h, g, b,d, 1, f, c,a sorrendben vessziik be a KESZ halmazba, és a
tavolsdgokra az abran a megfelel6 csics mellett szereplo szamokat kapjuk. (4 pont)
A dupla vonallal jelolt élek alkotta feszitéfa adddik legrovidebb utak fijanak, ennek mentén taldlunk e-bél
minden més csicsba egy legrovidebb utat. (3 pont)

Van egyébként ettol kiilonb6z6 legrovidebb utak fija is, ami szintén helyes. Ilyet kaphatunk ha a hf, be ill. ed
élek barmelyikét rendre az if, fc ill. gd éllel helyettesitjiik.




Hatarozzuk meg a kozépsé abran megadott PERT probléma minden tevékenységéhez a legkorabbi kezdési
idopontot, valamint a ¢ tevékenység legkés6bbi olyan kezdési id6pontjat, amely mellett a teljes PERT feladat
a lehet6 legrovidebb id6 alatt végrehajthaté.

Els6ként meghatdrozzuk PERT graf pontjainak egy topologikus sorrendjét (pl. forrdsok megtaldldséval és
torlésével). Megkapjuk pl az d, a,b, ¢, e, g, h, f, i sorrendet. (2 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozzuk az egyes tevékenységek legkorabbi kezdési idejét, és az azt meghatarozo,
az adott cstcsba futé élt (éleket) megjeloljitk. (Az dbran vastagitdssal ill. a csticsok melletti szdmokkal.) ( 4
pont)

Meg kell még hataroznunk a c tevékenység legkés6bbi olyan kezdési id6pontjat, amely mellett a projekt még a
lehetd legrovidebb idon beliil befejezhetd. Vegyiik észre, hogy a ¢ tevékenység kezdése kozvetlentil csak azokra
a tevékenységekre hat, amelyekbe c-bdl él fut, konkrétan az e és f tevékenységekre. Azonban e és f mindegyike
rajta van a daegh fi kritikus uton, igy ezeknek a tevékenységeknek muszdj az imént kiszamitott kezdési idében
elkezdddniiik. A c¢ tevékenység legkésébbi kezdési ideje tehdt az a legnagyobb érték, ami még nem veszélyezteti
e és f id6beni kezdését. A ce él miatt ¢ nem kezdédhet 17-nél, a cf él miatt pedig 20-nal kés6bb. (3 pont)
A vélasz tehdt a 17 kezdési idé a c tevékenységre. (1 pont)
Kritikus a helyzet: Abszurdisztdn f6varosat, Mutyipusztat savkop6 menyétek invazidja fenyegeti. A jobb oldali
abréan lathat6 a f6varos térképe: az egyes utak mellett 4ll6 szamok az adott itvonal hosszat jelolik. A veszélyt
— mint mindig — most is az ligyeletes szuperhés, Orarugégerincﬁ Felpattan6 haritja el. Mesteri tervének
végrehajtdsa mellett (miszerint helikopterrél lugot permetezve semlegesiti a betolakoddkat) még ebben a vél-
sdgos pillanatban is a kézvagyon megovésa a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden utcat végigpermetez
és visszatér a szabadon valasztott kiinduldsi pontra, szeretné egyuttal minimalizalni a lerepiilt Gssztavot is.
Segitsiink Orarugégerincﬁnek abban, hogyan véalasszon utvonalat!

Vizsgéaljuk egy optimalis megoldést! Orarugégerincﬁ bardtunk dtja a megadott graf egy olyan zart élsoroza-
tanak felel meg, ami minden élt legaldbb egyszer tartalmaz. Készitsiik el azt a grafot, amelyet az abrabelibél
ugy kapunk, hogy minden élt annyi parhuzamos példdanyban hizunk be, ahdnyszor OF végigrepiilt az adott

utszakaszon. Az {gy kapott G’ grafon OF ttja egy Euler-korséta lesz. (3 pont)
A feladatunk teh&t az, hogy a lehetd legkisebb Gsszhosszisdgi parhuzamos élek behuzasdval elérjiik, hogy a
kapott G’ gréfnak legyen Euler-korsétéja. (1 pont)

Mivel az eredeti G graf osszefliggs, ezért az Euler-korséta létezésére vonatkozo, éran tanult tétel szerint csupan
azt kell elérni, hogy minden fokszam paros legyen a parhuzamos élek behiuzasa utan. Viladgos, hogy egyetlen
élnek sem érdemes két parhuzamos példanyat behizni az eredeti mellé, hiszen ekkor kettovel kevesebb par-
huzamos példanyt behuzva egyrészt parosak maradnédnak a fokszamok, masrészt a parhuzamosan behtzott
élek osszhossza csokkenne. Mérpedig egy fenyegeté menyétinvazié arnyékaban egyetlen hazafi sem vallalhat
felesleges sétarepiilést. (2 pont)
Az abran megadott grafnak pontosan két paratlan fokd pontja van: d és h. A megparhuzamozott élek tehat
egy d és h kozotti utat jelslnek ki G-ben, a mi célunk pedig ezen it dsszhosszdnak minimalizdldsa. (2 pont)
Egy legrovidebb dh utat kell tehat keresniink. Ez a tanult algoritmusok nélkiil is megy, hiszen a deh Ut hossza
5, és ennél rovidebb élen csak c-be juthatunk d-bél, ahonnan nem lehet 5-nél révidebb élen folytatni az utat.

(1 pont)
OF optimélis itvonala tehdt olyan lesz, ami minden élt pontosan egyszer jar be, kivéve a kétszer bejart de
és dh éleket. A feladat szerint meg is kell tervezni egy ilyen dtvonalat. Erre egy lehetéség egy tetszleges

Euler-séta d-b&l h-ba, majd a he ill ed élek bejdrdsa. (1 pont)
Szegény Felpattand! R/ajta tan még ez sem segit. Nosza, itt egy itiner, hogy még Mutyipusztan is értsék:
P—A—P—U—C—S—O—R—CI;{-A-N-P-A%/I—U—T—B—O—J-T (1d ébra). (0 pont)
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Egy szoveges példa néha nem tud minden részletre kitérni, igy
arra sem, hogy az épiiletek folott repiilési tilalom van érvényben,
kiilonosen a veszélyes lugot szallité jarmiivekre. fgy hosiinknek az
utvonalat értelemszertien a grafélek mentén kell terveznie. Mivel
ez a kikotés nem szerepelt a feladat kitlizésében, az a jogdszko-
dé hallgatd, aki erre rdmutat, ezért 1 pontot érdemel. A tovabbi
pontozds a fenti leirds szerinti, azzal, hogy 10 pontnal t6bb nem
szerezhetd.




