Kombinatorika és grafelmélet II.
2. ZH javitékulces 2014. méajus 5.

Az itmutato mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk
meg az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6é részének
végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az titmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy nem léteznek olyan Fi, F» és F3 metsz6 halmazrendszerek a [10] = {1,2,...,10}
alaphalmazon, amelyek minden haromelemii részhalmazt tartalmaznak, azaz ([130}) C FiUFU Fs.
(Az F; akkor metszd, ha barmely két tagjanak van kozos eleme.)

Jelolje F! az F; halmazrendszer haromelemi tagjainak halmazat. Vilagos, hogy az F! halmazrendsze-
rek 3-uniformak és metszOk. Az Erdés-Ko-Rado tétel miatt, ha k < 7, akkor az n elemti alaphalmazon

tetszoleges k-uniform metszé halmazrendszernek legfeljebb (Zj) tagja lehet. (4 pont)
Az F! halmazrendszernek tehat legfeljebb (130:11) = (g) = % =9-4 = 36 tagja lehet i = 1,2, 3 esetén.

(3 pont)
Ezek szerint [F; U F, U F3| < 3-36 =108 < 120 = 10-3 -4 = 1094 — (), (2 pont)
tehat nem létezhet a harom halmazrendszer a kivant tulajdonsaggal. (1 pont)

2. Az F C 2% halmazrendszerrdl tudjuk, hogy ha A és B az F olyan kiilonbozé tagjai, amelyekre
A C B teljesiil, akkor |A| = 8 vagy |B| = 88. Igazoljuk, hogy |F| < (120) + (15%0) + (18080). (Az els6 szaz
pozitiv egész halmazat [100] jeloli.)

Képezziik az F' halmazrendszert gy, hogy F-bol elhagyjuk annak 8 ill. 88 elemii tagjait. Mivel leg-

feliebb (') + ('%) halmazt hagytunk el, ezért [F| < || + ('%°) + ('%). (3 pont)
Figyeljiik meg, hogy F’ Sperner rendszer, hiszen ha F’ egy tagja tartalmaznd F' egy masik tagjat,
akkor F'-nek lenne 8 elemii vagy 88 elemii tagja, ami nincs. (3 pont)
Marpedig ekkor az 6ran tanult Sperner tétel miatt |F'| < (L@) J) = (15000), (3 pont)

gy |F| < |F|+ (120) + (18080) < (15000) + (1(8)0) + (18080), és nekiink éppen ezt kellett igazolnunk. (1 pont)
A feladatbeli becslés éles, hiszen ha F a [100] alaphalmaznak pontosan a 8,50 és 88 elemii részhal-
mazait tartalmazza, akkor F-re teljesiil a feladatban megkovetelt tulajdonsag, és F elemszama éppen
(%) + (50) + ()- (0 pont)

3. Jelolje F; a Fibonacci sorozat i-dik elemét, azaz Fy = 0,F; = 1 és n € N esetén F, o = F,,11 + F),.
[gazoljuk, hogy minden n € N esetén teljesiil az a,,12 = 3a,,+1 — a, rekurzié, ahol a,, := Fy,.

Azt kell igazolnunk, hogy Fs, 4 = 3F5,. 2 — Fy, teljesiil minden n € N-re. (3 pont)
A Fibonacci szamokra érvényes rekurziét felhasznalva adodik, hogy Fo,iq = Foniz+ Fonio = 2F5, 0+
F2n+1 = (3 pOIlt)
= 2F2n+2 + F2n+1 + F2n+2 - F2n+1 - an = 3F2n+2 - an, (3 pOIlt)
nekiink pedig pontosan ezt kellett megmutatnunk. (1 pont)

Lehet am masképp is.
Az 6rén azt tanitottak, hogy a Fibonacci sorozat eloall két olyan mértani sor linearis kombindcidjaként,

amely mértani sorok kvéciense gydke az 22 — x — 1 = 0 karakterisztikus egyenletnek. (2 pont)
Ebbdl az kovetkezik, hogy az a, sorozat el6all olyan mértani sorok linedris kombinacidjaként, amely
sorok kvociensei az iménti gyokok négyzetei. (2 pont)
Elegend6 tehat megmutanunk, hogy hogy ez utébbi mértani sorokra teljesiil a feladatbeli rekurzio,
hisz ekkor az a linedris kombindcidjukra is igaz lesz. (2 pont)
Ez viszont kovetkezik abbdl, ha megmutatjuk, hogy az 2> — 2 — 1 = 0 egyenletbdl kévetkezik az
% — 322 + 1 = 0 egyenlSség. (2 pont)
Egyszer(i polinomosztdsbél adédik, de az ujjainkon is kiszdmolgathatjuk, hogy z* — 32% + 1 = (2% —
r—1)(z*+2—-1)=0- (2> +z — 1) =0, gybztiink. (2 pont)
Avagy:

Azt kell igazolnunk, hogy Fb, 4 = 3F5, .2 — Fy, teljesiil minden n € N-re. (3 pont)




E helyett n szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy F,.4 = 3F,+2 — F,, igaz minden n € N-re. (2 pont)
Az n =0 és n =1 eseteket konnyen ellenérizhetjiik. (1 pont)
Tegyiik fel tehat, hogy n < N-re mar bebizonyitottuk az indukciés allitast. Ekkor a Fibonacci sorozatra
érvényes rekurziébol és az indukcids feltevésbdl azt kapjuk, hogy Fyi4 = Fniz + Fyio = 3F N1 —
FN,1 +3FN — FN72 = S(FN+1 +FN) — (FN,1 —}—FN,Q) = 3FN+2 — FN; (3 pOHt)
és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)
. Adjuk meg a, értékét zart alakban minden n € N-re, ha ag = 8,a; = 30 és n > 2 esetén a, =
8an_1 - ].56Ln_2.

Homogén linedris rekurziordl van sz6, amelynek az oran tanultak szerint a karakterisztikus egyenlete

2 — 8z + 15 =0. (2 pont)
Ezt szerencsére szorzatta tudjuk bontani: (x — 3)(z —5) = 0. (2 pont)
Az a,, sorozatot tehat két mértani sor linearis kombinaciéjaként, a,, = « - 3" + (- 5" alakban keressiik.

(2 pont)
A kezdo6értékek segitségével szamitjuk ki az « és 3 egyiitthatokat: 8 = ag = a+Fill. 30 = a1 = 3a+50,

(2 pont)
ahonann a = 5 és § = 3 adddik, tehat a keresett zart alak az a, =5-3" + 3 - 5". (141 pont)

. Jelolje a(n, k) az n szdm egynél nagyobb egészek k tagi Osszegeként torténd olyan el6allitdsainak
szédmat, amelyek barmely két tagjanak kiilonbsége legaldbb 2. Jelolje b(n, k) az n szdm pozitiv egészek
Osszegeként torténd olyan eléallitasainak szamat, amelynek minden tagja legalabb kétszer szerepel a
felirdsban, és a fellépé tagok pontosan az 1 és k kozti egészek. (Két eléallitast azonosnak tekintiink, ha
azok csak a tagjaik sorrendjében kiilonboznek.) Bizonyitsuk be, hogy a(n, k) = b(n, k) teljesiil minden
ke Nés1<neN esetén.

A Ferrers diagram segitségével bijekciét 1étesitiink az a(n.k)-ban leszamlalt ill. a b(n, k)-ban leszamlélt
particidk kozott, és ezzel igazoljuk a kivant a(n, k) = b(n, k) egyenléséget. (3 pont)
Tekintsiik tehat egy a(n, k)-ban leszdmlalt particié Ferrers diagramjat. Ebben k oszlop reprezentalja
az Osszeg tagjait (csokkend sorrendben), és a szomszédos oszlopok mérete legalabb 2-vel kiilonbozik,
és a legkisebb oszlop legaldbb 2 magassagu. (2 pont)
A dualis particiéban, amit tehat vizszintesen olvasunk ki, a fellépé tagok pontosan az 1 és k kozti
egészek, és az i tag pontosan annyiszor 1ép fel, amennyi az eredeti osszeg i-dik és (i + 1)-dik tagjanak
kiilonbsége, tehat legaldbb kétszer. A dudlis particiét tehédt b(n, k)-ban leszamlaltuk. (2 pont)
Ha pedig egy b(n, k)-ban leszamlalt particié Ferrers diagramjat tekintjiik, annak a dudlisdéban az 6ssze-
adandok egynél nagyobb kiilonb6zo szamok lesznek, és a nagysag szerint egymast kévetok kiilonbsége

pedig legalabb 2. (2 pont)
A Ferrers diagram segitségével képzett dualitas megfeleltetés tehat csakugyan bijekciot létesit a két
leszamlalt halmaz kozott. (1 pont)

. A G péaros graf szinosztélyait a fidk {yi,ye,...,y,} ill. a ldnyok {zq,xs,...,z,,} halmazai alkotjdk.
Tegyiik fel, hogy a fitk kozott egyetértés van a lanyok értékelésében, azaz ha y,x; és y,xp a G élei
valamely j < k esetén, akkor y;z; <,, y;x), teljesiil. Igazoljuk, hogy G-ben pontosan egy stabil parositas
van.

A bizonyitast n + m szerinti indukciéval végezziik. Az allitds n + m = 1 esetén nyilvanvaldan igaz,
hiszen egy egycsucsu grafban nincs mas parositds, mint az iires. (2 pont)
Tegyiik most fel, hogy minden legfeljebb n +m — 1 ponti grafra mar belattuk az indukcios allitast, és
vizsgaljuk a feladatban megadott grafot, legyen M annak egy stabil parositasa, ami a Gale-Shapley
algoritmus szerint létezik. (2 pont)
Legyen y' az x; lany szdmara legszimpatikusabb fii. Mivel y! szdméra x, a legszimpatikusabb lany,
ezért ha y'ax; &€ M, akkor blokkol. Tehat y'z; € M. (2 pont)
Figyeljiik meg, hogy ha G egyetlen éle sem blokkolja M-et, akkor a G' = G — {y*, z1} graf egyetlen
éle sem blokkolja annak M’ = M — {y', x1} pérositdsdt, tehat M’ stabil G’-ben. (2 pont)
Azonban a G’ grafnak n+m — 2 pontja van, teljesiil ra a feladatban leirt tulajdonsag, igy az indukciés
feltevés szerint pontosan egy stabil pdrositdsa van. (2 pont)
Ezért a G grafnak is pontosan egy stabil parositasa van: a G’ stabil parositasat ki kell egésziteni az
ytxy éllel. (2 pont)
A G graf stabil parositasat egyébként konnyi megtalalni, még csak a Gale-Shapley algoritmus sem
kell hozza: a lanyok x1, xs, ... sorrendben valasztanak part maguknak a még parositatlan fiik koziil.

(0 pont)



