Kombinatorika és grafelmélet II.
1. ZH javitékulcs 2014. marcius 24.

Az itmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk
meg az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének
végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy U lefogd ponthalmaz a G gréafban. Készitsiik el a G’ grafot gy, hogy a G minden U
altal feszitett élét felosztjuk egy ponttal (azaz torliink minden olyan e élt, amelynek mindkét végpontja
U-beli, és felvesziink egy 1j v, csiicsot, amelyet e végpontjaival kotiink ssze). Igazoljuk, hogy az igy
kapott G’ graf perfekt.

Vegyiik észre, hogy G’-ben nem fut U-beli pontok kozt él, hisz az ilyen éleket felosztottuk. (

Ezen kiviil az osztépontok és G\ U pontjai sem feszitenek élt, ( )
ezért G’ paros graf, melynek egyik szinosztalya U. (3 pont)
Az 6ran azt tanitottak, hogy a paros grafok perfektek, ( )
ezért G' perfekt. ( )

Természetesen a perfekt graf tételbdl sem tilos bebizonyitani az allitast. A tétel felidézése 3 pont, a
paratlan kor kizarasa 3 pont, a komplementeréé 4 pont.
2. Sikbarajzolhaté-e (Cy), azaz a Cy kor komplementere?

A Kuratowski tétel szerint G pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem tartalmaz sem topologikus K3,

sem topologikus K3 3 részgréfot. (2 pont)
Maérpedig G-nek van K3 3 részgrafja, pl az, amelynek egyik szinosztalya a korén az 1.,2. és 3. pont, a
masik pedig az 5.,6. és 7. (7 pont)
Ezért aztdn Cy bizonyosan nem sikbarajzolhaté. (1 pont)

(Egyébként topologikus K5-6t sem nehéz taldlni.) Avagy:
Az éran azt tanitottak, hogy n > 3 esetén egy n ponti, egyszeri, sikbarajzolhaté grafnak legfeljebb

3n — 6 éle lehet. (2 pont)
A mi grafunk egyszeri, n =9, (1 pont)
az élek széma pedig (5) —9 = 27 > 21 = 3n — 6, (6 pont)
tehat (Cy) nem sikbarajzolhato. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy G legalabb hat pont, egyszerii sikbarajzolhato graf és van Euler korsétdja. Mutassuk
meg, hogy G-nek legalabb harom legfeljebb negyedfoku cstcsa van.

Az Euler korséta létezése miatt G minden csucsa paros fokszamu, (2 pont)
és izolalt pontoktol eltekintve G Osszefiiggo. Feltehetjiik, hogy G-nek nincs izoldlt pontja, hisz azok
legeljebb negyedfokiak, ezért feltehetd, hogy G osszefiiggd. Ha ezek utan G-nek legfeljebb 3 csicsa
van, akkor azok mind legfeljebb negyefokiak, igy az elhagyott izolalt pontokkal egyiitt boven megvan

a harom legfeljebb negyedfoku cstcs. Feltehetjiik tehat, hogy G legalabb haromponti. (1 pont)
Az ilyen grafokrdl azt tanitottak, hogy legfeljebb 3n — 6 éliikk lehet, mar amennyiben n a csicsok
szama. (2 pont)
A G-beli fokszamok 6sszege tehat legfeljebb 6n — 12. (1 pont)

Marpedig ha G-ben csak legfeljebb két legfeljebb negyedfokt pont lenne, akkor G-nek lenne legalabb
n — 2 olyan csicsa, amelyik legalabb 6-odfoki (hiszen minden fok paros, ezért 5-6dfoki csics nincs),

(1 pont)
tovabba legalabb két olyan csicsa, amelyek mindegyikének foka legalabb ketto. fgy G csucsainak
fokszamdsszegére azt kapjuk, hogy 6n —12 > 3" .y 5 d(v) 26-(n—2)+2-2=06n—8. (3 pont)
A kapott ellentmondas az indirekt feltevés helytelenségét igazolja, azaz G-nek csakugyan legalabb
harom legfeljebb negyedfoki csiicsa van. (1 pont)




4. Tegyiik fel, hogy a G sikgrafnak és G* dudlisanak Osszesen 24 csicsa és 42 éle van. Bizonyitsuk be,
hogy G nem Gsszefiiggd.

Jelolje n,t,e,n* t* és e* a szokasos dolgokat. Orén az tanitottak, hogy e = e* és n* =t¢, (
valamint, hogy n +t = e 4+ ¢ + 1, ahol G komponenseinek szdma c. (
Tudjuk, hogy 24 =n +n* =n +t, (
ill. 42 =e 4 e* = 2e, azaz e = 21. (2 pont
Innen az addédik, hogy c=n+t—e—1=24-21-1=2, (
tehat G csakugyan nem Osszefiiggd, hiszen két komponense van. (

5. A Facebook Kombi fan csoportjanak 45 tagja van, koztiik az ismeretségek szama 901. Ha két tag
ismer0s, akkor vagy baratok, vagy ellenségek. Igazoljuk, hogy biztosan talalhaté négy Kombi fan tag,
akik egymads baratai vagy harom olyan tag, akik egymas ellenségei.

Legyen G az a graf, amelynek csicsai 45 kombi fan tag, élei pedig az ismeretségek. (1 pont)
A T(45,9) Turdn graf egy 40-reguldris 45 csticsti gréf, éleinek szdma tehdt 1 - 40 - 45 = 20 - 45 = 900.

(1 pont)
A mi G grafunknak ennél tobb éle van, ezért az éran tanult Turan tétel miatt G-ben van 10 ponti
klikk, azaz tiz olyan kombi fan tag, akik paronként ismerdsok. (3 pont)
Legyen most H az a tiz pontu klikk, amelynek csticsai a fenti kombitagoknak felelnek meg, és az éleket
a szerint szineztiik pirosra vagy zoldre, hogy ellenség avagy barat a két személy. (1 pont)
Olyat is tanitottak az 6rdn, hogy R(3,4) < (3§i2) = (g) = 10, (2 pont)
ezért a H grafban bizonyosan lesz piros haromszog vagy zold K. (1 pont)
Ez pedig pontosan a feladat 4llitdsat igazolja. (1 pont)

6. Mutassuk meg, hogy R(3,3,4,4) < R(10,10).

Azt kell igazolni, hogy az R(10,10) pontou teljes graf barhogyan is szinezziik piros, fehér, zold és
narancs szinekkel, bizonyosan lesz egy piros vagy fehér haromszog vagy egy zold vagy narancs Kjy.

(2 pont)
Legyen adott tehdt a Kpg(0,10) éleinek egy ilyetén szinezése. A piros és narancs szinl éleket szinezziik
at lilara, a zold és fehér éleket borddéra. (2 pont)
A Ramsey tétel miatt ebben a grafban lesz tiz olyan pont, hogy a koztiik futd élek mind lildk vagy
mind borddk. (1 pont)
Valahol a flizetben az is szerepel, hogy R(3,4) < (3&;2) = (2) = 10, (2 pont)

ezért ismét a Ramsey tétel miatt ha a tiz pont kézott minden él bord6 (tehat valdjaban piros vagy
narancs), akkor e pontok kozt lesz piros haromszog vagy zold Ky, illetve ha a tiz pont csupa lila (azaz
fehér vagy zold) élt feszit, akkor vagy lesz fehér haromszog vagy narancs Kjy. (2 pont)
Ezzel pedig igazoltuk a feladat allitdsat. (1 pont)



