Kombinatorika és grafelmélet 1I.
2. ZH javitékulcs

Az ttmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondo-
latmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altaldban (hibanként) 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a gombon tgy adott 12, egymaéstol nem feltétleniil kiilonbozé pont, hogy
azokbdl legaldbb 49 kiilonboz6 egységtavolsara 1évé pontpar valaszthato ki. Igazoljuk, hogy a
gémb sugara kisebb 1-nél.

Legyenek a GG graf csticsai az adott pontok, él pedig akkor fusson két cstics kézott, ha a megfelelo

pontok egységtavolsagra vannak egyméstol. A feltétel szerint |F(G) > 49. (1 pont)
Ha G nem tartalmaz K4 részgrafot, akkor G-nek a Turédn tétel szerint legfeljebb annyi éle lehet,
mint a T3 turdn grafnak. (3 pont)
Ez utébbi graf 8-regulris, igy élszama (a fokszamosszeg fele) 6 - 8 = 48. (1 pont)
Ez nem lehetséges, tehdt G-ben van Ky részgraf, (1 pont)
vagyis a 12 adott pont kozott van 4 olyan, amik paronként egységtavolsagot hataroznak meg,
azaz egy egységoldali szabélyos tetraédert alkotnak. (1 pont)

A feladatban szereplé gomb tehét ennek a szabdalyos tetraédernek a koriilirt gémbje. (1 pont)
A szabdlyos egységélii tetraéder magassaga kisebb egynél, hisz egységnyi hosszi él koti Ossze
barmely csucsat a szemkozti lappal. Masrészt a tetraéder koriilirt géombjének kozéppontja
szimmetria okok miatt minden lapnak ugyanazon az oldalan van, tehéat a tetraéder belsejében,
raadasul a magassagvonalon. Ezek szerint a szoban forgd gomb sugara kisebb a tetraéder
magassaganal, azaz 1-nél. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az F C 2" halmazrendszernek nincs két diszjunkt tagja. Mutassuk meg,
hogy van olyan F-t tartalmazé F' C 2I" halmazrendszer, amire F' metsz6 és |F'| = 271,

Legyen F' egy F-t tartalmaz6 legbévebb halmazrendszer az [n] alaphalmazon. Megmutatjuk,
hogy |F'| =2"~1. (1 pont)
Egyrészt vildgos, hogy |F'| < 2771, hisz az 6rdn tanultuk, hogy n elemfi alaphalmazon ennél
nem létezhet nagyobb metsz6 rendszer, a bizonyitas az volt, hogy F minden (X, [n]\ X) parbdl

legfeljebb egyet tartalmazhat, méarpedig ilyen parbdl pontosan 2"~ ! van. (2 pont)
A mésik irdnyt egyenléséghez megmutatjuk, hogy minden X C [n] részhalmazra az X és [n]\ X
részhalmazok koziil az egyik tagja az F' halmazrendszernek. (2 pont)

Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy X, [n|\ X & F'. Mivel az ' halmazrendszer nem bovithet6
a metsz6 tulajdonsdg megtartdasival, ezért F' U {X } mar nem metsz8. Van tehat két diszjunkt
eleme, mondjuk X és Y. Hasonléan, ha 7' U {[n]\ X} sem metsz8, akkor ebben a két diszjunk
tag [n] \ X és egy masik, mondjuk Z lehet. (3 pont)
Ekkor azonban Y C [n]\ X és Z C X, tehat az F' halmazrendszer Y és Z tagjai diszjunktak,
ami ellentmond F’ metsz6 tulajdonsaganak. Az kapott ellentmondds igazolja, hogy | F'| = 271,
amiként a feladat allitotta. (2 pont)

3. Legfeljebb hany vektort tartalmazhat az X C {0,1}" halmaz, ha tetszéleges u,v € X vekto-
rokra létezik olyan i € [n| koordinata, amire u; = 1 és v, = 07
Minden u € {0, 1}" vektoroknak feleltessiik meg az [n| azon részhalmazét, aminek u a karak-
terisztikus vektora, azaz legyen H, := {i € [n] : u; = 1}. (1 pont)
A feladatban megkivant feltétel azt jelenti, hogy a ‘H := {H, : v € X} halmazok Sperner




rendszert alkotnak: ha ugyanis H,, C H,, akkor nem lenne olyan ¢ koordinata amire u;, = 1 és

v, = 0. (3 pont)

Az éran azt tanultuk, hogy n elemi alaphalmazon tetszéleges Sperner rendszernek legfeljebb

(1) tagja lehet, (2 pont)
5]

ezért | X| < (LZJ) (1 pont)

Ha pedig X az [n] halmaz (LZ J) elemii részhalmazainak karakterisztikus vektora, akkor vi-

lagos, hogy teljesiil a feladatbeli feltétel, és | X| = (LZ J) Tehat X legfeljebb ennyi vektort
2
tartalmazhat. (3 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy a Fibonacci szamok teljesitik az alabbi azonossagot:

Fy+Fs+ -+ Fypy = Iy,

A bizonyitashoz n szerinti indukciot alkalmazunk. (1 pont)
Az n =1 eset az F; = F, = 1 egyenl6éségbdl kovetkezik. (2 pont)
Tegyiik fel, hogy n — 1-re mar tudjuk az allitast: Iy + F3 + - - - + Fy,_3 = Fop1). (2 pont)
Adjunk a fenti egyenloség mindkét oldalahoz F3,_1-et. Ekkor azt kapjuk, hogy Fy + F5+-- -+
Fy,_1 = Fy,_o + Fy,_1 = F5,, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (5 pont)

. Legyen ag = 0, a; = 4 és definiéljuk az (a,) sorozatot az a,o = 2a,11+ 3a, rekurziéval. Adjuk
meg a, értékét zart alakban.

Masodrendii allandé egyiitthatos rekurzidval allunk szemben, aminek a karakterisztikus egyen-
lete ¢> —2¢ — 3 = 0. (3 pont)
Mivel ¢* —2q — 3 = (¢ + 1)(q — 3), ezért a gyokok a —1 és a 3 lesznek. (2 pont)
Tehét az (a,) sorozat altalnanos tagja a, = a(—1)"+ -3, és az «, [ egyiitthatok a kezdeti
értékekbdl adédnak. Mivel ag = 0 és a1 = 4, ezért 0 = ag = a - (—=1)° + 5-3° = a + G ill.
bd=ay=a (-1)'+3-3'=—-a+30. (3 pont)
Innen a = —1 és § = 1 adddik, vagyis a,, = —(—1)" + 3" a vélasz a feladat kérdésére.(2 pont)

. Jelolje P, azt, hogy hanyféleképp bonhatd fel az n pozitiv egész kiilonbozé pozitiv szamok
Osszegére, (), pedig azt, hogy hanyféleképp lehet n-et pozitiv egészek tsszegére bontani gy,
hogy a tagok pontosan az 1 és k kozti egészek legyenek valamilyen k& > 1 egészre. Igazoljuk,
hogy P, = @, teljesiil minden n > 1-re. (Az Gsszegre bontdsokban a tagok sorrendje nem
széamit. )

Bijekciét mutatunk a kérdéses particiék kozott, és ezzel igazoljuk az allitast. Tekintsiik az n
egy kiilonboz6 pozitivak egészekre torténo m particigjanak Ferrers diagramjat. (2 pont)
Vegyiik észre, hogy ebben minden oszlop kiilonb6z6 magassagu, ezért a konjugdlt particioban
a legkisebb tagok 1-ek, a masodik legkisebb tagok 2-k, stb lesznek. Vagyis a konjugalt particio
rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy az abban szereplo tagok pontosan az 1 és k kozti
egészek valamilyen k pozitiv egészre. (4 pont)
Masrészrél, ha a o particié rendelkezik az utébbi tulajdonsdggal, akkor annak konjugaltjaban
nem fordulhat el6 két egyforma tag. Ellenkezo esetben ugyanis létezne olyan ¢ pozitiv egész
ami nem tagja o-nak, am o-ban ¢-nél kisebb és t-nél nagyobb tag is van. Ez pedig lehetetlen.
Ezek szerint o konjugéltjdban valéban minden tag kiilonb6zo. A particiék konjugalasa tehat
valéban a kivant bijekciét hozza létre. (4 pont)



