Kombinatorika és grafelmélet II.
1. ZH javitékulcs

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek meg-
allapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitds kimondasa,
tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott rész-
pontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel
részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utdbbi kideriil, &m a kér-
déses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Igazoljuk, hogy ha a G graf barmely feszitett részgrafjanak van legfeljebb 5-6dfoku csicsa, akkor
ch(G) < 6.

Azt kell megmutatni, hogy ha minden cstics szinezésére 6 szin 4ll rendelkezésre, akkor minden csticshoz
vélaszthatd egy-egy szin gy, hogy szomszédos csticsok szine kiilonbozé legyen. (1 pont)
Legyen v, a G egy legfeljebb 5-6dfokt csucsa, v,—1 a G — v, feszitett részgraf egy legfeljebb 5-6dfoku
csucsa, altalaban v,_; a kordbban definidlt v,,v,—1,...,v,—i41 csucsok elhagydsaval megmaradd
feszitett részgraf legfeljebb 5-6dfoku csticsa. (2 pont)
Az igy kapott vy,vs,...,v, sorrend rendelkezik azzal a tulajdonsidggal, hogy tetszéleges v; csics
legfeljebb 5 cstccsal szomszédos a vy, ..., v;_1 csucsok koziil. (3 pont)
Ha tehat ebben a sorrendben futtatjuk a mohd szinezést, akkor minden csiicshoz véalaszthatunk a
legfeljebb 5 kizért szintdl kiilonb6z6 szint a lehetséges 6 szin koziil. (3 pont)
Ezzel a feladat allitdsét igazoltuk. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy ha G egyszerti, sikbarajzolhatd, n csicsu graf, akkor kivdlaszthaté G-nek legfel-
jebb n — 2 éle gy, hogy azokat G-bdl tordlve péaros grafot kapjunk.

A négyszintétel miatt G cstucshalmaza legfeljebb 4 fiiggetlen szinosztaly uniéjara bonthatd. (2 pont)
Arrdl is volt sz6 az 6ran, hogy egy n csicsu egyszerii grafnak legfeljebb 3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ha egy szinezés két szinosztalya kozott toroljitkk az Osszes élt, akkor e két szinosztdly csicsai azonos
szinnel szinezhet6vé véalnak, igy az eredeti szinezéshez képest eggyel kevesebb szin is elég az éltorlések
utani részgraf szinezéséhez. (2 pont)
A cél tehdt az, hogy a 4 szinosztdlyt (melyek kozott lehetnek iiresek is) két parba allitsuk és a
szinosztalyparokon beliil futé éleket toroljitkk. Ezaltal a graf csicshalmaza két fiiggetlen ponthalmaz
uniéja lesz, vagyis paros graf marad. (1 pont)
Vildgos, hogy a 4 szinosztalyt 3-féleképp lehet parokba rendezni, és az is azonnal adédik, hogy G
minden éle pontosan egy parbaallitaskor fog parbadllitott szinosztalyok kozott futni. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy a harom parbaallitas valamelyikében G éleinek legfeljebb harmada, azaz legfeljebb
n — 2 él fut a parbadllitott szinosztélyok kozott. (1 pont)
Ezen legfeljebb n — 2 élt torolve pedig pdros gréfot kapunk, ahogy azt a feladat megkivénja.(1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G egyszerli grafnak minden tartomanyat 4 él, mig a G* dudlis minden egyes
tartomanyat 3 vagy 4 él hatdrolja. Hatdrozzuk meg G* haromszoglapjainak szamat.

Jelolje n, t,e és n*, t*, e* a megfelel paramétereket. A dualitds miatt n* =t ése* =e . (2 pont)
Ha G nem lenne Gsszefiiggd, akkor lenne G-nek olyan tartoménya, amit legalabb két komponens élei
hatdrolnak, és mivel G egyszer(i, ezért ezt a tartomanyt legaldbb 6 él hatarolnd. A feltétel szerint ez
nem lehetséges, ezért G Osszefiiggd, igy a tanultak szerint dudlisa G*-nak, vagyis t* = n. (1 pont)
A G graf of tulajdonségdbdl az Euler formula fenndlldsa is kovetkezik, azaz n +¢t =e + 2. (2 pont)
Igaz tovabba az is, hogy a lapokat hatarol6 élek szaméanak 6sszege éppen az élszam kétszerese, hiszen

minden élnek két partja van, mindegyiken egy-egy lappal. (1 pont)
Ezért 4t = 2e = 2e* = 4t4 + 3t3, ahol t4 ill. t3 jeloli a G* négyszog- ill. haromszoglapjainak szamat,
és ahol persze t4 + t3 = t* = n. (2 pont)

Az Euler formulat 4-gyel végigszorozva és a fenti egyenlOségeket felhaszndlva kapjuk, hogy
de+8=4dn+ 4t =4t" + 4t = 4(tg + t3) + 4t = 4ty + 3t +t3 + 4t =2e +t3+ 2e = de + t3 ,

tehat t3 = 8 a G* hdromszoglapjainak szdma. (2 pont)
A feladat feltételeit kielégité graf 1étezik, pl a kocka élgrifja, de van mas is. (0 pont)

4. Mutassuk meg, hogy ha v a G perfekt graf egy cstcsa, és G-hez hozzdvesziink egy 1j v’ csticsot, amit
v minden szomszédjaval Osszekotiink, akkor az igy kapott graf is perfekt lesz.

Azt kell igazolni, hogy a feladatban konstrudlt G* graf minden feszitett G részgréfjéra x(G') = w(G")
teljesiil. (2 pont)
Legyen tehdt G’ ilyen feszitett részgraf. Két eset lehetséges. ElSszor, ha G’ a v és v’ csticsok koziil
legfeljebb egyet tartalmaz, akkor G’ izomorf a G egy feszitett részgrafjaval, igy G perfektségébdl
x(G') = w(G") adédik. (3 pont)




Ha pedig G’ a v és v’ cstcsok mindegyikét tartalmazza, akkor G’ — v’ a G feszitett részgréfja, igy

X(G' =) =w(G" —v'), ismét csak G perfektsége okdn. (2 pont)
Réadasul x(G') > x(G' —v') > x(G"), hiszen G'-nek G’ — v’ részgrafja, 4m v’ megkaphatja v szinét
tetsz6leges szinezésben, tehdt x(G') = x(G' —v') . (1 pont)

Az is igaz, hogy w(G') > w(G' —v") > w(G’), ugyanis részgraf klikkmérete nem lehet nagyobb az
eredetiénél, tovabba G’ tetszbleges K klikkje a v és v’ koziil legfeljebb az egyiket tartalmazza, igy K
izomorf G’ — v’ egy klikkjével. Ismét az adédott, hogy w(G') = w(G' — ') . (1 pont)
A fenti hdrom 6sszefiiggésbdl x(G') = w(G’) adddik, és nekiink épp ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G = (V, E) perfekt, legalabb kétéli graf E élhalmaza elallithatd
nemiires, diszjunkt Fy és Fy élhalmazok unidjaként gy, hogy (V, E;) és (V, E3) perfektek grafok

legyenek.

Konnyen lathatd, hogy ha G-nek legaldbb 2 éle van, akkor G-nek olyan v csiucsa, ami G legaldbb egy
élének végpontja és legalabb egy mésiknak nem. (1 pont)
Legyen E; a v-re illeszkedo élek, Fs pedig a v-re nem illeszkedd élek halmaza. Vilagos, hogy Fy és Fs
diszjunktak, uniéjuk pedig E. (2 pont)
Mivel (V, Ey) fa, és igy paros gréf, ezért a tanultak szerint perfekt. (3 pont)
A (V, Ey) graf nem mds, mint a V' \ {v} ponthalmaz altal feszitett graf és még egy izoldlt pont. A G
graf perfektsége miatt a G — v feszitett részgraf is perfekt. (3 pont)
Konnyen lathatd, hogy ha egy graf minden komponense perfekt, akkor a graf is az, ezért (V, Es) is
perfekt, és mi pontosan ezt akartuk bizonyitani. (1 pont)

6. Mutassuk meg, hogy R(3,3,...,3) <Kkl(1+ &+ 5+ + )+ 1.
k
Vezessiik be az a(k) := k/(14 4 + 3; + - + ) + 1 jelolést. A feladat llitdsét k szerinti indukciéval
bizonyitjuk. Ha k = 1, akkor R(3) azt jelenti, hogy legaldbb hany csicsdnak kell lennie annak a teljes

grafnak, aminek az éleit ugyanarra a szinre szinezve bizonyosan kapunk egyszinii K3-at. Kénnyen
meggy6zhetjitk magunkat, hogy 3 = R(3) = 1!(1 + {;) + 1 = a(1), tehdt k = 1 esetén egyenléség

all.t (3 pont)
Tegyiik fel, hogy 1,2,...,k — 1-re mér igazoltuk a feladat allitasat. Azt kell megmutatni, hogy ha az
a(k) cstcsu teljes graf éleinek tetszoleges k-szinezése esetén lesz egyszinli K. (2 pont)
Legyen v a egy tetszoOleges cstics. Mivel a v-bdl indulé éleket is k szinnel szineztiik, a v-t61 kiilonb6z6
csticsok k csoportba sorolhatok aszerint, hogy v-hez milyen szinti élen kapcsolédnak. (1 pont)

A skatulya-elv (trividlis dltaldnositdsa) miatt lesz tehét olyan csoport, ami a maradék csticsoknak leg-
El(4+fi4 g+ +a)+1-1
(@ —1)/k] =1 =

alabb k-adrészét tartalmazza, szam szerint tehat legalabb

(k=1 +5H+5++4)] = (k—l)!(l+%+%+---+ﬁ)+l = a(k — 1) csicsot. (2 pont)
Tekintsiik ezt a csoportot, aminek elemeit a v-vel (mondjuk) 1-es szinl él koti ossze. Ha ezen a cso-
porton beliil fut tovabbi 1-es szinii él, akkor G adott szinezésében van egyszinli K3, és a tovabbiakban
nincs mit bizonyitanunk. (1 pont)
Ha azonban a csoporton beliil nem fut 1l-es szinl él, akkor a csoporton beliili éleket &k — 1 szinnel
szineztitk. Mérpedig a csoporton beliil legaldbb a(k — 1) csdcs van, igy az indukcids feltevés miatt
bizonyosan tartalmaz egyszinli K3-at. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. (1 pont)

gazabdl itt eleg az egyenlStlenséget igazolni. Ehhez pedig csak azt kell ldtni, hogy ha a K, (1) éleit 1 szinnel szinezziik,
akkor bizonyosan taldlunk valahol a grafban egy egyszinii Ks-at.



