Kombinatorika és grafelmélet 1I.
Els6 potZH javitokulcs

Az ttmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztatd jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondo-
latmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéré, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az itmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altaldban (hibanként) 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az n cstcst G grafra igaz, hogy barmely k ponti részgrafjanak (ahol 1 < k <
n) legfeljebb 4k éle van. Mutassuk meg, hogy ch(G) < 9.

Azt kell megmutatnunk, hogy barhogyan is adunk meg legalabb 9 szint tartalmazé listakat
az egyes csucsokhoz, mindig tudunk ugy vélasztani ezekbol, hogy G-nek egy jo szinezését
kapjuk. (2 pont)
El6szor megmutatjuk, hogy ha G’ a G graf tetszéleges feszitett részgrafja, akkor G'-nek van
legfeljebb 8-adfoku cstcsa. Ha ugyanis k cstcs fesziti G'-t, akkor a feltétel szerint G'-nek leg-
feljebb 4k éle van. Ezért G’ fokszamosszege legfeljebb 8k, van tehat a k cstics kozott legfeljebb

8-adfoku. (2 pont)
Legyen v, a G egy legfeljebb 8-adfoku csucsa, legyen v,,_1 a G — v; egy legfeljebb 8-adfoku
cstcsa, sit, azaz v; a G — {v,, Vp_1, ..., vi41} graf egy legfeljebb 8-adfoki csiicsa. (2 pont)
Szinezziik mohén G csicsait vy, v, . . ., v, sorrendben, azaz sorra keressiink minden egyes csics-
nak egy olyan szint a listdjabdl, ami kiilonbozik a kordbban mar megszinezett szomszédjainak
a szinétol. (1 pont)

A v; szinezésekor v;-nek a fenti konstrukcié miatt legfeljebb 8 szomszédja van a kordbban
kiszinezett csucsok kozott, tehat a listan szereplé 9 szinbdl bizonyosan tudunk megfelel6t
véalasztani, (2 pont)
tehat ch(G) < 9. (1 pont)

2. Igazoljuk, hogy ha G = (V, E) sikbarajzolhaté graf, akkor G el6éll két perfekt graf uniéjaként,
azaz léteznek olyan E; és E, élhalmazok, amire (V) Ey) és (V, Ey) perfektek, tovabbd E =

E1 U Es.

A 4-szintétel szerint x(G) < 4, (2 pont)
azaz V (G) felbonthaté a Vi, Vs, Vs, V) fiiggetlen halmazok unidjara, és G minden éle két kii-
16nb626 halmaz kozott fut. (1 pont)

Legyen G, az a graf, amint a V(G) ponthalmazon a Vi U V; csicsait a V3 U V-beli csicsokkal
0sszekot6 G-beli élek alkotnak. Legyen tovabbd Go az a graf a V(G) csicsain, amit a V; és V;

kozott futé ill. a V3 és Vj kozott futd élek hatdroznak meg. (3 pont)
Vildgos, hogy F(G) = E(G1) U E(Gs), tehdt G valéban a Gy és G unidja. (1 pont)
A konstrukeié folytan G és G5 is paros grafok, (1 pont)
és mint ilyenek, perfektek. Ezzel a feladat allitdasat igazoltuk. (2 pont)
Egyébként G és G4 éldiszjunktak is, de ez nem volt feltétel. (0 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafnak minden tartoményéat 3 él, mig a G* duélis minden egyes
tartomanyat 3 vagy 6 él hatarolja. Hatarozzuk meg G* haromszoglapjainak szamat.

Jelolje n, t, e és n*, t*, e* a megfelelé6 paramétereket. A dualitdsbdl n* =t és e* =e. (2 pont)
Ha G nem lenne 6f, akkor lenne G-nek olyan tartomanya, amit legalabb két komponens élei
hatarolnak, de G egyszerti, igy ezt a tartomanyt legaldbb 6 él hatdarolna. A feltétel szerint ez
lehetetlen, ezért G Osszefiiggd, igy a tanultak szerint dudlisa G*-nak, vagyis t* =n. (1 pont)
A G graf 6f tulajdonsaga miatt az Euler formula is fenndll, azaz n +t = e + 2. (2 pont)




Igaz tovabba az is, hogy a lapokat hatarolo élek szamanak Gsszege éppen az élszam kétszerese,

hiszen minden élnek két partja van, mindegyiken egy-egy lappal. (1 pont)
Ezért 3t = 2e = 2e* = 6tg + 3t3, ahol tg ill. t5 jeloli a G* négyszog- ill. haromszoglapjainak
szamat, és ahol persze tg + t3 = t* = n. (2 pont)

Az Fuler formulat 6-mal végigszorozva és a fenti egyenl6ségeket felhasznalva kapjuk, hogy
6e+12 = 6n+6t = 6" +6t = 6(tg+t3)+ 6t = 6tg+3ts+3ts+t3+6t = 2e+3t3+4e = 6e+3t3 ,

tehat t3 = 4 a G* haromszoglapjainak szama. (2 pont)
Egyébként létezik a feladat feltételeit kielégité graf (pl a Ky, de van mas is). (0 pont)

. Egy szalloddba minden nap egy vendég érkezik, az i-dik napon érkezé vendég pontosan 2¢ — 1
éjszakat marad, ahol ¢ = 1,2, ...,30. Hatdrozzuk meg, hany szobara van sziikség, ha minden
szobat csak a vendég tavozasat kovetd napon lehet ismételten kiadni.

Alkossa a G graf csicshalmazat a 30 vendég. Két csiics kozott akkor fusson él, ha az adott

vendégek taldlkozhattak, vagyis nem lehet nekik ugyanazt a szobat kiadni. (1 pont)
Egy szoba tehat pontosan akkor adhaté ki néhany vendégnek, ha ezen vendégeknek megfelel6
cstcsok fiiggetlen halmazt alkotnak G-ben. (1 pont)

A lehet6 legkevesebb szoba felhasznédlasa azt jelenti, hogy G cstcsait a lehetd legkevesebb
fiiggetlen halmazzal fedjiik, azaz G csicsait minimalis szamu szinnel szinezziik ki. (2 pont)
Vildgos, hogy G intervallumgraf, ahol az i-dik vendégnek megfelel$ csics az [i,3i — 1] zart

intervallumhoz tartozik. (1 pont)
Tanultuk, hogy az intervallumgrafok perfektek, (1 pont)
ezért x(G) = w(G), tehat minket G legnagyobb klikkjének mérete érdekel. (1 pont)

Egy klikknek megfelel$ intervallumok paronként metszok, ezért van kozos pontjuk. (1 pont)
Ezért G nem bévitheto klikkjei pontosan azoknak a vendégeknek felelnek meg, akik valamelyik
napon a szalloddban tartézkodtak. (1 pont)
Az i-dik napon azok a vendégek vannak a szallodaban, akik az [%1 -dik és az i-dik nap
kozott érkeztek. Ezért a hotel a 30-dik napon lesz a legtelitettebb, 20 vendéggel. Ezek szerint
X(G) = w(G) = 20 a sziikséges szobdk minimalis szdma. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy G perfekt gréf, és G fiiggetlen csticsainak maximélis szdma o(G) = 9. Hatd-
rozzuk meg a G komplementer graf kromatikus szamat.

A definiciébdl kozvetleniil adédik, hogy w(G) = a(G) = 9. (3 pont)
Az 6ran tanult gyenge perfekt graf tétel miatt a G komplementergraf is perfekt, (3 pont)
igy x(G) = w(Q) is teljesiil. (3 pont)
A fentiek alapjén tehat y(G) = 9 a vélasz. (1 pont)

. A K, teljes graf éleit kiszineztiik pirossal és zolddel. Az alabbi allitdsok koziil melyikbél ko-
vetkezik, hogy van a grafban 5 olyan cstcs, amik kézt minden él piros? a) n < R(5,5)

b) n < R(5,5) és nincs zold K5 c) n > R(4,5) és nincs zold K5

d) n > R(4,5) és nincs zold Ky e) n = 10000 és nincs zold K

Az R(k,l) Ramsey szam azt a legkisebb n-t jeloli, amire igaz, hogy K, éleit pirossal és zolddel
szinezve bizonyosan lesz piros K} vagy zold K, részgraf. (2 pont)
Mivel az a) esetben elképzelhetd, hogy minden él zold, nem feltétleniil lesz piros K. (1 pont)
A b) esetben n = 4 is megengedett, amikoris nem lesz piros K. (1 pont)

A c¢) esetben azért nincs feltétleniil piros K5, mert egy R(4,5) csicsu teljes graf élei kiszinez-
heték két szinnel tgy, hogy az egyik szinbdl se j6jjon létre egyszinii Ky (csak egy egyszinli Ky

valamelyik szinbol). (2 pont)
A d) esetben a definicié szerint bizonyosan lesz zold K, vagy piros K5, am az el6bbi kizart,
tehat az utébbi lesz igaz. (2 pont)
Az e) esethez azt kell megfigyelni, hogy 10000 > 21 = (}) = (*1°[%) > R(5,3), (1 pont)

ezért a piros és zold éli 10000 csucesu teljes grafban bizonyosan van zold haromszog vagy piros
Ks. Az elébbit kizartuk, igy hat az utébbi igaz. (1 pont)



