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Bevezeto

Jelen tankonyv a BME-n villamosmérnok-hallgatoknak oktatott, ,A szamitastudomany
alapjai” cim@ (VISZA 105 fed6nevii) targyhoz tartozo jegyzet, de hasznosan forgathat-
jak a Bevezetés a Szamitdstudomanyba (VISZA 103 és VISZA 110) el6adast hallgaté
mérnok-informatikusok és a Kombinatorika és Grafelmélet (VIMA 0173 és VIMA 0175)
targy matematikus hallgatéi is. A feldolgozott anyag nagyrészt lefedi a tandrakon le-
adott (és szamonkéréseken elvart) ismereteket, helyenként tul is mutat az el6addson
elhangzottakon, igy olyan részeket is tartalmaz, amelyek ismeretét nem koveteljiik meg
a vizsgan. Mivel a villamosmérnok tananyag éppen atalakuléban van, ezért bizonyos
témakorok egyelore hidnyoznak, am ahogyan a valtozasok elérehaladnak, tgy keriilnek
azok is kidolgozasra.

A vizsgara torténd felkészitésen tul a jegyzetnek célja egytttal az diszkrét matemati-
kara fogékony hallgaték érdeklodésének felkeltése is. Az egy-egy témakor irant komolyab-
ban érdekl6dé olvasdkat célozzak azok a megjegyzések, amelyek mélyebb Osszefiiggésekre
mutatnak ra. Ne felejtsiik el azonban, hogy ezek csupédn a kiegészité ismeretek: ahhoz,
hogy egy adott anyagrészben valaki ténylegesen elmélyiilhessen, a valodi szakirodalmat
(is) érdemes tanulmanyoznia. Hogyan célszeri a jegyzetet hasznélni, és egyaltalan: ho-
gyan folyik a vizsga?

A jegyzetet Osszeallitasakor fontos szempont volt, hogy abban a tananyagbdl min-
den szerepeljen, amit a vizsgan megkérdezhet a vizsgaztatd. Ez bizonyosan nem sike-
riilt tokéletesen, de a szandék megvolt. A jegyzet felépitése a definicié-tétel-bizonyitéas
szentharomsagon alapszik: a definialt fogalmakat délt betis szedés jelzi, a tétel (allitas,
megfigyelés, lemma) elétt félkovéren taldlhatd, mirél is van szd, a bizonyitasok végét
pedig olyan kiskocka jelzi, mint amilyen pl. ennek a sornak a végén is all. U

A jegyzet Osszeallitasakor az is cél volt, hogy ne legyen til széaraz az anyag. A jegyzet
ezért tartalmaz a tananyagot kiegészito, ill. ahhoz kapcsolodd, érdekesnek itélt informa-
ciémorzsakat is. Az igy (pl. Megjegyzés vagy Torténelem cimszavak utan, vagy apré
bettivel szedetten) kozolt ismereteket a (BME) vizsgan tehat nem koveteljitk meg: az az
altalanos iranyelv, hogy az ilyen részeket még a jeles osztalyzatért sem kotelezd ismer-
ni. Talan nem tul kockézatos azt kijelenteni, hogy a fennmarado részek behaté ismerete
elegendd az adott témakorben a jeles osztdlyzathoz. A spektrum masik végének eléré-
sére mar lényegesen tobb lehetoség kinalkozik. Elégtelent pl. gy lehet szerezni, hogy



a vizsgazo nem tudja pontosan kimondani valamelyik 1ényeges definiciot, tételt vagy al-
litast. Eredményes mddszer az is, ha a definicidkat és tételeket sz6 szerint bemagolja
a hallgatd, de a vizsgan bizonysagat adja, hogy nem érti, mirol beszél. Madés széval:
a legalabb elégséges osztalyzatnak feltétele a torzsanyaghoz tartozo fogalmak, allitasok
pontos ismerete, vagyis az, hogy a hallgato ezeket ki tudja mondani, képes legyen azokat
alkalmazni és azokra sziikség esetén példat mutatni. Az elégséges osztalyzatnak nem
feltétele, hogy minden ismertetett bizonyitast tokéletesen ismerjen a vizsgaz6. Sot: akar
egyetlen egyet sem kell tudnia. Azonban aki ennek alapjan prébal levizsgdzni, az azt {ize-
ni az 6t vizsgaztaténak, hogy nagyon nem érdekli 6t az anyag. Mint gyakorld vizsgaztato
elmondhatom, hogy ez engem arra 0sztonoz, hogy alaposan gyozddjek meg a definiciok
és tételek kell6 szintli ismeretérol, mert azt gondolom, hogy szdmos olyan allitast tar-
talmaz a tananyag, amit igy a legkonnyebb megérteni, ha ismerjiik a bizonyitast, vagy
legalabb annak vazlatat. Altalénosségban elmondhat6, hogy sokkal fontosabb (értsiik:
elengedhetetlen), hogy egyetlen témakorben se lehessen zavarba hozni a vizsgazdt, mint
egy-egy bizonyitas részletes ismerete. Akinek ,sajnos” nem jut ideje a ferdetest obskurus
definiciéjat megtanulni, de hatosra tudja a Menger tételt, az éppigy megbukik, mint az,
aki semmit sem tud a primszam definiciéjan kiviil, és azt is csak alig.

A vizsga lebonyolitasa gy torténik, hogy minden vizsgara jelentkez6 hallgaténak ki-
sorsolunk egy tételt az itt is megtaldlhatd tételsorbdl. Ezt kovetden legalabb 45 perc
felkésziilési ido alatt a hallgaté kidolgozhatja a tételét, célszertien vazlatot ir. A szamon-
kérés abbdl 4ll, hogy a kidolgozott vazlat alapjan ki kell tudni mondani a vizsgatételben
szerepl6 definiciokat és tételeket, illetve reprodukalni kell tudni a bizonyitasokat. Ha nem
megy magatol, a vizsgaztatd segit. Szamitani kell arra is, hogy maésik tétellel kapcsolatos
fogalmakra, allitasokra is rakérdez a vizsgaztatd. Az az irdnyelv, hogy zh-k altal le nem
fedett anyagrészbdl minden vizsgazé kap kérdést. A vizsgaztatd személye a helyszinen
dol el, az esetek tobbségében valamelyik eléadd vagy gyakorlatvezeto elott kell szamot
adni a tudésrol.

Hogyan is jott 1étre a jelen jegyzet? A munka még 2004 tavaszan kezdodott egy
segédlet megirasaval, azéta hizik az anyag. Félév végén az eléadason elhangzottaknak
megfeleléen igyekeztem igazitani a tartalmon, és prébaltam folyamatosan gyomlalni a je-
lentds szamban felbukkané hibékat is. (Volt, van, lesz is bel6liik b6ven.) Ebben a harcban
mulhatatlan érdemeket szereztek azok a hallgatdk (és kollégak, kiilonosen Téth Géza, az
anyag szakmai lektora), akik jelezték, ha elirdst vagy hibat taldltak. Munkdjukat eztiton
is koszonom: ennek révén jegyzet hasznalhatosaga jelentosen javult és reményeim szerint
szamos késébbi hallgato felkésziilése valik konnyebbé. Ebbdl a munkabol természetesen
én is kiveszem a részemet: minden atdolgozéaskor tjabb elirasokat és tévedéseket illesztek
az anyagba az egyensuly megOrzése érdekében. Alljon azért itt egy névsor azokrol, akik
megjegyzéseikkel, javaslataikkal érdemben részt vettek a jegyzet javitasaban:

Baranyai Balazs, Benei Viktor, Bui Duy Hai, Csondes Laszl6, Erdés Csanad, Fleiner
Balazs, Hidasi Péter, Jod Adém, Keresztes Laszlo, Ketipisz Vangelisz, Kovacs Akos,
Molnér Gergely, Mucsi Dénes, Nagy Gabor, Nagy-Gyér Addm, Pereszlényi Attila, Pintér



Olivér, Radi Attila, Simon Karoly, Simon Tama&s, Sweidan Omar, Szabé Andor, Szabd
Balint, Szarnyas Gabor, Szebedy Bence, Szedelényi Janos, Szelei Tamas, Tarnay Kalmén,
Tauber Adém, Toéth Zoltan, Vandra Akos, Varga Daniel, Varga Judit, Velinszky Laszlo,
Virdg Déniel, Viszkei Gyorgy, Voneki Balazs, Wiener Gabor, WolframAlpha, Zsolnay
Kéroly.

Valdszintileg minden eréfeszités ellenére is szamos hiba maradt a most kozreadott
jegyzetben. Természetesen minden ilyen hidnyossagért egyediil az enyém a felelOsség.
A jegyzettel, az abban taldlhatd, akar helyesirasi, nyelvhelyességi, akiar mddszertani,
akar matematikai hibakkal kapcsolatos megjegyzéseket és a konstruktiv hozzaszolasokat
koszonettel fogadom a fleiner@cs.bme.hu cimen. Unnepélyesen igérem, hogy az érdemi
kritika figyelembevételével igyekszem tovabb javitani az anyagot.

Minden olvasénak sikeres felkésziilést és eredményes vizsgazast kivanok.

Budapest, 2013. december 23.

Fleiner Tamds
A jegyzet megjelenése 6ta tortént hibajavitasokban mulhatatlan érdemeket szerzett

az aldbbi hibakozl6 olvasé: Varga Balédzs.
Ezuton koszonom a segitségét. Fleiner Tamds
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A Szamitastudomany Alapjai
vizsgatematika a 2012/2013-as tanévben

1.

10.

Leszamlélasi alapfogalmak: permutécidk, varidcidk és kombindciok (ismétlés nélkiil
és ismétléssel); binomiélis egyiitthaték kozti egyszerti sszefiiggések, a binomiélis
tétel, skatulya-elv, szita-formula.

. Alapvet6 adatstruktirak: tomb, lancolt lista, bindaris fa. Linedris és binaris keresés,

ezek 1épésszama, minimumkeresés, beszurasi feladat, rendezési feladat. Buborék-,
kivalasztasos, beszurdsos, Osszefésiiléses és gyorsrendezés, alsé korlat, 1épésszam-
becslések.

. Ladarendezés, binaris keresofak. Keresés, beszuras, torlés, minimumkivalasztas,

pre-, in- és posztorder binaris keresofaban, rendezés binaris keresofaval. Kupac,
kupacos rendezés.

Gréfelméleti alapfogalmak: pont, él, fokszam, szomszédossagi matrix, szomszédos-
sagi lista, éllista. Egyszert graf, részgraf, feszitett részgraf, izomorfia, élsorozat,
séta, ut, kor, osszefiiggo graf, komponens. Grafok fokszamosszege, fak egyszeriibb
tulajdonségai.

Cayley tétele fak szamarol, Priifer kod. Minimaélis koltségti feszitofa, Kruskal algo-
ritmus, normal fak.

. Euler-séta és korséta, létezésének sziikséges és elégséges feltétele. Hamilton-kor

és 1t; sziikséges, illetve elégséges feltételek Hamilton-kor létezésére: Dirac és Ore
tételei.

Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok (BFS, Dijkstra, Ford, Floyd). Legszéle-
sebb utak iranyitott és iranyitatlan grafban.

. Halézati folyamok: halézat, folyam, folyamnagyséag (folyamérték), st-vagds, vagas

kapacitasa. Ford-Fulkerson tétel, javité utas algoritmus. Egészértékiiségi lemma,
Edmonds-Karp tétel (biz. nélkiil).

. Tobbtermelos, tobbfogyasztos haldzatok, csicskapacitasok és iranyitatlan élek ke-

zelése. Bl és pontidegen utak. Menger négy tétele, grafok tobbszoros dsszefiiggo-
sége, kapcsolata a Menger tételekkel.

Péros grafok, ekvivalens definici6. Parositasok, Hall, Frobenius és Kénig tételei,
alternal6 utas algoritmus maximalis parositas keresésére. Lefogo és fliggetlen csi-
csok ill. élek, Gallai két tétele. Tutte tétele parositdsokrdl (csak a trividlis irdnyban
bizonyitva).



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Pont- és élszinezés, kromatikus szam, klikkszam, also és felso korlatok a kromatikus
és élkromatikus szamra, Brooks tétel (biz. nélkiil), Myczielski-konstrukcié, Vizing

tétel (biz. nélkiil).

Sikbarajzolhatésag, gombre rajzolhatosag. Az Fuler-féle poliédertétel és kovetkez-
ményei: egyszerl, sikbarajzolhatd grafok élszama és minimalis fokszama. Kura-
towski grafok, Kuratowski tétele (csak konnyii irdnyban biz.), Fary-Wagner tétel
(biz. nélkiil).

Dualitéas, tulajdonsagai. Elvagd él, soros élek, vagas. Gyenge izomorfia, absztrakt
dualitds, Whitney harom tétele (biz. nélkiil), sikgrafok kromatikus szdma, 6tszin-
tétel.

Mélységi keresés és alkalmazdsai (élek osztalyozdsa, irdnyitott kor létezésének el-
dontése), alapkorrendszer, alap vagdsrendszer. Aciklikus irdnyitott grafok jellem-
zése, topologikus sorrend, PERT-modszer, kritikus utak és tevékenységek.

Algoritmusok bonyolultsaga, dontési problémak. P, NP,co — NP bonyolultsagi
osztalyok fogalma, feltételezett viszonyuk, polinomidlis visszavezethetoség, N P-
teljesség, Cook-Levin tétel (biz. nélkiil), nevezetes N P-teljes problémdk: SAT,
HAM, 3-SZIN, £-SZIN, MAXFTN, MAXKLIKK, HAMUT.

Oszthatosag, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kozos tobbszoros, euklideszi algo-
ritmus, primek és felbonthatatlan szamok, a szamelmélet alaptétele, osztok szama,
nevezetes tételek primszamokrol: primek szama, primek kozti hézag mérete és a
primszamtétel (biz. nélkiil).

Kongruencia fogalma, miiveletek kongruenciakkal. Teljes és redukalt maradék-
rendszer, az Euler-féle ¢-fiiggvény, Euler-Fermat tétel és kis Fermat tétel. Linearis
kongruencidk megoldhatésaga és megoldasa. Linearis diofantikus egyenletek meg-
oldasa.

2-valtozés miivelet, félcsoport, csoport, példak szdmokon és nem szamokon. Cso-
port rendje, csoportok izomorfidja, részcsoport, generalt részcsoport, elem rendje,
ciklikus csoport, diédercsoport.

Mellékosztaly, Lagrange tétele, elem rendjére vonatkozo kovetkezménye. Gyftirik.
0, 1, ellentett fogalma, 0-val szorzas gytriiben. Kommutativ, egységelemesgyti-
ri.Példak gytriikre szamokon és polinomokkal. Ferdetest, test fogalma, példak
szamokon, polinomok hanyadosteste. Polinomok maradékos osztasa példan szem-
léltetve.



20. Szamelméleti algoritmusok: alapmiiveletek, (modulo m) hatvanyozds ¢és az eukli-
deszi algoritmus. Primtesztelés. Nyilvanos kulcsu titkosirasok, digitalis alairas. Az
RSA titkositasi médszer.



1. fejezet

Alapismeretek

1.1. Komplex szamok

Motivacio. Ebben a fejezetben a szamfogalom egy kiterjesztésérsl lesz szé. Korabbi tanulméanyaink
soran taldlkoztunk a természetes szamokkal (N = {0,1,2,...}), az egészekkel (Z = {0,1,-1,2,-2,...}),
a racionalis szémokkal (Q = {L : p € Z,0 < ¢ € N}) illetve a valés szdmok R halmazdval. Erdemes
arra is visszemlékezni, mi motivalta az egyes szamhalmazok bevezetését ill. kib&vitését. Ha valamit
meg akarok szamolni, akkor a természetes szamokkal dolgozom. Hasznos, ha miiveleteket vezetiink be,
melyek megkonnyitik annak kiszamoldsat, hogy mennyi csirkém lesz, ha van most 18 és veszek még
(vagy eladok) 5-6t. De megtudhatom azt is, hogy egy 100mx 100m-es vagy egy 90mx110m-es folddarab
ér-e tobbet. A negativ egészek bevezetésével egyrészt a tartozas tényét lehet jol leirni, méasrészt elérheto,
hogy a kivonas miivelete gond nélkiil elvégezhetd legyen. A raciondlis szamok bevezetésével az osztds lesz
lényegében elvégezhetd (persze a 0 nevezdt kizdrjuk), azonban a gyakorlatban is sziikség van a tortekre:
ha 3 testvér 100 pénzt 6rokol egyforma aranyban, csak gy tudnak igazsdgosan megosztozni, ha nem
egész szam irja le az orokséget. A valds szamok bevezetését indokolja az, hogy elméletileg pontosan
akarjuk megmérni mondjuk a négyzet atlojat, a kor teriiletét, vagy méds, hasonlé mennyiséget.

Az eddigi szamfogalmakban k6zos tehdt, hogy mindegyik alkalmas arra, hogy megmérjen valamit,
azaz a szamokon van egy természetes rendezés, melynek segitségével barmely két, kiilonb6z6 szamrol
egyértelmiien el lehet donteni, melyik a nagyobb. A szdmfogalmak bevezetésére alkalmas motivécio, hogy
mérhetd dolgokat tudjak megmérni. A szdmokon értelmezett miiveletek (6sszeadds, kivonds, szorzds,
osztds, hatvanyozds, gyokvonds, logaritmus, szogfiiggvények, stb) mindegyikérdl elmondhaté, hogy arra
valok, hogy kiszamitsuk egy-egy mennyiség nagysdgdt bizonyos méas mennyiségek ismeretében.

A komplex szamok bevezetésekor szakitunk az eddigi gyakorlattal. Tovabbra is arrdl van szé, hogy
a megismert legh&vebb szamkort tovabb bovitjiik, azonban egyszer, s mindenkorra le kell szamolnunk
azzal az intuicidval, hogy a szdm valamely dolog nagysdgdt jelenti: a komplex szamokon nem lesz
olyasfajta rendezés, mint ami az eddigi nagysagviszony volt. (Természetesen a komplex szamoknak
is tulajdonithaté valamiféle ,, jelentés”, azonban erre ebben a jegyzetben nem &ll médunk részletesen
kitérni.) A motivacié itt sokkal inkdbb az, hogy bizonyos miiveletek nem voltak elvégezhetdk a valds
szamokon, és valamilyen rejtélyes okbdl szeretnénk pl. a /—1-nek értelmet tulajdonitani.

Lassuk mindezt a gyakorlatban!

1.1. Definicié A komplex szdimok halmaza C := {a + bi : a,b € R}, tehdt minden
komplex szam egy formadlis a + bi alaki Osszegként irhato fel, ahol a és b tetszoleges
valds szamok, az i-t (melynek neve képzetes egység) pedig valamiféle ismeretlenként”

10



tekintjik. Ezt a z = a + bi felirdst nevezziik a z komplexr szam kanonikus alakjanak,
a z szam valés része Re(z) = a, képzetes része Im(z) := b, és a definicio alapjin
kimondhatjuk, hogy két komplex szam (mondjuk z és z') pontosan akkor egyenld, ha
kanonikus alakjuk z = a + bi és 2’ = a’ + Vi megegyezik, azaz, ha a =a' ésb=1".

Ahogy emlitettiik, a valds szdmok halmaza részhalmaza a komplexekének; konkrétan,
ha a € R, akkor a kanonikus alakja a = a + 0.

Meg kell persze mondani, hogyan végziink miiveleteket a komplex szamokkal. Eze-
ket a miveleteket raadasul ugy kell definidlnunk, hogy azok a valds szamokon végzett
miuiveletek kiterjesztései legyenek. Az alapmiiveletek esetén ugy jarunk el, mintha az i
ismeretlen volna, ill. hasznaljuk az i2 = —1 azonossagot:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Az osztas azonban nem ilyen egyszerti. Ehhez érdemes definidlni a z = a + bi komplex
szam z-vel jelolt konjugaltjdat, melynek kanonikus alakja z :=a — b1 .

1.2. Lemma Tetszoleges z,w € C komplex szdmokra

(1)Z==z,4dl (2)zFw=zZ+w,z—w=2z—w, zw =2 W teljesiilnek.

(3) Ha 0 # z € C, akkor 0 < z-Z € R, azaz barmely, nullatdl killonbizd komplex
szamot megszorozva a konjugdltjdval, pozitiv szamot kapunk.

Bizonyitds. (1): Trividlis. (2): A kanonikus alakokat behelyettesitve konnyen ellenériz-
hetd.

(3) Legyen z = a+bi, ekkor 2-Z = (a+bi)(a—bi) = a®>+b*+ (ab—ab)i = a®* +b* > 0,
hiszen a? > 0 < b2, és a®> = b?> = 0 esetén z = 0 lenne. O

Ezek utan osztas is konnyen elvégezheté a konjugdlttal vald bévités segitségével.
Tegyiik fel tehat, hogy z = a + bi és 0 # 2/ = a’ + b'i. Ekkor

z a+bi (a+bi)(a —=0Vi)  (ad +bV)+ (a'b—ab)i ad +00  a'b—al

= = = = i
! a + i (a/ + b’z’)(a’ _ blz') a2 + b2 a’? + b2 + a’? + br2
Koénnyen ellendrizhetd, hogy a szokasos miiveleti azonossagok tovabbra is érvényesek,
azaz z,t,u € Cesetén z +t =t +z,2t =tz,(z+t)+u=z+ (t + u), (z2t)u = z(tu) ill.
2(t +u) = 2t + zu. A kivondsra és osztasra vonatkozo azonossagok a z —t = z+ (0 — t)
il. £=2- % azonossagokbdl kovetkeznek. Egy fontos tulajdonsdgot bizonyitunk is:
1.3. Lemma A z,w komplex szdmokra pontosan akkor lesz zw = 0, ha z = 0 vagy
w = 0.
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Bizonyitds. Konnyen ellendrizhetd, hogy 0w = 0 tetszoleges w komplex szamra. Azt kell
igazolni, hogy ha a szorzat 0, akkor valamelyik tényezdje 0. Tegyiik fel tehat indirekt,
hogy zw = 0 és z # 0 # w. Ekkor

ellentmondas. [l

Lattuk, hogy a komplex szamok egyértelmiien jellemezhetok két valds , koordinata-
val”, akdrcsak a sikbeli koordindtarendszer pontjai. Természetesen adddik tehat egy
kolesonosen egyértelmi megfeleltetés a komplex szamok és a (koordindtarendszerrel el-
latott) sik pontjai kozott: a z = a + bi komplex szamnak megfelel az (a, b) koordinataju
pont a komplex szamsikon. Vizsgdljuk meg, mi itt az alapmiiveletek jelentése! Ha z, 2’
komplex szamok a szamsikon, akkor a z+ 2’ komplex szamnak megfelel6 pontot ugy kap-
juk, hogy az origét eltoljuk azzal a vektorral, melyet tigy kapunk, hogy az origobdl z-be
mutaté vektorhoz hozzdadjuk az origébdl 2z’-be mutaté vektort. (Kivonasnal az utébbi
vektort kivonjuk.) A szorzds ,, jelentésének” megértéséhez definidljuk egy komplex szam
sz6gét. Azt mondjuk, hogy a z € C komplex szdm szdge «, ha az origébdl a z-be mutato
vektor a valds tengely nemnegativ részével a szoget zar be. Vigyazat: « eldjeles, igy pl.
i sz0ge 5, (—1i)-¢ pedig —7F, vagy ha ugy tetszik 37” Definidljuk tovabba a z = a + bi
komplex szam abszolit értékét a |z| == v/2Z = Va2 + b2 képlettel. Tegyiink is néhany
megfigyelést.

1.4. Lemma (1) Ha z € C, akkor |z| valds, és |z| > 0. Tovdbbd |z| =0 <= z=0.
(2) |z| mem mds, mint a komplex szamsikon a z komplex szdmnak megfeleld pont
tavolsdga az origotol.
(3) Ha a z komplex szam szdge «, akkor z = |z|(cos a + isin o).
(4)Ha z,w € C komplex szdmok, akkor |z + w| < |z| + |w].

Im

Bizonyitds. (1) A z = a + bi kanonikus alakbdl 2z = a® + b? > 0, igy |2| egy nemnegativ
szam négyzetgyoke, ami szintén nemnegativ és persze valds. Pontosan akkor lesz 0, ha
a’>+b* =0, azaz a = b = 0, tehat, ha z = 0.

(2) Az (a,b) koordindtdju pont tavolsdga az origétdl épp az a, b befogdkkal rendelkezd
derékszogii haromszog atfogdja, ami Pitagorasz tétele szerint éppen a2 + b2 = |z|.
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(3) Ha a z-nek megfelelé pont a szamsikon |z| tdvolsdgra van az origétol, és a nem-
negativ valds tengelytdl a szogre latszik, akkor z valés koordindtaja Re(z) = |z|cosa,
képzetes koordinatdja pedig Im(z) = |z|sina.

(4) Legyen O az origd, és legyen Z ill. T a z-nek ill. z 4+ w-nek megfelel6 pontok a
komplex szamsikon. Az abszolit értékrdl ill. Osszeadasrol tett korabbi megfigyeléseink
alapjan |z +w| = |OT| < |OZ| + |ZT| = |2| + |w|, az OZT héromszogre vonatkozé
haromszog-egyenlétlenséghdl. O]

A z komplex szdmnak a fenti lemma (3) részében megadott felirdsét a z szdm trigo-
nometrikus alakjanak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy mig a kanonikus alak egyértelmi,
addig a trigonometrikus nem az: egyrészt a helyett valaszthatunk o + 2k7m szoget is
(tetszOleges k egész paraméterrel), ill. a z = 0 felirdsdban « tetsz6leges valés lehet.

A trigonometrikus alak egyik jelentésége, hogy segitségével a szorzasnak és az osz-
tasnak is szemléletes jelentést tulajdonithaté.

1.5. Lemma Legyen a z ill. w komplex szamok trigonometrikus alakja z = |z|(cos a +
isina) ill. w = |w|(cos f+isin ). Ekkor a szorzat ill. hdnyados trigonometrikus alakja
zw = |z||w|(cos(a + B) +isin(a + ), ill. Z = %(cos(& — ) +isin(a — ) lesz. Mds
szoval: szorzas esetén az abszolut értékek dsszeszorzodnak, a szégek dsszeadodnak, mig
osztasndl az abszolut érték a két abszolut érték hanyadosa, €s a sz0q a két szoq kiilonbsége

lesz.

Bizonyitds. zw = |z|(cos a+isina)w|(cos f+isin B) = |z||w|(cos a cos f — sin asin 5 +
i(cosacsin f + sinaccos 3)) = |z||w|(cos(a + ) + isin(a + [3)) addédik. A hényadosra azt
kapjuk, hogy

2z _ |z|(cosatisina) _ |z|(cos a+isina)|w|(cos B—isinB) _  |z]|w|(cos a cos B+sin asin S+i(— cos asin B+sinacos B))
w \’w|(cosﬁ‘+isin6) " |wl(cos B+isin B)|w|(cos B—isin 3) |w|?(cos? a+sin? o) -
|Z|(COS(a_ﬁl)jrlism(a_ﬁ)) — %(COS(O& _ ﬂ) +4 SiIl(O( _ 6)) O]

A komplex szamok pozitiv egész kitevOos hatvanyait is értelmezhetjiik, hiszen z" ki-
szamitasahoz z-t n-szer kell 6nmagaval 6sszeszorozni, de ehelyett elegendd azt az origdtol
|z|™ tavolsagra elhelyezkedé pontot tekinteni, melybe mutaté vektor a valds tengely po-
zitiv részével na szoget zar be, ahol z szdge a. Erdekes megfigyelni, hogy ha |z| > 1,
akkor z hatvanyai egy, az origé koriili, tdgulé spirdlvonalon, mig ha |z| < 1, akkor z
hatvanyai egy, az origéra sziikiilé spirdlvonalon helyezkednek el. |z| = 1 esetén z minden
hatvanyanak abszolut értéke 1, ezért mindezen hatvanyok az origd kozepii, egységsugaru
koron talalhatok.

A fentiek szerint tetszéleges z = |z|(cosa + isina) komplex szamnak meg tudjuk
hatérozni az n-dik gyokét (helyesebben: gyokeit), tetszéleges 1 < n egész esetén. Az
{/z az a w komplex szdm lesz, melyre w” = z. Ha w = |w|(cos S + isinf), akkor
w" = |w|"(cos(nB) + isin(np)), azaz |w| = {/]z] és a = nB + 2kr valamely k € Z
egészre. Innen 3 = "‘J“nﬂ adédik, azaz minden (0-tdl kiilonb6z6) komplex széamnak
pontosan n db n-dik gyoke van.
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A tovabbiakban az 1 abszolut értéki komplex szamokkal foglalkozunk. Az ¢ komplex
szamot n-dik egységgyoknek nevezziik, ha " = 1. A fentiek szerint a komplex egy-
séggyokok abszolut értéke 1, azaz a komplex szamsik origd koriili egységsugari korén
helyezkednek el.

1.6. Megfigyelés (1) Az ¢ komplex szdm pontosan akkor n-dik egységgyok, ha e =
cos 2T 4 jsin 27 2'” alakiak, valamely k egészre. Pontosan n db n-dik eqységgydk van.
(2) A komplex szamsikon az n-dik egqységgyokioknek megfelelé pontok az origokozept

eqységkoron eqy szabdlyos n-szdg mentén helyezkednek el gy, hogy aze = 1 is eqyséqgqyok.

Bizonyitds. (1) Az n-dik gyokvondsrdl elmondottak alapjan azonnal addédik, hisz azt
le] =1, és a = O-ra kell alkalmazni.

(2) Minden egységgyok az egységkoron van, egymastol 27” szognyi ,,tavolsagra’, és az
1 csakugyan egységgyok. O]

Hasznos tudnivalé az egységgyokok osszegének és szorzatanak ismerete.

1.7. Allitas Ha £1,€2,...6n az n-dik eqységgyokok (ahol e = cos 2™ + isin ﬂ ésn >1). Ekkor
n n

P _ B 1 ha n pdratlan
;ak =¢e1+eo+... 4+, =0, tovabba H €k = €1°€2°....Ep = { 1 ha n pdros

Bizonyitds. Legyen S =e1+ea+...+¢e,. Ekkor (1—¢1)S =e1+ea+...+ep—c1(e1+ea+...+ep) =
e1+ea+t...+e,—2—e3—...—g, —e1 =0, tehdt (1—¢1)S = 0, ahonnan S = 0 adédik. (Felhasznaltuk,
hogy €1 - €k = €41 a trigonometrikus alakbdl adédéan.) (Itt tkp azt bizonyitottuk, hogy egy szabélyos
n-oldali soksog kozéppontjabdl a csucspontokba mutaté vektorok Gsszege 0. Ez trivialis, ha n péros,
hisz ekkor a vektorok ellentett parokba rendezheték. Egyébként, ha az Gsszeg egy v vektor, akkor a
csucsokba mutatd vektorok 2—”—nel valé elforgatottjait Gsszeadva az Gsszeg egyrészt a v vektor 2%-nel
valo elforgatottja lesz, masreszt pedig nem véltozik, hisz ugyanazokat a vektorokat adtuk ossze. Innen
0 < 2T < 27 miatt v = 0 adédik.)

AZ egységgyokok szorzataval kapcsolatban vegyiik észre, hogy ha e n-dik egységgyok, akkor € is az,
hiszen " = " = 1 = 1. Az n-dik egységgyokok tehdt konjugdlt parokba allithaték, kivéve a valds
egységgyokoket, amelyek snmagukkal dllnak parban. Vegyiik észre még, hogy ha || = 1, akkor -2 = 1.
Ezért minden konjugdlt par szorzata 1, és az onmagaval parban allé 1 hozzédjaruldsa is 1 a szorzathoz.
Tehdt az Osszes n-dik egységgyok szorzata attdl fiigg, hogy az ¢ = —1 vajon n-dik egységgyok-e: ha
igen, akkor a szorzat —1, ha nem, akkor a szorzat 1. A —1 pedig pontosan akkor lesz n-dik egységgyok,
ha (—1)™ = 1, azaz pontosan akkor, ha n pdros. O

Lattuk, hogy a komplex szdmok alkotta matematikai struktirdban nem igaz szdmos olyan tulaj-
donsdg, amit a valés szamokon megszoktunk, pl. nem lehet ugyanolyan értelemben beszélni a szamok
,nagysagardl”. Azonban nem is ez a komplex szamkor bevezetésének igazi jelentésége, hanem sokkal
inkabb az, hogy a valés szamokon megszokott legfontosabb tulajdonsagok igazak, azaz C egy t.n. testet
alkot, ami annyiban ,, jobb” a valds szamtestnél, hogy ebben minden polinomnak van gytke, mas szdval,
hogy algebrailag zért. (Testekrol kés6bb lesz sz6.) Errdl szol az algebra alaptétele:

1.8. Tétel Ha p(x) egy komplex egyiitthatds, legaldbb elséfokid polinom, akkor létezik olyan o komplex
szam, melyre p(x) = (x — «) -r(x) alakba irhatd, ahol r(x) egy p(x)-nél eggyel alacsonyabd foki, komplex
egytitthatds polinom.[]
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Az 1.8. Tétel kovetkezménye, hogy ha p(z) valds egyiitthatds, akkor taldlunk egy a gyokét, ami
vagy valés (és kiemelhetjitk az (z — «) gyoktényezdt) vagy o képzetes része nemnulla. Utébbi esetben
(mint az kénnyen ldthatd) @ is gyoke p(z)-nek, azaz p(z) = (x — a)(x — @)r'(x) alakba irhatd, ahol
r'(x) egy p(x)-nél kettével alacsonyabb fokd, valds egyiitthatds polinom. (Utébbi abbdl adédik, hogy
¢(z) = (z — a)(x — @) egy valds egyiitthatés masodfoki polinom. (Ertelemszertien ¢(z) diszkrimindnsa
negativ, és a masodfokd egyenlet megolddéképlete éppen a-t és a-t adja.))

Az algebra alaptételének ismételt alkalmazdsdbdl az addédik, hogy minden valds egyiitthatés poli-
nom felirhaté legfeljebb méasodfoku valds egyiitthatés polinomok szorzataként, és ez a tétel bar a valds
szamkorre vonatkozik, nehezen bizonyithaté a komplex szamkor megkeriilésével.

1.2. Kombinatorika

1.2.1. Elemi leszamlalasok

1.9. Definicié Legyenek k,n € N és 0 < k < n. Az n elem k-adosztalyi (ismétlés
nélkiili) varidcidjan n db, riogzitett, eqymdastol megkilonbiztethetd elembdl kivdlasztott k
kiilonbozo elem eqy sorrendjét értjik. Azaz kivdlasztunk eqy elsd elemet az n kézil, eqy
téle kilonbozd masodikat, stb, végil az eddigiektdl kilonbozé k-adikat. 'V (n, k) jeloli n
elem k-adosztalyi varidacioinak szamat.

1.10. Példa A fenti varidciofogalomra eqy lehetséges példa, ha azt kérdezziik, hogy eqy n
versenyzd részvételével megrendezett kerékpdrversenyen az elsé k befuté sorrendje hany-
féle lehet.

A kérdés értelemszertien V(n, k) értéke. Vilagos, hogy V(n,0) =1,V (n,1) = n. Az
is latszik, hogy V(n,k) = V(n,k — 1) - (n — k + 1), hiszen minden szébajové sorrendet
meghatarozhatunk tgy, hogy el6szor k£ — 1 elemet rakunk sorba, majd a k-dik elemet

tetszélegesen kivédlasztjuk az eddig ki nem vélasztott n—k+1 elem koziil. Innen V(n, k) =
n-(n—1)-...-(n—k+1) adédik.

1 han=20

1.11. Definicié Azn természetes szam faktoridlisa n! :=
1-2-...-n han >0

A fenti jeloléssel V(n, k) = | ”!k)! adédik.

n—

1.12. Definicié Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztalyt, ismétléses variacidja alatt
eqy olyan k hosszu sorozatot értink, aminek tagjai n db, eqymastol megkiilonboztetheto
elem kozil kerilnek ki, igy, hogy az n elem bdrmelyikét tetszolegesen sokszor felhaszndl-
hatjuk a sorozatban. Az emlitett ismétléses varidciok szamdt Vg, (n, k) jeloli.

1.13. Példa Az ismétléses varidcio kapcsdn a Tour de France kerékpdros vetélkedd egy
versenynapjara gondolhatunk, és megkérdezhetyiik, hogy ha az adott napon n versenyzo
indult, és k etap (azaz résztdv) volt (ezek mindegyikénél az elsé néhdny befuts pontokat
szerez), akkor hdnyféle lehet az aznapi etapgydztesek sorrendje.
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Hasonléan a fenti gondolatmenethez, itt Vig,(n,0) = 1, Vign(n,1) = n, ill. & > 1
esetén Vign(n, k) = Vign(n, k — 1) - n, ahonnan Vi, (n, k) = n*.

1.14. Definicié Legyen n € N. Ekkor n elem egy permutacidja az n db, eqgymdstol meg-
kiilonboztethetd elem eqy sorbarendezését jelenti. Formdlisan az {1,2,...,n} elemek egy
permutdacidjan egqy o : {1,2,...,n} — {1,2,... ,n} bijekciét (azaz kélcsonisen egyértel-
mi megfeleltetést értink.

1.15. Megjegyzés Eqgy permutdciot tehat megadhatunk gy is, mint a o leképezést,
tehdt 5 elemnek egy konkrét permutdcicja az a o, amire o(1) = 3,0(2) = 4,03 =
5,0(4) = 2,0(5) = 1 és 0(6) = 6. Ugyanezt a permutdciot megadhatjuk egy tdb-
ldzattal, amiben oszloponként tintetjik fel hogy melyik elemet hova wviszi a fiigguény:
1[2[3|4]5]6
3/4[5]2]1]6"
galjuk, hogy egy elemet hova wvihet el az iterdlt leképezés, és az igy kapott ciklusokat
zarojelek kozé téve irjuk fel (az egy hosszu ciklusokat (azaz fix pontotkat) nem szokds
kitrni): o = (1,3,5)(2,4)(6) = (1,3,5)(2,4). Késébb hasznos lesz, ha egy permutdciora
tobbféleképp tudunk gondolni.

de o megadhato ugy s, hogy megkeressiik a ciklusait, azaz meguizs-

1.16. Példa Teqgyiik fel, hogy n ellendrzésen kell dtjutnunk, mindegyiken eqy-eqy jelszo
bemonddsaval, és ha rossz jelszoval probalkozunk, azonnal veszitink. Ha ismerjik az n
jelszot, de nem tudjuk, hogy azok melyik ellendrzési pontokhoz tartoznak, akkor a fel-
adatunk az, hogy eltalaljuk a jelszavak azon permutdciojat, ami szerint azokat bemondva
atjutunk az ellendrzéseken.

A Definiciokbol azonnal adddik, hogy n elem permutaciéi azonosak az n elem n-
’ 7 s e s ’ . . ’ |
edosztélyt varidcidival, igy a fentiek szerint a szdmuk & = n! .

1.17. Definicié Legyen ki, ko, ..., k € N rogzitett szamok és n := ki + ko + ... + k;
. Ekkor n elem ismétléses permutacidja alatt | féle elem eqy olyan n hosszi sorrendet
értink, amiben az i-dik elem pontosan k;-szer jelenik meg minden 1 < i <[ esetén.

1.18. Példa Ha tudjuk, hogy eqy héten minden nap ot orank van az dltalanos iskoldaban,
és ismerjik az egyes tdargyak heti oraszamait (legyenek ezek ky, ko, . .., k;, amelyekre ter-
mészetesen ki + ko + ... + k; = 25 teljesiil), akkor a lehetséges drarendek szama éppen
a 25 dra ismétléses permutdcicinak szama. (A példa pindurit sinta, mert nem valdszind
olyan nap, hogy testnevelés-ének-rajz-technika-osztalyféniki legyen a beosztds.)

1.19. Megjegyzés 1. Az ,n elem ismétléses permutdcidja” elnevezése nem teljesen
pontos. Ugyanis amikor errdl beszéliink, akkor azt mindig gy értyiik, hogy az l és a k;-k
értékek is rogzitettek.

2. Ha minden k; értéke 1, akkor az ismétlés nélkiili permutdcio fogalmdhoz jutunk vissza.
Az ismétlés nélkili permutdcionak tehdt két lehetséges dltalanositasat lattuk: az ismétlés
nélkili varidciot, ill. az ismétléses permutdciot.
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Az ismétléses permutédciok szaménak kiszamitdséhoz az {1,2,...,n} halmaz minden
eleméhez rendeljiik a sorbarendezend¢ [-féle elem valamelyikét gy, hogy az i-dik faj-
ta elemet pontosan k; db szamhoz rendeljiik. Vilagos, hogy a fenti hozzarendeléssel az

{1,2,...,n} halmaz elemeinek minden egyes permuticiéja meghatiroz egy ismétléses
permutaciét. Mésfelél, minden egyes ismétléses permutécié az {1,2,...,n} elemeinek

pontosan ugyanannyi permutacidjabol kaphaté meg: ha ugyanis egy rogzitett ismétlé-
ses permutaciot szeretnék megkapni, akkor minden egyes k; méreti halmaz elemeit az
ismétléses permutacié altal meghatarozott poziciokra kell tetszolegesen szétosztani. Ezt
csoportonként k;!-féleképp tehetjiilk meg, a csoportonkon egymastol fiiggetleniil, tehat
minden egyes ismétléses permutaciét éppen ki! - ky! - ... - k! permutacié hataroz meg.
Mivel az {1,2,...,n} ismétlés nélkiili permutaciéinak szdma n!, ezért az ismétléses per-

R , , | .
mutaciék szamara a m formula adodik.

1.20. Megjegyzés 1. A % kifejezésrdl ranézésre nem wvildgos, hogy egész

szam. Ldttuk azonban, hogy az ismétléses permutdciok szamdt irja le, ezért bizonyosan
egész. Fzzel tehdt eqy algebrai tényt kombinatorikus iton igazoltunk.

2. Figyeljiik meg, hogy az ismétléses” jelzo a variaciok ill. permutdciok esetén kilonbézo
dolgot jelent: varidciok esetén tetszoleges szamu ismétlodés megengedett, permutdciokndl
minden elemrol adott, hogy hanyszor ismétlodik.

1.21. Definicié Legyen k,n € N, k < n. FEkkor n elem k-adosztalyu kombindcidjan
eqy (rogzitett) n elembdl dllé halmaz eqy k-elemi részhalmazdt értjik. Az n elem k-
adosztalyd kombindcicinak szamdt (azaz az m-elemi halmaz k-elemi részhalmazainak
szamat) C'(n, k) jeloli.

1.22. Példa Kézenfekvd példa a lottohuzdsok lehetséges kimeneteleinek szama: 90 le-
hetséges szambdl az 5 nyerdszamot C(90,5)-féleképp lehet kivdlasztani, hisz a kihizds
sorrendje nem szdmit.

Vegyiik észre, hogy n elem minden k-adosztalyu varidcidja egyértelmiien meghata-
roz egy k-adosztalyui kombindciét: egyszeriien el kell feledkezni a kivalasztott k elem
sorrendjérol. Az is azonnal latszik, hogy minden egyes k-adosztalyt kombinacié annyi k-
adosztalyi variaciobol szarmaztathaté, ahanyféleképpen a kivalasztott k& db elemet sorba

lehet rakni, azaz k! db-bol. Ezért C(n, k) = Y@ = .

1.23. Megjegyzés Az fenti kombindciofogalom ismét specidlis esete az ismétléses per-
mutdcionak: ha n elembdl akarok k-t kivdlasztani, akkor feltehetem, hogy az n elemnek
van eqy rogzitett sorrendje. Ebben a sorrendben minden elemrdl meg kell mondanom,
kiwdlasztottam-e vagy sem, radadasul ezt gy, hogy pontosan k-t valasszak ki. Vagyis
eqy olyan n hosszu sorrendrdél van szo, amiben a ,kivalasztva” k-szor, a ,,nem Kki-
valasztott” pedig (n — k)-szor jelenik meg. Ez pedig az n elem egy olyan ismétléses
permutacioja, amire ky =k és ko =n —k .
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1.24. Definicié Jelilje (Z) = (n+'),k, az ,n alatta k7 (vagy ,n alatt a k” ?) mddon
kiolvasott di.n. binomidlis egyiitthatét. A fenti jelsléssel C(n, k) = (}) adddik. Ha

k > n, akkor az (2) binomiadlis egyiitthatot 0-nak definidljuk.

1.25. Megjegyzés 1. Ranézésre itt sem vildgos, hogy (Z) egész szam, de kombinatorikus
dton ez azonnal addodik, hisz egy halmaz méretét adja meg. (Persze ezt mdr ldttuk az
ismétléses permutdcickndl.)

2. (Z) = (nﬁk) : algebrai iton is vilagos, de abbdl is latszik, hogy n elem kozil k elem
kiwdlasztdsa ugyanaz, mint n — k elem ,otthagydsa”, vagyis a megmarado n — k elem
kivdlasztdsa.

3. Ha k > 1, akkor (Z) = (";1) + (Zj) Régzitstink ugyanis eqy x elemet az n elem koziil.
Ha most n elem kozil k-t vdalasztunk ki, akkor ebben a k elemben vagy nincs benne az
x, és akkor tkp n — 1 elembdl vdlasztottunk k-t ((";1) -féleképp), vagy benne van az x, és
ekkor az x-tdl kilonbozé6 n—1 elem kozil kellett (k—1)-t kivdlasztani, amit (Zj) -féleképp
tehetiink meg. Az azonossdg persze algebrai uton is igazolhato, de az az ut unalmas és
fdraszto.

4. Az eldz6 megfigyelés dltaldnositdsa, hogy > -, (;) (nfk) = (r:s), hisz ha az r + s
elemet eqy r és eqy s méreti részre osztjuk, akkor n-t ebbdl gy vdlasztunk ki, hogy
valamilyen k-ra az s-bél vdlasztunk k-t és az r-bdl pedig (n — k)-t.

1.26. Definicié Legyen k,n € N. Ekkor n elem k-adosztélyu, ismétléses kombinécidja
n-féle elemtipusbol k db kivalasztdsat jelenti, ahol barmely tipusbol tetszolegesen sokat
vdlaszthatunk. Tehdt az ismétléses kombindciok megfeleltethetok az ay + as + ...a, = k
osszegeknek, ahol a; € N irja le, hogy az i-dik tipusbol hanyat vidlasztottunk. Az n elem
k-adosztdlyi ismétléses kombindcidinak szama Cigy(n, k).

1.27. Példa Ha egy cukrdszddban n-féle siteményt drulnak, és mindegyik fajtdbol kor-
latlan szdma dll rendelkezésre, akkor k db siiteményt éppen Cigp(n, k)-féleképpen vdsd-
rolhatunk.

1.28. Tétel Cign(n, k) = (")

Bizonyitds. Az n elem tetszoleges k-adosztalyt, ismétléses kombinacidéja egyértelmiien
megfeleltetheté egy (n + k — 1) hosszisagu 0/1-sorozatnak: elészor lefrunk a; db 1-t,
majd egy 0-t, utdna as db 1-t, egy 0-t, ag db 1-t, 0-t, stb. (Tkp. egy a; +as+...+a, =k
ismétléses permutaciét ugy alakitunk at, hogy minden a;-t a; db 1-essel, és minden +-t
egy db 0-val kédolunk, az = k végzodést pedig elhagyjuk. Pla0+0+3+2+04+5+
0 = 10 6sszegnek megfelels ismétléses permutaciot a 0011101100111110 sorozat kédolja.)
Osszesen tehdt & db 1-t és (n—1) db 0-t frunk le. Rdaddsul, minden n+4k— 1 hosszisag,
k db l-est tartalmazé 0/1 sorozatbdl egyértelmiien adédik egy ismétléses kombindcio.
Ezért az ismétléses kombindcidk szama azonos a lehetséges 0/1-sorozatok szaméval. Egy
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ilyen sorozatot pedig ugy kapunk, hogy a lehetséges n + k — 1 helybdl kivéalasztjuk azt

a k helyet, ahova 1-t irunk, a maradék helyeken értelemszeriien 0-k allnak. Eszerint n

elem k-adosztélyu ismétléses kombindcidinak szama Cigp,(n, k) = ("J“,l:*l). O
A binomidlis egyiitthatokkal kapcsolatos a binomidlis tétel.

1.29. Tétel (Binomidlis tétel) Ha 1 < n € Z, akkor (a + b)" = Y1  (T)a'b"™" =
(Mo + (Dab™ ™t + .. 4 (D)a' " + ...+ (M)a™ .

Bizonyitds. Amikor a zardjeleket felbontjuk, akkor a keletkezo kifejtési tagok ugy adod-
nak, hogy az n tényezd mindegyikébdl kivalasztjuk az a ill. b valamelyikét, és ezeket
osszeszorozzuk. Tehat minden kifejtési tag a’ - 0" % alaki lesz valamely 0 < i < n egész-
re. Konkrétan: a'b"* annyiszor fog adédni, ahanyféleképpen ki lehet vélasztani i db a-t

a lehetséges n-bol, azaz (?)-szer. O
1.30. Kovetkezmény 1. (p) + (7) +(5) + ...+ () =2 (1) =1+ 1) =2".
2 0=+ @) - =YD () =0y =0 =0

Megjegyzés: A Pascal haromszog.
A binomidlis egytitthatokat elrendezhetjiik piramisalakzatban gy, hogy a
piramis csicsan all az (8) = 1 egyiitthato, alatta az ((1)) = 1 ill. G) =1

egyiitthatok, a harmadik sorban talalhatok a (g), (?), (;) egyiitthatok. Alta-

laban, az (i+1)-dik sorban az (é), (i), e (z) egyliitthatok dllnak. A legutébbi
kovetkezmény mutatja, hogy a Pascal haromszog i-dik sordban talalhato ele-
mek 6sszege 27!, Ez azonban beldthaté abbdl a ténybdl is, hogy minden
sorosszeg kétszerese az elozonek, ugyanis a pascal hdaromszog egy elemét ugy
kapjuk, hogy Osszeadjuk a folotte &ll6 két elemet. (Ez a korabban latott

(1) = (12)) + (") Osszefiiggésbdl adédik.) A Pascal hiromszognek tovabbi

k k-1 k
érdekes tulajdonsagai vannak.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1 ¢
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
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1.2.2. A szita-formula és a skatulya-elv

Elemi leszamléalasi feladatokban sokszor nagyon hasznos a szita-formula.

1.31. Tétel (A szita-formula) Ha Ay, As, ..., A, véges halmazok, akkor

U Al = Z (_1)II|+1.

i€{1,2,...n} 0AIC{1,2,..n}

N

el

(1.1)

Szavakban: az unié elemszamat ugy kapjuk, hogy A; halmazok elemszédmainak 6ssze-
gébdl levonjuk a paronkénti metszetek elemszamait, ehhez hozzaadjuk a harmas met-
szetek elemszamait, levonjuk a 4-es metszetek méretét, sit. A sztenderd példa, hogy 1
és 1000 kozott hany olyan szdm van, ami a 30-hoz nem relativ prim. Mivel egy szam
pontosan akkor nem relativ prim a 30-hoz, ha a 2,3 vagy 5 primek valamelyikével oszt-
hatd, ezért az 1 és 1000 kozotti szamok koziil a 2-vel, 3-mal ill. 5-tel oszthatok szamok
halmazanak unidjanak elemszamat kell meghataroznunk. Ha vessziik a az 500 paros,
333 db 3-mal oszthaté és 200 db 5-tel oszthatoé szamot, akkor minden olyan szamot
kétszer szamoltunk meg, ami két primmel is oszthatd a 2,3,5 koziil. Ha tehat levon-
juk a 166 db 6-tal, 100 db 10-zel ill. 66 db 15-tel oszthaté szdmot, akkor egyediil a
33 db 30-cal oszthaté szammal van csak baj, amelyeket 3-szor szamoltunk meg és 3-
szor vontunk le, tehat ezeket meg hozza kell adni a végeredményhez, ami ilyenforman
(500 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33)-nak adédik. Ha azonban megértjiik rendesen
mir6l van szo, akkor a szita-formula bizonyitdasa bar absztrakt, de jéval rovidebb.

A szita-formula bizonyitisa. Tekintsiik az A1 U As U. ..U A, halmazt, és legyen x ennek
egy tetszoleges eleme. A szita-formula igazolasahoz mindossze azt kell megmutatnunk,
hogy = hozzajarulasa ugyanannyi az 1.1 formula baloldaldhoz, mint a jobboldalhoz. A
baloldal egyszerii: xz-et pontosan egyszer szamoltuk meg. Azt kell tehat igazolnunk, hogy
x-et a jobboldalon Gsszességében egyszer vessziik figyelembe. Tegyiik fel tehat, hogy x
éppen k db A; halmaznak eleme. Vilagos, hogy éppen (’;)—féleképp lehet az A;-k koziil
t kiilonb6z6 z-t tartalmazo halmazt kivalasztani. Ezért x hozzdjaruldsa a jobboldalhoz

éppen
- k - k - k

—1)"! =1 1)t =1-) (-1) =1-(1-1f=1-0=1
2 (5) e () =1 e (§) - 0wreaco-n
amint azt allitottuk. (A harmadik egyenldség a binomidlis tétel miatt igaz.) O

1.32. Példa A szita-formuldval meghatdrozhatjuk azon permutdcick szamdt, amelyek
olyan sorrendnek felelnek meg, ahol eqyik elem sem ott dall, ahol az eredeti sorrendben dllt.
Legyen ugyanis a permutdlando elemek n szama régzitett, és jelentse A; azon permutdci-
dit az n elemnek, amelyek azi-dik elemet a helyén hagyjdk. Vildgos, hogy |A;| = (n—1)!,
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hisz az i-diktdl kilonbozé n — 1 elem egy permutdciojarol van szo. Sot, ha k kilonbozo
A; halmaz metszetét tekintjik, akkor ez éppen azokat a permutdciokat tartalmazza, ahol
a k adott elem a helyén van, azaz n — k elemet permutdlhatunk tetszolegesen, igy a k-as
metszet mérete pontosan (n — k)!-nak adddik.

Ezek utan ugy hatarozzuk meg a keresett permutaciok szamat, hogy leszamlaljuk
a komplementer halmazt, azaz mindazon permutaciokat, amelyek legalabb egy elemet
helyben hagynak, mds széval meghatdrozzuk az (J;_, A; halmaz méretét. A keresett
mennyiség tehdt

n!l —

=nl— )  (-pi*

n
JA
i=1 IC{1,2,...n}

:n!—l—:zl(—l)k(Z)(n—k)!:n!— (T)(n—mw Z)m—z)!— <§><n—3)!+...:

1 1 1 1 1
=l [ — o — ) ol S

N

i€l

—nl — Z(_1>k+1 Z

k=1 PAIC{1,2,...n},|I|=k

N

i€l

or 120 3l e

Amit kaptunk, azt szoktak néha gy fogalmazni, hogy ha a szinhazi ruhatarban mindenki
véletlenszertien kap vissza egy kabdtot, akkor kb % a valdszinlisége annak, hogy senki
sem a sajat ruhajat kapja. Mas szavakkal, ha minden villamosmérnckhallgaté mikulas
el6tt kitzza egy madsik hallgaté nevét a kalapbdl, akkor tobb, mint 60% valdszintiséggel
legalabb egyvalaki sajat magat lepi meg.

Valamiért a skatulya elv is ebbe a témakdrbe tartozik, lassuk hat azt is. A skatulya-
elvet altalaban csak koriilirni szoktak, valahogy ugy, hogy ha n dobozba tobb, mint n
targyat helyeziink, akkor lesz olyan doboz, amiben 1-nél tobb targy van. A szerzonek saj-
nos épp a mar korabban emlegetett definicio-tétel-bizonyitds a vesszoparipaja, tigyhogy
kovetkezzen az egyesek szamara hajmereszto formalizmus.

1.33. Tétel (Skatulya-elv) Ha f : H — K wvéges halmazok kozitt eqy leképezés és
|K| < |H|, akkor létezik H-nak két eqymastdl kilonbozd h és h' eleme gy, hogy f(h) =
f(R) teljesiil.

Bizonyitas. Indirekt: ha f H barmely két eleméhez kiilonb6z6 K-beli elemeket rendel,
akkor K-nak legalabb annyi eleme van, mint H-nak, ellentmondas. O]

1.34. Példa (1) Ha minden villamosmérnokhallgatd egy-eqy 3-jeqyi szamzdrral zdarnd a
biciklijét, akkor bizonyosan lenne koztik két olyan, akik egymds bicajdat haszndlhatnadk a
sajat kodjukkal.

(Bizonyitds: tobb, mint 1000 hallgaté mindegyikéhez 1000 lehetséges szamzdarkod vala-
melyike tartozik.)
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(2) Ha ay,as,...,a100 egész szamok, akkor kivdlaszthatd kézilik néhdny gy, hogy
dsszegiik 100-zal oszthato legyen.
(Bizonyitds: Tekintsik a b; == a; + as + ... + a; szamokat. Ha valamelyik b; a 100
tobbszordse, kész vagyunk. Ha mem, akkor a by, bs, ..., bigo Szamok kizil a skatulya-elv
miatt lesz két olyan, ami ugyanarra a két jegyre végzodik, mondjuk b; és b;, ahol i < j.
Am ekkor a bj — b, = ait1 + a2 + ... + a; szam 100-zal oszthato.)

A skatulya-elv alkalmazasdval egészen komoly tételeket is bizonyithatunk. Itt van
mindjart egy példa.

1.35. Tétel (ErdSs-Szekeres tétel) Bdrmely k,n € N esetén tetszéleges nk+1 hosszi
szamsorozatban taldlhato n-nél hosszabb névekvo vagy k-ndl hosszabb csokkend részsoro-
zat.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy valamely n és k esetén van olyan nk+1
tagu sorozat, aminek se n 4+ 1 tagi novekvd, se k + 1 tagi csokkend részsorozata sincs.
E sorozat x eleméhez rendeljiink hozza azt az (n(x),c(z)) szdmpart, ahol n(x) a leg-
hosszabb z-szel kezd6d6 monoton névekedd részsorozat hosszat, mig ¢(x) a leghosszabb
x-szel kezd6d6 monoton csokkend részsorozat hosszat jelenti. Vildgos, hogy ha x és y a
sorozatunk kiilénboz6 elemei, (mondjuk y az z-t koveti), akkor x < y esetén n(x) > n(y),
mig ha x > y, akkor ¢(x) > ¢(y) teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a sorozat kiilonbo6z6 elemei-
hez kiilonb6z6 szdmpdrokat rendeliink. Mivel n(z) € {1,2,...,n} és c(x) € {1,2,...,k},
ezért a sorozat elemeihez rendelt szamparok nk-félék lehetnek. Mivel nk + 1 taghoz ren-
deltiink szampart, ezért két kiilonobzo taghoz ugyanazt a part kellett rendelniink, ami
lehetetlen. Az ellentmondas mutatja az indirekt feltevés helytelen voltat, ezzel pedig
igazoltuk a tételt. O]

Az Erdés-Szekeres tételre mutatunk egy maésik igen elegans, a skatulya-elvet nem
hasznal6 bizonyitést is.

2. bizonyitds:. Legyen Sy az (a1, as, ..., anre1) sorozat. Azt mondjuk, hogy egy S sorozat
x eleme érdekes, ha az S sorozat x utani elemei koziil egyik sem kisebb z-nél. Vegyiik
észre, hogy egy sorozat érdekes elemei a sorozat monoton névekedo részsorozatat alkotjak.
Az Sy sorozatbdl kiindulva definidljuk az Sy, S, ... részsorozatokat gy, hogy S;11 az a
sorozat, amit ugy kapunk S;-bdl, hogy elhagyjuk S; érdekes elemeit. Ha valamelyik S;-
nek tobb, mint n érdekes eleme van, akkor ezek az elemek egy legalabb n + 1 hosszisagu
novekvo részsorozatot alkotnak az eredeti Sy sorozatban, és az tétel allitasa teljesiil. Ha
ez nem torténik meg, akkor viszont mindig csak legfeljebb n elemet hagyunk el, és igy
az Sy sorozat sem iires. Legyen tehat z; az Sy egy eleme. Mivel x1 nem érdekes Sj_;-
ben, ezért van S,_i-ben z; utdn egy nala kisebb x5 elem. Am 7, sem érdekes Si_a-ben,
muszdj tehat S,_o-ben xo-t egy ndla kisebb x3 elemnek kovetnie. Az x3-bdl kapjuk az
X4, Ts, ... elemeket, az utolsé elem xp,q lesz Sy-bol. Mivel xg, xq,xs, ..., 211 az Sy egy
monoton csokkend részsorozata, a tételt igazoltuk. O]
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1.3. Koordinatageometria

Tudjuk, hogy a haromdimenziés tér pontjai egyértelmiien jellemezhetck egy valds szam-
harmassal, mar persze, amennyiben elézetesen rogzitettiink egy derékszogli koordindta-
rendszert. Természetes kérdés, hogy hogyan jellemezhetok kiilonféle térbeli alakzatok,
illetve azok metszetei. Térbeli alakzatokon most a pontot, az egyenest és a sikot értjiik.

1.36. Lemma Ha a P pont koordindtdi (xo,yo, 20), €s O az origd, akkor |OP|* = x3 +
2 .2
Yo + %o

Bizonyitds. Legyen Pi(zo,y0,0) a P vetiilete az xy sikra, és legyen Py(x0,0,0) a P,
vetiilete az x tengelyre. Vilagos, hogy OP, P, és OP; P derékszogii haromszogek, ezért
Pitagorasz tétele szerint |OP|? = |OR* + |RPi|* = x3 + ¢, ill. |OP)? = |OP]* +
|\PiPI>=ad+yi+ |PPP> =ad +yd + 25 . O

z Yy
o P(z0,90, 20)
O/ P1(xgyy070)

‘ Py(0,0,0)

A lemma segitségével jellemezhetjiik két vektor merdlegességét.

1.37. Tétel Legyenek P(xqo,yo, 20) €s Q(z1,y1,21) a koordindtarendszer tetszéleges pont-
jai, O pedig legyen az origd. Ekkor OP L OQ <= (zox1 + You1 + 2021 = 0) .

Bizonyitds. OP és OQ pontosan akkor merdlegesek, ha az OPQA O-nal levo szoge
. ami Pitagorasz tétele szerint pontosan akkor teljesiil, ha |OP|* + |0Q[* = |PQ|>.
Beirva a megfelel6 koordinatakat, az el6z6 lemma alapjan ez pontosan azt jelenti, hogy
ToHYo+ 20+t +yi+27 = (w0 — 1)+ (o — 1)’ + (20— 21)* = af a7 — 2071 +45 +17 —
2yoy1 + 24 + 27 — 22021 teljesiil. Ez utébbi pedig azzal ekvivalens, hogy o1 +yoy1 +2021 =
0. Mi pedig éppen ezt akartuk bizonyitani. O

. P(20,90,20)

T

" Q(z1, Y1, 21)

1.38. Definicié Ha S a hdaromdimenzios tér eqy sikja, akkor az n vektort az S normal-
vektoranak nevezzik, ha n # 0 és n meréleges minden S-beli vektorra. (A 0 jelolés a 0
hosszusdagi nullvektort jelenti.)

1.39. Tétel Legyen S a koordindtarendszer sikja, legyen P(xq, Yo, 20) az S sik egy pontja,
n = (a,b,c) pedig S eqy normdlvektora. Ekkor eqy Q(z,vy,z) pont pontosan akkor van az
S sikban, ha ax + by + cz = axg + byy + czo teljesiil.
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Bizonyitds. Q € S <= n L PQ = (x — 0,y — Yo, 2 — 20) <= 0= a(x — z0) 4 b(y —
Yo) +c(z — z0) <= ax + by + cz = axy+ byo + czo - O

(a,b,¢)
P( xo,ymZO)

| x
A fenti tétel mutatja az aldbbi definicié érvényességét.

1.40. Definicié Az n = (a, b, c) normalvektori P(zy, Yo, z0) ponton dtmend sik normal-
vektoros egyenlete ax + by + cz = konst, ahol konst = axy + by + czp .

1.41. Definicié Ha e egy egyenes, akkor a v vektor az e irdanyvektora, hav # 0 ésv || e.

Tetszoleges e egyenest egyértelmiien meghataroz, ha megadjuk egy pontjat és e egy
iranyvektorat.

1.42. Megfigyelés Legyen P(xq,y0,20) a v = (v1,vq,v3) irdnyvektori e egyenes egy
pontja. FEkkor Q € e <= IN € R :0Q = OP+ v <= (x,y,2) = (x0,%0,20) +
A(v1,v9,v3) <=

r = o+ Ay
= Yo + )\Ug (12)
Z = Zp+ Avg .

v = (v1, v2,v3)
Y P(xo,yo, z0)
z N

T

1.43. Definicié A (1.2) feltételrendszert az e egyenes paraméteres egyenletrendszerének
nevezziik.

Vizsgéljuk meg a (1.2) egyenletrendszert. Ha az irdnyvektor egyik koordindtasikkal
sem parhuzamos, azaz vivov3 # 0, akkor az aldbbi ekvivalens format kapjuk:

T—x — z—z
N — 0_Y~Y% _ 0

U1 Vo U3
Ha v-nek pontosan egy koordinatdja 0 (mondjuk vs), akkor az egyenletrendszer a

T — Xo Y —Yo
A= = Z =2
U1 V2
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alakot olti. Végiil ha az irdnyvektor valamelyik (mondjuk az z) koordindtatengellyel
parhuzamos (azaz vy = v3 = 0), akkor a
. r — T

)\_ Y="Yo, 2= %20
U1

alakot kapjuk. Vegyiik észre, hogy a fenti harom eset mindegyikére igaz, hogy az egyenest
két sik egyenletének egyiittes teljesiilése irja le, a A paraméterrel nem foglalkozunk.
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2. fejezet

Linearis algebra

2.1. Vektorterek

2.1. Definicié A V' halmazt R feletti vektortérnek mondjuk (és R elemeit skalaroknak
nevezziik), ha

(1) (V,+) kommutativ csoport, azaz az dsszeaddsra az aldbbi azonossdgok igazak
Yu,v,w € V esetén

(61) u+ (v+w) = (u+v) +w,

(62) u+v=10v+u,

(03) létezik 0 € V: u+0=u Yu € U-ra,

(64) Yu € U-ra létezik eqy —u € V', amire u+ (—u) =0 .

(2) A skaldrral valé szorzasra a szorzdsaxiomdk teljesilését kivanjuk meg: VA, k € R,
Ak €R)Vu,v €V (sz1) (A + k)u = \u + Ku,

(s22) Mu+v) = du+ Ao,

(s23) (AR)u = A(Ku),

(sz4) lu = u

2.2. Megjegyzés Az (04) feltételben szerepld —u vektort az u vektor ellentettjének hiv-
Juk.

2.3. Megjegyzés A fenti definicié valdjdban a valés vektortér definicidja. Ha az R halmaz helyett Q
vagy C dllna, akkor beszélhetnénk raciondlis ill. komplex vektortérrdl. A vektortér skaldrjaitdl az elvdrds,
hogy rajtuk legyen egqy dsszeadds €s eqy szorzdsmivelet, mellyel u.n. testet alkotnak. A testekkel késébb
foglalkozunk, itt elegendd a valds vektorterekre koncentrdlni.

2.4. Példa (1) R (és minden test) vektortér onmaga felett. (2) A sikbeli (térbeli) hely-
vektorok vektorteret alkotnak R felett a szokdsos wektordsszeaddsra” és skaldrral valo
szorzdsra. (3) A wvalds szamokbdl alkotott n hosszi sorozatok is vektorteret alkotnak
R felett, ahol (x1,xo,...,xn) + (Y1,Y2, -, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, .. ., Ty + Yn), illetve
Mz, oy ooy ) = (AT, ATa, ..., Axy,). A nullvektor az csupa-0 sorozat, az ellentett a
(—1)-szeresek sorozata.
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(Vildgos, hogy az (1) ill. (2) példak a (3) specialis esetei n =1 ill. n = 2, 3 esetén.)
(4) Az n x k méretli (valds) matrixok is vektorteret alkotnak R felett, ha az Gsszeadést
elemenként, a skalarral vald szorzast pedig az Gsszes matrixelem végigszorzasaként ér-
telmezziik. A nullvektor az azonosan 0 matrix, az ellentett az elemenként (—1)-gyel
végigszorzott matrix.
Az n =1 eset épp az el6z6 példat adja.
(5) A valds polinomok is vektorteret alkotnak R felett, a legfeljebb n-edfoku polinomok
szintén. Nullvektor az azonosan 0 polinom, ellentett a (—1)-szeres.
(6) A valdés szdmok mindegyikéhez egy valds szdmot rendel6 (f : R — R tipusi) fiigg-
vények R felett vektorteret alkotnak, ahol az dsszeadds az (f + g)(z) := f(x) + g(x), a
skaldrral szorzés pedig a (A« f)(z) := X - f(x) azonossdggal értelmezhetd. Nullvektor az
azonosan 0 leképezés, ellentett pedig a fiiggvény (—1)-szerese.

2.5. Tétel Ha V' egy valds vektortér, akkor teljesiilnek az (1) NO =0 VX € R,
(2)0v=0 YveV,
(3) (1) v=—v YveV,
(4) 2o =0= (A =0 vagy v =0) azonossdagok.

Bizonyitds. (1): Vilagos, hogy 0 = 0+ 0. Mindkét oldalt \-val megszorozva azt kapjuk,
hogy A0 = A(0 4+ 0) = A0 + A\0. Mindkét oldalhoz a A0 vektor —(AO) ellentettjét
hozzdadva adédik, hogy 0 = —(A0) + A0 = —(A\0) + (A0 + A0) = (—(A\O) + A\0) + \O =
0 + A0 = A0, és éppen ezt kellett igazolnunk.

(2): Hasonléan jarunk el, csak a vektor és skalar szerepet cserél. Mivel 0 = 0+ 0,
ezért v-t megszorozva ezzel az egyenléség fennmarad: Ov = (0 + 0)v = Ov + Ov. Most
mindkét oldalhoz hozzdadhatjuk a Ov vektor —(0v) ellentettjét, azaz 0 = —(0v) + Ov =
—(0v) + (0v + 0v) = (—0v + 0v) + Ov = 0 4 Ov = Ov, gy6ztiink.

(3): Az elézbek szerint 0 = 0v = (1 — 1)v = lo + (=1)v = v + (—1)v, igy mindkét
oldalhoz —v-t adva —v = —v4+0=—v+ (v+(=1)v) = (—v+v)+(=1)v =0+ (—1)v =
(—1)v adddik, és nekiink ezt kellett igazolnunk.

(4): Léattuk, hogy A = 0 ill. v = 0 esetén \v = 0. Tegyiik fel most, hogy A\v = 0, és
A # 0. Azt kell igazolnunk, hogy v = 0. Tessék: 0 = 10 = (M) = (A v =1v=0v. O
2.6. Megjegyzés A 2.5. Tétel (3) és (4) részének bizonyitasihoz szikség volt az (sz4)
axiomdra is. Ha ennek az axiomdnak nem kellenne teljesiilni, akkor maodosithatndank egy
tetszoleges vektortéren a skaldrral valo szorzdst gy, hogy Av = 0 teljestiljon minden
A € R és minden v € V esetén. Az igy kapott nem til izgalmas struktira az (sz4)
kivételével minden vektortéraxiomadt teljesit.

2.7. Definici6 A W C V részhalmaz a 'V wvalds vektortér altere, ha W is valds vektortér
a 'V vektortér miveleteire. Jelolése: W <V . Trividlis altér alatt magdt a V' vektorteret,
ill. az egyediil a 0-bol dllo alteret értyiik.

27



2.8. Példa (1) A sikbeli helyvektorok alkotta vektortérnek alterei a trividlis altereken
kivil wgy kaphatéak, hogy tekintink egy origon dtmend e egyenest, és pontosan azon
vektorok lesznek az altérben, melyek e-re illeszkednek.

(2) A 2 % 3-as matrizok kézitt alteret alkotnak azok a mdtrizok, amelyek elsé sordban
allo elemek dsszege 0.

(3) A legfeljebb 10-edfoki valds polinomok vektorterének alterét alkotjak azok a poli-
nomok, amelyekben csak olyan tagok szerepelnek, amelyeknek a kitevdje primhatvdny (és
persze legfeljebb 10-edfokiak). EbbSl az altérbél egy polinom pl a p(x) = 242% — 2% + 427,

2.9. Tétel Ha V wvektortér, akkor 0 # W C V pontosan akkor altere V-nek, ha zdrt a
vektorosszeadasra é€s a skaldrral valo szorzdsra.

Bizonyitas. Vilagos, hogy ha W altér, akkor sem a vektorosszeadas, sem a skaldrral valo
szorzas nem vezethet ki W-bol. Az elégségességhez figyeljiik meg, hogy a miiveletek
zartsagabdl azonnal adédnak az (61,62), ill. az (szl, sz2, sz3, sz4) axiémak, igy csupén
(63,04)-t kell ellendrizni. Mivel () £ W, ezért létezik egy w € W, ahonnan —w = (—1)w €
W a skaldrral szorzas zartsaga miatt. Innen pedig 0 = w + (—w) € W, tehat (63,64) is
teljesiil. O]

2.10. Allitdas Ha U,W <V alterek, akkor UNW <V, azaz alterck metszete altér. Ez végtelen sok
altérre is igaz, azaz ha U, < V minden a € I esetén (ahol I akdr végtelen halmaz is lehet, akkor
Nacr Ua <V szintén altér.

Bizonyitds. A miveletzartsagot kell ellenérizni. Ha u,v € U NW, akkor u,v € U, ezért u+v € U és
u,v € Vigyu+v eV, azazu+v € UNW. Ha pedig A € R, akkor v € U miatt Au € U és u € V miatt
e W, ezért \ue UNW.

A végtelen valtozathoz u,v € (), c; Ua) esetén u,v € U, miatt u+v € U, teljesiil minden o € I-re,
ezért u + v € [ oy Ua. Tetszéleges A € R esetén pedig u € U, miatt Au € U, teljesiil minen a € I-re,

ezért Mu € (¢ Ua adédik ha v € (), ¢; Ua. O

2.11. Definicié Legyen V wvalos vektortér. A vy, vy, . .. v, vektorok linearis kombinéacidja
a Y i AU = A1+ Agv2 + ...+ A\u,, vektordsszeg, ahol A; € R. A Y7 N, linedris
kombindcio trivialis, ha V\; = 0.

2.12. Definicié Azt mondjuk, hogy a v € V vektort generalja a V vektortér U részhal-
maza, ha v elédall U néhdny (véges sok) vektordnak linedris kombindcidjaként. (Azaz, ha
létezik eqgy n € N szdm, és léteznek uy, us, ..., u, € U vektorok dgy, hogy v =" | Nu;
teljestl alkalmas \;-ket vdlasztva.) Az U részhalmaz generdlta vektorok halmazdat (U) je-
loli. Egy g1, ga, - - - gn véges vektorrendszer dltal generdlt vektorok halmazdt (gy, ga, - . . Gn)-
vel jeloljik. AzU CV halmaz generdlja a W <V alteret, ha minden vektordt generdlja,
azaz, ha W C (U). Ha ezen til még U C W s teljesiil, akkor U-t a W generatorrend-
szerének mondjuk.
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A linearis kombindcié valdjdban annak a ténynek pontos leirdsa, hogy vektorok egy
adott U halmazabdl a vektortér miiveleteinek segitségével hogyan lehet eldallitani egy
ujabb v vektort. Ilyenforman (U) nem mads, mint mindazon v vektorok halmaza, ame-
lyeket megkaphatunk az U elemeibdl a vektortér miiveleteinek alkalmazasaval. Ezen
szemlélet szerint (U) bizonyosan zart a miiveletekre, igy kordbbi tétel szerint altér. Ezt
be is bizonyitjuk az alabbiakban.

2.13. Tétel Tetszileges vektorrendszer dltal generdlt vektorok alteret alkotnak, azaz (U) <
V' barmely U CV esetén.

Bizonyitds. A miiveletekre valé zartsagot kell ellenérizniink, azaz, hogy U néhéany ele-
mének egy linearis kombinacidjat a A skalarral megszorozva linearis kombinaciot kapunk,
illetve, hogy két linedris kombindacié tsszege is linearis kombinacio. Az elsé esetben legyen
vi= Y1 N, ekkor Ao = A Ajug +Aua .. Apuy) = A g+ A Aua A A u, =
Sor L ANu;, ami valéban linedris kombindci6. Az Osszeg esetén legyen v = > " Nu; az
egyik, ill. w = 71", K;u; a mésik linedris kombindcid, ahol a generdlé u; vektorok koziil
néhanyat esetleg a v és a w elballitasdhoz is felhasznéltunk, néhanyat pedig esetleg csak
az egyikhez. Az adott el6éllitashoz fel nem hasznalt u;-k egyiitthatéjat 0-nak valasztva
feltehetd, hogy az elédllitdsaink v = > 7" | Nu; ill. w = 3" | kyu; alakiak. Ekkor a line-
aris kombindciok atrendezésével (az (61, 62) illetve az (sz1) axiomak felhasznédldséval) a
vAw =Y N+ > Ky = o (A 4 Ki)u; alak adddik, ami szintén egy linedris
kombinécié, és ilyenforman v +w € (U) . O

2.14. Definicié A vy, vs,. .., v, vektorrendszer (linedrisan) fiiggetlen, ha csak a trividlis
linedris kombindcidjuk dllitja elé a 0-t, azaz, ha Y. \v; = 0 =Y\, = 0. A fenti rend-
szer (linedrisan) Osszefiiggd, ha nem linedrisan figgetlen, azaz, ha a 0 elddll nemtrividlis
linedris kombindcioként is: Y. v, =0, és \; # 0 valamely i-re.

2.15. Megjegyzések 1. A 2.14. Definicichoz teljesen hasonléan definidlhato eqy
U C V részhalmaz linedris fiiggetlensége is, de mi megelégsziink a fentivel annak
okan, hogy csak olyan vektorterekkel fogunk részletesebben foglalkozni, amelyekben
minden linedrisan figgetlen halmaz véges. (Mds széval: a szamunkra érdekes vek-
torterek barmely végtelen halmaza linedrisan dsszefiiggd.)

2. Nem qyoézziik elégszer hangsiulyozni, hogy a linedris fiiggetlenség nem eqy vektor
tulajdonsdga, hanem vektorok eqy halmazdrdl lehet eldinteni, hogy fiiggetlen-e vagy
sem. A gyors vizsgdzas eqy lehetséges modja a kovetkezo kijelentés: ,Ha az u line-
arisan fliggetlen vektor és a v is linearisan fiiggetlen, akkor az u és v vektorok line-
arisan fiiggetlenek.” (Eppenséggel eqyelemi; halmazokrol is beszélhetiink, és ebben

a tekintetben mondhatjuk, hogy a {v} halmaz pontosan akkor linedrisan fiiggetlen,
ha v #0.)
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3. Igaz viszont az az dllitds, hogy ha vektorok egy rendszere linedrisan figgetlen, akkor
ennek a rendszernek bdrmely részhalmaza szintén linedrisan fiiggetlen rendszert
alkot.

2.16. Allitas A vy, v, ..., v, vektorrendszer pontosan akkor fiiggetlen, ha eqyik v, sem
dll elé a maradék v; vektorok linedris kombindcidjaként.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ha vy = >, Aiv;, akkor a 0 = >, Aiv; + (—=1) - vg egy
nemtrivialis linearis kombinacié, hiszen v, egyiitthatéja —1. Ha tehat v, eloall linearis
kombindcidként, akkor a rendszer Osszefiiggs. Maésfeldl, ha {vy,vs, ..., v,} Osszefiiggd,
azaz nem linearisan fiiggetlen, akkor a 0 el6all nemtrividlis linearis kombinacioként, pl.
0 =>"", \v; alakban, ahol (mondjuk) Ay # 0. Ekkor dtrendezéssel A\gvy = Z#k —\;v;,
ahonnan v, = ﬁ > 2k — AV = > 2k —i‘—;vi adodik, ami épp vy, elbéllitdsa a maradék
vektorok linearis kombinaci¢jaként. O

2.17. Definicié A {by,ba,...,b,} vektorrendszer a V vektortér bazisa, ha linedris fig-
getlen és egyuttal V' generdtorrendszere.

2.18. Tétel A {b1,bs,...,b,} pontosan akkor bdzisa V-nek, ha Vv € V' egyértelmiien dll
elo a b;-k linedris kombindciojaként.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {b1,0bs,...,b,} bazis. Ekkor V minden vektora el6all line-
aris kombindcioként, hiszen a bazis generatorrendszer. Azt kell latnunk, hogy a linedris
kombindcioként torténd felirds egyértelmii. Tegyiik fel, hogy v = > 0 | Niby = >0 | Kkib;
két felirds. Ekkor dtrendezéssel 0 = > Nb; — > 1 kb = > (N — K;)b;, ahonnan
a b; figgetlensége miatt \; — x; = 0 kovetkezik minden ¢-re. Eszerint \; = k1, Ay =
Koy ..., An = Kn, tehat a feliras csakugyan egyértelmii.

Most tegyiik fel, hogy a V' barmely eleme egyértelmiien allithaté elé a by, bo, ..., b,
vektorok linedris kombinaci6jaként. E vektorok tehat generatorrendszert alkotnak, csak
a linedris fiiggetlenséget kell ellendrizni. Ha linearisan Osszefiiggéek lennének, akkor
valamelyikiik (mondjuk b;) eléallna maradék vektorok linedris kombinacidjaként, de ez
ellentmondas, ugyanis by nem allna el6 egyértelmten, hisz by = 1 - b, egy, az emlitettol
kiilonbozo el6allitas lenne. O

2.19. Definicié Azu € V vektor B = {by, bs, ..., b, } bazis szerinti koordinatai oy, as, . . .

a1

hau=">3 " a;b. Azu B szerinti koordindtavektora az [u]p := ( ) oszlopvektor.

QAn

2.20. Megfigyelés Erdemes utdnagondolni, hogy ha B a V wvektortér bdzisa, u,v € V
és A € R, akkor [u+v]p = [u]p + [v]g il [Mulg = X [u]s.

2.21. Definicié A V wvektortér dimenzidja a V' eqy tetszoleges B bdzisdnak elemszama.
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2.22. Tétel (Kicserélési tétel) Ha F' = {f1, fo, ..., fu} CV figgetlen és G = {q, go, - - -

V' generdlja V -t, akkor tetszdleges fi-hez (i =1,2,...,n) létezik g; (7 =1,2,...,k) gy,
hogy F\ {fi} U{g;} figgetlen.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk, azaz feltessziik, hogy valamelyik f;-hez nem létezik
gj. Rogzitsiik ezt az fi-t, és vizsgdljuk meg, mit jelent az, hogy F'\ {fi} U {g;} nem
linearisan fiiggetlen. Mivel F'\ {f;} linearisan fiiggetlen, ezért ha F'\ {f;} U {g,} egy
nemtrividlis linedris kombindcidja 0-t ad, akkor g; egyiitthatéja nemnulla, azaz g; elo-
allithaté az F'\ {f;}-beli vektorok linedris kombindcidjaként. Ez minden g; vektorra
igaz, tehdt g1, ga,...gr € (F \ {fi}). Ekkor azonban a g;-k altal generdlt vektorokat is
generaljdk az F'\ {fi}-beli vektorok (hiszen a generdlt altér zart a miiveletekre, igy a
linedris kombindciéra is), tehat f; € (g1, g2, ... gr) C (F'\{fi}), ahol az elsé relaci6 a g;-k
generatortulajdonsagabol adddik. Azt kaptuk, hogy fi-t generaljak a maradék F-beli
vektorok, ami ellentmond F' fiiggetlenségének. O]

2.23. Kovetkezmény Ha fi, fo, ... f, linedrisan figgetlenek és a g1, go, . . . gr vektorok
generaljak V -t, akkor n < k.

Bizonyitds. A kicserélési tétel altal biztositott médon (tehét a fiiggetlenség megtartdsé-
val) cseréljiik ki sorban az fi, fa, ..., f, vektorokat egy-egy g;-re. Az f, cseréje utan egy
olyan n vektorbol allo, linearisan fiiggetlen rendszert kapunk, amiben minden f; helyett
egy-egy ¢; all. Ha két kiilonbozd f; helyére is ugyanaz a g, keriil, akkor a kapott rend-
szer nem lesz fliggetlen: az egyik g;-nek 1, a masiknak —1 egyiitthatét adva (a tobbit
pedig 0-nak véalasztva) egy 0-t adé nemtrividlis, linedris kombindciét kapnank. Tehdt a
becserélt g;-k mindegyike kiilonbozo, igy a g;-k szama legaldbb akkora, mint az f;-ké.[]

2.24. Kovetkezmény Vektortér barmely két bdzisa azonos elemszdmi. A dimenzio
fogalma joldefinidlt.

Bizonyitds. Legyenek By és By a V' tér bazisai. Mivel B; fiiggetlen, és By generator-
rendszer, ezért az el6z8 kovetkezmény miatt |By| < |[By|. B fiiggetlenségébdl és By
generatortulajdonsagdbdl pedig |Bs| < |By| adddik, ahonnan az &llitas rogton kovetke-
zik. ]

2.25. Megjegyzés Jegyezziik meg, hogy a fent kimondott dllitasok olyan vektorterekre vonatkoznak,
amelyek végesen generaltak, azaz létezik véges generdtorrendszerik. Nem minden vektortér ilyen: nem
végesen gemerdlt pl a valds polinomok vektortere, vagy az azt altérként tartalmazo wvalds fiigguények
vektortere sem. Bdr a nem végesen generdlt vektorterek matematikdja legaldbb olyan érdekes, mint a
végesen generdltaké, mi megelégsziink azzal, hogy a tovdbbiakban csak az utobbi tipusiakkal foglalkozunk.
(fgy pl. a bdzis mindig egy véges halmazt fog jelentens.)

2.26. Tétel Ha F CV figgetlen és a G C 'V halmaz generdlja a V (végesen generdlt)
vektorteret, akkor léteznek F C By ill. By C G bazisok. Mads szoval: ha a V' wvektortér
végesen generdlt, akkor tetszoleges linedrisan fiiggetlen részhalmaz kiterjeszthetd a teljes
tér eqy bazisdava, ill. tetszoleges generdtorrendszer tartalmaz eqy bazist.
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Bizonyitds. Legyen G' = {g1,92,...,9x} a V vektortér egy véges generatorrendszere.
,Hizlaljuk fel” az F’ halmazt ugy, hogy egyesével megprobéljuk G’ soron kovetkez6 elemét
hozzavenni a mar eddig felhizlalt halmazhoz, arra iigyelve, hogy csak akkor vessziik be
az aktudlis g;-t, ha a keletkez6 halmaz ezaltal linedrisan fiiggetlen marad. Legyen B; az
osszes G'-beli ellenérzése utan kapott felhizlalt halmaz. Vilagos, hogy F C Bj, tovabb4,
hogy B; fiiggetlen. Azt kell csupan igazolni, hogy B; generalja V-t. Ez abbdl kévetkezik,
hogy B, generalja a G’ generatorrendszer minden elemét. Ha ugyanis g; € By, akkor ez
vildgos, kiilonben pedig g; ellendérzésekor egy fiiggetlen rendszerbdl linedrisan dsszefiiggot
kaptunk g, hozzavételével, tehat g; mar el6allt egyszer az aktudlis fiiggetlen halmaz
elemeinek linedris kombinaciojaként. fgy eloall a kibovitett B; halmaz elemeinek lineéris
kombindciéjaként is. Marpedig, ha B; a G’ minden elemét generdlja, akkor minden G’
altal generalt vektort is generdl, azaz a teljes vektortér generatorrendszerét kaptuk.

A By bézis eloallitasdhoz vélasszuk ki G egy tetszéleges nemnulla elemét, mondjuk
bi-t. Ha (b)) = V, akkor kész vagyunk, hisz maris talaltunk egy bazist. Tegyiik fel,
hogy G-bdl mar korabban kivalasztottuk a by, bs,...,b; linearisan fliggetlen elemeket.
Ha (b1, by, ..., b) =V, akkor kész vagyunk, hisz egy linedrisan fiiggetlen generdtorrend-
szert taldltunk. Egyébként (by, ba,...,b) # V = (G), tehdt 1étezik G-nek olyan eleme
(mondjuk b;41), ami nem all el6 a by, by, ...b, elemek linearis kombinacidjaként. A li-
nearis fiiggetlenségre korabban bizonyitott Osszefiiggés alapjan ekkor by, bs, ..., by, by is
linearisan fiiggetlen lesz. Mivel G" a V' tér egy k-elemi generdtorrendszere, minden line-
arisan fiiggetlen rendszer legfeljebb k-elemii lehet, tehat a fenti bovitést legfeljebb k-szor
tudjuk megtenni. Eszerint legkésébb a k-dik 1épésben a b; vektorok generaljak a teljes
V' teret, azaz megkaptunk egy By C GG bézist. O]

2.27. Allitas (1) U <V = dimU < dim V.

(2) Az alabbi 5 dllitds ekvivalens. (o) dimV =n <= (b) In-elemi figgetlen, és minden n-elemd
fiiggetlen bdzis <= (c) In-elemd generdtorrendszer, és minden n-elemi generdtorrendszer bdzis <
(d) In-elemi fiiggetlen, és barmely (n + 1) vektor dsszefiiggd <= (e) In-elemd generdtorrendszer, és
A(n — 1) elemt generdtorrendesz.

Bizonyitds. (1): Legyen B az U altér egy bazisa. Mivel B fiiggetlen V-ben, ezért B kiegészithet§ V'
bazisava, tehat V bazisdnak legaldbb annyi eleme van, mint U-énak.

(2): (a) = (b): Ha dimV = n, akkor létezik n-elem@i bdzis, ami egy n-elemii linedrisan fiiggetlen
generatorrendszer. Létezik tehat n-elemi fiiggetlen. Ha F' egy n-elemi fiiggetlen, akkor létezik F-t
tartalmazé bazis, de a bazisok elemszamanak egyenlésége miatt ez csak F' lehet.

(b) = (c): Létezik n-elemii fiiggetlen, igy minden generdtorrendszer legaldbb n-elemii. Mivel 1étezik
n-elemii bazis, ezért ha G egy n-elemii generatorrendszer, akkor barmely G &altal tartalmazott bazis is
n-elem, tehat az csakis G lehet.

(¢) = (d): Létezik n-elemii generdtorrendszer, ezért nem létezhet legaldbb (n + 1)-elemfi fiiggetlen.
Azt is tudjuk, hogy létezik n-elemii bézis, ami egyittal egy n-elemii fiiggetlen.

(d) = (e): Mivel van n-elemii fiiggetlen, minden generatorrendszer is legaldbb n-elemi. Ha pedig G
egy generatorrendszer, akkor az dltala tartalmazott bazis nem lehet legaldbb (n+ 1)-elemi, hisz barmely
n + 1 elem Osszefiiggd.
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(e) = (a): A vektortér dimenzidja nem mds, mint egy olyan generatorrendszerének elemszdma, amely
generdtorrendszer nem tartalmaz valédi részhalmazként generatorrendszert. Az (e) feltétel szerint ez
csakis n lehet. O

2.2. Linearis egyenletrendszerek

Egy k egyenletbol dllo, n-ismeretlenes linedris egyenletrendszer alatt k olyan egyenle-
tet értiink, melyek mindegyike n régzitett ismeretlen konstansszorosait, konstansokat és
ezek Osszegét (ill. kiillonbségét) tartalmazza. Megtehetjiik, hogy minden egyes egyenletet
rendeziink, azaz baloldalra gytijtjiik az ismeretlent tartalmazo tagokat, ezeket a benniik
szerepl6 ismeretlenek egy rogzitett sorrendjében irjuk fel, és jobbra rendezziik a kons-
tansokat. KEzaltal a linedris egyenletrendszer egy rendezett alakjat kapjuk. Ebben az
alakban szerepl6 egyiitthatok és konstansok egy tablazatba rendezhetéek. Ezek alkotjak
az abran is jelzett kibovitett egyiitthatomadtrizot.

2.28. Definicié A kibdvitett egyiitthatomadtrizot 1épcsos alakiunak nevezzik, ha

(1) minden sordaban az elsé nemnulla elem 1 (a lépcsds alakban ezeket a mdtrizelemeket
nevezziik vezéregyeseknek ), ill.

(2) barmely vezéregyesre igaz, hogy tetszéleges felette allé sorban van a vizsgalt vezér-
eqyestol balra vezéregyes.

Ugy is definidlhatéak a lépcsés alaki métrixok, mint mindazon métrixok, amelyek megkaphatdk
valamely k € N esetén egy elfajuld k& x 0 méretii matrixbdl kiindulva az alabbi két 1épés tetszdleges
sorrendben torténd, tetszdlegesen sokszori ismételt alkalmazdsdval. (1): egy M maétrixhoz baloldalt
hozzévesziink egy csupal oszlopot, ill. (2): egy M matrixhoz balrél hozzdvesziink egy csupal oszlopot,
majd a kib&vitett métrix tetejére egy 1-gyel kezd6dS (egyébként tetszdleges) sort biggyesztiink.

Az aladbbi dbra szemlélteti a fenti definicidkat.

Linearis egyenletrendszer (kib6vitett) egytitthatématrix | 1épcsds alak
1..
..
1,121 + 1222 + ...+ a1 nTn = b1 o110 a2 ... a1p | b 1
2121 + a22%2 + ... + a2,nTn = b2 Q21 Q22 ... Qg | b2 —
: : : : : 0 0 0
ap1T1 + ag 22 + .+ Qg pTn = by Qg1 Qg2 .. Qgn | b

2.29. Definicié A redukalt 1épcsés alak (RLA) olyan lépcsds alak, aminek minden ve-
zéreqyesére igaz, hogy az adott vezéregyes az eqyediili nemnulla elem a sajat oszlopdban,
mdas szoval a vezéregyesek felett is csak 0-k dllhatnak.

2.30. Definicié Azt mondjuk, hogy (s1, S2, ..., S,) megoldasa a fenti linedris egyenlet-
rendszernek, ha az x1 = $1,T9 = So,...,x, = S, helyettesités az egqyenletrendszerben
szerepld dsszes eqyenldséget igazza teszi. A linedris egyenletrendszer egyértelmiien meg-
oldhato, ha pontosan eqy megolddsa van.
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Célunk egy olyan modszer keresése, aminek segitségével egy linedris egyenletrendszer-
rél eldonthetd, hogy létezik-e megolddsa, ha létezik, akkor pedig a megoldas(ok) konnyen
megtalalhaté(ak). Elsé megfigyelésiink, hogy ha egy linearis egyenletrendszer kibévitett
egyiitthatématrixa RLA, akkor a megoldas pofonegyszeri. Nem art azért egy definicio.

2.31. Definicié Ha a kibdvitett egyiitthatomdtric RLA akkor a linedris egyenletrendszer
azon ismeretlenjeit, amelyekhez tartozo oszlopban nincs vezéregyes, szabad paraméterek-
nek hivjuk. Ha egy lépcsds alaki kibdvitett egyitthatomdtriznak az utolsé (,kibévitd”)
oszlopdban van vezéregyes, akkor azt a sort tilos sornak nevezziik. Ha a kibovitett eqyiitt-
hatomatriz nem feltétlendil lépcsds alaki, akkor tilos sor alatt olyan sort értiink, amiben
az utolso nemnulla elem kivételével csupa 0 dll.

2.32. Megfigyelés (1) A tilos sor egy olyan egyenletnek felel meg, ami az ismeretlenek
0-szorosainak dsszegét eqy nemnulla szaimmal teszi eqyenlévé. Vildagos, hogy ha a kibovi-
tett egyiitthatomadtriznak van tilos sora, akkor az adott linedris eqyenletrendszernek nem
lehet megoldasa.

(2) Ha a RLA-nak nincs tilos sora, akkor a mdtriz dltal reprezentdlt egyenletek mind-
egyike vagy a 0 = 0 egyenlet, vagy pedig olyan egyenlet, ami eqy vezéregyesnek megfe-
leld ismeretlen és szabad paraméterek vmilyen eqyiitthatos dsszegét eqy konstanssal teszi
eqyenlové. Fz az egyenlet a vezéregyesnek megfeleld ismeretlen eqy értékadasdanak is te-
kintheto.

2.33. Példa Tegyiik fel, hogy a kibovitett egyiitthatomdtriz a redukalt lépcsds alakja a
jobboldali dbrdn ldthato. Fkkor z és u a szabad paraméterek, a megoldds pedig z,u € R
tetszoleges, t =6+ 32z —2u, y =2 —4u ésv =1.

T z u
-3
0
0
0

OO O
oo OoOw
OO BN
o OO
(BN I Sl

2.34. Kovetkezmény Ha a kibovitett egyiitthatomatrizc RLA, akkor pontosan akkor van
megoldasa az egyenletrendszernek, ha nincs tilos sor, azaz mem szerepel vezéregyes az
utolso oszlopban. Ebben az esetben a szabad paraméterek tetszidleges vdlasztasdhoz eqyér-
telmiien létezik az egyenletrendszernek megoldadsa.[

A tovabbiakban tehat az a célunk, hogy a kiboévitett egyiitthatomatrixot redukalt
1épcsts alakra hozzuk, mégpedig olyan operaciok segitségével, amelyek a megoldasok
halmazat nem valtoztatjak meg. Miel6tt azonban megadnank a széban forgd atalaki-
tasokat, sajat hasznalatra rogzitiink néhany maétrixokkal kapcsolatos praktikus jelolést.
Ha egy M matrixnak k sora és n oszlopa van, akkor azt mondjuk, hogy M egy k X n
méretit matrix. R¥™ a valds, k x n-es matrixok halmazét jelsli. (Ha R helyett C-t {runk,
akkor komplex matrixokrél beszéliink. Minden, amit ebben a szakaszban elmondunk,
komplex matrixokra ill. komplex egyiitthatos linearis egyenletrendszerekre is igaz. Sot:
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raciondlisakra is.) Ha M egy métrix, akkor M; jeléli az M matrix i-dik sordt, M 7 a j-dik
oszlopét, M; pedig az (i, j) poziciéban all6 elemét.

2.35. Definicio A kibévitett egyiitthatomatriz elemi sorekvivalens atalakitasai az aldb-
biak:

(1) két sor felcserélése,

(2) valamely sor elemeinek eqy X\ # 0 szammal torténd végigszorzdsa, ill.

(3) valamely sornak eqy mdsik sorhoz vald (elemenkénti) hozzdaddsa.

(4) (valamely sor konstansszorosanak hozzdaddsa egy mdasik sorhoz)

(5) (esupa 0-sor elhagydsa)

A (4) és (5) atalakitdsok azért szerepelnek zéaréjelben, mert a hagyomdanyos felépi-
tésben azokat is elemi sorekvivalens atalakitasnak tekintjiik. Nekiink a tovabbiakban
azonban elegend6 az (1-3) atalakitasokra szoritkozni. Figyeljiik meg ugyanis, hogy a (4)
atalakitds megkaphat6 egy (2) egy (3) és egy (2) atalakitds egymésutdnjaként. Az (5)
atalakitas elhagyasa pedig csak a 0-sorok cipelését eredményezi, komoly kart nem okoz.

2.36. Megfigyelés Ha A’ az A mdtrizbdl az (1-4) elemi sorekvivalens dtalakitdsok egy-
masutdnjdval kaphato, akkor A is megkaphatd A'-b6l az (1-4) dtalakitdsok segitségével.

Bizonyitds. Lattuk, hogy (4) megkaphaté (2) és (3) segitségével, ezért elegend6 az (1-3)
atalakitasokra bizonyitani. S6t, elegend6 csak azt igazolni, hogy ha A’ az A-bdl egyetlen
atalakitassal keletkezik, akkor az ,visszaalakithaté”. Az (1) sorcserénél ez vilagos, hisz
még egyszer elvégezziik ugyanazt a sorcserét. A (2) sorszorzasnal A # 0 miatt ugyanezt
a sort 1-val végigszorozva tjfent visszakapjuk az eredeti mdtrixot. A (3) sorhozzdadés
az legkeményebb di6. Ha a A;-t adtuk A;-hez, akkor elészor egy (2) atalakitassal A;-t
(—1)-gyel végigszorozzuk, majd egy (3) operécié segitségével az i-dik sort a j-dikhez
adjuk, végiil ismét (2)-t alkalmazzuk az i-dik sorra A = —1 valasztdssal. Gy6ztiink. [

2.37. Allitas Elemi sorekvivalens dtalakitds sordn a linedris egyenletrendszer megoldad-
sainak halmaza nem vdltozik.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy ESA utén megoldas nem veszhet el, azaz minden korabbi
megoldés az ESA utén keletkezd egyenletrendszernek is megoldasa marad. Ez tobb, mint
vildgos, ha arra gondolunk, mit is jelent egy ESA az egyenletek nyelvén megfogalmazva:
(1) két egyenlet felcserélését, (2) egy egyenlet végigszorzasat, mig (3) egy egyenletnek
egy masikhoz valé hozzdadasat. Nem meglepd, hogy minden eredeti megoldas az igy
kapott rendszernek is megoldasa lesz.

Mivel megoldas nem veszhet el, ezért legfeljebb annyi torténhet, hogy 1j megoldasok
is bekeriilnek a megolddsok halmazdba. Ha azonban az eléz8 megfigyelés szerint ESA-
kkal visszaalakitjuk a rendszeriinket az eredetire, akkor az ,ijonnan bejott” megoldés
nem veszhet el, tehat az mar az eredeti rendszernek is megoldasa volt. O]
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2.38. Tétel Elemi sorekvivalens dtalakitdsokkal tetszoleges kibovitett egyiitthatomatrix
lépcsds alakra hozhato.

Bizonyitds. Megadjuk a Gauss-elimindcié nevi eljarast, ami az (1), (2), (4) atalakitdsok
segitségével a kibovitett egyiitthatématrixot 1épcsos alakra hozza. Az algoritmus inputja
tehat az M matrix, és az algoritmus rekurziv, azaz idonként meghivja 6nmagat gy, hogy
bemenete egy M-nél kisebb méretii (konkrétan, egy M-nél kevesebb oszloppal rendelke-
z0) matrix. Az algoritmus kimenete egy, az M-bol elemi sorekvivalens atalakitdsokkal
keletkezo 1épcsos alak.

Az M matrix Gauss-eliminacidja.

1. Ha M =0 (azaz M elsé oszlopa csupa 0), akkor hivjuk meg a Gauss-elimindciot
az M els6 oszlopanak elhagyasaval keletkez6 M’ matrixra, és a kapott 1épcsds alak elé
biggyessziink egy csupal oszlopot.

2a Egyébként (ha M # 0), egy esetleges sorcserével ((1)-es atalakitas) érjiik el, hogy
M} # 0 legyen.

2b M, (vagyis M elsé soranak) végigszorzasaval (azaz a (2) lépéssel) érjiik el, hogy
M} =1 legyen.

2c A (4) 1épés segitségével érjiik el, hogy M! = 0 legyen minden i = 2,3, ... esetén.
(,Kinulldzzuk az 1-es alatti elemeket.”)

2d Hagyjuk el M els6 oszlopat és elsé sordt, és hivjuk meg a Gauss-eliminaciét az
igy keletkez6 M’ részmétrixra. A kapott 1épcsds alakot egészitsiik ki elol egy csupaQ

oszloppal, feliil pedig az imént elhagyott sorral.

Ennyi az algoritmus. Az algoritmus véges szamu 1épés utédn véget ér, hiszen legfeljebb (kétszer)
M elemszamnyi miivelet elvégzése utan egy kevesebb oszlopbdl all6 matrixra hivjuk meg az eljarast.
(Ezért az algoritmus dsszességében egy m x n méretdf matrixon 2mn? miiveletet hajt végre.) Kénnyen
lathatd, hogy az algoritmus akkor ér véget, ha 0 oszlopa marad a matrixnak. Mivel az ilyen matrixok
lépcs6s alakiak, a 0 oszloptl métrixokon az algoritmus megfeleléen miikodik. Tegyiik fel, hogy ez igaz
a legfeljebb n oszlopbdl all6 métrixokra, és Gauss-elimindljunk egy (n + 1)-oszlopi matrixot. Ekkor
rekurziv hivas kovetkezik, ami az indukcid szerint 1épcsos alakot szolgdltat. Ezt egy csupa0 oszloppal és
esetleg egy 1-essel kezd6d6 sorral kiegészive a kapott matrix nyilvan 1épcs6s alaki.

Annyi van hétra, hogy azt megmutassuk, hogy a Gauss-eliminacié altal szolgédltatott 1épcsos alak
valéban elemi sorekvivalens atalakitasokkal szarmaztathaté M-bol. Ehhez pedig mindossze annyit kell
észrevenni, hogy bar a rekurziv hivasok sordn a Gauss elimindcié soran haszndlt elemi sorekvivalens
atalakitasokat kisebb matrixokon hajtjuk végre, az id6kozben elhagyott sorokat és csupal oszopokat
,odagondolva” azok nem valtoznanak a 1épések soran. Tehat amikor visszairjuk azokat, helyesen jarunk
el.

Azért ha frasban kell a Gauss-eliminaciét végrehajtani, akkor jobban jarunk, ha a fenti
bizonyitasbeli rekurzidval prébédlkozas helyett inkabb akkuratusan kiirjuk az elhagyando
sorokat és oszlopokat.

Azt kaptuk, hogy a Gauss-eliminacié barmely kibovitett egyiitthatométrixot 1épcsos
alakra hoz. Ha redukalt 1épcsos alak a cél, akkor innen mar kénnyt dolgunk van: pon-
tosan ugy, ahogy a vezéregyesek alatt kinullaztuk az oszlopokat, a vezéregyesek felett
is megtehetjiik ugyanezt. Konnyen lathaté, hogy kinullazas soran a 1épcsos tulajdonsag
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nem sériil, tehat ha minden vezéregyes feletti elemet kinullazunk, akkor megkapjuk a
redukalt 1épcsos alakot. A kordbban a RLA-1dl tett megallapitdasunk igazolja az alabbi
tételt.

2.39. Tétel Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a (redukdlt)
lépcsds alakja nem tartalmaz tilos sort. Tovdbbd, ha a linedris egyenletrendszer nem
tartalmaz tilos sort, akkor a szabad paraméterek értékének tetszdleges meqgudlasztdsdhoz
egyértelmiien létezik megoldas.

2.40. Megjegyzés A tétel elsd része természetesen ugy is kimondhatd, hogy az egyenletrendszer ponto-
san akkor megoldhatd, ha a lépcsds alak kib6vitd oszlopa nem tartalmaz vezéregyest. Annak oka, hogy a
fenti format haszndljuk az, hogy hangsilyosabbd vdljon, hogy egy konkrét feladat (pl Gauss-elimindcidval
torténd) megolddsakor egy tilos sor felbukkandsa azt jelenti, hogy nincs megoldds, tehdt nem érdemes
tovdbb dolgozni.

Bizonyitds. Lattuk, hogy tilos sor esetén nincs megoldds. Az, hogy tilos sor hidnyaban
van megoldas, a tétel masodik mondatabol kovetkezik, elegendd tehéat csak azt igazolni.
Adjunk a szabad paramétereknek tetszoleges értékeket, mondjuk py,po, ..., pm-t. Vizs-
galjuk meg, milyen egyenloségeknek felelnek meg a redukalt 1épcsés alak egyes sorai. Ha
az adott sorban nincs vezéregyes, akkor annak a 0 = 0 egyenloség felel meg, ez nem tul
izgalmas. Ha az x; vezéregyese van az adott sorban, akkor a megfelel6 egyenloség nem
més, mint x; + a1p1 + asps + ... + ampm = b;, ahol az a; a p; szabad paraméter i-dik
sorbeli egyiitthatdja. Tehat a vezéregyesnek megfelelé sorok tekinthetoek a megfelel6 x;
ismeretlen egy (egyértelmii) értékadasanak. A tétel innen azonnal adddik. O

2.41. Kovetkezmény (1) A linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egy-
értelmien, ha a (redukdlt) lépcsds alakban nem létezik sem tilos sor, sem szabad paramé-
ter, azaz minden oszlopban van vezéregyes.

(2) Ha egy linedris egyenletrendszernek létezik és eqyértelmii a megolddsa, akkor leg-
aldbb annyi egyenlet van, mint ahdny ismeretlen.

Bizonyitds. (1): Ha egyértelmi a megoldés, akkor nincs tilos sor, hisz 1étezik megoldas.
Nincs tovabba szabad paraméter sem, hisz az tetszoleges értéket felvehetne. Masfelol,
ha nincs tilos sor, akkor 1étezik megoldés, és ha ezen tiulmenden szabad paraméter sincs,
akkor azoknak csak egyféleképp lehet tetszoleges értéket adni, igy az el6z6 tétel szerint
a megoldas egyértelmi.

(2): Ha egyértelmi a megoldds, akkor nincs szabad paraméter, vagyis minden osz-
lopban van vezéregyes, és ezek a vezéregyesek kiilonb6z6é sorokban talalhatéak. A sorok
szama (azaz az egyenletek szdma) tehat nem lehet kisebb az oszlopok szdméanél, vagyis
az ismeretlenek szamandl. O]

Homogén linedris egyenletrendszernek neveziink egy egyenletrendszert, ha a kibovitett egyiittha-
tématrix jobb oldali oszlopa csupa0, azaz a megfelel6 egyenletek mindegyikének 0 all a jobb oldalén.
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Vilagos, hogy egy homogén linedris egyenletrendszer kibévitett egyiitthatomatrixdban sosem keletkezhet
tilos sor az elemi sorekvivalens atalakitdsok hatdsara, hisz a jobboldal mindvégig 0 lesz. Csakugyan:
minden homogén linearis egyenletrendszernek létezik megoldasa, mégpedig az G.n. trividlis megoldds,
ami minden ismeretlennek 0 értéket ad. A nemtrividlis megoldas 1étezésének elégséges feltételét adja a
kovetkezo tétel.

2.42. Allitas Ha egqy homogén linedris eqyenletrendszer tobb ismeretlent tartalmaz, mint ahdny egyen-
letet, akkor van nemtrividlis megolddsa.

Bizonyitds. A kibOvitett egyiitthatématrixnak tobb oszlopa van, mint sora, igy a legfeljebb sorszamnyi
vezéregyes nem foglalhat el minden oszlopot, tehdt van szabad paraméter. Ezek értékeit nemnullanak
vélasztva pedig nemtrivialis megoldast kapunk. O

2.2.1. Egy koordinatageometriai alkalmazas

Lattuk, hogy egy e egyenes pontjait jellemzi a e egyenes 1.2 paraméteres egyenletrend-
szere, amit az e egy p = (xo, Yo, 20) pontjabdl és az e egy nemnulla v = (vy,vq,v3)

iranyvektora segitségével irtunk fel.
v = (v1,v2,03)

Y P(x0, Y0, 20)

xT

Emlékeztet6iil: az e egyenest pontosan azok az (x,y, z) koordinataju pontok alkotjék,
amelyek el6éllnak (z,y, z) = (o, Yo, 20) + A(v1, v2, v3) alakban valamely A € R esetén, az-
az a koordinaték kielégitik az 1.2 rendszerrel ekvivalens, 3 egyenletbdl all6, 4 ismeretlent
(x,y, 2z, A) tartalmazé

T — A = X
Yy—vA = o (2.1)
Z—U3A = 2o

egyenletrendszert.
A 2.1 egyenletrendszer kibovitett egyilitthatéméatrixa redukalt 1épcsos alakd, és az x, y
és z-nek megfelel6 oszlpokban vannak a vezéregyesek:

xT Yy z A Axoy z

1 0 0 v |xg o u 1 0 0=z
0 1 0 vyl o ve 0 1 0]y
0 0 1 w3 2z vs 0 0 1] z

Megteheto azonban, hogy a kibdvitett egyilitthatomatrix oszlopait nem x,y, 2, A sor-
rendben irjuk fel, és ekkor elvégezhetd lesz a Gauss-eliminacio ugy, hogy a A ne szabad
paraméter legyen, hanem az oszlopaban vezéregyes alljon, és persze ekkor ennek a ve-
zéregyesnek a sordban lesz még méas nemnulla is. Minthogy mi csak z,y, z-re akarjuk
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megoldani az egyenletrendszert, az az egyenloség, ami a A\ vezéregyesének sordhoz tarto-
zik, egyszeriien elhagyhaté. Marad tehéat 2 egyenlet, mindegyikben csak x, y, z a valtozok,
és megoldasai pontosan az e egyenes pontjainak (x,y, z) koordinatai lesznek.

Lattuk tehat, hogy a sikot egyetlen egyenlet, mig az egyenes pontjait két egyenlet irta
le. Vilagos az is, hogy a ,,pont egyenlete” voltaképpen egy harom egyenletbdl all6 linearis
egyenletrendszer: a p = (xo, Yo, 2+0) ponthoz az = g,y = yo, 2 = 2o egyenletrendszer
tartozik. Ha pedig a fent leirt halmazok (pont, egyenes, sik) koziil néhdnynak a koézos
pontjait kell meghataroznunk, akkor az eljaras az lehet, hogy mindegyik ponthalmaz-
nak felirjuk az egyenlet(rendszer)ét, ezeket egy kozos egyenletrendszernek tekintve, azt
Gauss-eliminaciéval megoldjuk. Ha nincs megoldas, akkor a metszet értelemszertien fires,
egyébként a redukalt 1épcsos alakban szereplé egyenletek szamatol fiiggéen a megoldés
egy pont, egy egyenes vagy éppen egy sik lesz.

2.3. Permutacidk, determinansok

2.3.1. Permutaciok, inverzioszam

2.43. Definicié Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt. A o : [n| — [n] bijektiv (azaz
kolcsoniosen egyértelmi) leképezés neve permutacié. Az [n] permutdcicinak halmazdt S,
geloli.

2.44. Megjegyzés A permutdcio a definicio szerint eqy olyan fliggvény, ami az 1 ésn
kézotti szamok mindegyikéhez eqy 1 és n kézotti szamot rendel igy, hogy minden 1 ésn
kozotti szam pontosan eqy masik szimhoz van hozzdrendelve. Szokdsos a permutdciot egy
2 X n meéretd tabldzat segitségével megadni: az elsé sorban vannak 1-tél n-ig a szamok,
és minden szam alatt az a szam all, amit a permutdcio hozzdrendel.

Szemléltethetjiik a permutaciot gy is, hogy felvesziink egymas alatt két sorban n—n
db pettyet, mindkét sorban megszamozzuk a pettyeket 1-t6l n-ig (balrél jobbra), és nyilat
vezetiink a felsé sorban levé i-dik pettybél az alsé sor j-dik pettyébe, ha o (i) = j.

Egy ilyen abra akkor ,kédol” permutaciot, ha minden felsé pontbdl pontosan egy nyil
indul, és minden als6é pontba pontosan egy nyil érkezik. (Az dbra pl. a o(1) = 3,0(2) =
2,0(3) =5,0(4) = 1,0(5) = 4 permutécié nyildiagramja.)

2.45. Definicié A o € S, permutdcié inverze az a o~ € S,, permutdcid, amire c=1(i) =
j <= o(j) =1i. (A nyildiagramon a nyilak irdnydt meg kell forditani, és az egész dbrdt
a feje tetejére kell dallitani.)

A k,l elemek inverzidban allnak o € S, szerint, ha k,l ill. o(k),o(l) nagysdgviszonya
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forditott. A o permutdcid I(o) inverziészama a o € S, szerint inverzidban dllé szampdrok
szama. Egy o € S, permutdcio péaros, ha I(o) pdros, és paratlan, ha (o) pdratlan.

2.46. Megfigyelés Az a tény, hogy két elem inverzioban dll a o permutdcio szerint,
konnyen megdllapithato a o nyildiagramgjdrol. Nevezetesen, © és j pontosan akkor dll
inverzidban, ha azi-bdl és j-bol indulé nyilak metszik eqgymdast. (Ha ugyanis nem metszik
eqymdst, akkor a nagyobbik szdmhoz a permutdcio nagyobbat rendel, ha pedig metszik,
akkor a nagyobbhoz rendelt szam kisebb lesz, mint a kisebbhez rendelt.) Ezért a o per-
mutacio nyildiagramjdrdl konnyen leolvashats az I(o) inverzidszdm, ami nem mds, mint
a nyildiagramban taldlhato nyilak pdronkénti metszéspontjainak szdma.

A fenti 2.46. Megfigyelés gy is megfogalmazhatd, hogy I(o) azonos a metszé nyilpa-
rok szamaval. Ha a nyildiagram olyan, hogy semelyik harom nyil nem megy at ugyanazon
a ponton, akkor I(o) azonos a metszéspontok szaméval. Egyébként minden olyan met-
széspontot, amin k£ nyil megy at, %k(/@ — 1)-szer kell megszamolni.

2.47. Tétel Tetszbleges o € S, permutdciora I(o) = I(o™1).

Bizonyitds. Lattuk, hogy o~ ! nyildiagramjat tgy kapjuk, hogy a o nyildiagramjst a
feje tetejére éllitjuk, és a nyilak iranyat megforditjuk. Vilagos, hogy ettdl a paronkénti
metszéspontok szama nem véltozik, azaz I(c) = I(oc™1). O

2.3.2. Determinansok

Ebben a részben négyzetes matrixokhoz egy olyan mennyiséget definialunk, amit szamos
helyen tudunk majd haszonnal alkalmazni a tovabbiakban. Legyen tehat A = (a; ;) egy
n X n méretll matrix, és tegyiik fel, hogy elemein értelmezett az Gsszeadds és a szorzas,
amelyek kommutativ miveletek. Az A matrix determindnsdn az alabbi szorzatosszeget
értjik:

n
det(A) := Al :== Y (=)' ] aioe)

0ESK =1
Tehat annyi szorzatot adunk 6ssze, ahany permutécidja van az 1,2,...,n szamoknak.
Egy ilyen szorzatban az adott permutéacié inverzidoszamanak paritasa hatérozza meg az
eléjelet, a szorzat tovabbi tényez6i pedig a métrix bizonyos elemei. Vildgos, hogy min-
den sorbdl egy elemet valasztunk a szorzatba, és a permutacié kolecsonodsen egyértelmi
leképezés volta miatt az sem torténhet meg, hogy o(i) = o(j) valamely i # j esetén.
Tehat az egyes szorzatokba kivalasztott elemek kiilonb6z6 oszlopokbdl szarmaznak. Bds-
tyaelhelyezésnek hivjuk az A matrix n elemének kivalasztasat, ha koziiliikk semelyik két
elem sem esik ugyanabba a sorba vagy oszlopba. Tehat a determinans definiciéjaban
szereplo szorzatok mindegyike egy bastyaelhelyezésnek felel meg. Ez forditva is igaz: ha
ugyanis adott egy bastyaelhelyezés, akkor definidljuk o (7)-t Ggy, mint az i-dik sorban all6
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béastya oszlopindexét. Ezéltal o egy permutécié lesz (hiszen i # j esetén o(i) # o(7)),
tehat minden béastyaelhelyezés egytttal meg is hataroz egy, a determinans definiciéjaban
szerepl6 szorzatot.

A determinans definiciéjat ezek szerint ugy is megfogalmazhatjuk, mint az Osszes
bastyaelhelyezéshez tartozé matrixelem-szorzatok eléjeles tsszege. FEz a definicié a miatt
hidnyos, hogy nem irja le pontosan az eldjelek megvalasztasat. Ez hat most a célunk.
Mit jelent egy adott béastyaelhelyezés szempontjabdl, hogy a megfelelé o permutaciéban
¢t és j inverzioban allnak? Feltehetjiik, hogy mondjuk ¢« < j. Ha e két elem nem all
o szerint inverziéban, akkor o(i) < o(j), azaz a megfeleld bastyaelhelyezésben a j-dik
sorbeli bastya jobbra van az i-dik sorbelitol, masképpen mondva e két bastya egymadstdl
ENY-DK irdnyban helyezkedik el. Ha azonban ¢ és j a ¢ permutacié szerint inverzio-
ban all, akkor (i) > o(j), tehdt a j-dik sorban &llé bastya balra van az i-dik sorban
talalhatotol, azaz a két bastya EK-DNY iranyt hataroz meg. Pontosithatjuk tehat a de-
terminans alternativ definiciojat: az Gsszes bastyaelhelyezés szerinti szorzatokat ugy kell
Osszegezniink, hogy egy szorzat el6jele aszerint lesz pozitiv ill. negativ, hogy az EK-DNY
irdnyt meghatarozo bastyaparok szama paros-e vagy paratlan.

2.48. Példa Az aldbbi 3 x 3 méretd mdtriz determindnsa példdul |A| = (—1)° - aei +

(=)' -afh+ (=1)*-bdi+ (=1)*-bfg+ (—1)? - cdh + (—1)* - ceg.
a b ¢
A= d e f
g h i

A fentiek fényében néhany tovabbi megfigyelést tesziink a determinanssal kapcsolat-
ban. Az A = (a;;) matrix transzpondltja az az AT matrix, amely i-dik sordnak j-dik
eleme a;;. (Ugy is mondhatjuk, hogy (AT)! = Al.) A négyzetes A matrix fédtldja a
bal fels6 sarkot és a jobb alsé sarkot 0sszekoté atlé mentén elhelyezkedé matrixelemek
halmaza. A négyzetes A méatrix felsé haromszogmatriz, ha f6atldja alatt csak 0-k allnak.
Ugyanez az A matrix szigori fels6 haromszogmatrix, ha olyan felsé haromszogmatrix,
aminek a féatlojaban is csak 0-k allnak.

2.49. Tétel Legyen A n x n-es mdtriz. (1) det(A) = det(AT)

(2) Ha A felsé hdaromszégmdtriz, akkor det(A) az A fédtlobeli elemeinek szorzata.

(3) Ha A egy sora/oszlopa csupa-0, akkor det(A) = 0.

(4) Ha A egy sordt/oszlopdt A-val végigszorozzuk, akkor a determindns is A-szoros
lesz.

(5) Ha A két sordt/oszlopdt felcseréljiik, a determindns (—1)-szeres lesz.

(6) Ha A két sora/oszlopa azonos, determindnsa 0.

(7) Ha A egy sordnak A-szorosdt hozzdadjuk egy mdsik sorhoz, a determindns nem
valtozik.

41



Bizonyitds. (1) Az A matrixhoz tartozo6 tetszéleges béastyaelhelyezés meghatarozza egy
olyan béastyaelhelyezését az AT métrixnak, ami ugyanazon elemek szorzatahoz tartozik.
(A béstyaelhelyezésben szereplé béastydkat a féatléra kell titkrozni). Tehdt A és AT de-
terminansanak definicigjaban ugyanazok a szorzatok szerepelnek, ezért minddssze azt
kell igazolnunk, hogy az egyes szorzatokhoz ugyanazok az eldjelek tartoznak a két defi-
nicioban. Ez utébbi pedig azért igaz, mert a tiikrozés soran egy EK-DNY-i béastyapar
EK-DNY-i marad, és az ENY-DK-iek is megmaradnak ugyanolyanoknak. (Ez a bizo-
nyitas egyébként elmondhaté ugy is, hogy észrevessziik, hogy az A-beli o-hoz tartozé
bastyaelyezésnek megfeleld A7-beli bastyaelhelyezés a o~! permutdciéhoz tartozik (ha
az i-dik sorbdl a j-dik elemet vélasztottuk A-ban, akkor AT-ban a j-dik sor i-dik elemére
lesz sziikségiink), és a permutacidk szakaszban lattuk, hogy I(o) = I(071).)

(2) A determinédns definiciéjaban szereplé szorzatok koziil azok, amelyek tartalmaz-
nak a f6atld aldl elemet, nem érdekesek, hiszen értékiik 0. Igy csak azokat kell &ssze-
gezniink a megfelel el6jellel, amelyeknek minden eleme a f6atlébol vagy a foliil keriil
ki. Az utols6 sorbdl tehat kénytelenek vagyunk az utolsé elemet vélasztani. Az utolso-
elotti sorban mar nem valaszthatunk az utolsé oszlopbdl, hisz onnan mar valasztottunk,
igy marad itt is a féatlobeli elem. Altaléban, ha az i-dik sorbdl vélasztunk, és a na-
gyobb sorszamu sorokbol mar kivalasztottuk a foatlobeli elemet, akkor az i-dik sorban
is kénytelenek vagyunk a foatlobdl valasztani. Tehat a determinans definicigjaban leg-
feljebb egyetlen nemnulla szorzat van, mégpedig a féatlobeli elemeké. Mivel a megfeleld
bastyaelhelyezésben barmely par ENY-DK irdnyt hataroz meg, az el6jel pozitiv.

(3) Ha mondjuk az i-dik sor csupa-0, akkor minden béstyaelhelyezésben lesz innen
bastya, ami az adott szorzatot 0-va teszi. Tehdat 0 értékii szorzatokat kell eléjelesen
osszegezni, de igy sem kaphatunk mést a determinédnsra, mint 0-t. (Csupa-0 oszlop esetén
az érvelés hasonld. De hivatkozhatunk akar a transzponaltra is, aminek egy csupa-0 sora
lesz.)

(4) Ha egy sorban minden elemet A-val megszorzunk, akkor a determindns definicié-
jaban szereplé minden egyes szorzatban pontosan egy tényezo jon ebbdl a sorbdl, tehat
minden szorzat éppen A-szorosara valtozik, vagyis az elGjeles Osszeg, a determinans is
A-szoros lesz.

(5) Ha adott az A matrixon egy bastyaelhelyezés, és két sort felcseréljiik, akkor egy
olyan bastyaelhelyezést kapunk a felcseréltsoriu A’ méatrixban, amihez ugyanaz a szorzat
tartozik. Ha tehdat az A’ determindnsdt akarjuk kiszamitani, azt kell meghatdroznunk,
hogy a sorcsere hogyan valtoztatja egy bastyaelhelyezésben az EK-DNY-i bastyaparok
szamat. Vilagos, hogy a felcserélés dltal nem érintett bastyak alkotta parok esetén ez a
szam nem valtozik. Konnyen ellenorizhetd, hogy egy nem érintett bastya ha nincs benne
a két felcserélt bastya feszitette téglalapban, akkor a két érintett bastydval ugyanannyi
ENY-DK-i part alkot a csere el6tt, mint a csere utan. Ha egy nem érintett bastya a
megfelel6 téglalapban van, akkor viszont vagy mindkét felcserélt bastyaval ENY-DK-i
péart alkotott, és a csere utén EK-DNY-it fog alkotni, vagy forditva. Tehat az ENY-
DK-i parok szamanak paritasa csak attdl fog megvaltozni, hogy a két felcserélt bastya
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alkotta par hogyan viselkedik. E két bastyara viszont az igaz, hogy ha a csere elott
EK-DNY-i part alkottak, akkor a csere utan ENY-DK-it fognak alkotni, és viszont.
Azt kaptuk, hogy sorcsere utdn minden béstyaclhelyezésben megvaltozik az EK-DNY-
i parok szamanak paritasa, azaz a definiciéban minden szorzat eljelet valt. Tehat a
determindns is (—1)-szeresre véltozik. (Oszlopokra hasonlé érvelés igaz, de attérhetiink
a transzpondltra is, hisz a oszlopcsere abban sorcserének felel meg.)

(6) Ha A-nak felcseréljiik a két azonos sorat, akkor ugyanazt a matrixot kapjuk,
tehat a determinans nem valtozik, masfel6l (5) miatt a determindns el6jelet valt. Tehat
a determindns azonos a sajat ellentettjével, azaz csak 0 lehet. (Ugyanez a bizonyités az
oszlopokra is, de izlés szerint lehet a transzpondlttal is indokolni.)

(7) Legyen A’ az a métrix, amit A-bdl tgy kapunk, hogy A i-dik sordnak A-szorosat
hozzdadjuk A j-dik sorahoz, azaz (A'), = Ag, ha k # j, és (A"); = A; + AA;. Ekkor

] = 5 e, ()OI (AN = 5 (<D (A9 4 2A7D) [T, () =

Do, (DA T ez g (ANT7HA D s, (1) (A Ty (AT =
|A| + A - 0 = |A|, ugyanis a masodik szumma annak a matrixnak a determnindnsa, amit
A-bdl ugy kapunk, hogy a j-dik sor helyett is az i-dik sort irjuk.

A fenti nem tul atlathato levezetés szavakban gy mondhaté el, hogy det A" defi-
nicidjaban minden bastyaelhelyezéshez tartozd szorzatban a j-dik tényezé egy 0Osszeg.
Ha felbontjuk a zardjelet, akkor két szorzat Osszegét kapjuk: az egyik szorzat az A
determinansanak megfelel6 tagja, a masik pedig azé a métrixé, amit ugy kapunk A-
bél, hogy a j-dik sort helyettesitjiik az i-dik sor A-szorosaval. Azt kaptuk tehat, hogy
det A’ = det A + det A”. Ha A\ = 0, akkor det A” = 0 a (3) miatt, egyébként pedig ha
A" j-dik sordt s-val végigszorozzuk, akkor a kapott determindns (6) miatt 0 lesz, tehét
det A” = X-0 =0, ismét. Innen det A’ = det A adddik. O

A most bizonyitott tétel egy négyzetes matrix determinansanak hatékony kiszamita-
sahoz segit minket. Ha a definicidval probalkoznank, akkor a 1épések szama nem volna
korlatozhaté n polinomjaval. Megtehetjiik azonban, hogy a métrixon elemi sorekvivalens
atalakitasokat végziink. Az el6z6 tétel megmutatja, hogy egy-egy 1épésnél mi torténik a
determinanssal. Ha tehat elvégezziik a Gauss-eliminaciét a matrixon, akkor tudjuk, hogy
a kapott matrix determinansa hanyszorosa lesz az eredetiének. Réadasul egy fels6 harom-
szogmatrixot kapunk, aminek egy jol meghatarozott n-tényezos szorzat a determinédnsa.
Mivel a Gauss-eliminéacio hatékonyan elvégezhetd, ez a mddszer dltaldban gyorsabb, mint
a definicié alapjan torténo kiszamitas.

2 6 0 4 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0 2
, 1 4 5 3| 1 4 5 3| o 15 1] 01 5 1|
250.Példa | 3 3 5 (=213 3 0020 60 6200 3 0=
2 3 6 2 2 3 6 2 0 -3 6 -2 0 0 21 1
13 0 2 1 3 0 2
01 5 1| 01 5 1| _ B
30-2- o0 1 0 =60 - 0o 0 1 0 =60-1=60
0 0 21 1 00 0 1
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Hatranya sajnos a fenti médszernek, hogy nem mindig alkalmazhaté. Egy olyan
matrix esetén pl, aminek elemei polinomok, a determinans értelmes, de mivel osztani
nem tudunk, az elemi sorekvivalens atalakitasokat sem tudjuk elvégezni. fgy marad a
kiszamitashoz a gyalogos 1t. Az aldbbiakban mutatunk egy masik médszert, ami ebben
az esetben is mikodik, és sokszor segit.

Az A négyzetes matrix i-dik sordnak és j-dik oszlopanak elhagyasaval keletkez6 mat-
rix determindnsdnak (—1)""/-szeresét az A;; eldjeles aldetermindnsnak nevezziik. Az
eléjeles aldeterminans nem tévesztendo ossze az A matrix aldetermindnsdval, amit akkor
kapunk, ha az A métrixnak elhagyjuk néhany (akar 1-nél tébb) sordt, és ugyanennyi
oszlopat, és a keletkezo négyzetes matrix determinansat nézziik.

2.51. Tétel (Kifejtési tétel) Ha A n x n-es mdtriz és i rogzitett, akkor

(1) det(A) = >0 aij - Aij (az i-dik sor szerinti kifejtés ). Rdgzitett j-re det(A) =
Yorqaij-Aij (a j-dik oszlop szerinti kifejtés), ll.

(2) Hak #1, akkor Z?Zl ap; Ay =0=>" 1 a;x- Ay (ferde kifejtés).

Bizonyitds. (1) Elegend6 csak a sor szerinti kifejtéssel foglalkozni, hisz az oszlop szerinti
kifejtés nem mas, mint a transzponalt sor szerinti kifejtése. Csoportositsuk a det A-beli
szorzatokat a szerint, hogy az i-dik sorbdl az a;1,a;2, ..., a;, tényezék koziil melyiket
tartalmazzak. Ha most a j-dik csoportban minden szorzatbdl kiemeljiik a; -t akkor
pontosan azokat a szorzatokat kapjuk meg, amelyek az A, ; el6jeles aldetermindns defi-
niciéjaban szerepelnek. Azt kell tehat megvizsgalni, hogy hogyan valtozik egy szorzat
eléjele akkor, ha nem a determinansban, hanem az eggyel kisebb matrixban tekintjiik.

Megszamoljuk tehdt, hogy ha egy, az a;; elemet tartalmazé béastyaelhelyezésben el-
hagyjuk az i-dik sort és a j-dik oszlopot, akkor a kapott bastyaelhelyezésben hogyan
véltozik az EK-DNY-i béastyaparok szama az eredeti elhelyezéshez képest. Mivel itt 1é-
nyegében csak az (i, j) mez6 feletti bastyat hagytuk el, azt kell megszamolni, hogy hany
olyan EK-DNY-i bastyapar van az eredeti béastyaelhelyezésben, ami az (i, j) bastyat tar-
talmazza. Az ilyen péarok (i,7) bastyatol kiilonbozé béstydi az A matrix két, téglalap
alaku részmétrixban helyezkednek el.

Tegyiik fel, hogy az (i, j) bastyatél DNY-ra k béstya van az elhelyezésben. Mivel az
els6 j — 1 oszlop mindegyikében pontosan egy béstya van, az (i, j)-t6l ENY-ra j—k—1
bastya talalhaté. Az els6é ¢ — 1 sorban is éppen ¢ — 1 béstya all, tehat (i, 5)-t6l EK-re

© — 7 + k bastya talalhato. A keresett bastyaparok szama tehat k+i—j7+k =2k+i—j.
j—k—1 i—j+k

ij

k

Azt kaptuk tehat, hogy az eléjel pontosan akkor valtozik meg, ha 2k + i — j parat-
lan, ami pontosan akkor teljesiil, ha i + j paratlan. Ezzel igazoltuk, hogy az el6jeles
aldetermindnsok definicidjdban szerepld szorzatokat a megfeleld a; ;-vel és (—1)"*-vel
megszorozva, az A matrix determinansat kapjuk.
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(2) A ferde kifejtés egy olyan determinéns kiszamitasa sor szerinti kifejtéssel, amely determinansnak
két azonos sora van. Lattuk, hogy a determinans értéke ilyenkor 0, ezért azt ily mdédon kiszamitva sem
kaphatunk mast.

2.4. Matrixok

2.4.1. Matrixmiuveletek, térbeli vektorok szorzasa

A determinansok targyaldsa utan érdemes a matrixok kozott miveleteket bevezetni.

2.52. Definicié Ha A, B € R™*, azaz A és B n x k méretdl mdtrizok, akkor dsszeadha-
téak, ami elemenkénti dsszeaddst jelent. Azaz A+ B € R™* amire (A+ B)! = Al + BY.

2.53. Allitas Ha az A, B,C € R™*, akkor A+ B =B+ A (vagyis az dsszeadds fel-
cserélhetd, mds szoval kommutativ) és (A+ B) +C = A+ (B + C), ami az dsszeadds
atzarojelezhetdségi tulajdonsdga, idegen szoval asszociativitasa.l[]

A matrix skaldrszorosat a vektortereknél megismert médon értelmezziik, azaz az ele-
meit végigszorozzuk a skaldrral: (A - A)] := A - Al. Ennél sokkal izgalmasabb, hogy
matrixok egymassal is megszorozhatok.

s

2.54. Definicié Legyenek A € R™F és B € R¥*! tetszéleges mdtrizok. Ekkor (vagy-
is ha A-nak pontosan annyi oszlopa van, mint ahdny sora B-nek) az A és B mdtrizok
dsszeszorozhatok, A- B € R™ és (A-B)l = A;- BI =Y, A¥BJ, azaz a szorzatmdtriz
i-dik sordanak j-dik elemét ugy kapjuk, hogy az A mdtriz i-dik sordt (mint sorvektort)
skaldrisan dsszeszorozzuk a B mdtrix j-dik oszlopdval (mint oszlopvektorral) Ezt a tulaj-
donsagot szokas a sor-oszlop szorzas kifejezéssel illetni, amin azt értjik, hogy a szorzat
eqyes koordindtdit ugy kapjuk, hogy a megfeleld sorvektort skaldrisan dsszeszorozzuk a
megfeleld oszlopvektorral.

J
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2.55. Megfigyelés Ha az A és B mdtrizok dsszeszorozhatok, akkor az AB szorzatmdtrix
oszlopai az A mdtriz oszlopainak linedris kombindcioi lesznek. Konkrétan az i-dik oszlop

olyan linedris kombindcio, amelynek egyiitthator a B mdtriz i-dik oszlopdban vannak
felsorolva: (A- B)' = Bj-A'+ B} - A>+ ...

A tovabbiakban tobbszor lesz sziikség a 2.55. Megfigyelésre.

2.56. Megjegyzés Ha A és B mdtrixok, akkor dltaldban nem igaz, hogy A- B = B - A,
hiszen ha az elsé szorzds elvégezhetd, a mdsodik nem feltétlendil, raadasul a szorzatok
mérete sem lesz azonos. n X n mérett mdtrizokra sem igaz a kommutativitds. Igaz
viszont, amit a valds szamokon megszoktunk, hogy a szorzads disztributiv az Osszeadds
felett: A(B+C)=A-B4+A-Cill. (A+B)C = A-C+B-C. Ha a szorzdsok elvégezhetdk,
akkor az asszociativitds is igaz: A- (B -C) = (A-B)-C. Mig a disztributivitds kizel
trividlis, az asszociativitas bizonyitdsa ezen a ponton meglehetdsen keserves lenne.

A fenti definicié azt is megmutatja, hogy egy métrixot és egy oszlopvektort hogyan
szorozhatunk 6ssze, amennyiben az oszlopvektort egy egyoszlopu métrixnak tekintjiik.

2.57. Megjegyzés Matriz és oszlopvektor dsszeszorzdasara eqy fontos példa a linedris
egyenletrendszerek megaddsa. Figyeljiik meg, hogy ha adott eqy linedris eqyenletrendszer-
nek az (A|b) kibévitett egyiitthatomdtriza, akkor ha az ismeretleneket (a mdtrizban meg-
adott sorrend szerint eqy x = (w1, o, ..., x,)" oszlopvektorba gyijtyik, akkor az Az = b
szorzat pontosan azt irja le, hogy a linedris eqyenletrendszerben minden egyes eqyenletnek
teljesiilnie kell.

A determindnsok és a matrixmiveletek kozti Osszefiiggésre példa, hogy ha A egy
n X n méretld matrix, akkor |AA| = A" - |A|, hiszen X - A minden sorabdl kiemelhet6 a A
a szakasz elsé tételének (4) pontja miatt. Jegyezziik meg, hogy a determindnsnak nincs
sok koze a matrixok osszeaddsahoz, és nagyon nem igaz, hogy a det(A + B) determinans
det A + det B lenne. A szorzassal viszont érdekes kapcsolat all fenn.

2.58. Tétel (Determinansok szorzastétele:) Ha A, B n X n-es, valds mdtrizok, ak-
kor |A- B| = |A| - |B.

Koordinatageometriai szamitasoknal roppant hasznos lehet a vektoridlis szorzat fo-
galma.

2.59. Definicié Az (a sziget bezdrd) a,b € R? vektorok vektoridlis szorzata az az a X b
vektor, ami merdleges az a és b sikjdra, azokkal jobbsodrdsi rendszert alkot, és hossza
la| - 0] - sin v, azaz az a és b dltal feszitett paralelogramma terilete.

2.60. Allitdas Az a = (ay,az,a3) és b = (b1, by, bs) vektorok vektoridlis szorzata az
o o as
by by by
eqyséquektorar.

determindns értéke, ahol e, e, €s e, a tér harom koordindtatengelyének
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Bizonyitds vdzlat. Konnyii ellenérizni, hogy a,b € {es, ey, e.} esetén igaz az éllitas, s6t, ez akkor is
latszik, ha az a és b vektorok a koordinatatengelyek egységvektorainak konstansszorosai. Figyeljiik meg,
hogy az ax b vektoridlis szorzatot ugy kapjuk, hogy a b vektor |a|-szorosat az a-re merdleges sikra vetitjiik,
és ezt a vetiiletet a merdleges sikban g ,hegye felél nézve” +90°-kal elforgatjuk. Hasonlé megfontoldssal
latszik, hogy ugyanezt a szorzatot gy is megkaphatjuk, hogy az a vektor |b|-szeresét vetitjiik a b-re
merdleges sikra, és ezt a vetiiletet forgatjuk a merdleges sikon b felél nézve 90°-kal. Ebbdl az adddik,
hogy a vektoridlis szorzds disztributiv az sszeadds felett, azaz a x (b + Q’) =axb+ax?t ill, hogy
(a+a’)xb=axb+a xb teljesiil. Ezért a xb = (are,+aze,+ase;) X (bre,+bae,+bse,) = are; Xbrey+
a1y X baey +aie, X bse, +asey x biey +asey X baey, +asze, X bze, +ase, X bie, +aze, X baey, +ase; X bze..

€x €y €z €x €y €z
Az aldbbi levezetést pedig pl a determinansok kifejtési tétele igazolja: | a1 a2 a3 |=| a 0 0 |+
br b2 b3 bi b2 b3
exr €y € exr ey e ex ey ez exr ey ez exr ey e exr €y e
0 a2 0|+ 0 0 a3 | =] a1 0 0|4+ a1 0 0|4+ ]| a1 0 0|+ 0 a2 0|+
by bz b3 by ba b3 b1 0 0 0 bo 0 0 0 b3 b1 0 0
[ ey €z ex €y €z ex ey €z ey ey €z €x Cy €z
0 a2 O |+]| 0 a2 O0O|+| 0 0 a3 |+| 0 0 ag |+| 0 0 as | Az els6 megfigyelés
0 bo 0 0 0 b3 b1 0 0 0 b2 0 0 0 b3
szerint a két rémséges kifejezés jobboldalai megegyeznek, ezért a baloldalak is, ami épp a bizonyitandd
allitas. O

2.61. Definicié Az a,b,c € R? vektorok vegyesszorzata (a,b,c) :=a - (b X ¢).

2.62. Allitas (1) Ha a = (ay,az,a3), b = (b1, by, b3) és ¢ = (c1,ca,c3), akkor az (a,b, c)
a1 az asg

vegyes szorzat értékét az | b b2 b3 | determindns adja meg. (2) A vegyes szorzat fel-
c1 c3 c3

irhaté (a,b,c) = (a X b) - ¢ alakban is. (3) A vegyes szorzat értéke az a,b és c vektorok

feszitette paralelepipedon eldjeles térfogata (ami akkor pozitiv, ha a, b, ¢ jobbsorddsi rend-

szert alkotnak).

Bizonyitds. (1) Ha a determinédnst az elsé sor szerint fejtjiik ki, akkor a;-t éppen azzal a determindnssal
ex ey €
b1 b2 b3
c1 () c3

kell megszorozni, ami a megfeleld egységvektor egyiitthatdja lenne a b x ¢ = determindns

kiszamitasakor. Az &llitds a skalaris szorat definiciéjabdl adédik.

a1 a2 as
b1 bz b3
c1 ¢ c3

ai a2 as
c1 ca c3
b1 b2 b3

(2) Az imént bizonyitott (1) 4llitasbdl és a determindnsokra vonatkozd

c1 c2 c3
a1 a2 a3 | azonossagbol kozvetleniil kovetkezik.
b1 bz b3

(3) A b x ¢ vektor hossza a b és ¢ vektorok feszitette paralelogramma teriilete. Ebbdl igy kapjuk a
paralelepipedon térfogatat, hogy ezt megszorozzuk az a vektor hosszaval és cos a-val, ahol « az a vektor
és a b és ¢ vektorok altal feszitett sik altal bezart szoget jelenti. Vildgos, hogy a b x ¢ és a vektor szoge
B = 5 & «, hiszen a vektoridlis szorzat merdleges a b, ¢ stkra. Ez azt mutatja, hogy sin3 = *cosa,
vagyis a vegyesszorzat abszolut értéke csakugyan megegyezik a paralelepipedon teriiletével. Az elGjellel
most nem piszmogunk. O

2.63. Megjegyzés Hdarom dimenzioban tehdt a determindns a sorvektorok feszitette paralelepipedon
eldjeles térfogatdat adja meg, és ezt a vektoridlis szorzat segitségével ldttuk be. Magasabb dimenzicban
azonban nem tudjuk két vektor ,értelmes” vektorialis szorzatdat definidlni. Azonban nem is ez az az it,
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ami a determindns szemléletes jelentéséhez vezet. Ha n dimenzids térrdl van szo0, akkor a vektoridlis
szorzat mintdjara lehetséges tetszéleges n — 1 vektor ,szorzatat” definidlni, ahol akdrcsak a vektoridlis
szorzdsndl, szamit az ,0sszeszorzott” vektortényezdk sorrendje. (Valami olyasmirdl lenne szd, hogy n—1
vektor egy d.n. hipersikot feszit, a szorzat erre merdleges, mégpedig ugy, hogy az n dimenzicban €l&
alienek szamdra jobbsorddsu rendszert kapjunk. A szorzatvektor hossza pedig a feszitett n — 1 dimenzids
paralelepipedon térfogata lenne. (Minden valamirevald ufdkutatd eldtt jol ismert, hogy azn dimenzids Gr-
lényeknek két karjuk van és mindegyik keziikon legaldbb n ujjuk, hiszen eqyébként nem tudndnak dolgokat
szildrdan megfogni.)) Nos, ezt az dltaldnos vektoridlis szorzdst felhaszndlva be lehet éppenséggel vezetni
az n dimenzids vegyesszorzdst, ami nem volna mds, mint az elsé ,tényezd” skaldris szorzata a tovdbbi
tényezdk vektoridlis szorzatdval. A fenti lemma értelemszert altaldnositdsa igaz lenne erre a midveletre,
és igy azt kapndnk, hogy az n X n-es determindns a sorvektorok feszitette sokdimenzios paralelelpipedon
(szaknyelven paralelotép) eldjeles térfogatdt adja meg.

2.4.2. Matrix inverze

2.64. Definicié A B nxn méretii matriz az A € R™"™ madtriz balinverze, ha B-A = I,
ahol I, az n X n méretii eqységmadtriz, aminek a fodtloja csupa-1, eqyéb elemei 0-k. A
J € R™™ mdtriz az A jobbinverze, ha A-J = I,,.

2.65. Allitas Ha az A € R™" mdtriznak létezik jobb- és balinverze is, akkor azok egyen-
loek.

Bizonyitds. Legyen B bal-, J pedig jobbinverz. Ekkor B = BI,, = B(AJ) = (BA)J =
I,J=J. [l

2.66. Kovetkezmény Ha egy mdtrizxnak van jobb és balinverze is, akkor azok egyértelmiek.[]

2.67. Tétel Az alabbi két dllitds ekvivelens. (1) det A # 0 . (2) A-nak létezik jobbin-

verze.

2.68. Kovetkezmény Az A madtriznak pontosan akkor van jobbinverze, ha A-nak léte-
zik balinverze.

A bizonyitashoz egy segédtételre van sziikség.

2.69. Lemma Ha A és B dsszeszorozhaté mdtrivok, akkor (A- B)T = BT . AT,

Bizonyitds. Emlékeztetiink, hogy az als6 index sort, a fels6 oszlopot jelent. Azt kell
megmutatni, hogy a két mtrix elemenként azonos. Es valéban: ((A-B)7)! = (A-B): =
A; - B' = (BT); - (AT)Y = (BT - AT)) . (A formalizmus valamennyire elrejti, mennyire
trivialis az allitdas. Konnyen meggy6zhetjiik err6l magunkat, ha lerajzoljuk, hogyan allnak
a matrixok a szorzaskor.) O
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A 2.68. Kovetkezmény bizonyitdsa a 2.67. Tétel felhaszndldsdval. A-nak a tétel szerint
pontosan akkor van jobbinverze, ha det A # 0, azaz, a determinansokrdl tanultak alapjan
det AT #£ 0. Utébbi a 2.67. Tétel miatt azzal ekvivalens, hogy AT-nak létezik egy X
jobbinverze, ami a 2.69. Lemma szerint éppen azt jelenti, hogy X7 az A balinverze. [

2.70. Lemma Tegyiik fel, hogy A" az A négyzetes mdtrixbdl elemi sorekvivalens dtala-
kitdsok egymdsutdnjdval kaphato meg. Ekkor a det A =0 és det A’ = 0 dllitdsok ekviva-
lensek.

Bizonyitds. A lemma bizonyitdasahoz feltehetjiik, hogy A’ egyetlen elemi sorekvivalenssal
kaphaté A-bél, hiszen ha egyetlen ESA sem tudja elrontani determinans 0 voltat ill. a
sorok linedris fiiggetlenségét, akkor ESA-k sorozata sem képes erre.

A determindns tulajdonsdgairdl tanultak alapjan sorcserénél a determindns (—1)-
szeres lesz, sorszorzasnal a determinans nemnullaval szorzédik, mig sor masik sorhoz
hozzadadasakor a determindns nem valtozik, tehat nem kaphatunk 0-bdol nemnullat vagy
forditva. 0

A 2.67. tétel bizonyitdsa. Tekintsiik azt a linedris egyenletrendszert, aminek kibévitett
egylitthatémadtrixa az A métrix, jobbrdl az e; egységvektorral (azaz azzal az oszlopvek-
torral, aminek az i-dik koordindtdja 1, az dsszes tobbi 0) kibévitve. Vegyiik észre, hogy
ha J az A jobbinverze, akkor a J maétrix i-dik oszlopa egy megolddsat adja ennek az
egyenletrendszernek, hiszen A - J* = ¢; a jobbinverz definicidja szerint. Tehat ha létezik
jobbinverz, akkor minden i-re megoldhaté a fenti linearis egyenletrendszer. Masfeldl, ha
ezen linedris egyenletrendszerek mindegyike megoldhaté, akkor a megoldasokat oszlop-
vektorokba rendezve, az oszlopokat pedig egy J matrixba gytijtve AJ = I,, adédik, tehét
A-nak van jobbinverze.

Az inverz meghatarozasahoz tehat ezeket az egyenletrendszereket probaljuk megol-
dani. Azt a hasznos észrevételt tessziik, hogy ehhez nem sziikséges nekiink sorban n
Gauss-eliminaciét elvégezni, mert eliminalhatunk ,szimultan” is: jobbrél A mellé irunk
egy I, egységmatrixot, és igy végezziik el a Gauss-eliminaciot. Amikor az i-dik egyen-
letrendszer megoldasat keressiik, akkor egyszertien elhagyjuk a feleslegesen hozzavett
oszlopokat, és leolvassuk a megoldast.

Nézziik tehdt az (A|l,) matrix Gauss-eliminaciéja utani kapott (A’|J’) redukalt 1ép-
cs6s alakot! Ha A’ = I, akkor az egyfeldl azt jelenti, hogy A" mindegyik oszlopaban van
vezéregyes és nincs szabad paraméter, ezért mindegyik linedris egyenletrendszer egyértel-
miien megoldhaté, azaz létezik jobbinverz, és az nem mas, mint J'. Masfel6l, det A" # 0,
és mivel A'-t A-bél ESA-k sorozatéval kaptuk, ezért a lemma szerint det A # 0 is fennall.

A masik lehet6ség, hogy A’ # I,. Ez azt jelenti, hogy A’-nek van olyan oszlopa,
amiben nincs vezéregyes, ezért A’ utolsé sordban sincs vezéregyes. Tehat det A” = 0, és
a lemma miatt pedig det A = 0. Azt kell még megmutatnunk, hogy A-nak nem létezik
jobbinverze, azaz valamelyik linedris egyenletrendszer nem megoldhaté. Mivel J' az I,
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métrixbél ESA-k sorozata utén jott 1étre, ezért det I, # 0 # det J'. Eszerint nem lehet
J'-nek csupanulla sora, igy ha J' utolsé sordban mondjuk az i-dik koordninata nem O,
akkor az i-dik linearis egyenletrendszer nem lesz megoldhaté a kapott tilos sor miatt.
Ezek szerint nem létezik A-nak jobbinverze sem. O]

2.71. Megjegyzés Az iménti tételnek az a része, hogy ha det A = 0, akkor A-nak nincs se jobb-, se
balinverze, kénnyen igazolhaté a determindnsok szorzdstételébdl. Tegyiik fel, ugyanis, hogy mondjuk B
balinverz. Ekkor 1 = det I, = det(BA) = det B - det A, tehdt det A # 0. Ellentmondds.

2.72. Kovetkezmény Az A € R™" mdtriznak pontosan akkor van inverze, ha (A|l,)
Gauss-elimindcidjdval a RLA (I,|B) alaki. Ekkor B = A~'.00

2.4.3. Matrix rangja

Egy matrixnak fontos paramétere, mennyire ,fiiggetlenek” az elemei. Mindjart meg is
adunk haromféle modszert ennek , mérésére”, majd megmutatjuk, hogy ugyanarrol van
sz6 mindharom esetben.

2.73. Definicio Az A n x k méretd madtriz sorrangjan az A mdtrizbol kivdlaszthato
linedrisan fiiggetlen sorok mazimdlis szamat értjik: s(A) := dim(A;, As,... Ay).

Az A mdtrixz oszloprangja az A mdtrizbol kivdlaszthato linedrisan fliggetlen oszlopok
mazimdlis szama: o(A) := dim(Al, A2, ... A¥).

Végiil az A matriz d(A) determinansrangja megegyezik A legnagyobb, nemnulla alde-
termindnsdnak méretével. (Emlékeztetink, hogy aldetermindnson egy olyan (természete-
sen négyzetes) determindnst értink, amit A néhdny sordnak és oszlopdnak elhagydsdval

kapunk.)
2.74. Allitas Tetszdleges A mdtrizra d(A) = d(AT) .

Bizonyitas. Mivel négyzetes matrix determinansa megegyezik a transzponaltjanak deter-
minansaval, ezért az A-beli legnagyobb nemnulla aldetermindns az A”-beli legnagyobb
nemnulla aldeterminans transzponaltja lesz, ezért méretiikk megegyezik. O

2.75. Megfigyelés Ha az A mdatriz lépcsds alaki és k vezéregyest tartalmaz, akkor a
vezéreqyeseket tartalmazo sorok linedrisan figgetlenek. Ha A-nak legaldbb k + 1 sordt
vdlasztjuk ki, akkor azok linedrisan dsszefiiggdk, hiszen van koztik (legaldbb) egy csupa-0
sor. Ha az A mdtrix vezéregyeseket nem tartalmazo sorait €s oszlopait elhagyjuk, akkor
eqy k x k méreti felsé haromszdgmdtrizot kapunk, aminek a fodtloja csupa-1, tehdt ennek
determindnsa sem 0. Ha pedig egy legalabb (k+1) x (k+1) méretd részmdtrizot tekintink,
akkor annak ugyancsak lesz csupa-0 sora, igy a determindnsa is 0-nak adodik. Eszerint
lépcsds alaki matrizokra s(A) = k = d(A). Az alabbi tétel ezt a megfigyelést dltalanositja.

2.76. Tétel Tetszbleges A mdtrizra s(A) = d(A).
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A bizonyitas el6tt ramutatunk egy fontos kévetkezményre.

2.77. Kovetkezmény Tetszdleges A mdtrizra o(A) = d(A) = s(A).

Bizonyitds. A tétel szerint o(A) = dim(A!, A%, ...) = dim((AT);, (AT),,...) = s(AT) =
d(AT) = d(A) = s(A), haszndlva az elézd tételt és allitast. O

A kovetkezmény szerint mindegy, hogy egy matrix esetében melyik rangfogalomrol
beszéliink, ezért helytallé az aldbbi definicio.

2.78. Definicié Az A madtriz rangja r(A) := s(A) = o(A) = d(A).
A tétel bizonyitasahoz az aldabbi segédtételt hasznaljuk.

2.79. Lemma Tegyiik fel, hogy A" az A mdtrizbdl elemi sorekvivalens dtalakitdsok egy-
masutanjaval kaphatd. Ekkor s(A) = s(A’) és d(A) = d(A') .

Bizonyitds. Ahogy ezt kordbban lattuk, elegendd azt az esetet igazolni, hogy ha A’ egyet-
len ESA-sal kaphaté A-bol. Az ESA definicijdbél adédéan A’ minden sora eléall A
sorainak linedris kombindcidjaként, vagyis A}, AS, ... € (A1, Ag,...), igy (A}, A4S, . ) <
(A1, Ag, .. .), tehat dim (A, A, ...) < dim(A;, As,...), mas széval s(A’) < s(A). adédik.
Korabban mér lattuk, hogy minden ESA forditottja is elvégezhetd ESA-k sorozataként,
ezért A’-b6l megkaphaté A is. Ebb6l a fenti gondolatmenet szerint s(A) < s(A’) ko-
vetkezik, amit az imént kapott s(A’) < s(A) egyenlétlenséggel Gsszevetve s(A) = s(A)
adédik.

Lassuk a determinansrangot! Elegendd azt igazolni, hogy A minden k& x k méretii
aldeterminansa pontosan akkor 0, ha A’ minden k x k méretii aldeterminansa 0. Tegyiik
fel, hogy ez A-ra igaz, és tekintsiik A’ egy k x k méretli B’ részmétrixat. Ha A'-t egy
sorcsere vagy egy sor konstanssal valé szorzasaval kaptuk meg, akkor latjuk, hogy A-ban
van egy B’-nak megfelel§ B részmadtrix, amire |B’'| = |B| = 0 vagy |B'| = —|B| = —-0=10
vagy |B'| = A|B| = A-0 = 0 teljesiil, utébbi arra a A konstansra, amivel az ESA sorén a
sort szoroztuk. Tehat sorcsere vagy sorszorzas utdan minden £ X k& méreti determinéans 0
marad. Ha az ESA sorhozzdadés volt, akkor vagy |B’| = |B| = 0, vagy |B| felirhaté két
A-beli k x k méretli determinans 6sszegeként. Ismét azt kapjuk, hogy |B'| =0+ 0 = 0.

Hatra van még annak igazoldsa, hogy ha A’ minden k& x k méretii aldetermindn-
sa 0, akkor ez A-ra is igaz. Kz a fenti gondolatmenetbdl gy kovetkezik, hogy ismét
megfigyeljiik, hogy minden ESA forditottja elvégezhetd ESA-k sorozataként. O

A 2.76. Tétel bizonyitdsa. Léttuk, hogy ESA-kkal sem s(A), sem pedig d(A) nem val-
tozik. Végezziik el A Gauss-eliminacidjat, igy kapjuk A’ 1épcsés alaki matrixot. A fenti
lemma és megfigyelés miatt s(A) = s(A’) = d(A") = d(A), és nekiink pontosan ezt kellett
igazolnunk. [
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2.4.4. Linearis egyenletrendszerek targyalasa matrixokkal

2.80. Tétel Legyen A € R¥*" tetszbleges valds mdtriz. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(1) Az (A|b) kibdvitett egyiitthatomdtriz leirta linedris egyenletrendszernek (egyért.)
megolddsa van. (2) (Egyértemiien) létezik x € R™, amire Az = b.

(3) (Egyértemz’len} létezik x € R™ dgy, hogy b= . Az, .

(4) be (At ... A™) (és Al A" linedrisan fiiggetlen vektorok).

(5) (A'). ) (b, A LA™ (és A, ... A™ linedrisan fiiggetlen vektorok).

(6) chm((A1 A™) d1m(<b Al AM) (=n) .

(7) 1(A) = r(Alp)(=n) .

Bizonyitds. (1) <= (2): A definiciékbdl adddik. (2) <= (3): A métrixszorzasnal tett
fontos megfigyelés alkalmaval ldttuk, hogy Az =b <= b=>"  Az;. (3) < (4): b-t
(definici6 szerint) pontosan akkor generéljdk az oszlopvektorok, ha el6éll linedaris kom-
binaciéjukként. Az oszlopvektorok altal generalt térben pontosan akkor egyértelmi a
feliras, ha e vektorok bazisat alkotjak az altaluk generdlt térnek, azaz, ha linearisan fiig-
getlenek.

(4) <= (5): b pontosan akkor van benne az oszlopvektorok terében, ha az oszlopvekto-
rokhoz b-t hozzavéve nem tudunk tovabbi vektort generdlni.

(5) <= (6): Az A, ..., A" vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha az dltaluk
generalt térben bazist alkotnak, azaz, ha a generatum dimenzidja n.

(6) <= (7): Egy oszlopvektorai altal generalt tér dimenzidja nem mads, mint az oszlop-
vektorokbdl kivalaszthaté linearisan fiiggetlen vektorok szama, azaz az oszloprang. Errdl
pedig tudjuk, hogy a ranggal egyenlo. O]

2.81. Tétel Azn xn méretii A egyiitthatomdtrizszal megadott linedris egyenletrendszer
pontosan akkor oldhato meg egyértelmiien, ha |A| # 0.

Bizonyitds. Ha |A| # 0, akkor a métrixok inverze kapcsan tanultak szerint A-nak létezik
inverze. Innen x = (A™1-A)z = A~'-(Az) = A7'D, tehdt x (ha létezik), akkor egyértelmi.
Az x = A71D vektor viszont megoldds, hiszen Ax = A(A™1b) = (A- A )b=1-b=0.
Ezzel az elégségességet igazoltuk.

A sziikségességhez tegyiik fel, hogy a megoldas egyértelmi. Az eléz6 tétel (4) része
szerint ekkor A oszlopai linearisan fiiggetlenek. Ekkor A rangja n lesz, ezért 1étezik A-
nak n x n méretii nemnulla determindnsu részmatrixa, ami csakis maga A lehet. Eszerint

1A] #0. O

2.5. Linearis leképezések

2.82. Definicié Az U,V walds vektorterek kozott hato A: U — V fiigguény egy linearis
leképezés, ha
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(1) Alu+v) = A(u) + A(v) Yu,v e U il
(2) A(Au) = MNA(u) VA € R, Yu € U teljesiil. Linedrisnak tehdt a mduvelettarto
leképezést nevezziik.

Konnyen lathatd, hogy az (1,2) tulajdonsdgok helyett megkivanhatnédnk az aldbbi
tulajdonsagot:

(3) A(\u + pv) = MA(u) + pA(v) Yu,v € V,VA u € R. Ha ugyanis A linedris,
akkor A(Au + pv) = A(Au) + A(pv) = AA(u) + pA(v). Mésrészt ha (3) fendll, akkor A = p = 1 esetén
(1), mig p = 0 helyettesitéssel (2) kovetkezik.

Az is egyszertien (n szerinti indukciéval) bizonyithatd, hogy (3) ekvivalens a forma-
lisan tobbet kivand
(3) A Avi) = >y NA(v) Yne Ny Vo, vg, .., 0, € VIVAL Ay N €R
feltétellel. Eszerint a linearis leképezés nem mas, mint olyan leképezés, ami tetszoleges
linearis kombinaciét a képek ugyanolyan egyiitthatds linearis kombinaciéjaba képez. Az
U és V kozotti linedris leképezések halmazat Hom (U, V) jeloli. Az A :V — V (azonos
terek kozott hatd) linedris leképezést linedris transzformdcionak hivjuk.

2.83. Megfigyelés Ha A: U — V egy linedris leképezés, akkor sziikségképpen A(0) = 0
teljestil, ahol az elsé 0 az U, a mdsodik pedig a V' tér nullvektora, hiszen A(0) = A(0 +
0) = A(0) + A(0), és mindkét oldalhoz az A(0) vektor ellentettjét hozzdadva 0 = A(0)
adodik.l]

2.84. Példa (1) A sikvektorokon az x tengelyre vetités,
(2) a sikvektorokon az origd kérili (nyijtva)forgatds,
(3) a sikvektoroknak egy origon dtmend egyenesre tikrozése,

(4) a 2x2-es matrizokhoz 2x 3-as matrizok hozzdrendelése ( ° 2 ) — ( 2 2 263?1 )

szerint,
(5) A polinomok vektorterén a derivdlds, azaz p(x) — p'(z). A mdivelettartis a
derivdlds azonossdgai miatt igaz: (p+ q) (x) = p'(z) + ¢'(x), ill. (A\p)'(z) = A\p/(x).

2.85. Allitas A linedris leképezést egyértelmien meghatdrozzik a bdziselemek képei.
Pontosabban: Ha U és V walos vektorterek, az uy,us, ..., u, vektorok az U bdzisdat alkot-
jak és vy, v, ..., v, tetszdleges, V -beli vektorok, akkor pontosan egy olyan A € Hom(U, V)
linedris leképezés létezik, amire A(u;) = v; V1.

2.86. Megjegyzés A fenti dllitds eqyik haszna, hogy segitségével kinnyen meg tudunk
adni egy linedris leképezést (t.i. eqy tetszdleges bazis vektorainak képét kijelolve), és
ez remekil jon, ha valamilyen specidalis tulajdonsdgot kielégito linedaris leképezést kell
konstrudlnunk példaul a zh-ban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik a kivant linearis leképezés, megmutatjuk, hogy egy-
értelmii. Legyen ugyanis u € U tetszdleges vektor. Ekkor u egyértelmiien &ll el6 az U

93



adott bézisdnak linedris kombindciéjaként, mondjuk v = > 7" | A\;u; alakban. Ekkor A
feltételezett linearitdsa miatt A(u) = A(D 1 Nw) = D iy MA(w;) = Do \iv;, tehat
(ha A valéban létezik, akkor) A(u) egyértelmiien meghatarozott.

Csupéan azt kell ezek utan bebizonyitani, hogy az imént definialt A leképezés linearis,
azaz mivelettarté. Legyen mondjuk u = Y 0 Nu;, v = >0 u; és A € R Az
Osszeadasra az addédik, hogy

n

A(u + v) Z At + Z,uzuz = (Z ity + ;) = A(Z(Ai + pi)uq) =

=1
Z>\+,U'L (% Z)\/Uz—i_/ﬁlvl Z)\Ul+zuzvzz _'_-/4()
=1

(a fenti negyedik ill. az aldbbi harmadik egyenl6ségnél hasznéljuk, hogy A-t hogyan
definidltuk a bazis linedris kombindcidin) ill.

i=1 i=1 i=1 i=1

2.87. Definicié Az A: U — V linedris leképezés magtere KerA := {u € U : A(u) =
0}, képtere pedig ImA := {A(u) :ue U} .

Szavakban: a magtér mindazon U-beli vektorokbdl all, amelyek a V' tér nullvektora-
ba képzddnek, a képtér pedig a V' tér mindazon elemeinek halmaza, amelyek eléallnak
valamely U-beli vektor képeként. (Ld. az abrét.)

2.88. Példa A linedris leképezésre adott korabbi példdkban (1) az x tengelyre vetitésnél
a képtér az x, a magtér az y tengely, (2-3) az origd korili (nyidjtva)forgatds ill. origon
athalado tengelyre tikrozéskor a képtér a teljes sik, a magtér pedig egyediil az origot
tartalmazza.

Im Al

i~

A (4)-beli 2 x 2-es mdtrizok leképezésekor rendre az ( i 2 3 ) il a ( 2§ 8 ) alaki
matrixok alkotjak a képteret ill. a magteret.

Az (5) derivdlds esetén a képtér az dsszes valds polinom halmaza (hisz minden po-
linomnak van primitiv figguénye, ami polinom), a magtér pedig a konstans polinomok
halmaza.
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2.89. Allitas Ha A € Hom(U, V), akkor KerA < U és ImA <V, tehdt a magtér ill.
képtér neviikhéz méltoan egyardnt alterek.

Bizonyitds. Elegend6 azt igazolni, hogy mindkét halmaz zart a miiveletekre. A magtér
esetén, ha u,v € KerA és A € R, akkor A(u 4+ v) = A(u) + A(v) = 04+ 0 = 0, azaz
u+v € KerAd, ill. A(Au) = MA(u) = A0 = 0, tehat \u € KerA. A képtérre pedig
tetszéleges A(u), A(v) € ImA és A € R mellett A(u) + A(v) = A(u+v) € ImA, ill.
AM(u) = A(Mu) € ImA adddik. O

2.90. Tétel (Dimenzidtétel) Ha A : U — V linedris leképezés, akkor dim KerA +
dimImA = dimU.

Bizonyitds. Legyen B’ := {by,by,...,bx} a KerA vektortér egy béazisa. Mivel B’ fiig-
getlen az U vektortérben, ezért létezik U-nak egy B’-t tartalmazdé béazisa, mondjuk
B ={by,bs,...,bg,bgs1,...,b,} . Vildgos, hogy dim KerA = k és dim U = n, igy azt kell
csupan igazolni, hogy dim ImA = n—k. Ezt Ggy bizonyitjuk, hogy megmutatjuk, hogy az
A(bgi1), A(bg+2), - - ., A(bn) vektorok az ImA tér egy bazisa. Azt kell tehat igazolnunk,
hogy az emlitett vektorok generdlnak minden Im.A-beli vektort, rdadasul fiiggetlenek.
Legyen tehdt A(u) a képtér egy tetszbleges vektora. Legyen az u = > | \ib; az u el6-
allitdsa a B bazisban. Ekkor A(u) = A 7 Aibi) = D00 MA(b) = D041 MiA(D),
hiszen A(by) = A(b) = ... = A(bx) = 0, tehat valéban generatorrendszerrel van dol-
gunk. A linearis fiiggetlenséghez tegyiik fel, hogy a 0 el6all linearis kombinacioként:
0 = >, i NAD) = A1 Aibi), tehdt w = > A\b; € KerA. De ekkor
az u vektor felirhaté a B’ bazisban, azaz a by, bs, ... b, vektorok linedris kombinacioja-
ként is: u = Zle wibi = > - A\ib;, ahonnan 0 = Zf V(=)o + 370, Aibg, ami a

i=k+1 -
B bazis linearis fiiggetlensége miatt csakis trivialis linearis kombinéacié lehet. Eszerint
Met1 = M2 = ... = A\, = 0, azaz a kiindulési linedris kombinécié is trividlis volt, a
szobanforgd rendszer valoban fiiggetlen, igy csakugyan az Im.A tér béazisa. O

2.91. Definicié Az A: U — V leképezés izomorfizmus ha linedris (azaz A € Hom(U,V)) és bijekcio
(azaz kilesondsen egyértelmd;). A R feletti U és V wvektorterek izomorfak, ha létezik koztik izomorfizmus.
Jelolése: U = V.

2.92. Allitas (1) Az A:U — V linedris leképezés (izomorfizmus) <= KerA = {0} és ImA=V.
(2) Ha dimV = n, akkor V= R". (8) Ha U,V R feletti, végesen generdlt, valds vektorterek, akkor
dimU =dimV < UZV.

Bizonyitds. (1): =: Ha A izomorfizmus, akkor bijekcid, {gy ImA = V, és A~1(0) = 0 miatt KerA =
{0}.

<: A kolesonos egyértelmiiséget kell igazolni. Minden elem el6édll képként, hisz ImA4 = V. Ha
A(u) = A(v), akkor 0 = A(u) — A(v) = A(u — v), azaz u — v € KerA, tehdt 0 = v — v, vagyis u = v.
Azt kaptuk, hogy A csakugyan kolcsonosen egyértelmii.

(2): Legyen B a V vektortér egy (n-elemii) bazisa. Konnyen 14thaté, hogy ha minden V-beli vek-
tornak megfeleltetjiik a koordindtavektorat (sorvektorként felirva), akkor egy bijektiv linedris leképezést
kapunk R™-be, és ez bizonyitja az izomorfiat.

(3): (2) alapjdn U 2 R™ 2V, ami azt jelenti, hogy U = V. O
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2.5.1. Linearis leképezések matrixai

A linearis leképezések tanulmanyozasanak fontos eszkoze a hozzajuk rendelt matrixok
vizsgalata.

2.93. Definicié Legyen A € Hom(U, V) linedris leképezés, By = {uy, us, ..., u,} az U,

By = {v1,v9, ...,y } pedig a V bdzisa. Az A leképezés méatrixat a By és By bdzisokban
az alabbi modon irjuk fel:
[A]ﬁ; = ([A(u1)] B, |[A(u2)]B,| - - [[A(un)]B,), azaz egy olyan m X n-es mdtrizrél van

sz0, aminek i-dik oszlopa az u; bazisvektor A(u;) képének koordindtavektora. Masképpen
kifejezve, ha u; képe A(u;) = Y77 Niv; alakban dll el6 a By bdzisban, akkor az [A] B!
matrix j-dik sordnak i-dik eleme A; lesz.

Nézziik meg, hogyan kaphatjuk meg a leképezés métrixanak ismeretében egy u vektor

koordinatavektorabdl az A(u) vektor koordinatavektorat. (Ertelemszertien a By ill. By
bézisban felirt koordinatavektorokrdl beszéliink.) Meg kell hatdroznunk tehét, hogy egy
w =", pu; vektor képét hogyan irhatjuk fel a vy,...v,, bazisban. Hét ldssuk:
Alw) = AT ) = S0, juaA(us) = S0 (0 Ny) = S0, ST (M) =
Do Dy Ny = Y v o N = D0 (D0 iAs)vy, tehdt a keresett koordi-
natavektor egy olyan, m-elemi oszlopvektor, aminek j-dik koordindtdja >, ui)\;-. Ha
jol megfigyeljiik, éppen azt kaptuk, hogy a leképezés matrixaval vald szorzas megadja a
leképezést a koordinatavektorokon. Ezt irja le az aldbbi tétel.

2.94. Allitas A € Hom(U,V), B, C U és By C V bdzisok = [A(u)]s, = (A5 [u] 5,
Vu € U. (Tehdt, ha a linedris leképezés mdtrizdt megszorozzuk egy u vektor koordindta-
vektordval, akkor u képének koordindtavektordt kapjuk.)

2.95. Megjegyzés A fenti tétel lényege, hogy ha rogzitjik az U és V terek egy-egy
bazisdat (és ezdltal e vektorterek vektorait azonosithatjuk a koordindtavektoraikkal), akkor
a linedris leképezésekre gondolhatunk gy is, mint (dim V' x dim U) méreti matrizokra,
magdra a linedris leképezésre pedig, mint a megfeleld matrizszal valo szorzisra.

A linedris leképezések Hom(U, V') halmazdn miiveleteket is értelmezhetiink.

2.96. Definicié A,B € Hom(U,V) és A € R-re (A+ B)(u) := A(u) + B(u) ill. (AA)(u) := A(A(uw))
definidlja az A+ B, \A leképezéseket.

2.97. Megfigyelés Ha A,B € Hom(U,V) és A € R, akkor A+ B,AA € Hom(U,V), azaz linedris
leképezések dsszege és skaldrszorosa is linedris leképezés. E midueletekkel Hom(U, V') szintén valds vek-
tortér, és ez a vektortér izomorf a dim V x dim U méretd valds mdtrizok alkotta vektortérrel. Konkrétan,
A+ B mdtriza [A]g; + [B]g;, AA mdtriza pedig )\[A}g; lesz, ahol By az U és By pedig a 'V egy bdzi-
sa. (Tehat dsszegleképezés mdtriza a megfeleld mdtrizok dsszege, skaldrszoros leképezésé pedig a mdtriz
skaldrszorosa lesz.)
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(v)+

Bizonyitds. (A+B)(u+v) = A(u+v)+B(u+v) = A(u)+A(v) +B(u)+B(v) = (A(u) +B(u))+ (A
= = ) = K(AA(w),

B(v)) = (A+ B)(u) + (A + B)(v), ill. (AM)(ku) = A(A(k)u) = A(rA(u)) = £(A(A(u)
tehat A+ B, AA € Hom(U, V).

Rogzitsiik az U ill. a V' tér By ill. By bazisat. A leképezéxmatrix definicidja szerint A+ B matrixdnak
i-dik oszlopa a By bdzis i-dik vektora (A + B)(b;) képének koordindtavektora lesz, dm (A + B)(b;) =

A(b;) + B(b;) miatt ez nem més, mint a [.A]g; métrix i-dik oszlopdnak és a [B]g; matrix i-dik oszlopdnak

Osszege. A skalarral valé szorzasra vonatkozé bizonyitast az olvaséra bizzuk. Ezek szerint a linearis
leképezések matrixos felirasa valoban megadja a matrixok vektorterével val6 izomorfiat. O

A fentieken tul értelmezheté linearis leképezések szorzata is.

2.98. Definici6 A € Hom(U,V), B € Hom(V,W) esetén a BA : U — W leképezést
a (BA)(u) == B(A(u)) (Vv u € U) képlettel értelmezziik. (Azaz két linedris leképezést
gy szorzunk dssze, hogy egymds utdn alkalmazzuk azokat. (Sziikséges persze, hogy az
elsonek alkalmazott leképezés képtere benne legyen a masodiknak alkalmazott értelmezési
tartomanydban.))

2.99. Megfigyelés Ha A € Hom(U,V) és B € Hom(V, W), akkor BA € Hom(U, W),
azaz linedris leképezések szorzata is linearis leképezés.

Bizonyitas. Hau,v € U és X € R, akkor (BA)(u+v) = B(A(u+v)) = B(A(u)+.A(v)) =
B(A(u)) + B(A(v)) = (BA)(u) + (BA)(v), ill. (BA)(Au) = B(A(Mu)) = B(AA(u)) =
AB(A(u)) = AM(BA)(u). O

Vizsgaljuk meg, mi is lesz a fenti megfigyelésben szereplé B.A leképezés matrixa. Rog-
zitsiik ezért rendre az U, V ill. W terek egy-egy bazisat: Bi-t, Bo-t ill. Bs-at. Vizsgaljuk
meg, mi lesz a [BA]@; méatrixnak (mondjuk) a j-dik oszlopa, azaz, mi lesz a B; bazisbeli
b; vektor képének (azaz a (B.A)(b;) = B(A(b;)) vektornak) a Bs bézis szerinti koordi-
natavektora! A leképezés matrixardl korabban tanultakat a B leképezésre alkalmazva az
adaddik, hogy a kérdéses oszlopot ugy kapjuk, hogy a B leképezésnek a By és Bs bazisok-
ban felirt [B} matrixat megszorozzuk a b; vektor A leképezés szerinti A( ;) képének By

bézis szerinti koordlnatavektoraval (azaz az [A(b;)] g, oszlopvektorral). Am vegyiik észre,
hogy A(b;) definici6 szerint nem més, mint az [A]5! matrix j-dik oszlopvektora. Eszerint
a keresett [BA|S p, métrix j-dik oszlopa éppen a [B]g§ matrixnak és az [A]ﬁ; matrix j-dik
oszlopanak szorzata. Ha pedig konrétan a j-dik oszlop i-dik elemére vagyunk kivancsiak,
akkor ezt a fentiek szerint ugy kaphatjuk meg, mint a [B]gg matrix i-dik sordnak és az
[A]ﬁ; matrix j-dik oszlopanak szorzata. Honnan is ismerGs ez a sor-oszlop szorzas? Az

alabbi allitas adja meg a valaszt.
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2.100. Allitds Ha A € Hom(U,V), B € Hom(V,W) és By, By ill. By rendre az U,V
il. W terek egy-egy bdzisai, akkor [BA|S = [B]52 - [A]5!, azaz linedris leképezések szor-
zatdnak mdtriza azonos a leképezések mdtrizainak szorzatdval (egyezd bdzisok esetén).

O

2.101. Kovetkezmény Ha C € R™*", B € R™* és A € R¥*! tetszéleges mdtrizok,
akkor (C-B)-A=C-(B-A), azaz a mdtrizszorzds asszocidtiv (feltéve, hogy a miiveletek
elvégezhetiek).

Bizonyitds. A megfeleld matrixokat tekinthetjiik egy-egy linedris leképezésnek, nevezetesen C' € Hom(R™,R™), B €
Hom(R* R") ill. A € Hom(R!,R¥), és ekkor (C - B) - A a annak a linedris leképezésnek lesz a métrixa,
amit az u — (CB)(A(u)) formula definidl tetsz6leges u € R™ esetén, mig a C' - (B - A) métrix annak a
linedris leképezésnek lesz a métrixa, amit az u — C(BA)(u))) formula ad meg. Mivel (A, B, C-t most
linedris leképezéseknek gondolva) (CB)(A(u)) = C(B(A(u))) = C((BA)(u)), ezért a két fenti linedris
leképezés azonos, igy (az ugyanazon bazisokban felirt) matrixaik sem kiilonbozhetnek. O

2.5.2. Linearis transzformaciék és matrixok sajatértékei, sajat-
vektorai és sajatalterei

Egy A linedris leképezés esetén egy vektor ,kiilonlegesnek” szamitott, ha a nullvektorba képzédik (hisz
a nullvektor egy ,kiilonleges” vektora a vektortérnek). Ezek a vektorok alkottdk a Ker.A magteret.
Ha azonban linearis transzformaciérdl van szé, akkor amint rogzitiink egy v vektort, az értelmezési
tartomdnyban mér nem csak a 0 lesz ,kiilonleges” vektor, hanem v (és annak konstansszorosai) is.
Tehat nemcsak gy johet létre érdekes szituacio, ha egy vektor a 0-ba képzddik, hanem tgy is, ha egy
vektor fix pontja a leképezésnek, azaz dnmagaba képzédik. SOt, az is érdekes szituicié, ha egy vektor
képe a sajat konstansszorosa. Ez motivélja a most kovetkezd szakaszt.

2.102. Definicié Legyen A : V. — V eqy linedris transzformdcio, v € V egy vektor
a térbdl és A € R eqy skalar. A v € V wvektort az A transzfomdcio )\ sajatértékhez
tartozo sajatvektordnak nevezzik, ha (1) v # 0 és (2) A(v) = X - v teljesil. Ha A\ az
A transzformdcid eqy sajatértéke (azaz tartozik hozzd sajdatvektor) akkor a A-hoz tartozé
sajataltér a nullvektorbdl és a A-hoz tartozd sajdatvektorokbdl dll: {v € V : A(v) = X-v}.

Az R"™ vektortéren hatd linearis transzformaéaciora példa egy tetszoleges n X n méretii
A € R™"™ méretii matrixszal valé szorzds, azaz az v — A - x hozzarendelés. (Az el6z6
szakaszban azt lattuk egyébként, hogy minden véges dimenzids vektorterek kozott hato
linearis leképezés a koordinatavektorokon matirxszorzasként hat, ezért az R™ tér minden
linedris transzformacitja egy n X n méretli matrixszal valé balszorzas.) fgy specialis
linearis transzformaciokra: a négyzetes méatrixszal valo szorzésra is elmondhatjuk a fenti

definiciot.

2.103. Definicié Legyen A € R™™ egy négyzetes matriz, v € R™ egy oszlopvektor, és
A € R egy skalar. A v vektort az A mdtriz A sajatértékhez tartozo sajatvektoranak
mondjuk, ha (1) v#0 és (2) A-v=\-v.
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(A fenti definiciéban 0 a szokdsos médon a csupa 0-kbdl all6 oszlopvektort jeloli.) A
tovabbiakban altalaban foglalkozunk a linedris transzformaciokkal, igy a megallapitdsa-
ink az iménti definiciéban szereplé matrixszorzas esetére is érvényesek lesznek.

2.104. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy A = 0 pontosan akkor sajdatérték, ha a KerA
magtér nem csak a nullvektorbol all. Ebben az esetben a A = 0-hoz tartozo sajdtaltér
megegyezik a magtérrel.

A definici6 (1) feltétele valjaban technikai dolog, azért vettiik el6re, hogy ne felejtsiik
el (mondjuk a vizsgan). Azért van ra sziikség, mert e nélkiil nem volna igaz az alabbi
tétel.

2.105. Tétel (1) Linedris transzformdcio minden sajdtvektora pontosan eqy sajatérték-
hez tartozik.
(2) Barmely X sajdtértékhez tartozd sajataltér a V- vektortér altere.

Bizonyitds. (1): Ha v sajatvektor, akkor 0 # v. Tegyiik fel, hogy A(v) = v és A(v) =
pv. Ekkor A\v = pw, azaz (A — p)v = 0. Tanultuk, hogy skaldr és vektor szorzata csak
ugy lehet 0, ha v = 0 vagy A — u = 0. Az els6 eset kizart, ezért A = p, tehat minden
sajatvektor pontosan egy sajatértékhez tartozik.
(2): Legyen V) := {v € V : A(v) = X - v} a vizsgdlt halmaz, melynek altér voltat
kell igazolnunk. Azt kell csupan megmutatni, hogy ha u,w € V), és u € R tetszOleges
skaldr, akkor u+w, pu € V). Természetesen ez is a linearitasbol kovetkezik: A(u+w) =
A(uw)+A(w) = X ut+A-w = A (u+w) ill. A(pu) = p-A(u) = p-(A-u) = (pA)u = A- ()
O

Vizsgéljuk meg, mit jelent az, hogy A egy A transzformacié sajatértéke! Ekkor a A\-hoz
tartozé barmely v sajatvektorrad(v) = v teljesiil, azaz A(v) — Av = 0. Jeldlje id azt az
(un. identikus) linedris transzformdciét, ami minden vektorhoz 6nmagét rendeli. Nyilvan
Aid is linedris transzformacio, ami minden vektorhoz a A-szorosat rendeli, és a legutobbi
osszefiiggés ugy irhato fel, hogy (A — A -id)v = 0. Konnyen lathatd, hogy A — Aid is egy
linedris transzformdcié (konkrétan, egy w vektorhoz (A(w) — Aw)-t rendel), és az a tény
tehat, hogy A\ az A transzformacié sajatértéke, ugy fogalmazhaté meg, hogy az A — \id
linedris transzformaci6 a v # 0 vektort a 0-ba képzi. Legyen B a V' vektortér egy bazisa,
és tekintsiik az A transzformacié [A]8 matrixat. Tudjuk, hogy a koordinatavektorokon
az A leképezés ugy miikodik, hogy ezzel a matrixszal kell balrdl szorozni, ezért az a tény,
hogy A sajatérték, azaz, hogy A — Aid egy nemnulla vektort 0-ba visz, gy mondhaté
el, hogy a [A]5 — Al maétrixot egy nemnulla koordindtavektorral jobbrél megszorozva
megkaphatjuk a csupa-0 vektort. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a [A]5 — Al méatrix
oszlopai nem linedrisan fiiggetlenek (az elébbi vektor koordinatédi adjak meg a 0-t el6&llitd
nemtrividlis linearis kombindci6 egyiitthatéit). Azt kaptuk, hogy az oszloprang kisebb,
mint az oszlopok szama, és mivel négyzetes matrixrél van szd, ez a determinansranggal
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kifejezve azt jelenti, hogy a [A]B — A\I matrix determindnsa 0. Bebizonyitottuk tehat,
hogy det([A]B — A\I) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha A az A transzformécié sajatértéke,
raadasul ez a tény fiiggetlen a felirashoz hasznalt B bazistol.

2.106. Definicié Az A : V. — V linedris transzformdcio karakterisztikus polinomja
ka(\) :=det([A]B — X -I), ahol B a V vektortér egy tetszéleges bazisa.

2.107. Tétel (1) A karakterisztikus polinom a A vdltozénak egy n-edfoki polinomja, ahol
n=dimV. (2) A karakterisztikus polinom figgetlen a felirasihoz haszndlt bdzistol.

(3) A X\ € R skaldr pontosan akkor sajatértéke az A transzformdcionak, ha ka(\) = 0,
azaz A gyoke a karakterisztikus polinomnak.

Bizonyitds. (1): A determindns definicidjara gondolva a karakterisztikus polinom olyan
n-tényez8s szorzatok eldjeles dsszege, ahol a szorzatok tényez6i az [A]B — X - I métrix
elemei. E matrix minden eleme egy legfeljebb els6foki polinomja A-nak, ezért minden
szorzat egy legfeljebb n-edfokd polinom, igy a determinéns is az. Egy szorzat ponto-
san akkor lesz n-edfokd, ha minden tényezoje elséfoki. Marpedig pontosan a féatloban
szerepelnek az elséfoku elemek (—1 a féegyiitthatéjuk), igy pontosan egyetlen n-edfoki
tagja lesz a determindnst meghatdrozé Osszegnek (aminek a féegyiitthatdja egyébként
(—1)"™ lesz). A determindns tehdt csakugyan A egy pontosan n-edfoku polinomja.

(2): Nem bizonyitjuk. (Jegyezziik meg, hogy maga az éllitas fontos (hiszen ez mutatja,
hogy a karakterisztikus polinom fogalma jéldefinidlt), bizonyitasa nemtriviélis.)

(3): A karakterisztikus polinom definici6ja elétti gondolatmenet pontosan ezt igazolja.[]

Hogyan szamithatjuk ki egy adott A linearis transzformacié sajatértékeit és sajat-
vektorait? Rogzitiink egy B bézist, és felirjuk a transzformdcié [A]B matrixdt ebben
a bazisban. A matrix féatloelemeibdl kivonunk A-t, és az igy kapott matrixnak kisza-
mitjuk a determinansat, azaz meghatarozzuk a karakterisztikus polinomot. Valahogyan
meghatarozzuk a karakterisztikus polinom gyokeit. Pontosan ezek a gyokok lesznek A
sajatértékei. Egy adott A\-hoz tartozo sajataltér meghatarozasa pedig tigy torténik, hogy
megoldjuk az ([A]B — AI)x = 0 linedris egyenletrendszert, és a megolddsul kapott z-ek
lesznek a A-hoz tartozo sajataltérbeli vektorok koordinatavektorai.

-3

5 ) valamely bdzisban. A
0

=N O

2.108. Példa Tegyiik fel, hogy az A leképezés mdtriza A = (
A 0 -
0 2—X

1 1 -

karakterisztikus polinom (oszlop szerint kifejtve)

> Utw O N

:(27)\)~’2_’} _i‘+1~

2 _
|2 0 T8 = @A N -5)+3-N) = - N(R-20-2) = 2= )= (14+VE) (- (1-V3))

. Eszerint a sajdatértékek A\ = 2, A = 1+ V3 ésA=1—+3. A X= 2-héz tartozé sajatérvektorokra
az igaz, hogy (A —2-I)x = 0, vagyis olyan linedris egyenletrendszer megolddsait keressiik, amelynek
kibdvitett egyiitthatomdtriza és annak Gauss-elimindcidja az aldbbiak szerint néz ki:
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0O 0 —-31]0 1 1 =210 1 1 =210 1 1 =210
00 5/0 — 00 -3/0 — 00 1/0 — 0 0 1|0 A sajdtaltér elemei az
1 1 =210 0 0 510 0 O 510 0 O 0|0

x = (21, x2,23) megolddsok lesznek, tehdt xo € R szabad paraméter, x3 =0 és x1 = —xo adddik. Vagyis

a sajdtaltér elemei a (—x2, x2,0) alaki vektrok lesznek, és xo # 0 esetén ezek éppen a X\ = 2 sajdtértékhez
tartozo sajatvektorokkal lesznek azonosak.

2.109. Tétel (Cayley-Hamilton tétel) Minden linedris transzformdcid gydke a karakterisztikus po-
linomgjdnak, azaz ka(A)(v) = 0 minden v € V wvektorra. (Mds szoval, ka(A) a nulla transzformdcid.
Egy harmadik megfogalmazds szerint, ha kg(A) = apA\™ + an_ 1 A" "1 + ... + a1\ + ag, akkor tetszbleges
v € V wektorra a, - A*(v) + an_1 A" H(0) + ... +ay - A(v) +ag - v = 0 teljesiil, ahol az A* linedris
transzformdciot az A*(v) := A(A(... A(v)...)) k-szoros iterdlt definidlja.) O
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3. fejezet
Grafok

3.1. A grafelmélet alapjai

A diszkrét matematikaban az egyik legfontosabb fogalom a graf. A legvaratlanabb szi-
tuaciokban bizonyul nagyon jol hasznalhatonak és szamos gyakorlati alkalmazéashoz kap-
csolodé modell alapvetd Osszetevije.

3.1. Definicié6 A G = (V, E) pdr egy egyszerti graf, ha (1) V # 0 és (2) E C (‘2/) =
{{u,v} : u,v € V,u # v}, azaz E elemei V' bizonyos kételemi részhalmazai. Ha G egy
grdf, akkor V(QG) jeloli G csticsainak (néha pontjainak), F(G) pedig G éleinek halmazdt,
azaz V(G) az a 'V halmaz, és E(G) az az E halmaz, amire G = (V,E). A G egyszeri
graf véges, ha' V' véges halmaz.

3.2. Definicié A G graf egy diagramja a G egy olyan lerajzoldsa, amiben a csucsok-
nak (sikbeli) pontok felelnek meg, éleknek pedig olyan sikgorbék, amelyek az adott €l
két végpontjdt kotik dssze, onmagukat nem metszik, és mds végpontokat elkeriilnek. Az
e = {u,v} €élt roviden e = uv-vel jeloljik, u-t és v-t az e €l végpontjainak mondjuk.
Az u és v csicsok szomszédosak, ha wv € E. Az e és [ éleket parhuzamosnak nevez-
ziik, ha végpontjaik azonosak. Hurokél az olyan él, aminek két végpontja megegyezik. A
G = (V, E) pdr graf, ha V # 0, E élhalmaz V-n, és pdrhuzamos €s hurokél is megenge-
dett.

3.3. Példa A G = ({a,b,c,d},{ab,ab,ac,be,cd,dd}) grif két lehetséges diagramja és

szomszédossdagr mdtriza.
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3.4. Megjegyzések 1. Graf diagramjanak a definiciojaban gorbe helyett szerencsésebb
tordttvonalrol beszelni, ugyanis eqy gorbe egészen vdratlan modon is tud viselkedni. Pél-
daul egqy egységnégyzet minden belsd pontjin dthalad.

2. A parhuzamos éleket precizen egy kicsit koriulményes definidlni. Az eqyik lehetdseqg
hogy E(G)-t ,multihalmaznak” tekintjik (egy €l tobbszords multiplicitdassal lehet eleme),
de jarhato ut az is, ha E csak az élek ,neveinek” halmaza, és odagondolunk eqy E —
(‘2/) leképezést is, ami megmutatja az élek végpontjait. Nem kinlodunk a fogalom preciz
definiciojaval: megelégsziink azzal, hogy lehetséges formalizdlni azt, amit szemléletesen
leirunk.

3. A hurokél definicidgjdhoz is mddositani kellene az él definicidjdat, de (kivételesen)
itt sem az absztrakt formalizmus a cél.

3.5. Definicié A G grdf szomszédossagi métrixa az a V(G) x V(G) méretd mdtriz,
aminek (u,v) pozicidjan azu ésv kozti élek szama dll (u = v esetén a hurokélek szamdnak
kétszerese). A G graf véges, ha V(G) és E(G) is véges halmazok.

3.6. Definicié A G grdf v csicsinak d(v) foka a v végponti élek szama (a hurokél
kétszer szamit), formdlisan

d(v) == |{e € E : v végpontja e-nek}|+|{e € E : e hurokél és v-n}|. A G grdf maximélis
ill. minimélis fokszamét A(G) := max{d(v) : v € V(G)}, ill. 6(G) := min{d(v) : v €
V(G)} jeloli. A G grdfot (r-)regularisnak mondjuk, ha minden pontjinak ugyanannyi
(r) a foka: A(G) =6(G)(=r).

3.7. Tétel Ha G véges (nem feltétleniil eqyszerid) grdf, akkor ZUeV(G) d(v) = 2|E(G)],
azaz eqy véges grdf fokszdmainak Osszege éppen az élszam kétszerese.

Bizonyitds. Ha G-nek nincs éle, akkor a fokszamosszeg is és az élszam (kétszerese) is 0.
Epitsiik fel G-t tgy, hogy egyenként hizzuk be G éleit. Minden egyes 1j ¢l behizdsa
eggyel noveli az élszamot, és kettovel a fokszamosszeget, hisz két ponton novekszik egyet
a fokszam (vagy hurokél esetén egy csucsnél 2-vel). Eszerint amikor G-t felépitettiik,
akkor is igaz lesz ez a tulajdonsag, épp, ahogy a tétel allitja. O
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3.8. Definicié K, az n ponti teljes graf: |V(G)| = n, és barmely két pont Gssze van

kitve (egyszer).

Vildgos, hogy a K, grdf (n — 1)-reguldris, és |E(K,)| = (5).
P, az n pontu ut, C,, az n pontu kor:

V(P,) =V(C,) =A{v1,...,u.}, E(P,) ={viviy1 : 1 <i<n}, E(C,) = E(P,) U{vv,}.

(ld. az dbrdt)

Py

T

Megfigyelés:
K2:P27K3:OB ‘

3.9. Definicié D = (V, A) irdnyitott graf, ha (1) V # 0 és (2) A C V2. (Minden élnek
van eqy irdnyitasa. A diagramon nyilakkal szokds jelolni. Pdrhuzamos és hurokél itt is
értelmezhetd, és akdr mindkét iranyu €l be lehet huzva két pont kézdtt. Az irdnyitatlan
fogalmak jo része értelemszeriien kiterjed.)

3.10. Definicié6 A G és Gy grdfok izomorfak (G; = Gs), ha létezik egy-eqy v :
V(Gy) — V(Gy) és op : E(G1) — E(Gs) bijekcio ugy, hogy wv € E(G) <=
oy (u)py(v) = ep(uv). (Olyan kilesondsen egyértelmi megfelelés a pontok kézétt, gy,
amelyre tetszéleges u,v € V(Gy) esetén u-bdl pontosan annyi €l vezet v-be G1-ben, mint
a o(u)-bdl p(v)-be Go-ben.)

3.11. Definicié A G egyszert grdf komplementere a G := (V(G), (3) \ E(G)) grdf.

3.12. Példa A Py, a Cs ill. a ,bika” nkomplementer (sajdt komplemeterével izomorf)
graf.

g

a bika

3.13. Tétel Grdfok izomorfidja ekvivalenciareldcio: tetszéleges Gy, G, G grdafokra (1)
GlgGl, (Q)GlgGgiGggGl €s (3)G12G22G3:>G12G3 .0

3.14. Definicié A G graf élsorozata egy olyan (vq, ey, vq, €9, ..., vx) Sorozat, amire e; €
E(G) ése; =vvie1 (V1 <i < k). Aséta olyan élsororzat, aminek minden éle kiilonbozd.
A korséta olyan séta, aminek kiinduld és végpontja azonos: vy = vg. Az 1t (ill. kor)
olyan (kor)séta, aminek csucsai (a végpontok azonossdgatdl eltekintve) kiilonbozdk.
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Egyszerli graf esetén az 1t (kor) azonosithaté a hozzatartozé pontsorozattal vagy
élsorozattal.

3.15. Definicié A G graf osszefiiggd (6f), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

3.16. Allitds A G grafban pontosan akkor létezik w és v kozitt séta, ha létezik u és v
kézott ut.[]

3.17. Definicié u,v € V(G)-re u ~ v, ha létezik u és v kozott séta.

3.18. Allitas Iranyitatlan grdfon a ~ relacié ekvivalenciareldcio: (1) u ~ wu, (2) u ~
v=>v~u, (8)u~sv~w = u~w tetszéleges u,v,w € V(G)-re.d

3.19. Definicié A G graf komponense a ~ ekvivalenciareldcio ekvivalenciaosztdlya.

A komponens fogalma a fenti absztrakt definicié helyett az alabbi mdédon is definial-
hato.

3.20. Kovetkezmény K C V(G) a G graf komponense, ha bdarmely u,v € K kézitt
létezik G-séta, de nem létezik w —v séta hauw € K, v e V(G)\ K.OO

3.21. Kovetkezmény Minden grdf eqyértelmiien bonthato komponensekre.[]

3.22. Definicié Legyen G = (V,E) graf, e € E, E' C E,ve V, V' CV. Ekkor G —
e:= (V,E\{e}) aze €l torlésével keletkezé graf, G—E' := (V, E\ E') pedig az E'-beli élek
torlésével keletkezd grdaf. Legyen E, :={e € E : v végpontja e-nek}. G—v = (V\{v}, E\
E,) a v pont tirlésével keletkezé graf. Eyv: := {e € E : e-nek van V'-beli végpontja}.
G-V :=(V\V' E\ Ey) aV'-beli pontok torlésével keletkezd grdf. Tehdt él (ill. élek)
torlésekor csak az élhalmaz vdltozik, ha pontot (ill. pontokat) torlink, akkor a tordlt
pont(ok)ra illeszkedd €leket is tordlnink kell.

3.23. Definicié Legyen G egy grdaf és V' C V(G), ill. V* .=V \V'. G* a G graf V*
altal feszitett részgrafja, ha G* = G — V'. A feszitett részgrafot tehdt gy kapjuk, hogy
néhdny csiucsot torlink a grdfbol.

Részgrafjot gy kapunk, hogy a cstcsok mellett élek torlése is megengedett.

3.24. Definicié6 A H grdf a G részgrafja, ha H = (G — V') — E’ alkalmas V' C V(G)
és E' C E(G)-re.

Az dbran lathaté graf vastagitott élei a csucsaikkal egyiitt egy részgrafot alkotnak.
Ez nem feszitett részgraf, ugyanis ehhez a hurokélt és az ab él parhuzamos példanyat is
tartalmaznia kellene.
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3.25. Megjegyzés Hagyomdnyosan gy szokds definidlni a fenti fogalmakat, hogy a
H = (VI,E") grif a G = (V, E) részgrdfja, ha V! CV és E' C E. A H részgrifot
pedig akkor nevezik feszitettnek, ha E' minden olyan E-beli €lt tartalmaz, aminek vég-
pontjai V'-ben vannak. Kénnyen ldathato, hogy az dltalunk haszndlt definicio ekvivalens
a ,hagyomanyossal”.

3.2. Fak

3.2.1. Fak alaptulajdonsagai

3.26. Definiciéo A G grdf erdd, ha kormentes, azaz nem tartalmaz kort. A G grdf fa,
ha dsszefiiggo erdd, azaz ha kormentes és dsszefliggo.

3.27. Tétel Tegyiik fel, hogy G n ponti, kérmentes graf. G pontosan akkor dsszefiiggo,
han —1 éle van.

Bizonyitas. Epitsﬁk fel F-t az n pontu iiresgrafbdl élek behuzasaval. A kormentesség
miatt mindig két kiilonboz6 komponens kozt kell élt behtzni, hiszen egy komponens két
pontja kozé élt hizva kort kapnank. Azonban két kiillonb6z6 komponens kézé behizott él
pontosan 1-gyel csokkenti a graf komponenseinek szamat. Ha végiil G 6sszefiiggo, akkor
n-rol 1-re csokken a komponensek szama, tehat n — 1 élt hiztunk be. Masfeldl, ha G
(n — 1) éld, akkor komponenseinek szdma n — (n — 1) = 1, tehdt G Osszefiiggd. O

3.28. Tétel Legyen G n ponti, (n—1) €éli, dsszefiggd, egyszeri graf. Ekkor G kérmen-
tes.

Bizonyitds. Indirekt. Ha G-ben van egy k pontu kor, akkor e kor k élének behizasa utan
n — k izolalt pontot és egy kort, azaz n — k + 1 komponenst kapunk. Az eztan behtizott,
tovabbi n — 1 — k él mindegyike legfeljebb 1-gyel csokkenti a komponensek szamat, végiil
tehat legaldbb n — k 4+ 1 — (n — 1 — k) = 2 komponens addédik, més széval G nem lesz
Osszefiiggd. Ellentmondas. O

A 3.27. és 3.28. tételekbol kovetkezik, hogy véges irdanyitatlan G graf esetén az aldabbi
harom tulajdonsag koziil barmely ketto teljesiilése maga utan vonja a harmadikat, azaz
a fa definiciéjahoz barmely kettot hasznéalhatjuk.

1. G 0Osszefiiggo
2. G kormentes
3. |E(G)] = |V(G)| — 1, azaz G-nek eggyel kevesebb éle van, mint csticsa.

Hasznos tulajdonsag az alabbi is.
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3.29. Allitds Ha wv az F fa éle, akkor F' — uv-nek két komponense lesz, melyek kozil
eqyik az u, a mdsik a v csiucsot tartalmazza.
Ha a és b az F fa csucsar, akkor F-ben pontosan egy ab-ut taldlhato.

Bizonyitds. Az uv él torlése utan F-nek a 3.27. Tétel miatt pontosan n — 2 éle lesz. Ha
tehdt a 3.27. tétel bizonyitdsaban leirt médon épitjiik fel F-t élek egyenkénti behuzasaval,
akkor a végs6 grafnak n — (n — 2) = 2 komponenese lesz, és vildgos, hogy a torolt él két
végpontja kiilonboz6 komponensbe keriilnek.

Az éllitas masodik része abbol kovetkezik, hogy mivel F' 6sszefiiggd, ezért van F-ben
(legaldbb egy) ab-ut. Ha azonban P és P’ kiilonboz6 ab-utak lennének, akkor van olyan
e = uv él, ami a két ut koziil pontosan az egyikhez (mondjuk a P-hez) tartozik. Tegyiik
fel, hogy P-n végighaladva az a,u,v,b csticsokat ebben a sorrendben érintjiik. Vildgos,
hogy F' — e-ben u-bdl eljuthatunk a-ba, a P’ Ut a-bdl b-be vezet F' — e-ben, végiil P-n el
lehet jutni b-bol v-be. Marpedig ez ellentmond az elso részben igazoltaknak, miszerint
F — e-ben u és v kiilonb6z6 komponensbe tartoznak. n

3.30. Kovetkezmény Minden véges, 0sszefiiggo G grafnak létezik feszitofaja, azaz olyan
F részgrdfja, amire F fa és V(G) = V(F) . (Jegyezziik meg, hogy a feszitfa dltaldban
nem feszitett részgrdf.)

Bizonyitas. Hagyjunk el éleket, mig a graf dsszefiiggé marad. Mindaddig, amig a graf
tartalmaz kort, el tudjuk hagyni a kor egy élét, mert ezéltal a graf osszefiigedé marad.
Végiil tehat egy kormentes, Osszefiiggd F' részgrafjat kapjuk G-nek. Ez az F' feszitofa
lesz, hisz G-bol egyaltaldn nem hagytunk el pontot. m

3.31. Allitas Legyen F' eqy fa, és hizzunk be F-be két nem szomszédos pont kizé eqy iy
e élt. Ekkor a kapott F + e grdfnak pontosan egy kore van.

Bizonyitds. Vilagos, hogy az F + e graf osszefiiggd, de nem fa, ezért tartalmaz kort.
Réadésul F'+ e minden kore tartalmazza e-t, és persze e-n kiviil egy olyan F'-beli utat,
ami e két végpontjat koti ossze. A 3.29. Allitds miatt viszont e két végpontja kozott
pontosan egy tut halad F-ben, ezért F' + e-nek pontosan egy kore van. O

3.32. Definicié Ha F a G graf feszitofdja és e a G-nek eqy F-ben nem szerepld éle,
akkor az F' + e grdafnak a 3.31. Allitds szerint egyértelmi korét az e él F-hez tartozd
alapkorének nevezziik.

3.33. Definicié Egy F fa v csicsa levél, ha d(v) = 1.
3.34. Tétel Minden legalabb 2 pontu F fanak legalabb két levele van.

Bizonyitds. Tekintsiink F' egy leghosszabb ttjat, mondjuk P-t! A P it egyik végpont-
jabdl sem indulhat tovabbi él: ha az ugyanis egy P-n kiviili pontba futna, akkor P nem
lenne leghosszabb, ha pedig P egy pontjaba, akkor a graf nem lenne kérmentes. O]
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3.2.2. Cayley tétele

Alapprobléma: Hany n pontd fa van? Izomorfia erejéig: n = 1-re 1, n = 2-re 1,
n=3ral n=4re2 (Ky3é P,), n=>5re 3 (2leveli, 3-leveld, 4-levelii), n = 6-ra 6
(2-levelii, 2 x 3-levelii, 2 x 4-levelti, 5-levelii), ... Nehéz.

Szdmozott csticsokon (izomorf fakat tobbszor megszamolva) n = 1-re 1, n = 2-re 1,
n=3ra3, n=4re 16 (4 x Ky3és 12 x P;), n = 5-re 125 (60 x 2-levelii, 60 x 3-leveli,
5 x 4-levelil), n = 6-ra sok.

3.35. Tétel (Cayley tétele) Az {1,2,...,n} ponthalmazon n"? kiilénbozd fa adhatd
meg.

Bizonyitds. Az in. Priifer-kod segitségével bizonyitunk. Részfdk egy F' = Fy > Fy >

. > F,_; sorozatét konstrudljuk az aldbbiak szerint. Legyen i € {1,2,...,n — 1}-
re w; az F; legkisebb sorszamu levele, v; pedig w; Fj-beli szomszédja. Legyen tovabba
Fiy1 = F; — w;. (Az aktudlis F; fanak a legkisebb w; levelét hagyjuk el, ami v;-hez
csatlakozik. )

3.36. Megfigyelés V(F,) = {n}, azazv,_1 =n .

Bizonyitds. Az n csicsot sosem hagytuk el hisz mindig legl. 2 levél volt. O]

3,’1112 5 w4

Levéltorlési sorrend: 1,3,4,5,7,8,6,2
Priifer kéd: (2,7,2,6,9,6,2)

A fenti F' fa Prifer-kédja P(F) = (v1,vs,...,0,_2). A definiciébdl adédik, hogy
az F; fa Priifer-kédja P(F;) = (vi, Vig1,---,Un_2) . Az is vildgos, hogy minden fihoz
egyértelmiien tartozik Priifer-kéd. Azt kell igazolni, hogy minden (n — 2)-hosszi sorozat
pontosan egy fa Priifer-kédja, hisz ekkor a lehetséges n™~2-féle Priifer-kéd koles. egyért.
megfelel a vizsgalt faknak.

3.37. Megfigyelés Az F fa Priifer-kédjiban F bdrmely v csicsa (d(v)—1)-szer szerepel.

A 3.37. Megfigyelés bizonyitdisa. Lattuk, hogy V(F,,_1) = {n}, ezért a v = n pont éppen
annyiszor szerepel a vy, vs, . .., v,_1 pontok kozott, ahanyszor egy-egy szomszédja torlésre
kertilt, azaz d(n)-szer. Mivel v, = n, ezért a Priifer-kédban d(n) — 1-szer szerepel az
n.

Legyen most k < n. A k csics pontosan akkor szerepel a Priifer-kodban, ha toroljitk
egy szomszédjat, azaz, ha fokszama eggyel csokkent. Amikor k fokszama 1-re csokken,
akkor az utolsé k-bdl indulé él mér k-nak (és nem a szomszédjanak) a torlése miatt lesz
torolve, tehat ekkor mar nem k keriil a Priifer-kédba. (Ez az él egyébként a k-bdl az n
cstcs felé vezet6 ut elsé éle, hisz a részfak n-re zsugorodnak.) Tehat k is d(k) — 1-szer
bukkan fel a Priifer-kédban. O
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3.38. Kovetkezmény Az F' fa levelei pontosan F-nek a Priifer-kédban nem szerepld
csucsat.

Bizonyitds. A levelek az 1-fokd csticsok, vagyis pontosan azok az 1 és n kozti szamok,
amelyek 0O-szor szerepelnek a Priifer-kédban. [

3.39. Kovetkezmény w; a legkisebb olyan természetes szam, ami nem szerepel a vi,va, ..., Vp_1
sorozatban.l]

Lattuk, hogy az F' Priifer-kdédjanak k-dik jegytdl induld végszelete az Fy, fa Priifer-
kédja. Ezért wy (az Fy fa legkisebb indexti levele), a legkisebb olyan szdm, {1,2,...,n}\
{wy, we, ..., wr_1} kozott, ami nem szerepel a Fj, Priifer-kédjdban, azaz vy, vki1, .. ., Upn_o
kozott. Més szdval, a legkisebb olyan szam, ami nem szerepel a wy, wa, . .., Wk_1, Vg, Vgt1s - - -, Un_1
sorozatban. (Ez k = n—1-reisigaz.) Ha tehat a Priifer-k6d csakugyan egy F' fdhoz tarto-
zik, akkor F' egyértelmiien rekonstrualhato: be kell hizni a v, 1w, _1, Up_owWy_o, . .., V1w
éleket az {1,2,...,n} ponthalmazon. (Az éleket ebben a sorrendben érdemes behizni,
mert igy mindig egy fat bovitiink, amit emiatt konnyii élkeresztez6dés nélkiil lerajzolni.)

Azt kell még igazolni, hogy egy tetsz6leges (vy, vg, . .., U,_2) sorozatbdl a fenti médszer
szerint konstrudlt F' graf olyan fa, aminek Priifer-kédja éppen (v, vo, ..., vy _2).

Legyen F} a w,_1Uy_1, Wp_2Up_2, ..., wivy €lek feszitette graf. Azt mutatjuk meg k
szerinti indukciéval, hogy F} olyan fa, aminek Priifer-kédja (vk, vgi1, ... vn—2). (Ez k=1
esetén épp azt adja, amit szeretnénk.) Az indukciés allitds k = n — 1-re vildgos, hisz
F! | egypontu, és Priifer-kédja tires.

3.40. Megfigyelés (1) wy,ws, ..., w,_1,n kilonbozok. (Hisz w; vdlasztdsakor w; tiltott
hai<j.)
(2) v, & {wy,wa, ..., w} (w; vdlasztdsakori < k-raw; # vy) , igy v € {Wgt1 Wiy, ..., Wp_1,n}.0

Tegyiik fel, hogy Fyy1 fa, és hogy Priifer-kédja csakugyan (vgiq,...v,—2). (1) és
(2) miatt V(Fy, ;) = {n Wn-1, Vn—2, Wn—2, .. ., Vi1, Wit1} = {0 Wn—2, Wy—3, ..., We1},
ezért (1) miatt F) csakugyan fa, aminek wy levele. Azt kell csupan bizonyitani, hogy wy,
az Fy legkisebb levele. Fj_ | Priifer-k6djabdl a fenti Kovetkezmény alapjan az ldtszik,
hogy Fj,, leveleinek halmaza

L(Fiq) = {wit1, - s wpe1, R \{0kg1, - vna = {1,2, o on P \({wr, we, .o wi JU{vg4, - o, Un1 )

Vildgos, hogy L(F}]) = (L(F} ) \{ve}) U{we} = {1,2,...,n}\ ({wi,ws, ..., wp—1}U
{Vk, Vks1, .-, Un-1}), és az F} Priifer-kddjara vonatkoz6 megfigyelés szerint wg-t éppen
e halmaz legkisebb eleme. O]

3.41. Alkalmazas Véletlen fa generdldisa n ponton: Egy n-oldali dobdkockdt (n — 2)-
szer feldobva, a keletkezd sorozat eqy egyenletes eloszlds szerint kisorsolt véletlen fa
Priifer-kodja.[]
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A Cayley tételre megadunk egy nemsztenderd, alternativ bizonyitdst is. Elénye, hogy valamivel
kozvetlenebbiil latszik a kolesonosen egyértelmii megfeleltetés a fak és az azokat leird ismétléses varidciok
kozott, tovabba, hogy a fa rekonstrukcidja a kéd alapjan valamivel egyszeriibb.

Cayley tételének unortodox bizonyitisa. Legyen tehat I egy fa a vy, vs,...,v, pontokon. Az F fiaban
(egyértelmiien) létezik egy P irdnyitott it v1-b6l ve-be. A Py tut valamelyik pontjabdl létezik egy
egyértelmii irdnyftott P3 it vs-ba gy, hogy Py-nek és Ps3-nak nincs kozos éle. (Ha pl vs rajta van Py-n,
akkor Ps-nak egyetlen pontja és 0 éle van.) Altaldban, ha mér ismerjiik a Py, Ps, ..., P; utakat, akkor
P,y az az (egyértelmiien 16tezd) v;1-be vezetd 1t lesz, aminek kiindulépontja rajta van a Py, Ps, ..., P;
utak altal alkotott részfan, de ettol eltekintve diszjunkt téle. Vildgos, hogy a fenti eljaras az F' fat a
P, Pg,g. . Py utgak uniéjara bontja ieL és ezen utak élei paronként kiilonbozok.

P ={1}, P, ={1,2}, P3 ={2,9,7,3}

Py ={2,4}, P5 ={2,6,5}, Ps = {6}

P; ={7}, Ps ={6,8}, Py = {9}

Refiirp kéd: (1,2,9,7,2,2,6,6)

Ha P; = (Vq(1),Va(2)s - - - » Va(k), Vi) €gy felbontasbeli tit, akkor legyen P; kddja a(1),a(2),...,a(k).
(Ha tehét a P; = (v;) 1t egypontt, akkor a kédja iires.) Legyen az F fa Refiirp-kddja az F felbontdsdban
szereplo Py, Ps, ..., P, iranyitott utak kédjainak egymasutanja. Vilagos, hogy ha F egy faa vy, ve, ..., v,
pontokon, akkor egyértelmiien 1étezik Refiirp-kodja. E Refiirp-kod rdadasul n — 1 szambdl all, hiszen
minden P; it kédja megegyezik P; éleinek szamaval, tehat az F' fa Reflirp-kdédja is épp olyan hosszi,
mint ahdny éle van F-nek.

Vildgos, hogy a Refiirp-kéd elsé jegye 1 (hisz P> a vy csicsbdl kiindulva fut a v1 # vy csicsba),
és a kéd tovabbi n — 2 jegyének mindegyike az 1 és n kozti egészek koziil keriil ki. fgy az ismétléses
varidciékrél tanultak alapjin legfeljebb n™~2-féle Refiirp-kéd kédolhat n ponti fat.

Azt kell csupdn igazolni, hogy ha 1 = r(1),r(2),r(3),...,r(n — 1) egy olyan szdmsorozat, amiben
minden r(i) egy 1 és n kozti egész, akkor egyértelmiien 1étezik egy olyan F' fa, aminek Refiirp-kédja
r(1),7(2),7(3),...,7(n—1). A cél tehat nem mds, mint az r(1),7(2), ..., r(n—1) szdmsorozatot felbonta-
ni n—1 sorozat egymdsuténjéra (ezek némelyike iires lesz), Ggy, hogy e sorozatok rendre a Ps, Ps, ..., P,
utak kédjai legyenek. Az elsé kérdés tehat, hogy az r(1),7(2),...,r(n — 1) szdmsorozatban melyik r(7)
lesz a Py it kédjédnak utolsé jegye, azaz melyik r(i+ 1) lesz a Py kédjénak elsd jegye, mds széval a Ps 1t
kiindulépontjdnak indexe. (Ha P3 egypontd, akkor itt P3 helyett az elsd, nem egypontt P; titrdl van szd,
hiszen annak a kédja kezdddik r(i + 1)-gyel.) A Ps ut kétféle lehet: kiindulépontja vagy ve, vagy a Py
tutnak egy wv9-t6l kiilonb6zé pontja, aminek indexe tehat szerepel P, kédjaban. Ezért a Ps 1t kédjanak
kezdete (vagyis az omindzus (i + 1)) az els olyan jegye lesz F' Refiirp-kédjanak, amire r(i + 1) = 2,
vagy amire 7 (i + 1) mdr kordbban eléfordult F' Refiirp-kédjaban.

A fenti médszer éltaldnossidgban is miikodik. Tegyiik fel, hogy az r(1),...,r(n — 1) sorozatbél mar
meghataroztuk a Py, Ps,..., P; utak kédjait. A cél a P11 it kédjanak meghatdrozdsa. Legyen a P,
kédjédnak utolsé jegye az F Refiirp-kédjanak k-dik jegye, vagyis r(k). Vildgos, hogy ha mér valamelyik
korabbi P; it hasznélta a v;11 cstcsot, akkor ¢+1 mér kordbban szerepelt a P; kédjaban, azaz r(I) = i+1
valamely [ < k esetén. Ekkor P;y; kédja iires, és ratérhetiink P o-re. Ellenkez6 esetben, vagyis ha
i 4+ 1 nem szerepelt a Refiirp-kéd r(k)-ig tarté részében, akkor v; 11 nem pontja a Py, Ps, ..., P; utak
egyikének sem, tehdt P;1q legaldbb kétponti, és csupan azt kell megdllapitani, hogy Piy1 (r(k 4+ 1)-gyel
kezd6dé) kédja hol ér véget, azaz melyik r(s + 1)-gyel kezd6dik a P;yi1-t kovetd, elsd, legaldbb kétponti
P, ut kédja. A P, ut kétféle lehet: vagy a vg,vs,...,v;41 csucsok valamelyike a kiindulépontja, vagy
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egy olyan pont, aminek indexe a P», Ps, ... P;y; utak valamelyikének kédjaban méar szerepelt korabban.
Ezért s + 1 olyan szam, amire

s>k és r(s+1)€{2,3,...,i+1}U{r(1),r(2),...,r(s)} (3.1)

teljesiil. Vildgos, hogy ha s + 1-re a 3.1 reldcié fennéll, akkor r(s 4+ 1) nem lehet benne P;1; kédjéban,
tehat s+ 1 a legkisebb olyan szam, ami teljesiti a 3.1 feltételt. Ezzel pedig egyértelmiien meghataroztuk
Py q kédjat: r(k+1),r(k+2),...,7(s).

Ha pedig ismerjiik a Ps, Ps, ..., P, utak kédjait, akkor mindezen utak rekonstrudlhaték, tehdt uni-
6juk, az F' graf is. Kell, hogy F’ fa. Vilagos, hogy minden P; kiinduldpontja egy el6z6 P; tutnak
pontja, tehat a F’ dsszefiiggd. Minden P;-nek annyi éle van, mint a kédjanak hossza, tehat F'-nek n—1
éle van, tovdbba F’ tartalmazza minden P; 1t végpontjait, tehdt a v, vs, ..., v, pontokat, valamint Py
kezdSpontjédt, vi-t. Tehdt F’ egy n pontd, (n—1) élii 6sszefiiged gréaf, azaz F csakugyan fa. Az F’ konst-
rukcigjabdl pedig azonnal adédik, hogy P; egy olyan iranyitott 1t, aminek a kiindulépontja egy korabbi
P; pont valamelyike, végpontja v;, tehat F’ Refiirp kédja csakugyan r(1),7(2),7(3),...,r(n—1). O

A Refiirp-kédbdl a fa rekonstrukcidja valdjdban még egyszeriibb. Legyen r(1),7(2),...,r(n—1) egy
Refiirp-kéd. A rekonstrukcié n — 1 lépésben torténik: az i-dik 1épésben v,.(;)-bdl inditunk egy e; élt.
Az e; él mésik végpontja v,(;11) lesz, ha i +1 < n —1 és v,(;41) nem szerepel a mar felépitett faban.
Egyébként az a v; lesz az e; mésik végpontja, amire j a legkisebb olyan pozitiv csicsindex, ami nem
szerepel a mar felépitett faban.

3.42. Alkalmazas Hdany olyan F' fa vann cimkézett ponton, amiben az 1 és 2 cimkéji pontok kézott futo
ut F-nek pontosan k élét tartalmazza? (Vildgos, hogy a Refiirp-kéd elsé k + 1 jegyét nem vdlaszthatjuk
teljesen szabadon, igy (n —1) - (n—2)-...- (n—k) - (k+ 1) -n""*=3 adddik. Az is ldtszik, hogyan kell
ilyen tulajdonsdgu véletlen fdt generdlni.)

Szorgalmi hazi feladat: Mi koze a Priifer-kddnak a Refiirp-kédhoz? (A helyes megfejték dija a
szerzé elismerése.)

3.2.3. Kruskal algoritmusa

Alapprobléma: Egy vizmibol kell ivovizzel ellatni n varost. Ugy kell azonban meg-
épiteni a vezetékhaldzatot, hogy csak varosokon beliil lehet vezetékeket elagaztatni, és
természetesen a kiépités koltségének minimalizalds a cél.

Formélisan: Adott G = (V, E) lehetséges utak Osszefliggé grafja és a k : E — R,
koltségfv. Egy F' C E élhalmaz koltsége k(F) := > pk(f). Feladat: keressiink egy
olyan F' C E élhamazt, amire (V, F) fa, és ezen beliil k£(F') minimalis. Az ilyen (V, F')
fat minimalis koltségi feszitdfdnak nevezziikk. Az aldbbiakban mutatunk egy, a feladatot
megoldé algoritmust. Akéarcsak a késébbiekben, az algoritmust az input, output és a
miikodés pontos leirasaval adjuk meg.

Kruskal algoritmusa:

Input: G = (V, E) 6sszefiiggé graf, k : E — R, koltségfv.
Output: A G graf egy F' = F},, min. ktg-1i feszitofaja.
Az algoritmus miikodése:
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Legyen E = {ey,eq,...,en}, novekvs koltség szerint sorbarendezve (azaz k(e;) <
k(ea) < ... < k(em)) éslegyen Fy := () . Sorban minden e;-rél eldontjiik, hogy bevessziik-
e az F; élhalmazba: ha F;,_; az e; él hozzavételével kormentes marad, akkor F; := F;_; U
{e;} kiilonben, ha F;_;-be e;-t behtizva kor keletkezik, akkor F; := F;_;.

Kruskal fenti algoritmusat hivjdk néha mohd algoritmusnak is, mert a feszitéfat moho
modon épitjiik: csak azzal torédiink, hogy mindig a legolecsobbat valasszuk, méar persze
amennyiben ez a valasztas nem értelmetlen. A tovabbiakban igazoljuk a Kruskal al-
goritmus helyességét, vagyis azt, hogy ez a ,rovidlatd” hozzaallas (legalabbis ebben az
esetben) a lehetd legjobb eredményre vezet.

3.43. Definicié Adott G = (V, E) dsszefiiggd graf ill k : E — R koltségfiigguény esetén
eqy F* C E élhalmazt optimalisnak neveziink, ha létezik G-nek olyan minimadlis koltséqii
(V, F) feszitéfdja, amire F* C F.

3.44. Lemma Legyen G = (V, E), k : E — R, . Tegyiik fel, F* C E optimadlis, tovibbd,
hogy X C V olyan, hogy nem vezet X és V' \ X kozitt F*-beli él. Legyen az X és V \ X
kozitt vezetd élek kozitt f eqy minimalis koltségli. Ekkor F* U{f} is optimdlis.

Bizonyitds. F* optimalitdsa miatt 1étezik egy (V) F') minimélis koltségii feszitéfa, amire
F* C F. Ha f € F, akkor (V, F) az F* U {f} optimalitasat is bizonyitja. Ha f & F,
akkor a (V) F') faban létezik egy tut f két végpontja kozott. Ez az at X-bol indul, és
V'\ X-ben ér véget, tehét tartalmaz legalabb egy f’ élt, ami X és V — X kozott vezet.
Az f él valasztasa miatt k(f) < k(f’) all. Ha a (V, F) fabol elhagyjuk f'-t, akkor a fa

két komponensre esik, rdadasul f végpontjai kiillonb6z6 komponensekben lesznek. O
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Ezért f behuzéasaval (V, F'\ {f'} U{f}) szintén fa lesz, és a koltsége sem lehet tobb,
mint (V, F') koltsége volt. Tehat egy, az F* U {f} élhalmazt tartalmazd, minimalis
koltségu feszitofat kaptunk.d

3.45. Tétel A Kruskal algoritmus konstrudlta (V, F) a G grdf egy minimdlis koltségi
feszitofdja.

Bizonyitds. Az F felépitésekor sosem hoztunk létre kort, ezért F' kormentes. A (V) F)

grafba barmely e; € E\ F-beli élt behizva kort kapunk, hiszen ej-t mar az F;_;-be
behtzva is kor keletkezett. Eszerint tetszoleges e; él végpontjai (V, F')-nek ugyanabban
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a komponensében vannak. Mivel G osszefiiggd, ezért (V, F') is 0sszefiiggd, tehat a Kruskal
algoritmus csakugyan feszitofat konstrual.

Teljes indukciéval igazoljuk (i szerint), hogy F; optimalis. Ez elegendd, hisz ekkor F,
is optimadlis, és az ezt bizonyité minimalis koltségi feszitéfa csakis maga (V, F,) lehet.
Az 4llitas Fy = () esetén trividlis.

Tegyiik fel, hogy F;_; optimalis. Ha F; = F;_q, akkor F; nyilvanvaléan optimalis.
Egyébként F; = F; 1 U{e;}. Figyeljiik meg, hogy az e; a (V, F;_;) graf két komponense
(mondjuk X és YY) kozott fut (egyébként kort hozna létre). Az is vildgos, hogy e; elott
egyetlen X és V' \ X kozott futd e; él sem keriilt sorra, hisz akkor ej-t be kellett volna
venni, és a komponens X-nél b6vebb volna. Tehat e; az X és V'\ X kozott futé élek kiiziil
az egyik legolcsébb. De ekkor az eléz6 lemma szerint F; = F;_; U {e;} is optimdlis. [

i—1

3.46. Alkalmazas G = (V, E) véges grdf, V1,Va,..., Vi, C V. Létezik-e G-nek olyan
feszitofaja, ami minden egyes V;-nek tartalmazza eqy feszitofajat?

Legyen k(e) azon Vi-k szama, amelyek e mindkét végpontjat tartalmazzaik, azaz k(e) =
ki(e) + ka(e) + ... + ks(e), ahol ki(e) = 1, ha e végpontjai Vi-ben vannak, eqyébként
ki(e) =0. Ha F fa G-ben, akkor

BE) =2 k() =D D ki(H =33 k(£ <D il —1=c.

fer feFr j=1 j=1 feF

és pontosan akor dll egyenldség, ha F eqy olyan feszitofaja G-nek, ami minden H;-t
beliilrdl feszit.

Keressiink tehdt egy mazimalis k-kéltségii F' feszitofat G-ben. Ha ennek kéltsége c,
akkor F' 70 fa, ilyet kerestiink. Ha a koltség c-nél kisebb, akkor nem létezik megfelelo fa.

Bemutatjuk a Kruskal algoritmusnak egy masik, gyakorlati alkalmazasat is, ami tob-
bek kozott a Jelek és rendszerek targyhoz kapcsolédik. Tekintsiink egy villamos hélé-
zatot, amely kizarélag kétpélusi dramkori elemeket tartalmaz (azaz fesziiltségforrast,
aramforrast, ellendlldst, esetleg tekercset vagy kondenzédtort). Minden ilyen halézathoz
tartozik egy graf, amelyben az élek az egyes aramkori elemeknek felelnek meg. ,Vissza-
felé” is miikodik a kapcsolat, azaz tetszoleges véges iranyitott graf éleihez tetszés szerinti
aramkori elemeket rendelve egy halozatot kapunk. Ha egy ilyen halézatot csakugyan
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megépitenénk, akkor azt, hogy abban mi torténik, kiillonféle fizikai torvények, mint pél-
daul a Kirchhoff-féle hurok- és csoméponti torvények ill. az Ohm torvény irjak le. Egy
halézatot akkor neveziink egyértelmiien megoldhatonak, ha ezekbdl a térvényekbol a ha-
l6zat barmely élén meghatarozhaté az ott folyd aramerosség és barmely két csics kozott
a potencialkiilonbség.

Az egyértelmi megoldhatésagnak példaul sziikséges feltétele, hogy a grafban ne le-
gyen olyan kor, aminek a mentén kizarélag fesziiltségforrasok vannak. Ebben az esetben
ugyanis ha az fesziiltségforrasok fesziiltségeinek elGjeles 6sszege a kér mentén nem nulla,
akkor sériil a huroktorvény, ezért nem képes az Osszes fesziiltségforrds egyszerre megfe-
leléen miikodni, tehat egyéltalan nem lenne megoldhaté a halézat.

Abban az esetben viszont, ha egy csupa fesziiltségforrast tartalmazé kér mentén a
fesziiltségkiilonbségek elbjeles Osszege nulla lenne, akkor éppenséggel lehetséges, hogy
megoldhaté a halézat, am a megoldas nem egyértelmi: egy tetszoleges megoldasbol
kiindulva és a kor mentén tetszoleges aramot még korbekiildve egy masik, kiilonb6z6
megoldéast kapunk.

Hasonl6 a helyzet az aramforrasokkal. Ha néhany aramforras elhagyasatol a grafunk
komponenseinek szdma megné (més széval a hélozat szétesik), azaz, ha az dramforrasok
alkotta élekbdl taldlhaté vagas a grafban (Id. a 3.134. Definiciét), akkor szintén nem
lehet a halézat egyértelmiien megoldhato. Tegyiik fel ugyanis, hogy a héalézat diszjunkt
X és Y ponthalmazai kozott futé minden él aramforras. Ha most mindezen éleken az
aramok elGjeles 6sszege nem nulla, akkor a nem 1étezhet megoldés, hisz sériil a csomoéponti
torvény. Ha pedig nulla az aramok eldjeles 6sszege, akkor még ha van is megoldéds, nem
lehet egyértelmii, mert az X és Y kozti potencialkiilonbség barmi lehet.

A fentieket gy is megfogalmazhatjuk, hogy az egyértelmii megoldhatésagnak sziiksé-
ges feltétele, hogy a fesziiltségforrasoknak megfelelo élek kormentes, az aramforrasoknak
megfelelok pedig vagasmentes élhalmazt alkossanak a halézatot leird G gratban. Kideriil,
hogy ennek a feltételnek a teljesiilése egyuttal elégséges is az egyértelmi megoldhatdsag-
hoz. Azt mondhatjuk tehat, hogy a hélézat pontosan akkor egyértelmi megoldhatd, ha
talalhaté benne az alabb definiadlt normalis fa.

3.47. Definicié Tegyiik fel, hogy egy dsszefiiggo G graf éleit 5 lehetséges kategoridaba
soroltuk: minden egyes €l vagy fesziltségforrds, vagy dramforras, vagy ellendllds, vagy
kondenzdtor vagy pedig tekercs (és pontosan az eqyik). A G grdif F feszitéfajat ekkor a
G normaélis fajanak nevezziik, ha F tartalmaz minden fesziltségforrdst és nem tartalmaz
egyetlen dramforrdst sem, tovdbbd az ilyen tulajdonsdgu feszitofik kozott F' olyan, ami a
lehetd legtobb kondenzatort és a lehetd legkevesebb tekercset tartalmazza.

A definiciéban a tekercs-kondenzator feltétel jelentOsége az, hogy a haldézatot leird
differencidlegyenletrendszer rendje nem mas, mint a normaélis faban talalhato tekercsek
és a komplementerében talalhato kondenzatorok szamanak osszege. Az alabbi alkalmazas
mutatja, hogyan lehet normalis fat keresni a Kruskal algoritmus segitségével.
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3.48. Alkalmazas Tegyiik fel, hogy G eqy kizdrolag kétpolusi dramkori elemeket tartal-
mazo halozathoz tartozo grdaf. Legyen a fesziiltségforrasok koltsége 1, a kondenzdtoroké
2, az ellendlldsoké 3, a tekercseké 4, végil az daramforrdsoké pedig 5. Legyen tovdbbd
F a G egy minimdlis koltségi feszitéfaja (amit példaul a Kruskal algoritmus szolgdltat).
Ekkor ha F' tartalmaz minden fesziltségforrdst de nem tartalmaz egyetlen dramforrdast
sem, akkor F mnormdlis fa. Ha azonban F tartalmaz dramforrdst vagy F-en kivil van
fesziiltségforras, akkor G-nek nincs normdlis faja, és a hdlézat nem oldhato meg egyér-
telmiien.

3.3. Euler és Hamilton bejarasok

3.3.1. Grafok éleinek bejarasa

3.49. Definici6 A G = (V, E) grdf Euler-sétdja (Euler-korsétaja) a G grdaf egy olyan
(kor)sétdja, amely G minden élét (pontosan egyszer) tartalmazza.

Bevett elnevezés az Euler-séta és Euler-korséta helyett az Euler-tt ill. Euler-kor, még
ha nem 1t ill. kor is az, amirdl beszéliink. Voltaképpen a G gréf éleinek olyan bejarasardl
van sz6, melyben minden élt pontosan egyszer érintiink. Ez a rejtvényujsagokban szo-
kasos, ,rajzoljuk le egy vonallal, a ceruza felemelése nélkiil” tipusu fejtoro absztrakt val-
tozata: ha a lerajzolandé dbrat egy (sikbarajzolt) graf diagramjanak tekintjiik, melynek
csucsai az abra csomdpontjai, élei pedig a csomdépontok kozott futd ivek, akkor pontosan
abban az esetben oldhaté meg a feladvany, ha létezik az emlitett grafnak Euler-sétaja.

A grafelmélet sziiletését a ,,Konigsbergi hidak problémajanak” megoldasdhoz szokés
kotni. Tortént ugyanis, hogy 1736-ban Leonard Euler megvalaszolta varosa, a porosz
Konigsberg polgarait izgalomban tarté kérdést, miszerint miért nem sikeriil szaraz labbal
olyan sétat tenniiik, melyben a Pregolia foly6 hét hidjanak mindegyikén pontosan egyszer
haladnak at, és mindekozben vizijarmiivet nem vesznek igénybe.

3.1. dbra. Konigsberg a XVIII. szazadban, és Kalinyingrdad a XXI.-ben.

3.50. Megjegyzés Jegyezziik meg, hogy Konigsberg mai neve Kalinyingrdd, és a Kalinyingradi Orosz
Exkldavé székhelye. Az exkldvé annyit tesz, mint Oroszorszig olyan dsszefiiggé komponense, ami nem
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tartalmazza Moszkvdt. Szomszédai Litvdnia és Lengyelorszdg, igy 2004 ota az EU wveszi koril Orosz-
orszag egy részét. Kalinyingrdd stratégiai jelentdsége abbdl fakad, hogy ez az Orosz Foderdcio egyetlen
fagymentes balti tengeri kikdétdje, a szovjet balti flotta kordabbi dllomdshelye.

Konigsberg tehdt a grafelmélet bolesdjének tekinthetd. A matematika szempontjdbdl azonban nemcsak
emiatt fontos, hiszen szildtte volt a szdmelmélész Christian Goldbach (akinek sejtésére késSbb térink
ki), a geométer David Hilbert de a szdmelmélettdl a Fourier-analizisig szdmos teriiletet midveld Rudolf
Lipschitz és még sokan mdsok is. A wvdros a korabeli szellemi életnek szintén az egyik kozpontja wvolt:
innen szdrmazik példdul a filozéfus Immanuel Kant és a fizikus Gustav Kirchhoff, utobbirdl szintén szé
lesz nemsokdra.

FEulerrdl egy érdekes tény még, hogy ha a ma kombinatorikdval foglalkozé matematikusokndl meg-
vizsgdaljuk ki volt a doktori témavezetdjének a doktori témavezetdjének a ... stb, akkor az esetek jelentds
részében Leonard Eulerig jutunk: a jelen jegyzet szerzdje is az & kébikunokdja. A hidakra visszatérve
emlitést érdemel még, hogy a jelenlegi hidak kozil mdr csak kettd emlékeztet a korabeliekre. Egy hi-
dat a németek 1935-ben épitették ujja, mig kettdt a Brit hadsereg bombdzott le a torténelmi vdroskozpont
megsemmisitésekor, 1944 augusztusaban. Késobb, a szovjet iddkben tovabbi két hidat valtottak ki djakkal.

Euler megfigyelte, hogy az egyes szarazfoldeket csiicsoknak, a hidakat pedig kozottiik
futé éleknek tekintve éppen egy minden élt pontosan egyszer tartalmazdé élsorozat 1étezése
a kérdés. A konkrét esetben pedig nem teljesiil az alabb kovetkezo sziikséges feltétel.

3.51. Allités Ha a véges G grafnak létezik Fuler-kérsétdja, akkor G minden csiucsdnak
pdros a fokszdama. Ha G-ben létezik Euler-séta, akkor G-nek 0 wvagy 2 pdratlan foki
csucsa van.

Bizonyitds. A séta éleit az azokon valé athaladas szerint irdanyitva minden v csics be-
foka (azaz a v-be befuté élek szdma) azonos lesz v kifokdval (azaz a v-b6l kiindulé élek
szamaval), kivéve esetleg az els6 és utolsé csicsot. A v csics fokszama pedig a kifoka és
befoka Osszege, tehat ha ezek egyenlék, akkor d(v) feltétleniil paros. O

Az iménti sziikséges feltételnek az értelmes megforditasa is igaz.

3.52. Tétel Ha a G = (V, E) grdf véges és dsszefiiggd, akkor
1. G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha G minden csicsa pdros fokai, ill.
2. G-nek pontosan akkor van FEuler-sétaja, ha G-nek 0 vagy 2 pdratlan foki csicsa
van.

3.53. Megjegyzések 1. A 3.52. Tétel 2. részérdl érdemes végiggondolni, mi van akkor, ha a G grdfnak
pontosan eqy pdratlan foki csucsa van.

2. Az egyik elsé grdfelmélettel foglalkozo konyvben a tétel elsé része igy szerepel: Egy véges G grafnak
akkor és csak akkor van FEuler-korsétdja, ha G dsszefiiggd és minden foka pdros. Tanulsdgos meggondolni,
miért is nem igaz ez az dllitds.

Bizonyitds. A 3.52. Tétel bizonyitasa 1.: A sziikségesség a fenti megfigyelésbdl kiovet-
kezik. Az elégségességet G élszama szerinti indukcidval bizonyitjuk. 0 éli grafokra a
tétel nyilvanvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy m-nél kevesebb élii grafokra a tételt mar
bebizonyitottuk, és legyen G-nek m éle.
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G-ben létezik egy C' kor, mert minden fokszam legaldbb ketté: ha elindulunk G
egy tetszoleges csiicsabodl, és mindig csatlakozé éleken lépiink tovabb, akkor egyszer egy
korédbban érintett v csiicsba kell jutnunk, hisz els6fokti pont hijan sosem akadhatunk el.
A v cstcs két érintése kozott pedig éppen egy kort jartunk be.

Tekintsiik a G' = G —C gréfot, mely C éleinek torlésével keletkezik G-bél. G' minden
egyes komponense véges, Osszefiiggd, m-nél kevesebb élt tartalmaz, és minden fokszama
paros, ezért az indukcids feltevés miatt minden komponensnek van Euler-korsétaja. A G
graf C* Euler-korsétajat ugy kapjuk, hogy a C' kor v csticsabdl indulva C' élein haladunk
végig, azonban mikor egy nemtrividlis komponensbe érkeziink, akkor az adott komponens
Euler-korsétaja szerint haladunk tovabb, majd miutan azzal végeztiink, folytatjuk a C'
kor bejarasat. (Itt felhasznaltuk, hogy ha egy komponensnek van Euler-korsétdja, akkor
van olyan Euler-korsétdja is, aminek kezdd- (és igy végpontja) a komponens egy adott
cstcsa.) A kapott élsorozat nyilvan G Euler-korsétaja lesz.

2.: Ha GG minden csucsanak foka ps, akkor 1. miatt 1étezik Euler-korséta, ami egyuttal
Euler-séta is. Egyébként hiizzunk be G ptn foku cstcsai kozott egy 1j e* élt. (Ha mér volt
él e két csics kozott, akkor hiuzzunk be egy ezzel parhuzamosat.) 1. miatt a keletkezd
G’ gréafnak létezik Euler-korsétdja, feltehetjiik, hogy ennek e* az utolsé éle. Az e* él
Euler-korsétabol valé torlésekor pedig éppen G egy Euler-sétajat kapjuk.

Megadunk a 3.52. Tétel els6 részének az elégségességére egy masik lehetséges bizonyitést.

Masodik bizonyitds a 3.52. Tétel elsd részére. A G gréf csicsainak szaméra vonatkozd teljes indukciéval
bizonyitunk. Ha G-nek egyetlen csticsa van, akkor G-nek csak hurokélei lehetnek; ezek pedig tetszéleges
sorrendben felsorolva egy Euler-korsétat alkotnak. Tegytiik fel tehdt, hogy az n — 1 csicsu grafokra mar
tudjuk az allitast, és legyen G-nek n cstcsa, ezek egyike legyen v. Legyenek Ki,Ks,...Ks a G — v
graf komponensei. Alh’tjuk7 hogy v-bdl legalabb két él vezet mindegyik K;-be. Mivel G 6sszefiiggo,
ezért v és K; kozt van él. Ha tekintjiik a v és K; altal feszitett G[K; 4 v] részgréfot, akkor ez minden
K;-beli végponttal rendelkez6 élt tartalmaz, ezért G[K; + v] minden Kj-beli pontjanak fokszdma péros.
A G[K; +v] graf fokszdmosszege azonban csak gy lehet péros, ha v foka is pdros, ami eszerint legaldbb
2.
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Azt kaptuk tehdt, hogy v-bél G — v minden komponensébe legaldbb két él vezet. Most végezziik el

a kovetkezo6 atalakitasokat. Hagyjuk el a v-re illeszkedd hurokéleket. Rendezziik parokba a v-bol indulé
(nem hurok)éleket, és ha vu,vw egy ilyen élpdr, akkor helyettesitsiink azokat egy ww éllel. Arra kell
azonban tigyelniink, hogy az élek parositasat tgy végezziik el, hogy minden K;-re legyen olyan vu, vw
élpér, hogy u a K;, w pedig a K;11 pontja (ahol K.11 = K;). Hagyjuk el ezutdn a v csicsot. A
keletkez6 G(v) graf osszefiiggé lesz (hisz a K; komponenseken ,korbe” lehet menni. Rdadasul G(v)-nek
n — 1 csicsa van, és G(v)-ben minden cstics foka megegyezik az adott cstics G-beli fokédval, tehdt paros.
Az indukcids feltevés szerint tehat 1étezik G(v)-nek Euler korsétdja. Ebbdl tigy kapjuk meg G egy Euler
korsétajat, hogy minden alkalommal, amikor G(v) egy Gjonnan bevezetett élén haladunk végig, olyankor
e helyett a megfelel6 két élt jarjuk be, és athaladunk v-n, majd a korséta végére biggyesztjiik a v-beli
hurokélek bejarasat. Ez pedig azt jelenti, hogy G-nek 1étezik Euler korsétdja, azaz igazoltuk az indukcids
1épést. K
G

Ko

K3

O

A fenti tétel bar iranyitatlan grafokrdl szolt, irdnyitott grafokra is hasonlé eredmény mondhaté ki.
Az Euler-séta ill. korséta iranyitott véltozata a definicié értelemszeri médositasaval kaphaté meg, és a
paros fokszamokra vonatkozd allitas irdnyitott az alabbiak szerint médosul.

3.54. Allitds Ha a véges, irdnyitott G grafnak létezik Euler-kiorsétdja, akkor G minden csucsdnak
ugyanannyi a befoka mint a kifoka, azaz tetszdleges v csicsra igaz, hogy a v-be befutd élek szama meg-
egyezik a v-bdl kiindulo élek szdmdval. Ha Euler-sétdja van G-nek, akkor lehet két kivételes csics: az
egyikben a befok egyel tdbb a kifokndl, a masikndl a kifok nagyobb a befokndl eggyel.

A bizonyitas az irdnyitatlan bizonyités értelemszerii médositasa. A 3.54. Allitas alabbi megforditésa
szintén teljesiil.

3.55. Tétel Ha a G = (V, E) irdnyitott grdf véges és irdnyitatlan értelemben dsszefiiggd, akkor

1. G-nek pontosan akkor van Fuler-kérsétdja, ha G minden csicsdba ugyanannyi él fut be, mint
ahdny onnan kilép, ill.

2. G-nek pontosan akkor van Fuler-sétdja, ha G-be behuzhato legfeljebb egy irdnyitott €l gy, hogy
a kapott grdaf rendelkezzen az 1. pontban megfogalmazott tulajdonsdggal.

Barmelyik fent kozolt bizonyitds értelemszerti moédositdsa igazolja a fenti tételt. Ez az irdnyitott
valtozat késébb a Menger tételnél lesz hasznunkra. Jegyezziik meg azt is, hogy sem az irdnyitatlan,
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sem pedig az iranyitott valtozatnal nem kellett feltenni a szébanforgd gréaf egyszertiségét: az elmondott
bizonyitasok miikddnek parhuzamos és hurokélek megléte esetén is. (A mésodik bizonyitds lényegesen
tamaszkodott is erre.)

E szakasz végén egy jol ismert feladat kapcsan mutatunk példat az Euler-bejarasok egy kevéssé
ismert alkalmazasara. Erdos Pél, az egyik legnagyobb hatdsi magyar matematikus szamos mondasaroél
volt kozismert, ezek egyike szerint valahol odafenn, a ,legf6bb fasisztandl” (ami ebben a nyelvezetben a
teremtd megnevezése) ott van a ,Koényv”, amiben a vildg minden tételére megtaldlhaté a létezd legele-
gansabb bizonyitas. Igen ritkan, egy-egy frappans bizonyitas megtaldlasakor mi is bepillanthatunk ebbe
a ,Konyvbe”. (Erdds elmélete nyitott volt az ateistdk felé is, hisz —mint azt egyszer kifejtette— nem
sziikséges hinni a legf6bb fasisztdban ahhoz, hogy meg legyiink gy6zédve a ,,Konyv” 1étezésérél.) Erdés
1996-o0s halédla utan nem sokkal ki is adtdk a Proofs from THE BOOK c. kétetet, ami szamos olyan
bizonyitast tartalmazott, amielyekrol a szerzdék szerint maga Erdos is elismerte volna, hogy a ,, Kényvbdél”
valok. Nos, ebben a kotetben szerepel az aldbbi allitas.

3.56. Alkalmazas Ha eqy T téglalap kiparkettizhato a Ty,Ts, ..., T, téglalapokkal tigy, hogy minden
T; téglalapnak van egész hosszisdgu oldala, akkor T-nek is van egész hosszusagu oldala.

A kétet szamos bizonyitast kozol (némileg ellentmondva Erdés koncepcidjanak). Az aldbb kozolt,
az ott szereplénél valamivel egyszeriibb gondolatmenet Fleiner Baldzstél szarmazik.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a T téglalap egyik csiicsa a koordinatarendszer origdja és T oldalai par-
huzamosak a koordinatatengelyekkel. Tekintsiik a kiparkettdzott T téglalapot és valasszuk ki minden T;
téglalapnak két egész hosszisdgi, parhuzamos oldaldt. (Ha valamelyik T;-nek mind a négy oldala egész
hossziisdgn, akkor tetszélegesen vélasztunk a két lehetdség koziil.) Legyen G az a gréaf, aminek csticsai
a T; téglalapok cstcsai, és minden T;-nek pontosan két él fog megfelelni, mégpedig azok, amelyeket a
kivélasztott egész oldalak meghatdroznak. (Tehdt G-ben lehetnek parhuzamos élek is.)

Vegyiik észre, hogy G minden csticsdnak 2 vagy 4 a fokszama, kivéve a T téglalap A, B,C, D csi-
csainak megfelel6 négy elséfoktl csticsot. Huzzuk be G-be az AB és CD éleket. Az igy kapott G’ graf
minden cstcsénak paros lesz a fokszdma, ezért G'-nek az A-t tartalmazé komponensének lesz Euler-
korsétaja. Hagyjuk el a korsétabdl az AB élt, ekkor egy A-bdl B-be vezetd séta marad. Ha ez a séta
tartalmazza a C'D élt, akkor hagyjuk el azt is: ezaltal az AB séta ugyan két sétara esik szét, de mindkét
séta végpontjai a T téglalap csicsai lesznek.

fgy vagy ugy, de taldlunk olyan G-beli sétédt, ami a T' téglalap két cstucsat koti 6ssze. Mivel egy ilyen
sétaban mindig vizszintesen vagy fiiggélegesen 1épiink és mindig egész tavolsagot, ezért T e két csicsdanak
koordinatai egész szamban kiillonboznek egymastol, tehat van a T téglalapnak egész hosszusigu oldala.[]

Eredekes dsszevetni a fenti bizonyitdst az aldbbi, grafelméletet egydltalan nem hasznalé megoldassal.

A 3.50. Tétel mdsodik bizonyitisa. Ismét feltessziik, hogy a T téglalap oldalai vizszintesek és fiiggd-
1,1

legesek a koordindtarendszerben. Fessiik a sikot pepitdra, azaz tekintsiik a siknak egy 5 x 5 méretil
négyzetekkel valo parkettazasat, és fessiik ki a kis négyzeteket sakktablaszeriien feketére és fehérre. Nem
nehéz beldtni, hogy egy vizszintes és fiiggbleges oldalakkal rendelkez6 T’ téglalapnak pontosan akkor
van egész hosszisdgi oldala, ha barhogyan is toljuk el 7"-t a sikon, T” teriiletének pontosan a fele lesz
fehér és pontosan a fele fekete.

Ha tehdt T barmely eltoltjat kiparkettaztuk a T; téglalapokkal, akkor a megfigyelésiink miatt minden
T;-nek pontosan a fele lesz feketére festve. Ez tehat a kiparkettazott T-re is igaz, igy a fenti megfigyelés

miatt T-nek is van egész hosszisigu oldala, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O

A fenti bizonyitdshoz nem sziikséges a T téglalap Osszes eltoltjarol belatni azt, hogy a pepitaszinezés
a felét festi feketére, elegendd minddssze azt az eltoltat vizsgalni, amelynek (mondjuk) bal alsé csicsa
racspont.
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Bar a méasodik megoldés legaldbb olyan elegans, mint az elsének kozolt, arra még gy sem konnyt
rajonni, ha az ember kifejezetten az ilyen feladatokndl szokdsos szinezéses invaridnst keresi. Ami viszont
az igazan izgalmas a dologban, hogy egymastdl latszolag egészen tavoli modszerek képesek ugyanannak
a jelenségnek az okara ravilagitani.

3.3.2. Grafok cstucsainak bejarasa

Ha élek helyett csticsokrdl beszéliink, akkor egy masik fontos fogalomhoz jutunk.

3.57. Definicié A G grdf Hamilton-kore (Hamilton-itja) a G olyan kére (itja), mely
G minden csiucsat tartalmazza.

Mivel egy korben (utban) szereplé minden csics kiilonboz6, ezért a Hamilton-kor
(Hamilton-tt) a G graf olyan bejérdsa, mely G minden csicsat pontosan egyszer érinti.

3.58. Allitas Ha a véges G grdfban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-it), akkor G-
nek k tetszéleges pontjdt torélve, a keletkezd grafnak legfeljebb k (ill. k 4+ 1) komponense
van.

Bizonyitds. Ha a G graf maga egy Hamilton-kér (Hamilton-ut), akkor az &llitas vilagos.
Ha G-nek tovabbi élei is vannak, akkor a pontok torlése utan keletkez6 komponensek
szama csak csokkenhet. O]

A fenti allitas szereplo feltétel sziikséges, am nem elégséges. A Petersen-grafnak
nincs Hamilton-kore, noha teljesiti a feltételt. Ha volna Hamilton-kore, akkor 3 szinnel
szinezhetnénk az éleit gy, hogy az azonos szinti élek paronként diszjunktak legyenek. (A
Hamilton-kor 10 élére kell 2 szin, a kimarado élek pedig diszjunktak, mivel a Petersen-graf
3-reguldris.) Marpedig a kiils6 6tszog és a hozzé csatlakozé élek 3-szinezése (a szimmetria
miatt) lényegében egyértelmi, és ez nem terjeszthetd ki globélis 3-szinezéssé.

Ha a Petersen-graf kiilsé korébol a, belsoé korébol pedig b cstucsot hagyunk el, akkor
a kiils6 ill. belso koron keletkezo komponensek szama legfeljebb a ill. b, vagyis a grafnak
nem keletkezhet 6sszességében a + 6-nél tébb komponense.

A Petersen-graf
Vannak azonban jol hasznalhaté, elégséges feltételek is Hamilton-kor 1étezésére.

3.59. Tétel (Dirac tétele) Ha azn ponti (n > 3), egyszerti G grdf minden pontjanak

foka legaldbb 5, akkor G-nek van Hamilton-kére.
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3.60. Tétel (Ore tétele) Ha az n ponti (n > 3), eqyszeri G graf olyan, hogy uv ¢
E(Q) esetén d(u) + d(v) > n (azaz dsszekdtetlen csicsok fokszamdsszege legaldbb n),
akkor G-nek létezik Hamilton-kére.

Ha egy grafra teljesiil a Dirac feltétel, akkor teljesiil rd az Ore is. Ezért a Dirac tétel
kovetkezik az Ore tételbol.

3.61. Tétel (Pésa tétele:) Ha az n ponti (n > 3), egyszert G grdf fokszdmai dy <
dy <...<dy, és minden k < 3 esetén dy > k + 1, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

3.62. Allitas Ha eqy grafra teljesiil az Ore feltétel, akkor teljesiil ra a Posa is. Ezért az
Ore tétel kovetkezik a Pdsa tételbol.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy teljesiil az Ore feltétel, de a Pdsa
feltétel nem. Legyen d, < k valamely 1 < k < Z-re, és legyen U a k legkisebb foku
pont halmaza. Barmely U-beli pont fokszama legfeljebb k, igy barmely két U-beli pont
fokszamosszege kisebb, mint n, ezért az Ore feltétel miatt U teljes grafot feszit. Minden
U-beli pontbdl tehat k — 1 él indul U-beli ponthoz, ezért legfeljebb 1 él indulhat U-
n kiviilre. k& < § miatt létezik tehdt V(G) \ U-nak olyan v pontja, mely U egyetlen
pontjaval sincs Osszekotve. FEkkor tetszéleges u € U cstucsra u és v fokszdmosszege

legfeljebb k£ + (n — k — 1) = n — 1, ami ellentmond az Ore feltételnek. O

3.63. Tétel (Chvatal tétele) Legyen G n ponti (n > 3), egyszerd grdf, melynek fok-
szdmai dy < dy < ... < dy. Tegyiik fel, hogy minden olyan k < F-re, melyre dp < k
teljesiil, fenndll a d,_, > n — k egyenldtlenség. FEkkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Masrészt, ha eqy diy < dy < ... < d, sorozatra nem teljesiil az elozd feltétel, akkor
van olyan G' grdf, aminek nincs Hamilton-kore, és fokszamainak d) < dy) < ... < d},
sorozatdra d; < d; ¥Yi=1,2,...,n dll fenn.

Konnyen lathaté, hogy ha egy gréfra teljesiil a Posa feltétel, akkor teljesiil ra a Ch-
vatal is. Ezért a Posa tétel kovetkezik az Chvatal tételbol.

A 3.60. Tétel bizonyitdasa. Legyen G egy ellenpélda a tételre. Mivel 1j élek behtza-
sa nem rontja el az Ore-tulajdonsagot, feltehetjiik, hogy G-ben barmely 1j él behiza-
sa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G barmely két Gsszekotetlen pontja kozott vezet
Hamilton-ut. Ha tehat u és v nem szomszédosak, akkor létezik egy P Hamilton-ut
u-bol v-be, feltehetjiik, hogy ez az it az u = vy, v9,vs3,...,v, = v sorrendben tartal-
mazza G csucsait. Ha most viv, a G graf éle, akkor vyp_qiv, nem lehet G éle, mert
U1, V2, « ooy U1, Upy Upn1, Un_2, - - - , Ug, U1 €gy Hamilton-kor lenne, ellentétben G valaszta-
saval.
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Ha tehat vy szomszédai a v;,, vy, ..., v;, csucsok, akkor v,-nek nem lehet szomszédja
& Vi1, Vis—1, - - -, U, —1 csucsok egyike sem, azaz v, szomszédainak szama legfeljebb n —
1 —m lesz, vagyis d(v1) + d(v,) <m+n—1—m=n—1<n, ellentmondés. O

A 3.63. Tétel bizonyitdsa. Feltehetjiik, hogy G csicsai az 1,2,...n pontok, és d(1) <
d(2) < ... <d(n). Indirekt bizonyitunk, legyen G egy ellenpélda a tételre. Mivel j élek
behuzasa nem rontja el a Chvatal-tulajdonsagot, feltehetjiik, hogy G-ben barmely 1j él
behuzasa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G barmely két Osszekotetlen pontja kozott
vezet Hamilton-ut. Ha tehat k és [ nem szomszédosak, akkor az P, Hamilton-iton a k
szomszédait megel6z6 pontok Vi, halmazabol nem futhat €l [-be, mert akkor lenne G-ben
Hamilton-kor. Ezért (figyelembe véve, hogy k € Vi) d(k)+d(l) < d(k)+(n—1)—d(k) =
n — 1 teljesiil. (Ez idaig az Ore tétel bizonyitasa.)

Vilasszuk most a nem szomszédos k,[ pontokat gy, hog d(k) + (l) maximalis
legyen. Feltehetd, hogy k < I. (Vildgos, hogy d(k) < $(d(k) + d(I)) < % < 3.
Mivel nem Vj,; pontjait valasztottuk k helyett, ezért d() d(k) all minden i € V-re.
Eszerint d(d(k)) < d(k), igy a Chvétal feltétel miatt d(n — d(k)) > n — d(k) &ll, vagyis
G-nek legaldbb d(k) 4 1 olyan pontja van, mely legalabb n — d(k)-foki. d(k) < § miatt
van tehéat e pontok kozott egy I’, mely nem szomszédja k-nak, de ekkor d(k) + d(I") >
d(k) +n—d(k) =n > d(k) + d(l), ellentmonddsban [ vilasztéséval.

A tétel masik részéhez, ha csak a fokszamsorozat alapjan kell megmondani, van-e
biztosan Hamilton-kor a grafban, akkor nem allithatunk erdsebbet a Chvatal tételnél.
Tetszdleges n € N-re és tetszdleges k < g-re létezik ugyanis olyan n pontt, egyszerti graf,
melynek nincs Hamilton-kére, de k db k-adfoku, (n — 2k) db (n — k — 1)-edfoku és k db
(n—1)-edfokid pontja van. (Az innen adédo fokszamsorozat csak k-ra sérti meg a Chvéatal
feltételt. Barmely fokszdm megnovelésével pedig teljesiil a Chvétal feltétel.) Legyenek
ugyanis az A, B, C' ponthalmazok rendre k, k ill. n— 2k pontiak, huzzuk be C-n beliil az
Osszes élt, tovabba kossiik 0ssze B minden pontjat az 6sszes tobbi ponttal. A fokszamok
a fentiek lesznek, de B elhagyasaval k + 1 komponens keletkezik, nem talalhato tehat a
grafban Hamilton-kor.

3.4. Grafbejarasok

Egy G graf egy bejdrasdan a G csicsainak valamilyen sorrendben torténd végiglatogata-
sat értjikk. Az altalanos szabaly, hogy minden v csticsot lehetoleg tigy latogassunk meg
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el6szor, hogy egy kordbban mér meglatogatott u csicsbdl érkezziink egy uv él mentén.
(Azaz nem ,huzhatunk el a kalapbdl” 1j csiicsot mindaddig, mig korabban elért cstics-
bél tudunk bejaratlan csticsba lépni.) A cél (értelemszeriien) a graf Gsszes csucsanak
végiglatogatasa. A fentiek alapjan minden bejarashoz tartozik egy elérési sorrend, azaz
GG cstcsainak egy sorrendje, aszerint hogy mikor lattuk elGszor az adott csiicsot és egy
befejezési sorrend is, ami azt irja le, hogy mikor foglalkoztunk utoljara az adott csticesal.
A bejaréas soran egy csucsot vagy egy mar korabban bejart csticsbdl odavezetd él men-
tén értiink el, vagy csak ugy, a kalapbdl huztuk el6, mint ahogyan pl. azt a legelsének
bejart csucesal tettiik. Az elébbi tipusi csiicsok mindegyikéhez egyértelmiien tartozik
egy (irdnyitott) odavezeté él, ami mentén elészor jutottunk el az adott csicsba. Ezek
az élek egy (irdnyitatlan értelemben) kormentes grafot alkotnak, hiszen minden pontba
legfeljebb egy ilyen €l fut be, és egy él mindig kordbban elért csicsbodl vezet egy késobb
elért cstucsba. Ezen élek tehat egy erdét alkotnak. Ezt az erdét (helyteleniil) bejdrdsi
fdnak nevezziik. A bejarasi fa komponensei tehat olyan iranyitott fak, melyek élei a
gyokértdl kifelé vannak iranyitva. A bejards ismeretében G tetszoleges uv éle az alabbi
4 tipus valamelyikéhez tartozik. Az uv élt faélnek mondjuk, ha uv a bejarasi fa éle. Ha
a bejarasi faban u-bol v-be iranyitott ut vezet (azaz u a v Gse), akkor uv eldreél. Ha
v-bOl u-ba vezet it a bejarasi faban (azaz u a v leszdrmazottja), akkor uv visszaél. Végiil
pedig, ha u és v kozott nincs irdnyitott ut a faban (azaz u-nak és v-nek kozos Gse van
vagy u és v a bejarasi fa kiilonb6z6 komponenseibe esnek), akkor uv keresztél.

A fent elmondottak érvényesek iranyitott és iranyitatlan grafokra is, utébbiban az
eléreél és a visszaél ugyanazt jelenti. A tovabbiakban iranyitott grafokkal foglalkozunk,
ugyanis az iranyitatlan grafokra kimondhato allitasok innen egyszeriien megkaphatok,
ha egy iranyitatlan graf minden élét egy oda-vissza mutaté élparral helyettesitjiik. Két
alapvetéen fontos bejarasi stratégiat fogunk kozelebbrdl megvizsgdlni. A mélységi beja-
rasnal mindig a legkés6bb bejart csicsbdl szeretnénk 14j csicsba tovabblépni, a szélességi
bejarasban pedig a leheto legkordbban elért csicsbol probaljuk megtenni ugyanezt.

A kiilonféle szabalyok szerint végrehajtott grafbejardsok szamos esetben bizonyulnak
hasznos eszkoznek, példaul legrovidebb utak keresésénél, osszefiiggdség eldontésénél vagy
a komponensek meghatarozasanal.

3.4.1. Legrovidebb utak

Ertelmezhetd egy graf csicsai kozott a tavolsag fogalma, ami kiilonosen hasznos lehet
gyakorlati alkalmazasokban.

3.64. Definicié Ha u ésv a G grdf csicsai, akkor az u és v G-beli tavolsaga a legrovi-
debb u-bol v-be vezetd G-beli ut élszima.

A fenti definiciéban nem hataroztuk meg, hogy G iranyitott vagy iranyitatlan. Utdb-
bi esetben, amikoris persze iranyitott utat kell a definiciéban érteni, az a furcsasag is

33



el6fordulhat, hogy az u és v tavolsaga nem egyezik meg v és u tavolsdgaval, még csak
az sem biztos, hogy mindkettd létezik. Annak ellenére, hogy a tavolsagfiiggvény nem
szimmetrikus, igaz ré az alabbi tulajdonsag.

3.65. Megfigyelés Ha a G grdfban P egy legrividebb uv-it, és P’ a P eqy részitja
(mondjuk x-bdl y-ba), akkor P' a G egy legrovidebb xy-itja.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Ha lenne G-ben egy P’-nél kevesebb élt hasznalé P”
ut z-bdl y-ba, akkor P-ben P’-t P"-vel helyettesitve a G egy P-nél kevesebb élbdl allé uv
sétdjat kapnank. Marpedig a legrovidebb G-beli uv-1t ennél a sétanal nem hasznalhatna
tobb élt, jollehet P tobbet hasznal. Az ellentmondés a megfigyelést bizonyitja. m

Gyakran felmeriilé probléma, hogy adott grafban hatarozzuk meg két adott csics ta-
volsagat. Egy erre a célra is hasznalhaté hatékony eljards, a szélességi bejaras ismertetése
a célunk.

A szélességi bejaras

A szélességi bejards (angolul ,breadth first search”, roviden BFS) a kovetkez6 stratégia
szerint torténik. Kiindulunk egy vy gyokérbél, és bejarjuk vy bejaratlan (ki-)szomszédait
(azaz a vg-bdl irdnyitott élen elérhet6 cstucsokat). Legyenek ezek a csicsok vy, vy, ..., vg.
Ha mar nem tudjuk vy tobb szomszédjat bejarni, akkor bejarjuk v, bejaratlan szomszéda-
it. Legyenek ezek vii1,vki0, ...,k Ezutdn bejarjuk vy bejaratlan szomszédait, mint
soron kovetkezo csicsokat. Altaléban, ha mar vy, vy, ...v;_1 pont szomszédait bejartuk,
és ezaltal a bejart pontok halmaza vy, v, vs, ..., vy, akkor bejarjuk v; még bejaratlan
szomszédait, és ezeket a bejarasi sorrend végére biggyesztjiik: vpi1,Vpt2,.... Ha mar
nem tudunk igy tobb pontot bejarni, de még van bejaratlan pont, akkor valasztunk egy
1j gyokeret, és onnan kiindulva folytatjuk a fenti eljarast. (Az dbran a faéleket vastag,
a keresztéleket szaggatott, a visszaéleket pedig folytonossal nyillal jeloltiik.)

A G graf éleinek a szélességi bejaras utani osztalyozdsakor nem kaphatunk eléreélt, hisz ha v;v; él
i < j esetén, akkor vagy még v; szomszédainak megvizsgaldsa el6tt eljutottunk v;-be, (ekkor v; nem
leszdrmazottja v;-nek), vagy legkésébb v; vizsgdlatakor jartuk be v;, amikoris v;v; faél.
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A szélességi bejarassal kapott szélességi fa (ami persze csak erdd) fontos tulajdonséga,
hogy abban minden vy-bdl v;-be vezet6 ut egy legrovidebb (azaz lehetd legkevesebb élbol
allé) vou-ttja az eredeti G grafnak. (Ezért a szélességi fat a legrovidebb utak féjanak is
szoktak nevezni.) Ennél egy kicsit tobb is igaz.

3.66. Tétel Ha a szélességi bejardsban kapott szélességi faban v;-bol vi-be irdnyitott ut
vezet, akkor ez az it eqgyben a G grdf (egyik) legrévidebb uv-itja is.

Bizonyitds. Elegendd bebizonyitani, hogy minden vj;-re a szélességi fa vyv;-ttja a G graf
egy legrévidebb vov;-ttja, hisz ha v; rajta van ezen az tton, akkor a legrovidebb utakra
vonatkozé megfigyelés miatt a szélességi fa v;v;-itja is legrovidebb G-ben.

Jelolje V; a G graf vg-tdl ¢ tavolsagra levé csucsainak halmazét. (Vildgos, hogy
Vo = {wo}, Vi pedig vy (ki)szomszédainak halmaza.) Elegendd azt igazolnunk, hogy ha
v; € Vi és vyv; a szélességi fa éle, akkor v; € Vi1, azaz a szélességi fa minden éle mentén
egységnyit tavolodunk a gyokértél (a G-ben mért tavolsdg szerint). Hogyan miikodik
a szélességi bejaras? Eloszor vp-t jarjuk be, majd a Vi-t alkotd szomszédait, és ennek
soran minden faél Vy-bol Vi-be vezet. Ezt kovetik a Vi-beli pontok eddig be nem jért
szomszédai, azaz pontosan azok a pontok, amelyek V5-t alkotjak. Ennek soran mindig
Vi-bol Va-be futd éleket vesziink a szélességi faba. Ezek utan jonnek a Vs-beli pontok
eddig be nem jart szomszédai, azaz a V3-beli cstucsok, és igy tovabb. O]

Ha tehat egy G grafban szeretnénk egy adott u cstcsbdl egy méasik v cstiicsba meg-
talalni a legrovidebb utat, akkor nem kell mast tenniink, mint u-bol végrehajtani egy
szélességi bejarast, és a kapott szélességi faban megkeresni az u gyokérbol v be az utat.
Az eljaras 1épésszama lényegében a szélességi bejaras lépésszaméval egyezik meg, amit
az aldbbiak szerint lehet becsiilni.

3.67. Tétel A szélességi bejdras lépésszama O(n +m), azaz lélezik egy ¢ konstans gy,
hogy a szélességi bejards legfeljebb c(n +m) lépést haszndl, aholn ésm a G grdf csiucsai
ill. €éler szamdt jelols.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a szélességi bejaras minden 1épése a G grafnak vagy
egy €éléhez, vagy egy csucsdhoz kothetd. A v; csucshoz kotjiikk azt a lépést, amikor a
v-t elészor elérjiik, illetve azt, amikor észrevessziik, hogy a v; csticsbdl mar nem vezet
bejaratlan pontba él (azaz amikor v;-bél tovabblépiink v;41-be). Az e = v;v; élhez kétjilk
azt a 1épést, amikor v;-bdl megvizsgaljuk, hogy v;-t mér bejartuk-e. Minden cstcshoz ill.
élhez legfeljebb 2 1épést kotottiink, ezzel az allitast igazoltuk. O]

A szélességi bejaras segitségével tehat nemcsak hatékonyan tudjuk megkeresni a graf-
beli tavolsagokat egy gyckérpontbdl, hanem gyorsan el tudjuk dénteni azt is, Gsszefiiggo-e
az inputként kapott irdanyitatlan graf, ill. ha nem az, akkor meg tudjuk taldlni a kom-
ponenseit. (Az input G komponenseit pontosan azok a pontok alkotjdk, amelyek két
,kalapbol elohtzott” pont kozott értiink el, a mésodiknak el6hizott pontot nem beleért-
ve.)

85



Altalanos tavolsagfiiggvények grafokon

Egy graf két csicsa kozotti legrovidebb 1t meghatarozasa gyakorlati problémaként pl.
ugy meriilhet fel, hogy egy orszag ithalézata alkotta grafon keresiink két pont kozott egy
leggyorsabb ttvonalat. Adott tehat egy graf, aminek csicsai a kdzlekedési csomdépontok,
élei az egyes utszakaszok, és két kijelolt csics. Természetesen ilyenkor nagyon nem
mindegy, hogy egy-egy grafél (azaz dtszakasz) milyen hosszi, milyen sebességkorlatozas
érvényes ill. az adott napszakban mennyire lehet haladni az adott szakaszon. Sziikségiink
van tehdat erre vonatkozéan még tovabbi informéciora. Az alabbiakban ezt igyeksziink
formalizélni.

3.68. Definicié Legyen G = (V, E) irdanyitott grdf, és leqgyen | : E'— R egy hosszfiigg-
vény G élein. Az e él hossza alatt az l(e) szdmot értyiik, de beszélhetiink ekkor a G grdf
egy P dtjanak [(P) hosszdrdl is az [(P) := ZeeE(P) l(e) definicid alapjdn. Ennek alapjdn
értelmezhetd a G grdf tetszdleges u és v pontjainak tavolsiga, azaz a legrovidebb u-bol
v-be vezetd 1t hossza: dist(u,v) := min{l(P) : P a G grdf u-bdl v-be vezetd itja} (ha
nem vezet u-bdl v-be (irdnyitott) it G-ben, akkor dist(u,v) := o). Jegyezziik meg, hogy
dltaldban itt sem igaz, hogy dist(u,v) = dist(v,u), jollelhet iranyitatlan grdifokra ez is
teljestil.

Bar a graf pontjai kozti dist tavolsagfiiggvény joldefinialt, mégis, a fenti tavolsagfo-
galom bizonyos esetekben ellentmond az intuiciénak. Azt varhatnank ugyanis, hogy a
két pont kozotti legrovidebb ut egyben legrovidebb élsorozat is: nincs értelme egy pontot
tobbszor érinteni, ha u-bdl v-be szeretnénk eljutni. Ez azonban nincs igy. Ha G-ben van
negativ kor, azaz olyan iranyitott kor, melyben az élek 6sszhossza negativ, akkor e kor
két pontja kozott tetszélegesen rovid (negativ dsszhosszi) élsorozat is létezik: egyszert-
en kell6en sokszor korbe kell menni a kéron. Negativ kor jelenléte esetén az a korabbi
megfigyelésiink sem igaz, hogy legrovidebb it részitja is legrovidebb (az adott csicsok
kozitt).

Ha ellenben nincs a grafban ilyen csifsag még az esetleges negativ élhosszok ellenére
sem, (azaz ha a tavolsagfiiggvény konzervativ), akkor kénnyen lathaté, hogy minden leg-
rovidebb 1t egyuttal legrévidebb élsorozat is és legrovidebb 1t részutja is legrovidebb.
Azt is elaruljuk, hogy nem konzervativ tavolsagfiiggvényt is megengedve a legrévidebb
it probléma bizonyithatéan nehéz (pontosabban NP-teljes) lesz. Ezért a tovébbiak-
ban konzervativ grafokkal fogunk foglalkozni. Konnyen lathato, hogy egy irdnyitatlan
graf pontosan akkor konzervativ, ha nincs negativ hosszusagu éle. A nemnegativ él-
hosszfiigvény azonban az iranyitott grafok esetén is fontos specidlis eset, pl a gyakorlati
utvonaltervezési alkalmazas is ilyen. Lattuk, hogy a BFS algoritmus jol mtkodik, ha egy
ut hosszat az élszaméval definialjuk, azaz ha a tavolsagfiiggvény az azonosan 1 fiiggvény.
A BFS algoritmust fogjuk nemnegativ élhosszokra altalanositani: egy tjabb bejarasi al-
goritmust frunk le, ahol —ellentétben az eddigi szaballyal, amikoris mindig a legkorabban
elért pontbdl szerettiik volna felfedezni a kévetkezonek elértet— az éppen elérendé pontot
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mindig ugy valasztjuk, hogy az eddig elérteken keresztiil a lehetd legkozelebb legyen a
gyokérhez.

Miel6tt azonban ezt megtennénk, leirjuk azt az altalanos eljarast, amit rutinként
alkalmazni fogunk a tavolsagok meghatarozasara. Tegyiik fel, hogy ad : V' — R fiiggvény
egy felsé becslés a tavolsdgokra, azaz dist(u,x) < d(x) minden x € V esetén.(Némileg
szerencsétlen a d jelolés, hiszen igy jeloltiik a fokszamfiiggvényt is, de ez itt remélhetoleg
nem fog félreértést okozni.) Ha zv irdnyitott él, akkor a legrovidebb wv-titnal nem lehet
rovidebb az sem, ha el0szor u-bél x-be megyiink, majd onnan kozvetleniil v-be:

dist(u,v) = min{dist(u,w) + l(wv) : wv € E} < dist(u,z) + l(zv) < d(z) + l(2v).

Ha tehat
d(z) + l(zv) < d(v) (3.2)

all valamely x cstcsra, akkor dist(u,v) < d(x) + [(zv) miatt az eddigi d(v) felsé becslés
d(z) + l(zv)-re javithaté. Ezt a véltoztatast nevezziik az e = zv él mentén torténd
javitasnak. Az is konnyen lathato, hogy ha egy d fels6 becslés olyan, hogy egyetlen
e = zv él mentén sem lehet rajta javitani, akkor d(v) = dist(u,v) minden v esetén.

A fenti megfigyelés segitségével hatékonyan tudunk legrovidebb utakat keresni.

Dijkstra algoritmusa

Egy G = (V, E) irdnyitott graf, egy | : E — R, nemnegativ hosszfiiggvény és
egy u = ug € V gyokérpont.

a dist(u,-) fiiggvény, azaz kiszamitjuk a dist(u,v) tavolsdgot G minden v
csucsara, meghatarozunk egy legrovidebb uv utat, és nem mellesleg bejarjuk a G grafot.

A fenti feladatot oldja meg Dijkstra algoritmusa, ami a BFS algoritmus altaldnosi-
tasanak tekinthetd abban az értelemben, hogy ha minden élhossz pozitiv egész, akkor
a Dijkstra algoritmus azt szimuldlja, hogyan miikodne a BFS arra a grafra, amit ugy
kapunk a bemenetbdl, hogy minden élt egy olyan hosszi tttal helyettesitiink, amennyi
az adott él hossza. (Természetesen a BFS lefuttatasaval is megoldjuk a feladatot, a
baj azonban ezzel az, hogy az input graf hatalmasra tud noévekedni, és ennek hatasara
a lépésszam elfogadhatatlanul nagy lesz. A Dijkstra algoritmus ettol még tekinthetd a
BFS-nek a megnovelt grafon torténé egyfajta gyors elvégzésének is.)

A dist(u,-) figgvény egy d felsé becslésébdl indulunk ki: kezdetben
d(up) := 0, ill. d(v) := oo minden tovabbi u # v cstcsra. Legyen Uy := {ug}. Elészor
elvégezziik a javitast az Osszes, ug-bol induld élre. Legyen u; egyike azon pontoknak,
amire a javitasok utan kapott d felsé becslés minimalis. Lépjiink u;-be a minimumot
meghatéarozé élen és legyen Uy := Uy U {u;}. Vildgos, hogy d(uy) = dist(u,uy) és uy az
u-hoz legkozelebbi cstcs. Az altalanos 1épéshez tegyiik fel, hogy mar bejartuk az u-hoz
legkozelebbi @ db pontot, ezek az U; = {ug, u1, ..., u;} halmazt alkotjak, és azt is tudjuk,
hogy minden x € U;-re d(x) = dist(u,x) teljesiil. Végezziik most el a javitdsokat az
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u;-bol indulé 6sszes U;-t elhagyd élre. Legyen w; i1 egy olyan U;-n kiviili csics, amire
a javitdsok utdni d(z) minimalis. A minimumot megvalésité élen (vagy azok egyikén)
lépjiink wu;,1-be és legyen U;yq := U; U {u;s1}.

Konnyt latni, hogy d(u;+1) = dist(u, u;41), tovdbba, hogy U; 1 is az u-hoz legkozeleb-
bi pontok halmaza (itt kell hasznalni, hogy nincsenek negativ hosszisagu élek), ezért U, 4
is rendelkezik azzal a tulajdonsdggal hogy minden x € U,y -re d(x) = dist(u, z). Vildgos,
hogy az U; halmaz legfeljebb (n — 1)-szeri hizlaldsa utdn mar nem tudunk tobb javitédst
végezni, ezért az algoritmus véget ér: minden u-bdl elérheté x pontra d(x) = dist(u, z)
lesz, az u-bol nem elérhetd y pontokra pedig d(y) = oo all.

Az algoritmus 1épésszamanak becsléséhez azt érdemes megfigyelni, hogy minden él
mentén legfeljebb egyszer javitottunk, ami az élszdm (m) konstansszorosa szamu lépést
jelent. Az algoritmus persze nem csak javitasokat végez. A masik fajta lépés az aktudlis
u; 41 kivalasztésa. Ez egy minimumvalasztas, legfeljebb n becslés koziil, ami legfeljebb n
lépésben elvégezhetd. A minimumvalasztasok szama az algoritmus futasa soran legfeljebb
n, tehat erre a célra legfeljebb konst - n? 1épés kell. Mivel m < n?, ezért a Dijkstra
algoritmus futésideje n? konstansszorosaval becsiilhetd. Alkalmas adatstruktira-valasztassal
az algoritmus futasidejére konst - (n + m)logn becslés kaphat6, ami javulds a konst - n?-hez képest, ha
a grafnak nincs tul sok éle. Ha a grafnak sok éle van, akkor 1étezik olyan implementécié, ami konst - m
1épést tesz.

Erdemes végiggondolni, hogy ha minden élhossz 1, akkor a Dijkstra algoritmus 1é-
nyegében egy annyiban mddositott szélességi keresés, hogy minden x csics bejarasakor
feljegyezziik d(z)-t, vagyis azt, hogy x a szélességi fdban milyen tévol van a gyokértél.

Tanulsdgos meggondolni, hogy irdnyitatlan grafon adott nemnegativ élhosszok esetén
egy ,mechanikus szamitogép” segitségével egy mozdulattal meghatarozhaték a gyokér-
t6l valé téavolsagok. Feleljen meg minden pontnak egy (pontszeri) sily, és az w ill. v
csicsoknak megfeleld stlyokat kossiik Ossze egy [(u,v) hosszusagu zsindrral. Ha most
ezt a rendszert felemeljiik az u grafcsicsnak megfeleld sulyanal fogva, akkor minden v
csicsnak megfeleld siily éppen dist(u, v) tavolsadggal lesz a felemelt, u-nak megfelelé stly
alatt. A Dijkstra algoritmus (a megfelel§ iranyitatlan grafon futtatva) ebben az esetben
azt modellezi, hogy ha lassan emelni kezdjiikk a gyokércsiucsot, akkor milyen sorrend-
ben emelkednek fel a tovabbi sulyok az asztalrdl, a bejardsi fat az éppen megfesziilo
zsinérok alkotjak, és a dist(u,-) fiiggvény pedig azt tartja nyilvan, hogy egy-egy sily a
felemelkedésekor mennyivel lesz a gyokér alatt.
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Ford algoritmusa

Ford algoritmusanak bemenete (inputja) egy irdnyitott G = (V, F) graf, éleinegy [ : E —
R konzervativ hosszfiiggvény, és egy u € V cstcs. Az algoritmus kimenete (outputja) a
dist(u, ) fiiggvény, azaz a dist(u,v) tavolsigok meghatdrozasa az Gsszes v € V' csicsra.

Az algoritmus miikodése: legyen E = {ey, eq,...}, és legyen d(u) := 0, ill. d(v) := o0
a tovabbi u # v € V cstucsokra. Az algoritmus fazisokbdl all. Egy fazis abbdl &ll,
hogy sorra megprobalunk az ey, es, . .. élek mentén javitani. Ha egy fazisban nem tortént
sikeres javitas, akkor az algoritmus véget ér, és a dist(u,v) = d(v) all minden v cstcsra.

Az algoritmusnak legfeljebb n — 1 fazisa lesz, ahol n a G csicsainak szama. Ugyanis
az els6 fazisban a d(v) = dist(u,v) lesz minden olyan v-re, amire létezik a legrovidebb
uv-utak kozott egyélii. A méasodik fazisban a d(v) értéke mér azokra a v csicsokra is
helyesen lesz beéllitva, amelyekre létezik a legrovidebb uv-utak kozott kétéli. Altaléban,
az i-dik fazis végén a legfeljebb 7 éll legrovidebb uton elérhet6 v pontokra lesz a dist(u, v)
kiszamitva. Mivel egy dtnak legfeljebb n — 1 éle lehet, ezért legkésébb az (n — 1)-dik
fazis végén az algoritmus véget ér.

A Ford algoritmus minden fazisaban nagyjabdl élszamnyi 1épést végziink, ezért az
egész algoritmus 1épésszama nm konstansszorosaval becsiilhetd, ahol m a G élszdma.

A Ford algoritmus arra is alkalmas, hogy hatékonyan eldontsiik, 1étezik-e egy iranyi-
tott G grafban negativ kor, azaz, hogy egy adott tavolsagfiiggvény csakugyan konzervativ-
e. Ha ugyanis [ konzervativ, akkor a Ford algoritmus (mint lattuk) legfeljebb n — 1 fazis
utan véget ér. Ha azonban nem konzervativ G silyozasa, akkor a negativ kér mentén
mindig lehet javitani, vagyis sosem ér véget az algoritmus, igy megéri még az n-dik fazist
is.

Floyd algoritmusa

Konzervativ tavolsagfiiggvények esetén Ford algoritmusaval hatékonyan tudjuk megha-
tarozni a graf Gsszes pontparjanak tévolsdgat (minden gyokérbél futtatunk egy Ford
algoritmust, 6sszesen konst - n*m lépéssel), de létezik erre a problémdra hatékonyabb
megkozelités is. Feltehetjiik, hogy vi,vs,...,v, a G graf csicsai. Jelolje d*)(i, ) a
v;-bdl vj-be vezetd legrovidebb olyan 1t hosszdt, aminek csicsai a v;,v;,v1, 02, ...,k
halmazhdl keriilnek ki. Vilagos, hogy d© (i, ) = l(v;,v;). Mivel a d**+V(i, j)-t megha-
tarozd it vagy nem hasznalja a v, pontot, vagy egy v;vi, €s egy viv;-utra bonthaté ezért
d* (i, 5) = min{d® (i, 7),d® (i, k + 1) + d® (k + 1,7)} tehat d* ismeretében d*+1
koénnyen szdmithaté. Tehét dist(v;,v;) = d™ (i, j), és utébbi fiiggvényt konst - n® 1épés-
ben ki tudjuk szamitani, hiszen pontosan egyszer kell minden d* (4, j) értéket kiszdmolni,
ahol 7,5,k € {1,2,...,n}.
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3.4.2. Legszélesebb utak

Ha egy graf éleihez szamokat rendeliink, az nem csak az adott él hosszat vagy koltsé-
gét irhatja le. Elképzelhet6 olyan modell is, ahol egy élhalmazt nem a hozzajuk rendelt
szamok 0Osszege, hanem mondjuk azok minimuma jellemez. Képzeljiik el, hogy egy sza-
mitogéphalozat egyik csicsabdl egy masik csicsdba kell adatfolyamot kiildeniink ugy,
hogy az esetleges késleltetés nem okoz problémat, azonban az adatok csak egyetlen titvo-
nalon utazhatnak, amelyen minél nagyobb savszélesség elérése a cél. Ebben az esetben
a szamitogéphalozatot leird graf éleihez tartozd értékek az adott kapcsolat sdvszélessé-
gének felelnek meg és egy 1t savszélessége pedig az tton talalhato élek sdvszélességének
minimuma lesz. Ez motivalja az alabbi definiciot.

3.69. Definicié Legyen G = (V, E) egy irdnyitott vagy irdnyitatlan grdf, és legyen w :
E — R, az egyes €lek ,szélességét” leiro fiigguény. Ha P a G egy utja, akkor w szélessége
a P legkeskenyebb élének szélessége: w(P) := min{w(e) : e € E(P)}.

A legrovidebb utak kereséséhez hasonléan természetes probléma adott G graf és w
szélességfiiggvény esetén, hogy G barmely két csicsa kozott legszélesebb utat keressiink,
ill., hogy egy G-beli gyokérpontbdl G barmely masik pontjaba legszélesebb utat talaljunk.

Az alédbbi tétel szerint ha G iranyitatlan, akkor nagyon gyorsan boldogulhatunk, mert
G tetszoleges maximalis Ossz-szélességil feszitéfaja a G graf barmely két csicsa kozott
egy maximalis szélességli utat tartalmasz.

3.70. Tétel Tegyiik fel, hogy G = (V, E) irdnyitatlan, dsszefiiggd grdf és a w: E — R,
szélességfiigguény olyan, hogy w(er) > w(ey) > ... > w(ey), ahol E = {ej,ea,...,em}.
FEkkor a Kruskal algoritmust az ey, es, ... sorrendben lefuttatva a G olyan F feszitofajdat
adja meg, ami G barmely két csicsa kiézott G eqy legszélesebb tjat tartalmazza.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Legyen F' a Tételben leirt feszitofa, és tegyiik fel, hogy
P olyan uv-ut G-ben, ami szélesebb az u-t és v-t F-ben 0sszekotd P’ utnal. A P’ 1t
szélességét meghatarozo e’ él szélessége tehat kisebb a P 1t barmely élének szélességénél.
Hagyjuk el /-t F-bol, midltal F' ugy esik két komponensre, hogy a u az egyik, v pedig
a masik komponensbe keriil. Mivel P egy u-t és v-t 6sszekoto ut, a P-nek van legaldbb
egy olyan (mondjuk e) éle, ami F' — ¢’ két komponense kozott fut, és ezért persze e nem
éle F-nek. Az indirekt feltevés miatt w(e) > w(e’), de ekkor a Kruskal algoritmus e-t
¢’-nél korabban ellendrizte, tehdt F' — €’ egy részhalmazahoz prébélta hozzavenni. Mivel
e-t még F' — €/-hoz hozzavéve sem kapunk kort, a Kruskal algoritmus futasakor az e élt
be kellett volna venniink az F' élhalmazba, marpedig ez ellentmond annak, hogy e nem
éle F-nek. Ez az ellentmondéas pedig az indirekt feltevésiinket céfolja, tehat F' a G graf
barmely csicsa kozott egy legszélesebb utat tartalmaz. O

A fenti bizonyitéas értelemszeri médositasaval az is igazolhatd, hogy a 3.70. Tételben
a Kruskal algoritmus helyett barmely mas olyan algoritmust is hasznalhattunk volna,
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ami egy legnagyobb 0Ossz-szélességii feszitofat talal a G grafban. Ha azonban a G graf
iranyitott, akkor a fenti eljardas nem miikodik. Kideriil azonban, hogy a Dijkstra algo-
ritmus egy értelemszerti médositasa alkalmazhaté erre az esetre. Mivel az algoritmus
kiterjesztése lényegesen altalanosabb koriilmények kozott is miikodik, ezért az alabbiak-
ban altalanositjuk a legszélesebb utak keresésének problémajat, és erre az altalanositott
problémara mutatunk eljarast.

3.71. Definicié Tegyiik fel, hogy a G grdf itjain gy értelmeztink eqy ,josdg” nevi tu-
lajdonsagot. Ez a tulajdonsdg rendezés, ha bdrmely it legaldbb olyan jo mint énmaga,
barmely két it dsszehasonlithato (azaz kozilik az eqyik legaldbb olyan ,jo”, mint a masik)
és tranzitiv, azaz ha P ,j0bb”, mint () és Q ,jobb”, mint R, akor P is ,jobb” mint R.
A ,j0sag” tulajdonsdgot akkor nevezziik monotonnak, ha tetszdleges ut részutja mindig
legaldbb olyan ,j6”, mint maga az ut. Végiil a josdg tulajdonsdg konzisztens, ha tetszo-
leges ut eqy kezdoszakaszat eqy, a kezdoszakaszndl nem ,rosszabb” vttal helyettesitve a
kiinduldsi itnal nem kaphatunk kevésbé ,jot”.

Vegyiik észre, hogy ha egy 1t anndl ,, jobb” minél szélesebb, akkor ez a fajta , josag”
tulajdonsdg monoton, konzisztens rendezés. Hasonléan, ha egy utat akkor tekintiink
,» jobbnak” egy méasikndl, ha kevesebb élt tartalmaz (vagy dltaldnosabban: ha adott nem-
negativ hosszfiigvény szerint rovidebb), akkor is egy monoton, konzisztens rendezést
definialtunk. Sziikségiink lesz a kovetkezo segédtételre.

3.72. Lemma Ha a ,josdg” a G irdnyitott grdf utjain egy monoton, konzisztens rende-
2€s, és P egy ,legjobb” uwv-it G-ben (azaz nincs P-nél jobb uv-it), akkor P tetszdleges w
pontjira G ,legjobb” uw-itja legaldbb olyan ,jo”, mint P.

Bizonyitds. A P 1t u-bdl w-be vezeté P’ része a P 1t részitja, ezért a ,, josag” mo-
notonitdsa miatt P’ legalabb olyan j6, mint P, és a ,legjobb” ww-tut nem lehet P’-nél
,rosszabb”. O

A legszélesebb utak irdnyitott grafban torténo kereséséhez az a f6 eredmény, hogy tet-
sz6leges monoton, konzisztens rendezés esetén hasznalhato a Dijkstra algoritmus aldbbi
valtozata.

Dijkstra algoritmusa az utak monoton, konzisztens ,, j6sag” szerinti rende-
zésekor

Egy n csucsu G = (V, F) irdnyitott graf, u = uy gyokérpont és egy monoton,
konzisztens ., jésag” szerinti rendezés G ttjain.

G egy u gyokerl, u-bdl kifelé irdnyitott F' részfdja, amiben minden u-bdl
G-ben elérhet6 cstcs elérhetd, mégpedig egy ,, legjobb” G-beli uv-tuton.

Legyen Uy = ug és Fy az uy pontot tartalmazo egyponti fa. Az algoritmus
az i-dik lépésben elkésziti az F; részfat és az U; = {ug,uq,...,u;} halmazt, az output
pedig az F' = F, részfa. A tovabbiakban jeldlje P! az F; fa uv-utjat (feltéve, hogy v

v
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csicsa Fi-nek). Az algoritmus futdsa sordn minden i-re igaz, hogy u-bdl Fi-ben az U;
halmaz minden v cstcsa elérhetd, tovabba, hogy U;_1-en kiviil Fj-nek csak levelei vannak.

Az algoritmus i-dik 1épésében az F;_ | részfabdl ugy késziti el az F; részfat, hogy a
G graf Osszes olyan u;_jv élen javitunk, amire v ¢ U;_;. A javitas abbdl all, hogy ha
P~ nem ,, jobb” mint az az 1it, amit tigy kapunk, hogy a Pf;_ll utat kiegészitjiik az u;_1v
éllel (mivel v az F;_; levéle, ezért ez valéban ut lesz), akkor toroljitk F;_j-nek a v-be
vezetd élét, és bevessziik Fi-be az u;—jv élt. (Specidlisan, ha v nem volt csicsa az F;_y
fanak, akkor Fj-be automatikusan bevessziik az u;_qv élt.) Az algoritmus i-dik 1épésének
mésodik részében pedig tekintjiik az U;_;-bdl kivezetd Pi-utakat, ezen utak ,legjobbika”
vezessen u;-be, és legyen U; := U;_; U {u;}. Rendszerint azt is érdemes feljegyezni,
hogy mennyire ,, j6” a P;i ut, mert ez lesz majd G legjobb wu;-utjanak ,, josdga” is, és
bizonyos ,, jésagfogalmak” estén ebbol tudjuk gyorsan meghatarozni az épiilé faban wu;

leszarmzottaiba vezetd utak ., jésagat”.
Az algoritmus helyességéhez csupdn azt aldbbi Lemmat kell igazolni.

3.73. Lemma A fent leirt Dijkstra algoritmus végrehajtdsa utdn az aldbbi tulajdonsdagok teljesiilnek
minden i = 0,1,...n esetén.

Az Fyy fa tetszbleges v csiicsdra PiTY az eqyik ,legjobb” olyan G-beli uv-iit,
ami v-n kivil kizdarolag U; csucsait haszndlja. (3.3)
Hav e U; Fw, és P aG egy tetszdleges uw-itja,
akkor P? legaldbb olyan ,jé”, mint P. (3.4)

Tekintettel a V(G) = U,_1 egyenléségre, az algoritmus helyessége azonnal kovetkezik az output
F = F, fa 3.3 tulajdonsagabdl.

A 3.73. Lemma bizonyitdsa. Azt igazoljuk i szerinti indukciéval, hogy az F; fira minden i esetén fenn-
allnak a 3.3 és 3.4 tulajdonsdgok. A , jésdg” monotonitdsa miatt az egyponti utak a legjobbak, ezért
i = O-ra teljesiil a 3.4 tulajdonsdg. A 3.3 tulajdonsig i = O-ra kozvetleniil adédik az F definicigjabol.
Tegyiik fel tehdt, hogy 3.3 és 3.4 teljesiilnek (i — 1)-re, az indukcids 1épésben pedig ugyanezt igazoljuk
i-re.

Legyen tehat v az F;y; fa egy pontja, és legyen P az egyik ,legjobb” olyan uwv-tt, ami v-n kiviil
csak U; csucsait hasznalja. Legyen w € U; a P ttnak a v-t megel6z0 csiucsa. és legyen P, az P-bdl
v torlésével keletkez6 részut. A jésdg monotonitdsa miatt P, nem ,rosszabb” P-nél és az (i — 1)-re
vonatkozé 3.3 tulajdonsdg miatt P! nem ,rosszabb” P,-nél, tehat P-nél sem.

1. eset Ha v rajta van a P! -iton, akkor P! a P! kezddszelete, tehat a jésdg monotonitdsa miatt
nem ,rosszabb” Pi-nél és P-nél sem. Ilyenformén P! is egy ,legjobb” olyan uv-1it, ami v-n kiviil csak
U; csticsait hasznalja. Mivel a P+ (it nem lehet ,rosszabb” Pi-nél, ezért ekkor a 3.3 teljesiil i-re.
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2. eset Ha azonban v nincs rajta a P! 1ton, akkor legyen P’ az az uv-1it, amit igy kapunk, hogy a
P 1t w-ig tarté kezddszeletét helyettesitjiik Pi-vel. Figyeljitk meg egyrészt, hogy az (i —1)-re vonatkozé
3.3 tulajdonsag és a ,, j0sdg” konzisztencidja miatt P’ nem ,rosszabb” P-nél.

2.1 eset Ha a P’ 1t tartalmazza az u; cstcsot (ami az F;_; fanak levele), akkor w = u;.

2.1.1 eset Ha most v ¢ U;, akkor az algoritmus i-dik 1épésében az u;v él menti javitdsndl az u;v élt
becseréltiitk Fj-be ezért P/ = P! ami i-re igazolja a 3.3 tulajdonsagot.

2.1.2 eset Ha pedig v € U;, akkor az (i — 1)-re feltett 3.4 tulajdonsdg miatt a P! 1t , jobb” a
P} = P. utndl, ami a P’ Gt kezddszelete 1évén nem rosszabb P’-nél, tehat P-nél sem. Azt kaptuk
tehat, hogy P! ismét csak az egyik ,legjobb” olyan uv-1it, ami v-n kiviil csak U; csticsait hasznalja, tehdt
a 3.3 tulajdonsag ekkor is teljesiil.

2.2 eset Végiil, ha a P’ it nem tartalmazza az u; csicsot, akkor az algoritmusbél adédéan Pit!
nem ,rosszabb” Pi-nél, ami (i — 1)-re érvényes 3.3 tulajdonsag miatt nem rosszabb P’-nél, tehat P-nél
sem. Ebben az esetben is teljesiil tehat a 3.3 tulajdonsag i-re.

Az indukcios 1épés befejezéséhez a 3.4 tulajdonsigot kell i-re igazolnunk. Tegyiik fel, hogy v € U;
és w ¢ U;, valamint, hogy P a G egy tetszlleges uw-itja. Ha v # u;, azaz v € U;_1, akkor az (i — 1)-
re feltett 3.4 tulajdonsdg miatt P!~ nem rosszabb P-nél. Az algoritmusbél adédéan pedig P! nem
rosszabb, mint Pi~1-nél, tehat P! csakugyan legalabb olyan j6, mint P.

Feltehetjiik tehat, hogy v = u;. Legyen z a P ut utolsé U;-beli csicsa utdn kovetkezo cstcs és
készitsiik el a P’ utat gy, hogy a P 1t u-bdl x-be vezetd részét Pi-szel helyettesitjiikk. Mivel x-be vezet
U;-beli pontbél él, ezért = benne van az F; faban. Rdadasul P! minden z elétti csticsa U;-beli, ezért P’
valéban egy G-beli 1t lesz. Az (i — 1)-re feltett 3.3 tulajdonsag miatt P legalabb olyan ,, j6”, mint az
amit helyettesitettiink vele P-ben, ezért a ,, jésidg” konzisztencidja miatt P’ legaldbb olyan ,, j6”, mint
P. Az algoritmus i-dik 1épésében wu;-t gy valasztottuk, hogy PZL ne legyen ,rosszabb” Pi-nél, ezért PZL
nem ,rosszabb” P’-nél és {igy P-nél sem. Ez pedig a 3.4 tulajdonsdgot igazolja, és ezzel befejeztiik az
indukcids 1épés bizonyitasat. O

Miért kinlédtunk az altalanositott Dijkstra algoritmus helyességének ,, josdgos” igazolasaval ahelyett,
hogy kiilon bizonyitottunk volna legrovidebb utakra és legszélesebbekre is? Két okbdl. Egyrészt példat
mutattunk arra a fajta gondolkoddsmaédra, aminek elsajatitdsa a targy egyik célja, és taldn haszna is azok
szamara, akik megértenek valamit belole, és nem csak atmennek a vizsgan. Arrdl van ugyanis sz6, hogy
amint sikeriilt igazolni egy mddszer helyességét, azonnal felmeriil (egy matematikusban) a természetes
kérdés: vajon melyek azok a legaltalanosabb feltételek, amelyek fennéllasa mellett még helyesen miikodik
az algoritmus? Erre lattunk egyfajta véalaszt a fenti gondolatmenetben. De innen mindjart ldtszik a
maésik ok is. Az utak rovidsége ill. szélessége csupan két kiragadott példa volt monoton, konzisztens
rendezésre. Az algoritmus ereje abban &all, hogy barmely ilyen szitudciéban helyesen miikodik, tehat ha
pl egy graf élein adott egy [ hossz- és egy w szélességfiiggvény, akkor egy P ut ., jésagat” definidlhatjuk
éppenséggel ugy, hogy P akkor ,, jobb”, mint P’, ha g(P) > g(P’), ahol g(P) := 63-w(P)—37-1(P). Ez a
,, josdgfogalom” konnyen lathatéan monoton és konzisztens rendezés, tehat erre is miikédik az algoritmus.
(Voltaképpen arrdl van sz6, hogy a jésig szempontjabdl silyozzuk az it szélességét és hosszat, a konkrét
példédban 63%-ban szdmit a szélesség, és 37%-ban a hossz.) Egy érdekes extrém eset, amikor a szélesség
100%-ban szdmit, és ,infinitezimélisan” a hossz, vagyis egy P 1t akkor , jobb” P’-nél, ha P szélesebb
P’-nél vagy ha P és P’ egyforma szélesek, de P rovidebb. Ekkor a fenti algoritmus t.n. legrévidebb
legszélesebb utakat keres: a megtalalt uv-tat a létezd legszélesebb uv-utak egyike, mégpedig az egyik
legrévidebb lesz. Miikodik persze a dolog forditott prioritassal is: az altalanositott Dijkstra algoritmus
tetsz6leges u gyokérbdl (kezdépontbdl) megtaldlja a G olyan kifelé irdnyitott ,feszitéfajat”, amely a
gyOkérpontbol barmely mdés csicsba egy legrovidebb utat tartalmaz, de ha tobb ilyen is van, akkor a
legrovidebbek koziil a legszélesebbek egyikét.
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3.4.3. Mélységi bejaras, aciklikus grafok, leghosszabb utak

A mélységi bejards (amit az angol ,,depth first search” elnevezés roviditésébdl DFS-nek is
neveznek) olyan bejaras, ahol egy vy gyokércsicsbdl indulunk, és mindig a legutébb elért
v; cstesbdl egy még bejaratlan v, csicsba igyeksziink egy grafél mentén tovabblépni.
Ha ez nem lehetséges, akkor a v;-bdl visszalépiink abba a v; csicsba, ahonnan v;-t elértiik,
és v;-bdl probalunk bejaratlan csticsba 1épni. Ha ez sem sikeriil, innen is visszalépiink, sit.
Ha visszajutottunk a vy csicsba, és mar innen sem tuduk 1j csiicsot elérni, de még nem
jartunk be minden csicsot, akkor egy ujabb gyokeret valasztunk a bejaratlan csicsok
koziil, és folytatjuk a bejarast. A mélységi bejaras bejarasi fajat mélységi fanak nevezzik
(jollehet ez példdul nem osszefiiggd, iranyitatlan graf esetén csak erdd).

Egy mélységi bejarashoz tartozo mélységi szamozason a mélységi bejaras elérési sor-
rendjét értjiik, azaz a fenti lefrasban a v; csics mélységi szama i. A bejart G graf éleit
a bejarasoknal elmondottak szerint osztalyozhatjuk. A mélységi bejaras sajatossagaibdl
az alabbi adddik az osztalyozasra.

Legyen uv a graf éle. Ha v mélységi szama nagyobb, mint u-é, akkor u eléréséig v-t
nem értiik el, igy vissza sem léphettiink még v-bdl amikor u-t elértiik. Ezért amikor
u-t befejezziik (vagyis amikor u-bdl visszalépiink), akkor a mélységi bejardrds szabalya
alapjan v-t mar el kellett érniink, legrosszabb esetben a kozvetlen uv élen. Tehat a
mélységi faban v az u kdzvetlen vagy kozvetett leszarmazottja, vagyis uv faél vagy eléreél.

A masik lehet6ség az, ha az uv él olyan, hogy u mélységi szama nagyobb wv-énél.
Ekkor persze u-bdl v-be nem vezethet irdnyitott it a mélységi faban (azaz v nem lehet
u leszarmazottja), hiszen a faélek mentén a mélységi szam novekszik. Vagyis vagy u a
v leszarmazottja, amikoris az uv él visszaél, vagy u és v nem leszarmazottai egymasnak,
de ehhez v-bol még u elérése elott vissza kellett 1épniink. Ekkor pedig az uv él keresztél.

A keresztélekkel kapcsolatos fontos megfigyelés, hogy iranyitatlan graf mélységi be-
jardsa utan a grafban csak faélek és eloreélek lesznek. Minden visszaél ugyanis egyben
eloreél is, keresztélek pedig azért nem adédnak, mert egy keresztél két végpontja nem
leszarmazottai egymasnak a mélységi faban, keresztél mindig késobb elért pontbdl vezet
kordbban elért pontba, de az iranyitatlan grafbol képzett iranyitott grafban minden él
forditottja is megtalalhato.

3.74. Definicié Egy G (irdnyitott) grifot aciklikusnak mondunk, ha G nem tartalmaz
(irdnyitott) kort.

3.75. Tétel Legyen G irdanyitott grdf. Ekkor az alabbi négy dllitds ekvivalens. (1) G
aciklikus. (2) G egyetlen mélységi bejardsaban sincs visszaél. (3) G valamely mélységi
bejardsaban nincs visszaél. (4) G csicsai sorbarendezheték gy, hogy G minden éle egy
a sorrendben késobbi csiucsba mutat.

3.76. Definicié A 3.75. Tétel (4) pontjaban leirt sorrendet topologikus sorrendnek
nevezziik.
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Bizonyitds. 1. = 2.: Ha egy mélységi bejardsban talalnank egy uv visszaélt, akkor létezik
egy vu-ut csupa faélekbol, ehhez az uv visszaélt hozzdadva egy kort kapnank.

2. = 3.: Trivialis.

3. = 4.. Tekintsiik azt a mélységi bejarast, amiben nincs visszaél. Vegyiik észre,
hogy ennek sordan minden v cstics esetén pontosan egyszer tortént meg, hogy éppen v-bol
prébéltunk bejératlan cstcsot taldlni, de ilyen nem volt (és ezért vagy visszaléptiink v-bél
az 6sébe, vagy v gyokér volt, és 1j gyokeret kerestiink). E mélységi bejardshoz tartozik
tehat egy befejezési sorrend is, ami a csiicsokat olyan sorrendben sorolja fel, ahogyan
a fenti szituacio eldadodott. Konnyen lathato, hogy ha uv faél, eloreél vagy keresztél,
akkor v megelozi u-t a befejezési sorrendben. Ezért ha egy mélységi bejaras utdn a G
grafban nincs visszaél akkor a megforditott befejezési sorrend pontosan olyan sorrendet
ad, amilyet kerestiink.

4. = 1.: Ha lenne irdnyitott kor, akkor az feltétleniil tartalmazna olyan élt, ami egy,
a sorrendben késébbi csticsbol mutat egy korabbiba. A feltétel szerint ilyen nincs, tehét
G aciklikus. O]

3.77. Megjegyzés Megmutathato, hogy egy irdnyitott grdif minden irdnyitott kore egyértelmien elddll
mint alapkorok szimmetrikus kiillonbsége, azaz tetszéleges C korhoz egyértelmien létezik néhdny alapkor
dgy, hogy C élei pontosan azok, amelyeket az alapkorhalmazbdl pdratlan sok tartalmaz. Ilyen tulajdon-
saggal rendelkezd alapkorhalmazt gy kaphatunk, hogy tekintjik egy mélységi fahoz tartozd visszaélek
dltal meghatdrozott koroket.

3.78. Tétel Ha a G grafnak n csicsa és e éle van, akkor a mélységi bejdrds lépésszama
linedris, azaz létezik egy c konstans gy, hogy a mélységi bejaras legfeljebb c(n+ e) lépést
haszndl.

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében azonos a szélességi bejarasra vonatkozé hasonld al-
litas bizonyitasaval.

Vegyiik észre, hogy a mélységi bejaras minden lépése a G grafnak vagy egy éléhez, vagy egy csicsihoz
kothetd. A v cstcshoz kotjiik azt a 1épést, amikor a v-t elészor elérjiik, illetve azt, amikor észrevessziik,
hogy a v csticsbdl mar nem vezet bejaratlan pontba él (azaz amikor v-bol visszalépiink v Gsébe). Az
e = uv élhez kotjik azt a 1épést, amikor u-bdl megvizsgaljuk, hogy v-t bejartuk-e. Minden cstcshoz ill.
élhez legfeljebb 2 1épést kotottiink, ezzel az allitast igazoltuk.

Torténelem: A DFS eredete

Gyerekkori olvasméanyai vagy filmélménye alapjan a legtobb ember ismeri az ismeretlen
labirintusbdl torténd kijutésra szolgdlé univerzalis eljarast: vélasszunk ki egy falat, és ko-
vessiik azt egészen addig, amig ki nem jutunk. Kevesebben gondolkodnak mar el azon,
miért is miikodik ez a médszer. Azonban akik ezt megprébéljak, azok koziil is sokan felad-
jak, mert nem konny( ezt bizonyitani. Ez azonban nem véletlen: a mddszer ugyanis nem
jO, altaldban nem miikodik, igy a helyességét sem lehet bebizonyitani. Annak, hogy mégis
elterjedt a koztudatban, valészintileg két oka van. Egyrészt az, hogy egy egyszeril, konnyen
megjegyezhetd algoritmusrdl van sz6, ami azt a megnyugtatd érzést kelti a hiszékeny be-
fogadéban, hogy valami hasznosat tanult, aminek segitségével a mdédszert nem ismerckkel
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szemben igazi versenyelénybe keriil egy mégoly valdsziniitlen, am felettébb kilatdstalan
helyzetben. A masik ok pedig az lehet, hogy a mddszer sokszor valoban miikodik. A rejt-
vényekben talalhaté legtobb labirintus ugyanis olyan, hogy abban nincsenek ,.falszigetek”,
azaz sehonnan sem lehet gy visszajutni a kiinduldsi pontunkba dgy, hogy ne haladjunk
végig kétszer ugyanazon a folyosén. Marpedig az ilyesfajta itvesztckbol mindig kijutunk
folytonosan jobbratartva.

Ha elméletileg akarjuk megoldani a labirintusbdl menekiilés problémajat, akkor érdemes a
labirintust egy irdnyitatlan G gréafnak tekinteni, aminek élei a folyoséknak felelnek meg,
csucsai pedig a folyosék végpontjai. A szabadulasi feladat pedig azt kivanja, hogy az
altalunk nem ismert G graf egy adott u csicsabdl kiindulva taldljunk egy olyan sétat
G-ben, ami G egy meghatdrozott, de dltalunk ismeretlen v csicséba (a kijarathoz) vezet.
Mivel nem ismerjiik sem G-t, sem a séta végcéljat, olyan sétat kell taldlnunk, ami G minden
u-bol elérhet6 cstcsaba eljut. Mas széval az a cél, hogy bejarjuk a G graf u-t tartalmazé
komponensének minden csiicsat. Ha példaul a szélességi bejarassal probalkozunk, akkor az
azért nem kielégité modszer, mert ott az aktualis csicsbdl kivezetd élek ellenérzése utéan,
egy masik, esetleg egészen tavoli csuicsban kell folytatni a munkat. Ha tehat a szélességi
bejaras alapjan egy sétat szeretnénk taldlni, amelyik G minden elérheté csicséba eljut,
akkor ahhoz allanddéan nyilvan kellene tartani a graf mar felfedezett részét, és a kapott
séta hossza a G élei Gsszhosszdnak tetszolegesen sokszorosa lehetne. Azonban BFS-sel
szemben szemben a DFS algoritmus természetes médon hatdroz meg egy bejarasi sétat,
hiszen egy csicsbdl mindig egy masik, vele szomszédos csicsba 1épiink. Kénnyen lathato,
hogy DFS algoritmusnak megfelel§ G-beli séta olyan, ami a DFS fat oda-vissza végigjarja,
és minden DFS fan kiviili élen is egyszer oda-vissza végigmegy.

ﬁgy tinik, a DFS bejaras elso leirdsa még jéval a grafelmélet 1étezése el6ttrdl szarmazik:
az 1800-as években élt francia matematikus, Charles Pierre Trémaux mutatott rd, hogyan
lehet egy kréta segitségével (amivel a folyosékra huzunk vonalakat) tetsz6leges labirintus-
bol véges id6 alatt kijutni, ha ez egyaltalan lehetséges. Az &ltala leirt, a mélységi bejarast
megvalosité szabdly a kovetkez6. Kezdetben tetszoleges iranyba indulunk, és ahogyan ha-
ladunk, krétankkal mindvégig vonalat hiizunk az érintett folyosén gy, hogy egy folyosén
sosem haladunk at harmadszor, tehat minden folyosén legfeljebb két vonal lesz. Dontési
helyzet akkor &ll eld, ha egy folyoso végére, egy keresztezédéshez érkeziink. Haladjunk
innen tovabb egy tetszélegesen kivalasztott olyan folyosén, amin a lehetd legkevesebb (de
legfeljebb egy) vonal van. Ha ezt az eljarast kovetjiik és a kijarat elérhetd a labirintusban,
akkor elobb-utébb megtaldljuk azt, és amikor ez megtorténik, akkor a pontosan egyszer
bejart folyosék utat alkotnak a kiinduldsi pont és a kijarat kozott. Ha a kiindulasi pon-
tunkbdl nem érhet6 el kijarat, akkor elébb-utébb olyan keresztez6déshez ériink, ahonnan
minden folyosén mér két vonal van. Ekkor a kiinduldsi pontban vagyunk, és a labirintus
minden bejarhatoé részét bejartuk. Ez a mddszer tehat rendelkezik azzal a tulajdonsaggal,
hogy legfeljebb kétszer annyit kell gyalogolni, mint a labirintusbeli folyosék 6sszhossza,
s6t, még ennél is kevesebbet, mégpedig a kiinduldsi pont és a kijarat kozti tavolsaggal.

Persze itt sem dgy igaz minden, ahogy az ember elsére gondolna. Erdemes megfigyelni,
hogy a fenti eljards ugyan nagyon szoros kapcsolatban van a mélységi bejarassal, &m még-
sem egészen arrdl van szo. Tanulsdgos meggondolni mi is a pontos kiilonbség, és hogy
hogyan kellene a Trémaux-szabalyt megvaltoztatni, hogy valéban a DFS szerint halad-
junk. Ha ez sikeriilt, akkor azon lehet elmorfondirozni, hogy a két eljaras koziil vajon
melyik alkalmasabb a konkrét feladatra. ¢
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A PERT-moddszer: leghosszabb utak aciklikus grafokban

A mélységi bejaras kapcsan elokeriilt aciklikus, irdnyitott grafok alkalmazédsara egy lehet-
séges példa a PERT-mdédszer (a név az angol ,,project evaluation and review technique”
roviditésébdl szarmazik). A probléma lényege egy osszetett F' feladat (project) optimalis
titemezése. F' részfeladatokbdl (tevékenységekbol) dll, és F-t akkor tekintjiik elvégzett-
nek, ha minden részfeladatat elvégeztiik. A tevékenységek elvégzésére azonban bizonyos
szabalyok vonatkoznak. A szabalyok mindegyike olyan alaki, hogy valamely v tevékeny-
séget nem kezdhetiink hamarabb, mint egy masik u tevékenység megkezdése utan c(uv)
id6vel. (Pl. azért, mert v-t csak u befejezése utan lehet elkezdeni, és u elvégzése éppen
c(uv) ideig tart.) Definidlhaté tehat F-hez egy P(F') irdnyitott graf, aminek csicsai a
tevékenységek. Minden szabélynak megfelel P(F') egy silyozott, irdnyitott éle, a fenti
szabéalynak konkrétan az uv él felel meg, c(uv) sillyal.

Vildgos, hogy az Osszetett feladat nem végezhetd el, ha a P(F') graf iranyitott kort
tartalmaz. (Valéjdban P(F') tartalmazhat irdnyitott kort, ha annak minden éle 0 su-
ly. Am ekkor az adott tevékenységeknek egy idoben kell elkezdddniiik, igy a kort egy
ponttal helyettesithetjiik, azaz az adott tevékenységeket egyetlen tevékenységnek tekint-
jik.) Feltehetd tehét, hogy P(F) aciklikus. Ha tobb forrdsa ill. nyel6je van P(F')-nek,
akkor érdemes P(F')-t kiegésziteni két csticesal: az s csics fog a kiinduldsnak megfelelni,
minden mas cstucsba fut s-bdl egy-egy 0 sulyu él, ill. egy, az Osszetett feladat elvégzé-
sét reprezentald t csiccesal, ahova minden egyéb cstcsbol fut egy-egy él. Az ut él silya
az u tevékenység elvégzésének ideje, azaz az az id0, amennyit biztosan varni kell az u
megkezdésétol, hogy F' befejezddjék.

()

Egy PERT probléméahoz tartozd
graf és élsulyok

Az F feladat k titemezésése abbdl all, hogy az F' minden tevékenységének gy jeloliink
ki egy-egy kezdési idopontot, hogy minden vonatkozd szabalyt betartunk. Mas széval,
P(F) minden v cstucsdhoz rendeliink egy k(v) szamot (v kezdési id6pontjat), gy, hogy
k(s) = 0, tovabba, hogy P(F') minden wv élére k(v) > k(u) + c(uv) teljesiiljon. Az F
feladat k iitemezés szerinti elvégzéséhez sziikséges id6 k(t). Az F optimdlis itemezése egy
olyan k litemezés, amire k(t) minimdalis. Az F feladat h(F) hossza az F végrehajtasihoz
sziikséges 1d6, azaz h(F') = k(t), ahol k az F egy optimaélis iitemezése. Az u tevékenységet
kritikus tevékenységnek nevezziik, ha u optimalis iitemezés melletti kezdési idopontja nem
fiigg az optimalis titemezéstél, azaz k(u) = k'(u) barmely optimalis k és k" litemezésekre.
(Ijgy is mondhatjuk, hogy ha u-t nem kezdjiik el ,idében”, akkor az egész F' befejezése
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csuszik.)

A PERT-moédszer célja az adott F' feladahoz egy optimalis iitemezés kiszamitasa,
h(F) meghatarozasa, tovabba F kritikus tevékenységeinek meghatarozasa. A P(F) graf
egy (irdnyitott) utjanak sulya az 1t altal hasznalt élek silyanak Gsszege.

3.79. Tétel A fentiek szerint megadott F feladat hossza megegyezik a P(F') grdfban az
wranyitott st-utak sulyanak maximumdval. FEgy u tevékenység pontosan akkor kritikus,
ha létezik u-n keresztil P(F')-ben h(F') sulyu, iranyiott st-it.

A P(F) graf h(F) sulyd, iranyitott st-utjat a P(F') kritikus utjdnak nevezzik. A
fenti tétel lényege éppen az, hogy a kritikus utak megtaldaldsdval meghatdrozhato mind
h(F), mind a kritikus tevékigzységek halmaza.

Az el6z6 PERT probléma optimalis
litemezése és az azt meghatarozé élek

Bizonyitds. Legyen (s,uy, us, ..., u;,t) egy irdnyitott st-it P(F')-ben, és legyen k az F'
egy optimalis litemezése. Ekkor definicié szerint

h(F) = k(t) > k(w) + c(wit) > k(w—1) + c(w—1w) + c(wt) >

-1
Z k(ul_g) + c(ul_gul_l) + c(ul_lul) + c(ult) Z c. Z c(sul) + (Z c(uiuiﬂ)) + C(ult) s

azaz F hossza nem kevesebb, mint az irdnyitott st-utak silyanak maximuma. A tétel
els részének bizonyitdsdhoz tehat elegendd egy k iitemezést és P(F')-ben egy k(t) sulyt
irdnyitott st utat konstrudlni.

Legyen vy := s, k(vg) := 0 és legyen v 41 a Giyq := G — {vg, v1,...,v;} grafnak egy
forrdsa. Ha mér k(vq), k(v2), ..., k(v;)-t meghatéroztuk, legyen

k(vit1) == max{k(v;) + c(vjvip1) : vjvi € E(P(F))},

és jeloljitk meg P(F) mindazon v;v;41 éleit, ahol a fenti maximum felvétetik. Vildgos,
hogy az eljaras meghatarozza P(F') csicsainak egy vy, vy, ... sorrendjét és minden v;-hez
hozzérendel egy k(v;) szdmot. Mivel az eljaras soran mindig forrast vélasztottunk, ezért
P(F) minden v;v; élére i < j teljesiil. A k(v;) definiciéja alapjan k(v;) > k(v;) + c(v;v;)
all minden v;v; élre, azaz k csakugyan egy iitemezés.
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Minden v; # s-hez van egy v;v; megjelolt él, amire j < i. Ez azt jelenti, hogy minden
v;-be létezik s-bdl iranyitott it megjelolt éleken. Létezik tehat egy csak megjelolt éleket
hasznalé P = (s, vy, 0y, . .., v;,, t) 4t is, amire

1
k(t) = C<Uilt) + k(viz) = C(vizt) + C<v7:l—1v7:l> + k(vil—l> = U’Ll + Z C\Vi;_, v + C(SvH) )
7=l

[
azaz a P 1t silya éppen k(t). Ezzel a tétel els6 részét bebizonyitottuk. A bizonyitas azt
is mutatja, hogy a P 1t minden csticsa kritikus tevékenységnek felel meg.

A mésodik részhez legyen (Q a P(F') azon csicsainak halmaza, melyekbél ¢ elérheté
megjelolt élekbdl allo, irdanyitott uton. Vilagos, hogy minden ¢ € @) cstucson keresztiil
van megjelolt élekbdl allo, irdnyitott st-ut is, tehat minden @-beli csics kritikus tevé-

kenységnek felel meg.

Azt kell még latni, hogy ha egy v; tevékenység nincs kritikus dton, akkor F' nem kritikus. Vélasszu-
nek egy pozitiv ¢ konstanst gy, hogy € < ¢(v;v;) alljon minden jeloletlen v,v; élre (azaz v; e-nyi késése
még nem okozza v; késését). Valasszunk egy optimalis k {itemezést, és késleltessiik e-nal minden, a
v;-b0l jelolt élen elérhetd tevékenység kezdési idépontjat. Az ¢ valasztisa miatt ez is litemezés lesz, és
mivel v; nincs kritikus tuton, ezért v;-bél ¢ nem érhetd el. Vagyis az iitemezés optmidlis marad, de v;
végrehajtasa € idovel elcsuszott.

A fenti bizonyitas egyben mddszert is ad az F' feladat hosszénak, kritikus ttjainak és
kritikus tevékenységeinek megtaldlasara. Az algoritmus minden 1épésben a maradék graf
egy forrasat dolgozza fel. Hasznos latni, V' pontjainak egy vy, vs, ... sorrendje pontosan
akkor lehet feldolgozasi sorrend, ha a G graf minden v;v; élére © < j all. Lattuk, hogy egy
mélységi keresés soran a cstcsok forditott befejezési sorrendje éppen ilyen lesz, persze,
csak ha G valéban aciklikus. (Ha pedig a feladatkit(izéskor ,csaltak”, és volt G-ben
irdanyitott kor, akkor a mélységi keresés azt is felismeri a visszaél meglétébol.

Megjegyezziik, hogy a PERT mddszer ugy is miikodik, ha egyszerre nem csak egy
forrast dolgozunk fel, hanem (amennyiben tobb is van, akkor) tetszoleges szamit: az
els6 1épésben G forrasainak Vi részhalmazat, aztan G — V; forrasainak V5 részhalmazat,
stb. A G graf cstucsainak Vi, V5, ... halmazokra torténd particionlalasat a G emeletekre
bontasanak is szokas nevezni. Ha tehat adott egy emeletekre bontés, akkor egy lépésben
az aktudlis emelet minden v forrdséra kiszamitjuk a k(v) értéket, majd a kovetkezd
emeletet dolgozzuk fel. A bizonyitasban leirt algoritmus egy topologikus sorrendet, mint
specidlis emeletekre bontast hasznalja: ebben minden emelet egyponti.

3.5. Haldézati folyamok és alkalmazasaik

A tovabbiakban olyan iranyitott grafokat vizsgalunk, amelyeknek minden éléhez tartozik
egy, az adott élt valamilyen szempontbdl jellemzo szam. Szamos gyakorlati probléma
vezet ilyen szamozott élekkel rendelkezé grafokra, elég itt az imént targyalt legrovidebb
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utakra vagy a hamarosan felbukkand) PERT probléméra utalni. Mi itt most egy masik
modellel foglalkozunk.

3.80. Definicié Hélozatnak neveziink egy olyan (G, s,t, c) négyest, amelyben G eqy ird-
nyitott graf, aminek s és t kilonbozo csiucsai, tovabbd G minden e élét jellemzi egy
nemnegativ c(e) szam, az e €él u.n. kapacitasa. (Nem kovetelmény, hogy a G aciklikus
legyen: megengediink irdnyitott koroket is.)

A G gréafot szemléletesen egy szamitégéphalézat modelljének gondolhatjuk: G minden csiicsa egy-egy
szamitogép, és az s csicsban taldlhaté szamitégéprél szeretnénk informécidt kiildeni a ¢ csucsbelibe. Az
irdnyitott élek a gépeket 0sszekotd, kommunkikacids csatorndknak felelnek meg. Minden ilyen csatornan
csak egy irdnyba kiildhet6 informéacio, tovabba minden csatornanak adott a maximalis savszélessége is.
Egy mas személet alapjan egy cséhalozat modelljének tekintheté a halézat, ahol s-ben taplaljuk a
hélézatba a t-be szallitand6 folyadékot. A csiicspontok kozotti kapesolatot reprezentdld élek itt egy-
egy csének felelnek meg, aminek a c(e) kapacitdsa azt fejezi ki, mennyi folyadékot lehet az adott csévon
egységnyi id§ alatt tovdbbitani. (A hasonlat annyiban sdntit, hogy egy szokvanyos csévon barmerre lehet
a folyadékot szallitani, mig a modellbeli irdnyitott élek ezt csak egy iranyba engedik meg. Azonban ha
G minden irdnyitott élének ellenkez6 iranyitast parja is ugyanakkora kapacitasu éle G-nek, akkor ez
mar valéban a kétirdnyd csohalozat egy lehetséges modellje lesz. Ilyen értelemben tehdt az iranyitott
grafmodell dltaldnosabb a cs6hdlézatnal.) Természetes kérdés, hogy az adott kapacitaskorlatok mellett
mennyi a halézat dtbocsatoképessége, azaz egységnyi id6 alatt mennyi informaécié ill. folyadék juthat
5-bol t-be.

A fenti bekezdésben az apré betii arra utal, hogy bar hasznos dolog szemléletes jelentést tulajdonitani
a vizsgalt hélozati modellnek, mindez nem elegendd a folyamok és az azt koveté (Menger, parositasok)
anyagrész elvart szintli megértéséhez. Tapasztalatom szerint szamos hallgato pusztan a szemléletes példa
nagyjabdli ismeretével felvértezve vag neki a vizsgdnak, és nem képes definidlni az absztrakt fogalmakat
(dgymint halézat, folyam, folyamnagysag, st-vagas ill. vagds kapacitdsa). Tisztelettel szeretnék
mindenkit lebeszélni az ilyesfajta prébalkozasrol.

3.81. Definicié A (G, s,t,c) hdlézatban folyamnak mondunk egy olyan f fiiggvényt,
mely G minden éléhez eqy szamot rendel gy, hogy

1. 0 < f(e) < cle) teljesiil G minden e élére, tovdbbd

2. 3 {f(uww) : wv € E(G)} = > {f(vu) : vu € E(G)} dll G minden, s-tél és t-tél
kiilonbézo v csucsdra.

Az els6 kapacitas-feltétel azt fejezi ki, hogy a folyam minden élen legfeljebb kapaci-
tasnyi lehet, a méasodik, u.n. Kirchhoff-szabdly azt mondja ki, hogy minden, s-tol és ¢-t6l
kiilonb6z6 v csicsra a befolyd folyam Osszmennyisége azonos a kifolyd Osszfolyammal,
tehat egyetlen csticsban sem keletkezik vagy tinik el folyadék. A név egytuttal arra is
utal, hogy a haldézati folyam fogalma az elektromos halézatok elméletében is hasznos
segédeszkoz.
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az f folyam altal felvett értékek dllnak.

A folyamérték my =1+3+1=5.

A szaggatott vonal 5 értéki st-vagast jelol.
(A Ford-Fulkerson algoritmus mésikat talal.)

3.82. Definicié Az f folyam m; folyam nagysaga (dmagyarul: a folyam értéke) az a
netto folyammennyiség, ami s-bol kifolyik:

my =Y {f(sv):sv € E(G)} =) {f(vs) :vs € E(G)} .

(Rendszerint nincs ok arra, hogy s-be folyam érkezzen, hiszen onnan minél tobbet aka-
runk kijuttatni, de dltaldban nem zdrhatjuk ki ezt a lehetdséget sem. Az s-t elhagyo
osszfolyammennyiség kiszamitdsahoz tehdt le kell vonni azt, ami s-be érkezik.)

Az f folyam nagysagat mashogyan is kiszamithatjuk.

3.83. Definicié Legyen X a G csucsainak eqy s-t tartalmazo, de t-tél diszjunkt rész-
halmaza. Az X és V(G) \ X kozitt futé éleinek halmazdt a hdldzat egqy st-vagasanak
nevezziik. Az X dltal meghatdrozott st-vagas kapacitdsa az X-bol V \ X-be futd élek
kapacitisisszege, azaz y {c(zv):x € X Fv e V(QG)}.

Szemlélet alapjan vilagos, hogy az X altal meghatérozott st-vagas kapacitésa felso
korlat a lehetséges folyamnagysagra. So6t, azt sem nehéz elhinni, hogy tetszéleges f fo-
lyam my folyam nagysédga meghatarozhaté gy, hogy az X-bol V(G) \ X-be futé éleken
haladé 6sszfolyammennyiséghdl levonjuk a V (G)\ X-bél X-be tovébbitott folyammennyi-
séget. Ezt a két tényt bizonyitjuk az alabbiakban.

3.84. Allitas Ha f a (G, s,t,c) hdlozat egy folyama, és s € X C V(G) \ {t}, akkor
my =Y {f(zv) :z € X v e V(G)} = > A{flvz) : z € X # v € V(G)}, tovdbbd
my <> {c(zv) :x € X Fv e V(G)}.

Bizonyitds. Felhasznalva, hogy minden s # x € X-re Y {f(zv) :v € V(G)}=> {f(va) :v € V(G)} =0
és 0 < f(uv) < c(uw), kapjuk, hogy

my =Y {f(sv) sv e V(G = Y {f(ws) sv e V(G = > (D {f(@v) sv e VIG)} = Y {f(va) i v e V(G)}) =

zeX

> (Z{f(xv) v e VI \ X} = S {f(va) :v e V(G)\ X})

zeX

:Z{f(xv):xeX%veV(G)}—Z{f(va:):xeX%veV(G)}SZ{c(mv):a:eXge’veV(G)}]
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Az st-vagas tehat egy kézenfekvd eszkoz annak bizonyitasara, hogy a folyamnagysag
nem lehet nagyobb egy adott mennyiségnél. Valéjaban ennél jobb bizonyiték nem is kell:
a maximalis folyamnagysag pontosan megegyezik a minimalis vagaskapacitassal. Ezt
mondja ki az aldbbi ,max-flow min-cut” (MFMC) tétel.

3.85. Tétel (Ford-Fulkerson tétel) Ha (G, s,t,c) eqy véges hdlozat, akkor létezik egy
f folyam és egy s € X CV(G) \ {t} részhalmaz igy, hogy az my folyamnagysdg azonos
az X altal definidlt st-vdgds kapacitdasdval.

Bizonyitds. Elészor (a teljesség kedvéért) igazoljuk, hogy létezik maximélis folyam, azaz olyan f
folyam, melyre my > my minden f’ folyamra. Nyilvdn az X = {s} &ltal meghatérozott vagas véges
kapacitdsa felsé korlat a lehetséges folyamnagysdgokra. A lehetséges folyamnagysdgok x szuprémuma
tehdt véges. Azt kell megmutatni, hogy létezik x nagysdgi folyam. A szuprémum definiciéja miatt
léteznek fi, fa,... folyamok, amelyekre lim, ..o m¢, = . Az f, sorozatnak a G' graf minden e éléhez
van olyan részsorozata, hogy a részsorozat az e élen konvergens. Véve a részsorozatok részsorozatait,
az eredeti f,, sorozatnak olyan f,, részsorozatét kapjuk, melyre teljesiil, hogy G minden e élére f,,(e)
konvergens. Jelolje f(e) az fy,(e) sorozat hatdrértékét. Mivel 0 < f,.(e) < c(e), ezért a rendér-elv
(régebbi nevén csenddr-szabdly) miatt 0 < f(e) < c(e), és a limeszként kapott f fiiggvényre a Kirchhoff-
feltétel teljesiilése hasonléan kovetkezik. Azt kaptuk tehdt, hogy f valéban folyam. A folyamnagysag
definici6jabdl pedig az latszik, hogy « = limmy, = limmy, = my, tehdt f csakugyan egy maximdlis
nagysagu folyam. '

Legyen tehdt f maximadlis nagysagu folyam. A célunk f segitségével egy my ka-
pacitdst vagas megtaldldsa. Bevezetjikk a (Gy,s,t,cs) halézatot a Gy = (V(G), Ey)
segédgrafon, melyre Ey := E{°™ U E§**%*% ahol

E;Llom ={uwv: f(uv) < c(uv)} By = {ou: 0 < f(uv)} .

Gs-nek tehat elére és visszaélei vannak: az eléreélek G azon élei, amin még tovabb
novelhetd a folyam, a visszaélek pedig GG azon éleinek a forditottjai, amelyeken a folyam
pozitiv, tehat csokkenthet. A G segédgrafon definialjuk a

| c(uv) = f(uv) ha uv eléreél
ef(uv) = { f(vu) ha uv visszaél

kapacitdsokat. Ha tehdt van egy P irdnyitott it G y-ben s-bél t-be (d.n. javito ut), akkor
P eléreélein e-nal megnovelve f-t, P visszaéleinek megforditottjain e-nal csokkentve f-t
egy, a Kirchhoff-szabdlyt teljesité f’-t kapunk. Ha e-t alkalmasan valasztjuk (nevezetesen
€ a P it élein a ¢y kapacitdsfiiggvény minimalis értéke) akkor az eredeti kapacitésfel-
tételek is fennmaradnak, tehat f’ folyam lesz, melynek nagysaga my = my +¢ > my,
ellentmondasban f maximalitasaval.
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Az el6z6 példahoz tartozéd
(Gy¢,s,t,cf) segédhélézat.
(Nem tartalmaz javité utat.)

Legyen tehdt X a Gy-ben s-bdl elérheté pontok halmaza. A fentiek alapjin ¢t ¢ X,
azaz X csakugyan st-vagast hatdroz meg. Mivel X-bdl nem 1ép ki Gs-nek éle, ezért
minden X-bol V(G) \ X-be vezeté uv élre f(uv) = c¢(uv), és minden V(G) \ X-b6l X-be
1ép6 wv élen f(uv) = 0. Ha tehdt az eléz6 allitas felhaszndlaséaval szamitjuk ki az my
folyamnagysdgot az X &ltal definidlt st-vagas segitségével, akkor my = > {f(av) : z €
XZoveV(@E)}->YA{fluvx):z e X FveV(G)} =>Y{c(zv) :z e X FveV(G)},

ami éppen az X altal meghatarozott st-vagas kapacitasa. O

Ha a c kapacitasfiiggvény GG minden élén egész értéket vesz fel, akkor a fenti bizonyitas
egyben modszert is kinal a maximélis folyam keresésére: kiindulunk az fy = 0 folyambdl,
és elkészitjiik az fo, fi, fo, ... folyamok sorozatat gy, hogy 0 = my, < my < my, < ...
egészek. Ha fi-t méar megtaldltuk, és f; minden élen egész értéket vett fel, akkor a Gy,
segédgratban keresiink egy P utat s-bol t-be, és fi,1-t Ugy kapjuk, hogy P mentén e-nyi
folyamot vezetiink, ahol € a P élei mentén a cy, kapacitasfiiggvény minimalis értéke.
(Pontosabban P eléreélein e-nal noveljiik, visszaéleinek forditottjain e-nal csokkentjiik
fr-t.) Eztaltal az fy; folyam is minden élen egész lesz, hisz az ¢ meghatérozasahoz
bizonyos ¢y, (e) (pozitiv egész) kapacitdsok minimumat kellett képezni. Tehat my, <
my, .., s az my, , folyamnagysdg is egész. Mivel a maximdlis folyamnagysdgot barmely
vagaskapacitas feliilrol korlatozza, elobb-utobb olyan f; folyamot kapunk, amin mar nem
tudunk a fenti eljarassal javitani. Ekkor tehat nincs a Gy, segédgratban st-ut, létezik
tehdt my, kapacitasi vagas, tehat az f; folyam minden élen egész és egyuttal maximalis
nagysagu is. FEzzel igazoltuk a Ford és Fulkerson aldbbi tételét.

3.86. Tétel (Egészértékiiségi (EgEr) lemma) Ha a (G, s,t,¢) hdldzatban minden e
él c(e) kapacitisa egész szam, akkor létezik olyan mazimdlis [ folyam, hogy f a G grdf
minden €lén egész értéket vesz fel. Az ilyen folyamot egészfolyamnak nevezzik.[]

A fenti algoritmus akkor is véges eljards, ha nem azt kotjiik ki a kapacitasokrél, hogy
egészek, hanem csupan annyit, hogy racionalisak. Ekkor ugyanis minden egyes javitaskor
legalabb a kapacitasok kozos nevezojének reciprokaval néveljiik a folyam nagysagat, amit
nem tehetiink meg végtelen sokszor. Ha azonban a ¢ kapacitasfiiggvény nem racionalis,
akkor még akar az is megtorténhet, hogy minden fi-t tudjuk tovabb javitani, raadasul
az my, folyamnagysagok nem a maximalis folyamnagysaghoz, hanem egy annal kisebb
szamhoz konvergalnak. Egy masik kellemetlenség, hogy a fenti, nével6 utas algoritmus
sokszor sajnos nem elég hatékony. Az alabbi tétel mindkét probléméra megoldast kindl.
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3.87. Tétel (Edmonds-Karp tétel) Ha a (G, s,t,c) hdldzatban a mazimdlis folyamot
a javitoutas algoritmussal keressiik, és mindig eqy legkevesebb €lbol allo javito ut men-
tén novelink, akkor a maximalis folyam meghatarozdsdhoz sziikséges lépésszam feliilrol
becsiilhetd |V (G)| polinomjaval.C]

3.88. Megjegyzés Az Edmonds-Karp tétel tehdt azt biztositja, hogy a legrividebb javité utakon maxi-
malis mértéki javitdsokat végrehajtva gyorsan taldaljunk mazimdlis folyamot.

Ha eszetleniil probalunk javitani, akkor indokolatlanul sok munkdba keriilhet eqy mazimdlis folyam
megtaldldsa: az dbrdn ldthato hdlozatban felvdltva az sabt ill. sbat javité utakat vdlasztva mindig csak
egységnyit tudunk emelni a folyamnagysdgon, tehdt az Edmonds-Karp algoritmus dltal két javitds utdn
megtaldlt, 2 - 101° nagysdgi mazimdlis folyamot csillagdszati szdmai lépés utdn taldljuk csak meg.

(Q

A folyamprobléma Kkiterjeszthetd arra az esetre is, ha tébb forrdsbél tébb nyeldbe
akarunk folyamot vezetni, de nincs megkotés arra, hogy melyik forrasbol melyik nyelébe
érkezzék a folyam. Ha tehat sq, sg, ..., s, a forrasok, t1,ts, ..., t; a nyelok, akkor beveze-
tiink egy-egy 14j s ill. ¢ cstcsot, majd s-bdl minden s;-be ill. minden ¢;-bdl ¢-be vezetiink
egy oo kapacitasu élt. (Ez igy csalds. Egy halézatban az élek kapacitasa véges. A végte-
len azonban itt annyit jelent, hogy olyan (véges) kapacitdst adunk az adott élnek, hogy
az ne legyen semminek se korlatja. Konkrétan: az ss; él kapacitasa legyen tobb, mint
amennyi folyam az s;-bdl kifolyhat, és a t;t él kapacitdsa pedig legyen tobb annal, mint
amennyi folyam ¢;-be érkezhet az odavezetd éleken.) Ezzel a vélasztdssal minen esetre az
1j héalézatbeli folyamoéi éppen a tobbtermelds, tobbfogyasztds folyamnak felelnek meg.

Ertelmezhets az a folyamprobléma is, ahol nemcsak az éleknek, hanem a pontoknak
is van kapacitasuk, ami felso korlat a ponton atfoly6 folyammennyiségre. Ez a probléma
is visszavezetheto a szokasos folyampr(obléméra az alabbiak szerint.

Minden kapacitassal rendelkezd v csticsbdl egy vy és egy vg; cstucsot képeziink: a
v-be befutd éleket a vy, csticsba vezetjilk, a v-bol kiindulé élek pedig a wvg; cstcsbdl
indulnak, tovabbd bevezetiink egy vpvk; €It a v cstcs kapacitasaval. (Ezt az operédciét
a v pont széthuzdsdnak nevezziik.) A pontszéthuzasokkal 1étrejové halézat folyamai a
pontkapacitasos halézat folyamainak felelnek meg, és viszont.

104



Lehetséges altalanositas még, hogy a halézatban irdnyitatlan élek is vannak, ame-
lyeken mindkét iranyban folyhat folyam. Mint azt mar a szakasz elején jeleztiik, ekkor
bevezetve két, ellentétesen iranyitott élt az iranyitatlan él két végpontja kozott az elha-
gyott iranyitatlan él kapacitasaval, akkor a probléma ismételten visszavezetheté haldzati
folyamokra: minden héalézati folyamnak megfelel egy folyam az iranyitatlan éleket tartal-
mazo grafban, és minden, az iranyitatlan éleket hasznal6 folyamnak megfelelnek folyamok
a halézatban. Ha azt szeretnénk, hogy kolcsonosen egyértelmii legyen a megfeleltetés,
akkor azzal a megszoritassal is élhetiink, hogy a konstrualt halézatban csak olyan folya-
mokat néziink, amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely iranyitatlan
élnek megfelel6 két, oda-vissza iranyitott él koziil legalabb az egyiken 0 folyam folyik. A
tovabbiakban élni fogunk ezzel a feltevéssel.

Torténelem: A folyammodell eredete

Ford és Fulkerson munkdjanak alapja az amerikai légier$ szamara 1955-ben készitett, titkos
Harris-Ross jelentés volt. Ebben a jelentésben az eurépai vasuti halézatot egy 44 csucsu,
105 éli graffal modellezték. Az egyes csiicsok a vasuti igazgatésdgoknak, az élek pedig az
ezek kozott futé vastutvonalaknak feleltek meg. A CIA &ltal szolgéltatott adatok alapjan
minden élhez egy tonndban mért kapacitast tudtak rendelni, és az igy létrejott halézatban
kerestek maximaélis folyamot, ill. minima&lis vagast. A légieré érdeklédésének homlokte-
rében természetesen a minimalis vagas megtaldlasa allt: a hideghaboru idején amerikai
szemmel valos veszélnyek tlint a Voros Hadsereg nyugat-eurdpai invazidja. Ennek megal-
litdsara a logisztika hatékony romboldsa tlint az egyetlen lehetéségnek. Azon tul, hogy a
titkos jelentésben megtaldljdk a konkrét minimdlis vigdst (érdekesség, hogy ez Lengyelor-
szédgot kettévdgja, majd a Csehszlovdk-Szovjet, ill. Magyar-Romdn hatér mentén halad),
be is bizonyitjak, hogy ennél jobb nincs, ugyanis mutatnak egy azonos nagysagu folyamot
is a szovjet tamaszpontokbdl Nyugat-Furdpdba. A légicsapdsok tervezését elGsegitendo, a
jelentés egytuttal modszert is ad egy halézat minimalis vagasanak meghatdrozasara. Ross
tabornok jol értette a hadsereg miikodését. A jelentésben hangsulyozta: a javasolt (j mod-
szer nem forgatja fel fenekestiil az eddigi rendszert, mert a szamitégépet kezeld specialistak
mellett tovabbra is elengedhetetlen a jol képzett katonai szakérték munkédja.

Ford és Fulkerson az absztrakt hal6zati modellben kimondta és bebizonyitotta a maxima-
lis folyam — minimalis vagds tételt, ami az ezutdn kialakulé kombinatorikus optimalizalds
tudomanyanak egyik alappillére lett, és ezaltal jelent&s hatédst gyakorolt szamos més tudo-
manyteriiletre, pl. a grafelméletre. A jelen jegyzetben a halézati folyamokra tamaszkodva
fogjuk feldolgozni a kovetkezd két fejezetet (a Menger tételek ill. pdros grafok parosi-
tdsainak attekintését), amelyek bar jéval kordbbi eredmények, targyaldsuk a halézatok
ismeretében sokkal egységesebb. ¢

3.5.1. Menger tételei és grafok tobbszoros Gsszefiiggdsége

3.89. Definicié A G iranyitott vagy irdnyitatlan grdf u ponjabol v pontjdba futo P és
Q dtjait éldiszjunktaknak vagy élidegennek (pontdiszjunktaknak vagy pontidegennek )
nevezziik, ha E(P)NE(Q) =0 (ill. V(P)NV(Q) = {u,v}).

Az éldiszjunkt (pontdiszjunkt) wv-utak mazimdlis szamdt A(u,v)-vel (ill. k(u,v)-vel) jeloljik.
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3.90. Definicié Azt mondjuk hogy a G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grif U ponthalma-
za (ill. F élhalmaza) lefog minden uv-utat, ha a G —U (ill. G — F') grdfban nem létezik
u-bol v-be (irdnyitott) 1it.

3.91. Tétel (Menger tételei) 1. Ha u és v a G irdnyitott grdf kilonbozé csicsai,
akkor az élidegen uwv-utak (Ag(u,v)-vel jelolt) mazimdlis szama azonos az uwv-utakat lefogd
élek minimadlis szamaval.

2. Hau ésv a G iranyitott graf kilonbozo, nem szomszédos csicsai, akkor a ponti-
degen uv-utak (kg(u,v)-vel jelélt) maximdlis szama azonos az wv-utakat lefogd, u-tol és
v-t6l kiilonbozd csucsok minimdlis szamdval.

3. Ha u és v a G irdnyitatlan graf kilonbozo csucsai, akkor az élidegen uv-utak
(Ac(u, v)-vel jelolt) mazimdlis szima azonos az uwv-utakat lefogd élek minimalis szamaval.

4. Ha u ésv a G irdnyitatlan graf kilonbozo, nem szomszédos csiucsai, akkor a pon-
tidegen uv-utak (kq(u,v)-vel jelolt) maximdlis szama azonos az uv-utakat lefogo pontok
manimalis szamdval.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a lefogd élek ill. pontok szama mind a négy esetben legaldbb
annyi, mint a szébanforgd utak szdama, hisz a maximaélis szamu Ut mindegyike egy-egy
kiilonbozo élt ill. pontot tartalmaz a lefogokbdl. A tovabbiakban tehat mind a négy
esetben bebizonyitjuk, hogy a lefogd elemek szama legfeljebb annyi, mint a pont- ill.
éldiszjunkt utak maximalis szdma.

1. Definidljuk a (G, u,v,1) halézatot. Ebben a halézatban minden uv egészfolyam
0-t vagy 1-t rendel minden élhez. Legyen f ebben a halézatban egy maximalis nagysagu
folyam, és legyen X olyan ponthalmaz, ami egy minimalis uv-vagast hataroz meg. Mivel
minden él kapacitasa egész, ezért az EgEr lemma miatt feltehetjiik, hogy f egészfolyam,
és a nagysaga mondjuk k. Ez itt azt jelenti, hogy G barmely élen vagy 0 vagy 1 mennyi-
ségli folyam folyik. Az is igaz még, hogy az X ponthalmaz (ami u-t tartalmazza de v-t
nem) olyan vagast hatdroz meg, aminek a kapacitdsa k. Ez itt azt jelenti, hogy X-bél
pontosan k él 1ép ki. Viladgos, hogy ezt a k élt elhagyva nem tudunk az X halmaz-
bl V'\ X-be eljutni, tehdt ez a k él minden wv utat lefog, vagyis az uv-utakat lefogd
élek minimalis szama legfeljebb k. A tovabbiakban tehat nincs mas célunk, mint azt
megmutatni, hogy létezik k éldiszjunkt uv-it G-ben.

Az f maximalis egészfolyamra gondolhatunk dgy, mint a javité utas algoritmus dltal szolgédltatott
folyamra, hiszen egész kapacitasok esetén az bizonyosan minden élen egész értéket vesz fel. Mivel minden
él kapacitasa egységnyi, ezért minden egyes javité ut pontosan egy egységnyivel javitotta az aktudlis
folyamot, tehat a javité utas algoritmus pontosan k javité utat haszndlt f konstrukcidjdban. Csabito
gondolat, hogy ezzel készen is vagyunk, hiszen ,a k javito dtnak az egységnyi kapacitdsok miatt muszdj
éldiszjunktnak lennie, ezért mdris megtaldltuk a keresett k éldiszjunkt uv-utat”. Sajnos azonban ez a
kovetkeztetés hibds, de szerencsére nem menthetetleniil. Ha mondjuk valami kozmikus szerencse folytén
az f folyam konstrukciéjaban minden novelé ut csak eléreélekbél allt, akkor helyes a kovetkeztetés.
Ha azonban a novel6 utakban visszaélek is szerepeltek, akkor még akar az a furcsasdg is megtorténhet
néhany novelés utan, hogy a folyamban keletkezik egy minden mastdl diszjunkt irdnyitott kor, ahol
pozitiv mennyiségli folyam aramlik kérbe, &m sem a korbe befelé, sem a korbdl kifelé nem folyik semmi.
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Amit az aldbbiakban bebizonyitunk, az voltaképpen az, hogy tetszbleges f folyamhoz létezik olyan f’
folyam, ami f-fel azonos nagysigu, minden élkapacitast legfeljebb annyira haszndl ki, mint f, rdadasul
f' megkaphaté a novelé utas algoritmussal gy, hogy mindig csak eléreéleket haszndlunk.

Tekintsiik tehat a fent definialt, k nagysdgu f folyamot, és legyen E’ a G azon éleinek
halmaza, amelyeken 1 egységnyi folyam folyik. A Kirchoff-szabaly miatt minden wu-tél
és v-t6l kiilonbozd w csicsra igaz, hogy E’-nek pontosan annyi éle mutat w-be, mint
amennyi E’-beli él kilép w-b6l. Abbdl pedig, hogy f nagysdga k az kovetkezik, hogy
u-bél k-val tobb E’-beli 1ép ki, mint amennyi u-ba érkezik, v-be pedig éppen k-val tébb
éle érkezik F’-nek, mint amennyi kilép bel6le. Tekintsiik a G* = (V, E*) gréafot, ahol
az E* élhalmazt ugy kapjuk, hogy FE’-hoz hozzavesziink még k parhuzamos vu élt. A
G* graf konstrukcidja folytdn G* minden csicsdnak megegyezik a kifoka és a befoka.
Legyen K a G*-nak az az irdnyitatlan értelemben vett komponense, ami az u csicsot
tartalmazza. A vu élek bevétele miatt K tartalmazni fogja persze a v cstucsot is. Az
Buler-korsétakrol szolo tétel irdnyitott valtozata szerint K-nak létezik Euler-korsétaja.
Ha ebbdl a korsétabol elhagyjuk az utélag bevett k& parhuzamos vu élt, akkor a korséta
k éldiszjunkt iranyitott uv sétara esik szét. Minden ilyen uv sétabol (esetleges korok
elhagyasa utan) kivalaszthato egy-egy irdnyitott wv-tt.

Azt kaptuk tehat, hogy létezik k éldiszjunkt irdanyitott uv-it és egyuttal k éllel lefog-
haté minden iranyitott uv-ut G-ben. Ezért az éldiszjunkt irdanyitott uv-utak maximalis
szama legaldbb annyi, mint az Osszes irdnyitott uv utat lefogd élek minimalis szdma.
A trividlis max < min egyenlOtlenséggel ezt egybevetve éppen a Menger tétel 1. része
adodik.

2. Huzzunk szét minden u-tél és v-tdl kiilonb6z6 x pontot G-ben, azaz helyettesitsiik
-t egy Ty és egy xy; ponttal, vezessiink minden z-be futd élt egy, az xy. csicsba érkezo
éllel, minden z-bdl kiindulé élt egy, az xy; csticsbol indulo éllel, és htizzunk be egy Ty
élt is.

z Tpe
Ty

Ha ezt G minden x # wu,v csucsara elvégezziik, akkor az igy kapott G’ grafban k
éldiszjunkt wv-it pontosan k£ pontdiszjunkt tutnak felel meg G-ben, és viszont.

A mér bebizonyitott (els6) Menger tétel szerint tehat létezik G'-nek kg(u, v) éle, ame-
lyek G’ minden uv utjat lefogjdk. Minden ilyen élnek kivdlaszthaté egy-egy végpontja,
aminek a G-beli megfelelgje sem nem w, sem pedig v. (Itt hasznédljuk ki, hogy u és v
nem szomszédosak.) Vildgos, hogy ezéltal legfeljebb rg(u,v) pontjat jeloljiik ki G-nek,
raadasul ezek a pontok a konstrukci6 folytdn minden G-beli uv-utat lefognak.

3. Készitsiik el a G’ irdnyitott grafot ugy, hogy G minden élét oda és vissza is
megirdnyitjuk! (G’-nek tehat kétszer annyi (hurokéltél kiilonboz6) éle lesz, mint G-nek.)
Vildgos, hogy G’-ben létezik A\g(u,v) darab éldiszjunkt, irdnyitott wv-1it, hiszen G-ben
van ennyi, és azok iranyitott valtozatai megteszik. Masfelél, ha G’-ben van k darab
éldiszjunkt, irdanyitott uwv-ut, akkor létezik k darab ilyen azzal a tulajdonsaggal is, hogy
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ezen utak nem hasznalnak ellentétesen irdnyitott éleket.

Haugyanisegy P, = (u...zy...v) Ut hasznélja az xy élt, egy masik Py = (u...yx ... v)
ut pedig az yx élt, akkor a Pl = (u...z...v) illetve P, = (u...y...v) utak ugyanazokat
az €leket haszndljak, mint P és Py, kivéve zy-t és ya-t.

nQ B0
SR S X
P G el

Ha tehat minden olyan élre elvégezziik a fenti konstrukciot, amit két it oda-vissza
haszndl akkor G'-ben kapunk k darab irdnyitott uv-utat, amelyeknek a G-ben ugyanennyi
(immadr) éldiszjunkt, irdnyitatlan uv-ut felel meg. Azt kaptuk tehat, hogy G’-ben az
éldiszjunkt, irdnyitott uv-utak maximaélis szdma szintén Ag(u,v).

A maér bizonyitott elsé Menger tétel miatt 1étezik tehat G’-ben Ag(u, v) él, ami minden
G'-beli uv-utat lefog. A konstrukcié folytan ezen élek G-beli, irdnyitatlan megfelel6i
lefognak minden irdnyitatlan uv utat, rdaddsul ez a G-beli élhalmaz is legfeljebb A (u, v)
méreti.

4. Alkalmazzuk itt is a 3. rész bizonyitasdban hasznalt konstrukciét: képezziik a
G’ grafot a G éleinek oda-vissza iranyitdasaval. Vilagos, hogy az irdnyitatlan pontdisz-
junkt G-beli uv-utak kolesonosen egyértelmiien megfelelnek az iranyitott, pontdiszjunkt
G’-beli uv-utaknak. Tehat G'-ben az iranyitott pontdiszjunkt utak maximadlis szama
ke(uv). A mér bizonyitott, masodik Menger tétel alapjan 1étezik G'-nek k¢ (u, v) pontja
ugy, hogy azok minden iranyitott uv-utat lefognak. A konstrukcié folytan ugyanezek
a pontok lefognak G-ben is minden iranyitatlan wv-utat, és nekiink éppen ezt kellett
bizonyitanunk. O

A Menger tételek bizonyitasanak lényege, hogy kisebb-nagyobb atalakitasok utan az
allitas kozvetleniil adédik a halézati folyamok MEFMC tételébdl, hiszen egy maximélis
diszjunkt ttrendszer egy maximalis nagysagu egészfolyambdl, a minimélis lefogd halmaz
pedig egy minimalis kapacitasi vagasbdl adodott. Ez a megfigyelés egy tjabb elonyét
mutatja a fenti bizonyitasnak: amennyiben mi egy maximélis pont- vagy éldiszjunkt
utrendszerre illetve egy minimalis, minden utat lefogé pont- vagy élhalmazra vagyunk
kivancsiak, akkor nem kell mast tenni, mint meghatarozni az ismert médon egy maximalis
egészfolyamot illetve egy minimélis vagast a grafbdl képzett haldzatban.

Torténelem: Menger és KOnig

Menger 1927-ben publikélta a tételét, amely eredeti forméjaban az irdanyitatlan pontdisz-
junkt véltozattal volt ekvivalens. Konig Dénes észrevette, hogy a tétel Menger altal adott
bizonyitdsa hibds, és egyuttal ki is javitotta az eredeti bizonyitast: a hidnyzo6 lancszem a
pédros gréafokra vonatkozé (hamarosan sorra keriils) v = 7 egyenléség volt. Kénig levélben
feltarta Mengernek a hibat, és azt is megirta neki, hogyan lehet kijavitani azt. Menger
valaszaban kozolte, hogy tudott a dologrdl, és azt a késziilé konyvében mar kijavitotta,
am hogy hogyan, azt mar nem arulta el. Az emlitett konyvben valéban egy helyes bizo-
nyitas szerepel, de Menger egy széval sem emliti, hogy az eredeti bizonyitdsa hidnyos. Es
természetesen Kénig nevét is hidba keresnénk a széban forgd résznél.
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A Menger tétel Ford-Fulkerson alapu bizonyitdsdhoz nem hasznaltuk fel Kénig tételét,
ellentétben az eredeti bizonyitdssal, amihez sziikség volt arra. Erdemes azonban latni e
két tétel kapcsolatdt is, ezért az a paros grafokrdl szolo fejezetben levezetjiik a Konig
tételt Menger eredeti tételébol (Es igen: a vizsgan azt is elfogadjuk az ott elsének kozolt
bizonyitas helyett.) 4

3.92. Definicié Az irdnyitatlan G grdfot k-szorosan (pont)osszefiiggének (roviden k-
osszefiiggbnek ) nevezziik, ha G-nek legaldbb (k + 1) pontja van, és G dsszefiiggd marad,
barhogyan is hagyunk el beldle legfeljebb k — 1 pontot. A mazimdlis k-t, amire G k-
dsszefiiggd k(G) jeloli.

3.93. Definicié A G irdnyitatlan grafot k-szorosan élosszefiiggének (roviden k-élosszefiiggének )
nevezzik, ha G dsszefiiggé marad, bdarhogyan is hagyunk el beldle legfeljebb k — 1 élt. A
mazximadlis k-t, amire G k-élosszefiiggé A\(G) jeloli.

3.94. Tétel Egy egyszeri, irdnyitatlan G grdf pontosan akkor k-osszefiiggé ha G-nek
legalabb (k+1) pontja van, és G barmely két kilonbiozd pontja kozdtt létezik k pontidegen
ut. G pontosan akkor k-élosszefiiggo, ha G barmely két, kilonbozo pontja kozt vezet k
élidegen 1t.

Bizonyitds. Az iranyitatlan Menger tételekbdl kénnyen adddik: ha barmely két pont
kozott van k él- ill. pontdiszjunkt ut, akkor G' nem eshet szét k-nal kevesebb pont ill.
él elhagyasaval. Ha G k-élosszefiiggd, akkor semelyik két pont kozti utakat sem fogja le
k-nél kevesebb él (azok elhagyéasdval ugyanis G szétesne), ezért Menger 3. tétele szerint
tetszoleges két pont kozott létezik k élidegen tut. Ezzel a tétel éldiszjunkt valtozatat
igazoltuk.

A pontdiszjunt esethez tegyiik fel indirekt, hogy G k-Gsszefiiggo, és u-bol v-be legfel-
jebb k — 1 pontdiszjunkt ut talalhaté. Ha u és v nem szomszédosak, akkor Menger 4.
tétele miatt az uv-utak lefoghaték legfeljebb k£ —1 ponttal. Ezek elhagyéasaval G szétesne,
de ez ellentmond G k-szoros Osszefiiggdségének.

Ha uv € E(G), akkor az uv él torlése utan keletkezé G’ graf legfeljebb k — 2 pont-
diszjunkt uv utat tartalmaz, tehat Menger 4. tétele szerint 1étezik £ — 2 pontja, aminek
elhagyasakor G’ szétesik. A szétesett grafban ismét Osszekotve az u és v pontokat egy
legalabb 3 pontu gréfot kapunk (hisz G-nek legaldbb k + 1 pontja volt), mely az uv él
torlésétol szétesik. De ekkor az wv él helyett v vagy v valamelyike is torélhetd, hogy
a graf szétessen. Ismét azt kaptuk, hogy G legfeljebb k — 1 alkalmas pont torlésével
szétesik, ami a k-szoros Osszefiiggéségnek mond ellent. O

3.95. Tétel (Menger) Ha G legalabb 3 ponti grdaf akkor az alabbi dllitdasok ekvivalen-
sek.

(1) G 2-isszefiiggd, (2) G bdarmely 2 pontjan dt vezet kor. Ha G-nek nincs izoldlt
pontja, akkor a fentiekkel ekvivalens az is, hogy (3) G bdrmely 2 élén dt vezet kor.
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Bizonyitds. (1) = (2). Ha G 2-6sszefiiggd, akkor barmely w,v pontja kozott van két
pontidegen 1ut, amelyek egyiitt egy u-t és v-t tartalmazé kort alkotnak.

(2) = (1). A kor tekinthetd két pontidegen it uniéjanak, azaz barmely két pont kozott
létezik legalabb 2 pontidegen 1t, és az el6z0 tétel szerint (figyelembevéve, hogy G legalabb
3 ponti), azt jelenti, hogy G 2-sszefiiggd.

(3) = (2). Ha u-n és v-n keresztiil akarunk kort taldlni, akkor elegendé egy-egy u-ra és
v-re illeszked6 élen keresztiil kort taldlni, ami a (3) feltétel szerint létezik.

(1) = (3) G ugy is 2-sszefiiggé marad, ha két élét felosztjuk egy-egy ponttal. (2) miatt
1étezik a felosztd pontokon keresztiil kor, ami épp egy, a felosztott éleken keresztiili kornek
felel meg. O

3.96. Tétel (Dirac tétele) Ha G k-dsszefiiggd, és k > 2, akkor G barmely k pontjin
keresztiil talalhato kor G-ben.[J

3.5.2. Paros grafok, parositasok és grafparaméterek

3.97. Definicié A G grdf pdros grdaf, ha G két szinnel kiszinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

3.98. Megjegyzés A fenti definicio azzal ekvivalens, hogy a G grdf pontosan akkor
pdros, ha G csiucsai két diszjunkt halmazba oszthatok gy, hogy G minden éle a két
halmaz kozétt fut, azaz mindkét halmazban van egy-eqy csicsa. (Ez eqyébként a pdros
graf szokdsos definicidja.) Minden pdros grdfnak van tehdt két szinosztdlya, amelyek
kozott az élei futnak. Azonban ez a két szinosztaly nem feltétlendil eqyértelmi: pl az
n pontbol dllo tires grdf csucsainak tetszéleges két osztdlyra bontdsa teljesiti a feltételt.
(Kdnnyen ldthato, hogy a két szinnel vald szinezés pontosan akkor egyértelmi, ha a pdros

graf osszefiiggd.)

Ha hangsilyozni akarjuk, hogy a szébanforgd G = (V, E) gréf pdros, és egytttal az
A és B szinosztalyokat is meg szerenénk adni, akkor hasznalhatjuk az egyébként elég
szerencsétlen G = (A, B; E) jelolést.

3.99. Megfigyelés 1. Minden pdros hosszu kér paros grdf, t.i. felvdltva ki lehet szinezni

a csucsait két szinnel.
Q80 R 4

A
RSP

2. Paratlan korre ezt nem tehetjik meg, mert mikor korbeériink, két azonos szini
pont szomszédos lesz. A pdratlan kér tehdt nem pdros graf.
3. Ha eqy grdf pdros, akkor minden részgrdfja is pdros.
4. Pdros grdaf ezért nem tartalmazhat ptn kort. Megadjuk a pdros grdafok eqy ekvivalens
jellemzését.
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3.100. Tétel A G véges grdaf pontosan akkor pdaros, ha G nem tartalmaz pdratlan kort
(azaz, ha G minden kore pdros).

3.101. Kovetkezmény Mivel a faban nincs kér (hat még ptn kor), ezért minden fa
pdros graf.

A 3.100. Tétel bizonyitdsa. Sziikségesség: az el6zo megfigyelésbol kozvetleniil adédik.

Elégségesség: tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz paratlan kort. Azt kell megmutatni,
hogy létezik alkalmas 2-szinezés. Mivel élek csak a graf komponensein beliil futnak,
ezért elegendd egy komponensen beliil taldlni egy 2-szinezést, azaz felteheto, hogy G
osszefiiggd. Legyen F a G egy feszitéfaja, és v pedig G egy tetszileges pontja (F gydkere).
Legyen A a v-t6l az I’ fan paros tavolsiagra levé csucsok, B pedig a v-t6l F-en paratlan
hosszui tton elérhet6 csticsok halmaza. (Pl. v € A.) Vildgos, hogy F' minden éle A és B
kozott fut, de megmutatjuk, hogy ugyanez G-re is igaz. Innen az allitas kovetkezik, hisz
ezaltal G pontjait két szinosztalyra tudtuk bontani.

A ) A

C A 3 ) B

A e />\ ) A

K | ) B

@T% 458 % )

Ha tehat futna G-nek egy zy éle (mondjuk) az A halmazon beliil (B-re a bizonyités sz6
szerint megegyezik), akkor létezne G-ben egy zy...v...x paratlan hosszusagu korséta,
melyet az iménti él, a v-t az x-szel ill. a v-t az y-nal 0sszekotd F-beli utak hataroznak
meg. Ha ebbdl a korsétabol levagjuk az F-beli vx-ut és vy-ut kozos részét, amit a
korséta duplan jar be, akkor a korsétabol paros sok él marad ki, és maradék éle G-nek
egy paratlan korét alkotjak, ami ellentmondas. O

3.102. Definicié6 A G = (V, E) grdf éleinek M részhalmaza fuggetlen, mds széval M
(részleges) parositéds, ha az M-beli élek végpontjai kiilonbozok, azaz G minden csicsdbdl
legfeljebb egy M -beli €l indul. Az M pdrositds teljes parositas, ha M G minden pontjdt
fedi, azaz G minden csucsdra illeszkedik eqy M -beli él.

3.103. Példa Egy tanciskolaban tanulo fiik ll. lanyok halmazai alkossdk a G paros
graf szinosztdalyait. Fusson G-ben €l két csiucs kozott, ha az adott fii és lany hajlando
eqymdssal tancolni. FEkkor G minden pdrositisa eqy lehetséges tdncpartner-vdlasztdsi
szitudaciot ir le. Ebben a modellben a hatékony oktatds érdekében a tanctanar minél t6bb
élbol allo parositast szeretne talalni, mely optimalis esetben egy teljes pdrositds.

Eqgy madsik lehetséges példa, ha a graf csicsai az egyetem termeinek ill. az ott folyo
eléadasoknak felelnek meg. Akkor van €l eqy teremnek és eqy eléaddsnak megfeleld csics
kozott, ha a terem alkalmas az adott eldadds megtartdsdara. FEqy adott pillanatban az
egyetemen folyo tevékenyséq eqy pdrositdst indukdl az elébb definidlt segédgrdfban.
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3.104. Definicié A G = (V, E) grif X CV ponthalmaz szomszédainak halmazat N(X)
geloli: N(X):={v eV :3x € X, melyre zv € E} .

3.105. Tétel (Frobenius tétele) A G = (A, B; E) véges, pdros grifnak pontosan ak-
kor létezik teljes pdrositdsa, ha |A| = |B| és | X| < |N(X)| minden X C A ponthalmazra.

3.106. Tétel (Hall tétele) A G = (A, B; E) véges, pdros grifnak pontosan akkor [é-
tezik A-t fedd pdrositdsa, ha | X| < |N(X)| minden X C A ponthalmazra.

A 3.106. Hall tételben szerepl6 feltételt szokas Hall-feltételnek hivni.

A 3.105. Frobenius tétel bizonyitisa a 3.100. Hall tételébdl. Vilagos, hogy ha van G-ben
teljes parositas, akkor egyrészt |A| = | B| teljesiil, tovabba a teljes parositas egytuttal fedi
az A szinosztalyt, tehat | X| < |[N(X)| teljesiil minden X C A ponthalmazra.

Most tegyiik fel, hogy |A| = | B] és teljesiil a Hall-feltétel. A 3.106. Hall tétel miatt
ckkor 1étezik G-ben egy A-t fedé6 M pérositas, és |A| = |B| miatt az M parositds B-t is
fedi, tehat M teljes péarositas. O

Tehat a Frobenius tétel trividlisan kovetkezik a Hall tételbol, igy elég ez utobbit
igazolni, amit pedig a Konig tételbol fogunk levezetni.

3.107. Definicié Adott G grif esetén v(G) jeloli a G figgetlen élhalmazai kézil a ma-
ximalis méretét, azaz G maximdlis pdarositisanak elemszdmat.

3.108. Definicio A G graf pontjainak U halmaza lefogd ponthalmaz, ha G minden
élének van U-beli végpontja. A legkevesebb pontbdl dllé lefogd ponthalmaz méretét T(G)
geloli.

3.109. Allitas Ha G véges grdf, akkor v(G) < 7(G) . (Itt G nem feltétleniil pdros grdf.)
Bizonyitds. Legyen M G-nek egy maximalis (v(G) élbél all6) péarositdsa. Ha U egy
minimalis méretli lefogd ponthalmaz, akkor lefogja M minden élét is, am U minden

pontja legfeljebb egy pérositasélt fog le. Tehat 7(G) = |U| > | M| = v(G) . O

3.110. Tétel (Kdnig tétele) Ha G = (A, B; E) véges, pdros grdf, akkor v(G) = 7(G).
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Torténelem: Frobenius és Konig

Frobenius 1912-ben publikilt egy determinansokra vonatkozd eredményt, ami a grafok
nyelvén fogalmazva a paros grafok teljes parositasanak jellemzésével egyenértéki. Konig
1915-ben ettdl az eredménytol fiiggetleniil bizonyitotta a szébanforgd tételét, amit aztan
elkiildott Frobeniusnak. Frobenius késébb megjelentetett egy elemi bizonyitast a sajat
tételére, majd ugyanitt igy emlitette Kéniget, mint akinek az eredménye kénnyen kovet-
kezik az 6véb6l. Mindezen til azt is megjegyezte, hogy ,az a grafelmélet masinéria, amin
Kénig bizonyitdsa alapszik nem sokat segit a determinansok elméletében, hiszen Koénig
hasznalhatd, megtalalhaté az 6 sajat, determinansokrél szolé tételében”. Nos, az id6 nem
Frobeniust igazolta. ¢

A 3.106. Hall tétel bizonyitdsa. A sziikségesség nyilvanvald: ha létezik A-t fed6 parosi-
tas, akkor minden A-beli pontnak kiilonb6z6 parja van, tehat tetszéleges X C A esetén
az X-beli elemek B-beli parjai az N(X) egy |X| méretii részhalmazat alkotjak.

Az elégségességhez tegyiik fel, hogy |X| < |N(X)| minden X C A-ra. Azt kell iga-
zolnunk, hogy v(G) > |A|. Legyen U minimélis (azaz 7(G) méretii) lefogd ponthalmaz,
és legyen Uy :=UNA, Ug := U N B. Mivel U lefogja az X := A\ Us-bdl indulé éleket,
ezért N(X) C Up, tehat |[N(X)| < |Up|. A Kénig tétel ill. a Hall feltétel miatt

<
—
2

I

7(G) = |U| = [Ual + [Up| = |Ua| + [N(X)| = |Ua| + |X] = |A] .

O

A 3.110. Kénig tétel bizonyitdasa. Legyen G’ az aldabbi graf. Irdnyitsuk G minden élét
A-bdl B-be, vegyiink fel egy 1j s és t pontot, vezessiink s-bol élt A minden pontjaba, és
vegyiink fel egy-egy élt B minden pontjabdl t-be. Adjunk minden élnek kapacitdsokat:
az s-bol induld ill. t-be érkezé éleké legyen 1, az A-bol B-be futoké pedig legyen oo (pon-
tosabban |A| 4 1). Tekintsiik a (G, s,t, ¢) halézatot, ahol ¢ az imént definidlt kapacitast
jelenti.

EEW)

Vegyiik észre, hogy ha G-ben van egy k méretii parositas, akkor létezik ebben a halé-
zatban k nagysagu egészfolyam: a parositaséleknek megfelel$ éleken, az ezen élek A-beli
végpontjaihoz vezeté s-bol induld éleken, valamint a parositasélek B-beli végpontjaibdl
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t-be vezet6 éleken legyen a folyam altal felvett érték 1, minden egyéb élen 0. Az is
konnyen lathaté, hogy a hélézatban minden egészfolyam tgy all el6, hogy néhany, A-bdl
B-be vezeto fiiggetlen élen a folyam 1 értéket vesz fel, ezeket az éleket s-bol taplaljuk,
a kifoly6 folyamot pedig t-be engedjiik. A hélézatban tehat a maximalis egészfolyam
értéke v(G), és az EgEr lemma miatt a maximélis folyamérték is ugyanennyi.

A Ford-Fulkerson tétel szerint létezik tehat egy v(G) kapacitdsi vagds. Ha ezt a
vagast az s-t tartalmazé X halmaz definidlja, akkor X N A-bdl nem futhat G'-nek éle
B\ X-be, hisz akkor a vagés kapacitasa co volna. (Pontosabban legaldbb |A|+1, de mar
az is tobb, mint v(G), hisz A egy lefogd halmaz, ahonnan v(G) < |A|.) Ez azt jelenti,
hogy (A\ X)U(BNX) egy lefogd ponthalmaz, tehédt |[A\ X|+|BNX| > 7(G). A hélézat
konstrukeigjabdl adddéan az X altal definidlt vagés kapacitdsa v(G) = |A\ X |+|BNX| >
7(G). A Kénig tétel elétt bizonyitottuk, hogy v(G) < 7(G) &ll, ahonnan v(G) = 7(G)
adédik.

ERG

A 3.110. Kénig tétel bizonyitdsa Menger tételével. Most hagyjuk meg a G gréafot irdanyitatlannak, de
vegylik fel az s és t pontokat, vezessiink s és A minden pontja ill. ¢ és B minden pontja kozott egy-egy
élt. Vilagos, hogy ha létezik G-ben k fiiggetlen él, akkor ezek segitségével talalunk k pontdiszjunkt
st-utat a fent konstrudlt G’ grafban. Madsfel6l, ha ismeriink k& pontdiszjunkt st-utat G’-ben, akkor az
ezek altal haszndlt G-beli élek fliggetlenek. Tehdt a G-ben a fiiggetlen élek maximélis szdma megegyezik
G’-ben a pontdiszjunkt st-utak maximalis szdméval: v(G) = kg (s, 1).

Minthogy G’-ben s és t nem szomszédosak, alkalmazhatjuk Menger 4. tételét, amely szerint a pont-
diszjunkt st-utak maximélis szdma (kg (s, t)) megegyezik a minden st-utat lefogd, s-t6l és t-t61 kiilonbszo
pontok minimélis szaméaval. Csupén azt kell észrevenni, hogy G cstcsainak egy U részhalmaza pontosan
akkor fogja le G minden élét, ha ugyanez az U ponthalmaz G’-ben lefog minden st-utat. Tehdt G-ben
a lefogé pontok minimalis szdma megegyezik a G’-ben minden st-utat lefogd, s-t8l és t-t6l kiilonbozd
pontok minimélis szémaval: 7(G) = kg (s,t) = v(G), ahol az utébbi egyenléséget a bizonyitds elsd
részében lattuk be. U

Az alternal6 utas algoritmus

A Kénig tétel iménti bizonyitdsabol hatékony algoritmust kaphatunk egy paros graf ma-
ximalis parositdsanak ill. minimalis lefogé ponthalmazanak megtalalasara. Ha ugyanis a
maximalis folyamok meghatarozaséara szolgald javitd utas modszert a Konig tétel bizonyi-
tasaban leirt konstrukciora alkalmazzuk, és eltekintiink az s-re ill. t-re illeszkedd élektol,
akkor az alabbi eljaras adodik. Kiindulunk az iires parositasbol, és azt javitgatjuk. Ha
mar talaltunk egy M parositast, akkor tekintjiik az M-hez tartozo segédgrafot, azaz M

éleit B-bdl A-ba iranyitjuk, G egyéb éleit pedig A-bdl B-be.
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Ha ebben a segédgrafban létezik egy P iranyitott ut egy A-beli, az aktudlis M pa-
rositas altal fedetlen pontbdl olyan B-beli pontba, melyet szintén nem fed a parositas,
akkor ezen az u.n. alterndlo iton az eddigi parositaséleket elhagyva, és P parositason
kiviili éleit bevéve (mas széval M helyett MAP-t tekintve), egy eggyel nagyobb méretii
parositast kapunk.

Ha pedig nincs javité alternalé ut, akkor M maximélis parositas, és konnyen talalhato
egy |M]| csicsot tartalmazo lefogd ponthalmaz is.

Torténelem: A magyar médszerrol

Néha —helyteleniil- a fent ismertetett eljarast nevezik magyar mddszernek. Az ,igazi” ma-
gyar médszer az amerikai Harold Kuhn taldlméanya. Tortént ugyanis 1953-ban, hogy Kuhn
éppen Kénig Dénes konyvét lapozgatta, amikoris megakadt a szeme egy labjegyzeten, mely
Egervary Jeno6 egy 1931-bdl szarmazd magyar nyelvii cikkére hivatkozik, mint a maximéa-
lis parositasokrol szélé v = 7 tétel altalanositasara. Kuhnt pedig éppen az a probléma
érdekelte, hogy hogyan lehet egy paros grafban nem maximalis, hanem mazimadlis silyi
parositdst taldlni. (A maximdlis parositds a maximaélis silyunak specidlis esete, amennyi-
ben minden él stlya pontosan 1.) Nos, a nyom helyesnek bizonyult: Egervary cikkében
valéban errdl volt sz6. Am ahhoz, hogy ez kideriiljon, pinduri kis elszantsigra volt sziik-
ség: Kuhn egy magyar szétar és egy nyelvtankonyv segitségével két hét alatt leforditotta
maganak a cikket. A moddszer segitségével, a cikkben leirtak szerint meghatarozta egy ha-
romjegyii élsulyokkal rendelkezd, 24 cstucsu péaros graf egy maximalis silyu parositasat. A
tény, hogy ehhez ,minddssze” 3 6rara volt sziiksége, meggyozte 6t a modszer helyességérol.
Magat az algoritmust tehat Kuhn irta le, de azt Egervary tiszteletére magyar modszer-
nek nevezte el, és azéta az egész vilag igy ismeri. Csupan ezzel a nagylelkli gesztussal
Kuhn valészintileg jéval tobbet tett a hazai matematika nemzetkozi elismertségéért, mint
Frobenius és Menger egyiittvéve. ¢

A tovabbiakban nem feltétleniil paros grafok parositdsait, illetve a parositasok szem-
pontjabol hasznos paramétereit vizsgaljuk.

3.111. Definicié A G grdf pontjainak U részhalmaza fuggetlen (vagy stabil), ha U nem
feszit €lt, azaz G minden élének van nem U-beli végpontja. A G graf legtébb pontbal dllo,
figgetlen ponthalmazdnak méretét o(G) jeldli.

A G grdf éleinek F' halmaza lefogo élhalmaz, ha G minden pontjabol indul F-beli él.
Ha a G grafnak van lefogé élhalmaza (azaz G-nek nincs izoldlt pontja), akkor a G grdf
legkevesebb €lbdl dllo, lefogo élhalmazanak méretét p(G) jeloli.

3.112. Megfigyelés Tetszdleges, véges G grifra a(G) < p(G) .
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Bizonyitds. Méar onmagaban egy «(G) méretii fiiggetlen ponthalmaz lefogdsiahoz legalabb
a(@Q) él sziikséges. O

3.113. Tétel (Gallai tétele) Legyen G n ponti graf.
1. Ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) =n .
2. Ha G-nek nincs izoldlt pontja, akkor v(G) + p(G) =n .

Bizonyitds. 1.: Kénnyen lathat6, hogy U C V(G) pontosan akkor lefogé ponthalmaz, ha
V(G) \ U fiiggetlen ponthalmaz. Az &llitds innen kozvetleniil adédik.

2.: Mivel G-nek létezik v(G) diszjunkt éle, ezek 2v(G) pontot fognak le. A maradék
n — 2v(G) pont mindegyike lefoghaté egy-egy 1j éllel (hisz nincs izoldlt pont), azaz
v(G) +n —2v(G) = n — v(G) éllel minden pont lefoghaté. Innen p(G) < n — v(G),
ahonnan v(G) + p(G) < n adoédik.

Maésrészrol, konnyen lathaté, hogy ha F' minimalis méretii lefogd élhalmaz, akkor F
kormentes, és nem tartalmaz 3 hosszu utat sem. Tehat F' diszjunkt csillagok unidja. (A
csillag olyan osszefligg6 graf, melynek (legfeljebb) egy hijan minden pontjanak foka 1.)
Ha a minimalis lefogé élhalmazban k csillag van, akkor e halmaz n — k élt tartalmaz,
masrészt e halmaz tartalmaz k diszjunkt élt, tehat v(G) > k. Azt kaptuk, hogy p(G) +
v(G) > n—k+ k = n, és innen a masik irdnyi egyenlétlenség figyelembevételével
kovetkezik a tétel. O

A Gallai tétel egy lehetséges alkalmazasa a

3.114. Tétel (Kénig tétel) Ha a G véges, pdros grifnak nincs izoldlt pontja, akkor
a(G) = p(G)

Bizonyitds. Paros grafban hurokél nem lehet, igy az allitas kovetkezik Kénig el6z6 téte-
16bél és Gallai két tételébdl: o(G) = |[V(G)| — 7(G) = |[V(G)| — v(G) = p(G) . ]

A maximdlis parositds méretének (azaz a v(G) grafparaméternek) a meghatdrozdsa nem csak paros
grafok esetén érdekes. Ezért hasznos megfigyelés, hogy a javité alterndlé utakkal valé novelés (el-
méletileg) itt is maximalis parositdst ad. (A péros grafokon hasznélt alternals ill. javité ut fogalma
értelemszertien kiterjed nem péros grafokra is.)

3.115. Tétel (Berge tétele) A G grdf M pdrositisa pontosan akkor maximdlis, ha nincs M -hez javité
t.

Bizonyitds. Ha M nem maximélis, akkor 1étezik egy | M|-nél tobb élt tartalmazé N pérositds. Az MUN
élhalmaz egy komponense vagy a két parositas kozos éle, vagy egy olyan M-alternald 1t, mely egyben
N-alterndl6 is egytuttal (in. M N-alternalé t), vagy egy olyan kor, melynek élei felvaltva M ill. N-beliek
(M N-alternal6 kor). Mivel |[N| > |M|, ezért kell olyan M N-alterndl6 dtnak lennie, ami t6bb N-beli élt
tartalmaz, mint M-belit. Az ilyen 1t az M pérositds javito tja. O
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Hogyan lehet bebizonyitani, hogy egy adott graf nem tartalmaz teljes parositast?
Paros graf esetén lattuk, hogy egy, a szinosztalyméretnél kisebb lefogé ponthalmaz meg-
felel6 bizonyiték. Jo ez a bizonyiték nem paros grafokra is, de pl. mar K3 esetén sem elég
jo: v(K3) =1 < 2 = 7(K3). Nem pdros esetre a kovetkezo allitas mutat egy lehetséges
bizonyitékot. Egy G graf paratlan komponenseinek szamat c¢,(G) jeloli.

3.116. Allitas Ha a G véges grafnak létezik k olyan pontja, melyek elhagydsa utan tobb,
mint k pdratlan komponens keletkezik (azaz c,(G — X) > | X| valamely X C V(G)-re),
akkor G-nek nincs teljes pdrositdsa.

Bizonyitds. Ha G-nek van teljes parositdsa és X C V(G), akkor G — X minden paratlan
komponensének van olyan v pontja, hogy a v-t fed6 parositasél nem a komponensen beliil
fut, azaz kilép a beldle. Ezen parositasél masik végpontja sziitkségképp X-ben van. Tehat
minden péaratlan komponenshez tartozik egy-egy kiilonbozé X-beli pont.

A (o] APPLLLP
= B B
e | B B
O O
IEF ° 5o
ps komponensek \__/ ptn komponensek

A fenti allitas alkalmas megforditasa is igaz.

3.117. Tétel (Tutte tétele) A véges G grdafnak pontosan akkor van teljes pdrositdsa,
ha tetszéleges X C V(G) esetén c,(G — X) < |X| teljesil.C]

A Tutte tétel egy fontos kovetkezménye az alabbi.

3.118. Tétel (Petersen tétele) Minden véges 3-requldris 2-éldsszefiiggd grafnak van
teljes pdrositasa.

Bizonyitds. Legyen G = (V| E) egy 3-reguldris, 2-élosszefiiggd graf. Tutte tétele miatt
csak azt kell igazolni, hogy V tetszéleges X részhalmazéara c,(G — X) < |X| 4ll. Legyen
tehat K a G—X egy paratlan komponense. A K komponenshdl kilép6 élek a K definicidja
folytan mind X-be futnak, és mivel G' 2-élosszefiiggd, ezért K-bdl legalabb két él 1ép ki.
Mivel azonban K-ban a fokszamosszeg 3 - | K| péaratlan, ezért K-bdl paratlan sok élnek
kell kilépnie. Azt kaptuk tehdt, hogy G — X minden paratlan komponensébdl legalabb
3 ¢l 1ép ki, igy X és a G — X pératlan komponensei kozott futé élek szama legaldbb
3-¢p(G — X). Mésrészt ezen élek mindegyikének van X-beli végpontja, ezért (mivel X
minden cstcsa 3-adfoki) legfeljebb 3 - |X| ilyen él 1étezhet. Vagyis 3|X| > 3¢,(G — X),
azaz ¢,(G — X) < |X|. Nekiink pedig pontosan ezt kellett bizonyitanunk. O
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3.6. Sikgrafok

A G graf egy sikbarajzoldsa a G egy olyan diagramja, amiben az éleknek megfelel6 gor-
bék (torottvonalak) csak végpontokban metszhetik egyméast. G sikbarajzolhato (sr), ha
létezik sikbarajzoldsa. A sikbarajzolas a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy
végtelen tartomany, az un. kilsé tartomany. Gombre rajzolason lényegében ugyanezt
értjiik, csak sik helyett a gomb felszinén dolgozunk, és kiilsé tartomanyrol nem beszé-

liink.

3.119. Tétel A G graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha G gémbre rajzolhato.

Bizonyitds. Sztereografikus projekcioval. (A gdmbot ugy helyezziik el, hogy a sikot a déli
sarkon érintse, és az északi sarokbdl (egyenes) vetitéssel a sik pontjai bijektiven megfe-
lelnek az északisark-mentes gombfelszin pontjainak. (A sikbeli inverzié altaldnositésa.
Vicces tulajdonsagai vannak: a sik egyeneseit a gombfelszin északi sarkon dtmend ko-
reibe viszi, a sik koreit a gombfelszin északi sarokra nem illeszkedd koreibe, és viszont.
Rdadasul szogtagto: térképészek ezért szeretik.))

G tetszoleges sikbarajzolasat a sztereografikus projekcio a G gémbre rajzoldsaba viszi,
tovabba, ha az északi sarok egy gémbi tartomany belsejében fekszik, akkor G gombre
rajzolasat a G sikbarajzolasaba képezi. A gombot odébbguritva és az 1j északi sarokrol
visszavetitve latszik, hogy tetszoleges sikbarajzolas barmely T tartomanyahoz létezik egy
masik sikbarajzolas, amiben T a kiils6 tartomany. O

3.120. Ko6vetkezmény Tetszoleges konvex poliéder élhdloja sikbarajzolhato.

Bizonyitds. Vetitsiik az élhalot a poliéder egy bels6 P pontjabol egy P kozepi gombre.
Ezéltal az élhalé grafja gombre rajzolhato, azaz sikbarajzolhato. O]

3.121. Megjegyzés A fenti dllitds megforditdsa ugy igaz, hogy tetszdleges G sikbarajzolhats grdafhoz
létezik eqy P konvex poliéder, igy, hogy G a P élhdlojdnak egy részgrafjaval izomorf.

3.122. Tétel Ha a G sikbarajzolt graf csucsainak, tartomdnyainak, éleinek és kompo-
nenseinek szama rendre n,t,e és k, akkorn +t=e+ k4 1.
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Bizonyitas. Elszam szerinti indukci6val bizonyitjuk, hogy ha G egy n cstcst, e éli sikba-
rajzolhato gréaf, akkor igaz ra az allitds. Ha a G graf élszama ey = 0, akkor komponense-
inek szdma ko = n (hisz minden cstcs 6néllé komponens) és a 1étrejovo siktartomanyok
szama ty = 1, tehat igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy az n pontu, 7 éllel rendelkezo, sikba-
rajzolhaté grafokra mar bebizonyitottuk az allitast. Legyen G; egy tetszéleges n ponti
sikbarajzolhaté graf, éleinek, tartomanyainak ill. komponenseinek szama pedig legyen
rendre ¢; = 4, t; ill. k;. Hizzunk be Gi-be egy (i + 1)-dik élt (mondjuk uv-t). Igy kap-
juk a G,y grafot. Vizsgédljuk meg, G;; megfelel6 paramétereit, azaz az e;11,t;11, ki1
szamokat!

Vildgos, hogy e;,1 = @ + 1. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha w és v a G; graf
két kiilonb6z6 komponensében talalhatd, akkor az uv él G; két komponensét koti Gssze,
tehét ki1 = ki — 1. Az uv él a G; egy tartomanyan (mondjuk 7-n) beliil halad, tehat

G; minden T-t6l kiilénb6z6 tartomanya egyuttal G, 1-nek is tartomanya lesz.
T

D

Azt kell csupan latni, hogy T (elhagyva beldle az uv élt) szintén tartoméanya lesz
a (41 grafnak, hiszen ha T-t a behtuzott uv él kettévagnd, akkor az egyik keletkezd
T’ tartomany hatara tartalmazna u-t a v-vel 6sszekotd élsorozatot a G; grafban, ami
ellentmond annak, hogy u és v a G; kiillénb6z6 komponenseiben talalhaté. Tehat ¢, = ¢;,
azaz N+t =n+t; =e+ki+1=i+k+1= (’L—i—l)—i—(k‘l—l)—l—l I€i+1+ki+1+1,
vagyis az indukcids 1épést bebizonyitottuk.

A masik eset az, amikor u és v egyazon komponensbe esnek, azaz 1étezik u és v kozott
egy P 1t. Errdl a P tutrdl felteheto, hogy annak a tartomanynak a hataran halad, amelyik
tartomanyba behtizni késziiliink az uv élt. Ekkor k;; = k;, hiszen egy komponensen beliil
élt behtizva ugyanazok a ponthalmazok maradtak a G, graf komponensei, amelyek G;-
¢ voltak. Legyen T a G; grafnak az a tartomdanya, aminek a belsejében vezet az imént
behtzott uv él.

Vildgos, hogy G; minden T-t6l kiilonb6z6 tartomanya tartomanya lesz G, 1-nek is,
tovabba a T' tartoméany két tartomanyra esik szét, amelyek az uv él mentén hatarosak.
(Az egyik tartomanyt az uv él és a P ut alkotta kor hatarolni fogja. Azt kaptuk tehat,
hOgy ti+1 = tz"_l ezért n+ti+1 = n+tz+1 = 61‘{‘]{77,—1—14—1 = Z+1—|—]{52+1—|—1 = 67;+1+k’7;+1+1.
Igazoltuk az indukcids 1épést, a tételt belattuk. O]

3.123. Kovetkezmény (Euler-formula) Ha egy dsszefiiggd, n ponti, e éli graft tar-
tomdnnyal sikbarajzolhato, akkor n +t = e + 2.
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Bizonyitds. Ha G 6sszefiiggd, akkor k = 1, tehat az el6z6 tétel szerint n+t =e+k+1 =
et+l+1l=e+2. [

3.124. Kovetkezmény Ha G sikbarajzolhato, akkor bdarmely sikbarajzoldsdnak ugyan-
annyi tartomadnya van.[]

3.125. Kovetkezmény Ha G egyszeri, legalabb 3 ponti, sikbarajzolhato grdf, akkor
e<3n—6.

Bizonyitas. Huzzunk be annyi tovabbi élt a sikbarajzolhatdsag megtartasaval, amennyit
csak tudunk. Vildgos, hogy egy n csucst, sikbarajzolhatd, osszefiigeé G gréafot kapunk.
Legyen G’ éleinek és tartomanyainak szama rendre €’ és t’. Minden tartomanyt 3 él, és
minden él 2 tartomanyt hatarol G’-ben, ezért 2¢’ = 3t' =3(¢’ +2—n) =3¢’ +6 — 3n =
3n—6=¢ >e. O

3.126. Megjegyzés Ha G sikbarajzolhato és egyszertd, akkor (|E(G)| = 3|V(G)| —
6) < (G minden lapja hdromszdg).

3.127. Kovetkezmény Ha G sikbarajzolhato és egyszerii, akkor van legfeljebb 5-odfoki
csucsa, azaz 6(G) < 5.

Bizonyitds. Indirekt. Ha d(v) > 6 Yo € V = 2e = >, d(v) > 6n = e > 3n,
ellentmondas. O

3.128. Kovetkezmény Sem Ks, sem Ks 3 nem sikbarajzolhato.

Bizonyitas. Indirekt. Ks-re: n=5e=10=t =7 = 21 = 3t < 2e = 20, ellentmondas.
Kssra: n=6,e =9 =1t=>5. Mivel K33 Cs-mentes, ezért minden tartomanyt legaldbb
4 ¢l hatarol: 20 = 4t < 2e = 18, ellentmondas. O

3.129. Definici6 A G és H grdfok topologikusan izomorfak, ha H megkaphato G-bol
az alabbu lépések ismételt alkalmazdsaval:

K33

P

1. Torlink eqy uv grdfélt, és bevesziink eqy 1uj, mdsodfoki csucsot, aminek a szom-
szédai u ésv. (Ha gy tetszik, eqy w csucsot ultetink az uv élre.)
2. Térliink eqy mdsodfoki x csicsot, és éllel dsszekdtjik x két szomszédjdt.

3.130. Megjegyzés A fenti definicioban a két lépés eqymds ,inverze”, azaz ha G-bdl az
1. lépés eqy G’ grafot képez, akkor G'-bdl eqy 2. lépés konstrualja meg G-t, és viszont.
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3.131. Tétel (Kuratowski tétele) A G grdf pontosan akkor sikbarajzolhatd, ha nem
tartalmaz sem Kss-mal, sem Ks-tel topologikusan izomorf részgrdfot.

Bizonyitds. Sziikségesség: ha G sikbarajzolhato, akkor minden H részgrafja sikbarajzol-
hat6. Ha H sikbarajzolhato és K topologikusan izomorf H-val, akkor K is sikbarajzolha-
t0. fgy K = K5 ill. K = K33 nem lehetséges ha G sikbarajzolhaté volt. Az elégségesség
nem trivialis, itt nem bizonyitjuk.[]

3.132. Tétel (Fary-Wagner tétel) Ha G egyszeri, sikbarajzolhatd grdf, akkor G gy
18 sikba rajzolhato, hogy minden €l eqyenes szakaszként van lerajzolva.

Vizlat. A sikbarajzolhatésag megtartasaval Uj éleket behtuzva feltehetd, hogy G-nek maximalisan sok
(3n —6) éle van, {gy tetszbleges sikbarajzoldskor G minden lapjat hdrom él hatérolja. Rajzoljuk le G-t a
sikba tigy, hogy az éleknek megfelel§ gorbék toréttvonalak legyenek. Vegyiink fel a sikon egy olyan ABC
haromszoget, aminek a lerajzolt G teljes egészében a belsejében van. Torottvonalak segitségével kossiik
Ossze G kiils6 lapjanak harom cstucsét az A, B, C' csticsokkal tgy, hogy a sikbarajzoltsdgot megtartjuk
és A, B, C' mindegyikével G kiils6 lapjanak egy-egy csucsat kotjik ossze.

Legyenek a G’ graf cstcsai a lerajzoldsbeli térottvonalak torés- és végpontjai, G’ élei pedig a to-
rottvonalak szakaszai. Vildgos, hogy G’ is sikbarajzolt graf. Ha ennek a sikbarajzoldsnak van olyan
lapja, ami nem haromszog, akkor azt a sokszoget hurjai segitségével fel tudjuk darabolni hdromszogek-
re. (Ugyanis tetsz6leges sokszogbe be tudunk hizni olyan hirt, ami teljes egészében a sokszog belsejében
halad: vagy egy konvex X cstcs két szomszédja Osszekothetd, vagy X Osszekothetd a hozzd legkozelebbi,
a konvex szogtartomédnyba esd csticesal.)

Igy megkapjuk egy G’-t részgrafként tartalmazd, csupa héromoldald tartomdnnyal rendelkezd G*
graf egyenes szakaszokkal valé sikbarajzolasat. Helyettesitsiik G* minden élét egy gumiszalaggal, rogzit-
sitk az A, B és C' csicsok helyzetét, majd hagyjuk, hogy a gumik 6sszehtizédasédval a rendszer egyenstlyba
keriiljon, azaz a tarolt rugalmas energia minimalis legyen. Nem trivialis, de igaz, hogy ez bekdvetkezik.
Mikozben a rendszer egyensilyba keriil, nem térténhet meg, hogy egy csicspont atkeriil egy gumiszalag
tiloldalara. Az egyensiilyi helyzetben minden gumi egyenes lesz, és csak G* csticsaiban metszik egymast.

Egyenként hagyjuk el E(G*) \ E(G') éleit, és hagyjuk, hogy a rendszer egyenstlyba keriiljon. Itt
sem torténik meg, hogy csics egy gumiszalag tiloldalara keriil, ezért az Osszes sziikséges elhagyas utan
G’ olyan sikbarajzoldsdt kapjuk, amiben minden él egy-egy szakasz, és a G éleinek egy egyenesbe esd
szakaszok felelnek meg. Ez pedig G kivant lerajzoldsdt adja. (Ha G-nek nemcsak hdromszoglapjai
voltak, akkor G részgrifja a lerajzolt grafnak, ami nem véltoztat azon, hogy az élek szakaszok.) O

3.6.1. Sikgrafok dualitasa

Legyen G = (V, E) sikbarajzolt graf, legyen V* G lapjainak halmaza. G* = (V*, E*) a
G dudlisa, ahol E* = {e* : e € E} és e* az e-t hatarolé tartomany(oka)t osszekotd él.
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3.133. Megjegyzés A G* dudlis graf nem(csak) G-t6l, hanem G adott sikbarajzoldsdtdl
fiigg. Adott sikgrdf kilonbozd sikbarajzoldsai nemizomorf dudlisokal definidlhatnak.

— e
SN

A fenti dbra illusztrdlja, hogy kiilonbozo sikbarajzoldsokhoz kiilonbozd dudlis tartozhat.
(Egyszer van 6-odfoki csics, mdsszor nincs.

3.134. Definici6 A QQ C E(G) élhalmaz véagéas, ha Q egy olyan élhalmaz, hogy elha-
gydsakor G komponenseinek szama megnd, és () eqy legszikebb ilyen élhalmaz, azaz Q)
semelyik valodi részhalmazdra ez nem teljesil. Az e él elvagd él, ha {e} vdgds. A G grdf
e és e élei soros élek, ha {e, €'} vigds.

Az dbran lathaté G graf azonos szinnel és betiivel jelzett élei egymassal paronként
sorosak, mig a j a G egyediili elvagd éle. Az i és m élek sem nem elvago élek, sem pedig

3.135. Tétel Legyen G = (V, E) sikbarajzolhato. (1) Ha G* a G dudlisa, akkor G*
sikbarajzolhato és dsszefliggo.

(2) f(e) :==¢e" egy f: E(G) — E(G*) természetes bijekcidt definidl.

(3) G lapjai bijektiven G* pontjainak felelnek meg.

(4) e, e’ € E(G) parhuzamos (soros) élek <= f(e), f(€') soros (pdrhuzamos) élek.

(5) e € E(G) a G hurokéle (elvagé éle) <= f(e) a G* elvigo éle (hurokéle).

(6) Ha G dsszefiiggd, akkor G = (G*)*, és ekkor G pontjai bijektiven G* lapjainak
felelnek meg.

(7) C C E(G) a G kére (viagdsa) <= f(C) G* vdgdsa (kire).

(8) Ha G dsszefiiggd, akkor F C E(G) a G feszitéfija < f(F) a G* egy feszitd-

fajanak komplementere.

Bizonyitas. (1): Elkészitiink egy G’ = (V' E') grafot az aldbbiak szerint. A sikbarajzolt G graf
minden [ lapjén felvesziink egy v; pontot, legyen V* := {v; : | G lapja}, és legyen V' := V UV*. A
G’ graf minden éle egy V-beli és egy V*-beli pont kozott fut. Az éleket tigy kapjuk, hogy minden
V-beli v csticsbdl annyi E’-élt inditunk, ahdny E-beli indul v-b8l, mégpedig gy, hogy v koriil felvaltva
kovetkezzenek az E-beli ill. E’-beli élek. Ha egy v-bél indulé E’-beli €’ él az [ lapon indul, akkor ezen él
masik végpontja v; lesz. Feltehet6, hogy minden vv; élt az adott [ lapon beliil rajzoltunk, igy megkapjuk
a G" := G' U FE gréf egy sikbarajzoldsat.

Vizsgaljuk meg G” fenti sikbarajzoldsdnak tartoményait! Mivel minden E’-beli élnek van V-beli
végpontja, és a V-beli pontok kériil az E-beli és E’-beli élek felvaltva kovetik egymadst, ezért G” minden
lapjanak van V-beli csticsa és G” minden lapjdt hatérolja E-beli él. Legyen I” a G” egy tetszOleges
lapja, amit a G graf egy uv éle hatérol. Mivel G’ a G grafbdl élek behtuzdsdval keletkezik, ezért I a G
valamely [ lapjanak része, és ezért I”-t hatdrolnia kell az uv; és vu; éleknek is. Azt kaptuk tehat, hogy
G" minden lapjit hdrom él hatérolja, és ezek koziil pontosan egy él lesz E-beli.
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A G és G* grafok

Ha tehat sorra elhagyjuk a G” graf E-beli éleit, akkor a minden éltorléskor két haromszsglapbdl
keletkezik egy 1j négyszoglap, és a végén kapott G’ graf minden lapjdt 4 él hatdrolja. Ezek szerint G’
olyan sikbarajzolt graf aminek segitségével uigy kaphaté G egy sikbarajzoldsa G bizonyos négyszoglap-
jaiba (a lapon beliil haladva) behizunk egy atlét. Vildgos, hogy azt is megtehetjiik, hogy ugyanezen
négyszoglapokon nem a V-beli csticsokat 6sszekotd 4t16t hiizzuk be, hanem (szintén a lapon beliil ma-
radva) a V*-belieket 6sszekot6t. Ezdltal tjfent egy sikbarajzolt grafot kapunk, ami definicié szerint épp
a G* dudlis graf lesz.

Azt kell még igazolni, hogy a G* graf osszefiigegs, azaz barmely v; és vy csicsa kozott vezet 1t.
Tekintsiink a sikon egy olyan gorbe vonalat, ami ezek kozott a csticsok kozott vezet, de nem megy
at G egyetlen csticsan sem. Ez a gorbe a G grafon tartomanyrél-tartomanyra halad, mindig a G élét
atmetszve. Vilagos, hogy minden ilyen tartomanyugrasnal a dualisban a megfelelé tartomanyokhoz
tartozo csticsok szomszédosak, tehat a gorbe definidl egy élsorozatot a dudlis grafon, amibol mar kénnyen
készitheto egy v-t a vi-val 6sszekotd 1t is.

2,3,4,5): A definiciébdl vildgos, ill. (1)-bdl latszik.

6) Mivel G* minden éle pontosan egy élet metszi G-nek pontosan egyszer, ezért G* barmely
tartomanya tartalmazza G-nek legalabb egy pontjat. Mivel G Gsszefiiggo, ezért az Euler-formula szerint
n =e+2—t, ahol n,t,e jeloli G pont-, tartomany- és élszdmat. (1) szerint G* is Osszefiiggd, ahonnan
t* = e* + 2 —n*, ahol n*,t* és e* a G* pont-, tartomény- és élszdma. (2) miatt e = e*, (3) szerint
t =n*, igy n = t*, azaz G* minden lapja pontosan egy V-beli pontot tartalmaz. Innen az latszik, hogy
(G*) =G, tehdt (G*)* = G. Az 4llitds mdsodik része (3)-bdl kivetkezik.

(7): Ha C a G kore, akkor C' lerajzolasa 2 részre osztja a sikot. Ezért f(C) éleit
elhagyva a kor belsejében 1évo dudlis csticsokbol nem lesznek elérhetok a koron kiviili
csucsok. Az is konnyen lathaté, hogy mind a kor belsejében levd, mind a C korlapon
kiviili dudlis csticsok Osszefiiggd grafot feszitenek Gx-ban. Ezért, ha f(C') valddi részhal-
mazat hagyjuk el, akkor G* 6sszefiiggd marad, tehat a C' éleinek megfeleld élek G* egy
vagasat adjak.

Ha @) a G vagasa, akkor (Q a G egy K komponensét vagja szét egy K és egy Ky
komponensre. Ha @ tartalmaz egy uv elvagé élt, akkor () minimalitdsa miatt @ = {uv},
és f(Q) (5) miatt hurokél, ami kor. Egyébként () minden éle két kilonbizd tartomanyt
hatarol, igy K-t legalabb 2 tartomany hatdrolja. A K; komponens koriiljardsa a hata-
rolétaromanyok egy ciklikus sorrendjét adja, és belathato, hogy ebben minden hatarolo

tartomany pontosan egyszer szerepel. Ezért az f((Q)) dudlis élhalmaz a G* egy kore. Az
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ekvivalencidk masik irdnya a fentiekhez hasonléan bizonyithaté.

(8) F' a G max kormentes részgrafja <= f(F) a G* max (elvagd élhalmaz)-mentes
részgrafja < F* := G* — f(F) a G* min 0Osszefiiggd részgrifja, <= F* feszitéfa
(hisz G* (1) miatt Osszefiiggd). O

A fentiekben azt lattuk, hogy a sikbarajzolhaté grafokhoz el tudunk késziteni egy
dualis grafot, ami nemcsak a sikbarajzolasa révén kotédik az eredeti grafhoz, hanem a
vagas-kor dualitds alapjan is. Ez a megfigyelés teremt lehetoséget a fogalom altalanosi-
tasara.

3.136. Definicié A G grdf a H grdf absztrakt dudlisa, ha létezik eqy ¢ : E(G) — E(H)
bijekcio igy, hogy az alabbi két ekvivalencia teljestiljon:

1. C a G kore <= ¢(C) a H vdgdsa és
2. Q a G vdgdsa <= p(Q) a H kore.

3.137. Megjegyzés A fenti definicidban elegendd lenne csupdn az elsd ekvivalencia teljestilését megki-
vdnni, mert abbol a mdsodik mar kovetkezik, de ezt nem bizonyitjuk.

3.138. Példa Az dbrdn lathato két graf eqymds absztrakt dudlisa, a szamozds adja az
élek kozti bijekciot.

Vildgos, hogy minden sikbarajzolhat6é G grafnak létezik absztrakt dudlisa (akar tobb,
nemizomorf is), hiszen tetsz6leges sikbarajzolashoz tartozé G* dudlisgraf megfelel. Nem
vildgos azonban, hogy vajon létezik-e nem sikbarajzolhaté grafoknak dudlisa.

3.139. Tétel (Whitney tétel) A G grdfnak pontosan akkor létezik absztrakt dudlisa,
ha G sikbarajzolhato.

Bizonyitds. (Vazlat) Vilagos, hogy ha G*) a G graf absztrakt dudlisa, és H a G részgrafja, akkor az
E(H)-nak megfelel§ élek G*)-nak egy olyan H*) részgréfjit alkotjak, ami a H graf absztrakt dudlisa.
A Kuratowski tétel szerint Whitney fenti tételét bebizonyithatjuk gy, hogy igazoljuk, hogy sem a K-
tel, sem pedig a K3 3-mal topologikusan izomorf grafoknak nincs absztrakt dudlisa. Vildgos, hogy a
szébanforgé grafok tgy keletkeznek, hogy K5 vagy K33 éleit soros élekkel helyettesitjitk. Ezen soros
éleknek az absztrakt dudlisban parhuzamos éleknek kell megfelelniiitk. Ha most e parhuzamos élekbél
csak 1 —1 példanyt tartunk meg, akkor a K5 vagy a K3 3 absztrakt dudlisat kapnank. A Whitney tételt
tehat visszavezettitk arra, hogy két konkrét grafrél (a Ks-rél ill. a K3 3-rdl) kell igazolni, hogy nincs
absztrakt dualisuk.

Nézziik a K5-t! Ennek van 5 db olyan vagésa, amelyek mindegyike 1 — 1 pontot vag le, és ezek 4 —4

élt tartalmaznak. Ha indirekt létezik egy K é*) absztrakt dudlis, akkor ennek pontosan 5 db 4-hosszi
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kore van (mondjuk C1, C?, ..., C%) tigy, hogy azok paronkét 1—1 kozos éllel rendelkeznek, amit elhagyva
egy 6-hosszi kort kapunk. Legyen a C1 és C? kozos éléhez csatlakozé C2-él e = uv! (Ld. az abrdt.) Ha
v a C! koroén van, akkor u biztosan nem pontja C'-nek, hiszen C! U C2-bél elhagyva a kozos élt egy
6-hosszu kort kapunk. Tudjuk, hogy uv a C?-nek és egy masik kérnek a kozos éle. A fentiek szerint az u
végpont csakis a C3 kor v-bél indulé élének méasik végpontja lehet. A fenti gondolatmenet a C' barmely
szomszédos korével elmondhaté. Ebbol az adédik, hogy a K 5()*) graf sziikségképpen a kocka élhéldja, de
ennek 6 db 4-hosszu kore van, ami ellentmondés.

el

Tegyiik fel ezutdn indirekt, hogy a K3 3 grafnak létezik egy K. é*?z absztrakt dudlisa. A K3 3-nak 6 db
3 élli vdgdsa van (amelyek egy-egy cstics levagdsaval keletkeznek). E 6 vigds két 3-as csoportra oszthaté
gy, hogy az egy csoporton beliili vagasok pdronként éldiszjunktak. A duélis megfelel$jiik 6 db 3-hosszi
kor lesz, mondjuk C,C?,C3 és C%, C?, C° gy, hogy sem a szamozott, sem a betiizott koroknek nincs
kozos éle, de barmely szamozottnak pontosan egy kozos éle van barmely betiizottel. Nézziik a C* kort
és a hozzé élen csatlakozé C1, C?, C? kordket. Az dbran lathaté cstcsok koziil semelyik kettd sem eshet
egybe a fent elmondottak miatt. Ekkor azonban nem létezhet olyan C? kor, aminek a harom szémozott
C' mindegyikével kizos éle van. A kapott ellentmondés igazolja a Whitney tételt.[]

O

Korabban mar lattunk példat arra, hogy egy Osszefiiggo, sikbarajzolhaté G grafnak
lehetnek nemizomorf G5, G5 dudlisai. A fenti, 8 pontbdl allé tétel persze azokra is igaz,
igy G vagésai bijektiven G7 ill. G3 koreinek is megfelelnek. Tehat G és G3 élei kozott
kortarto bijekcio van. Ez motivélja a kovetkezo fogalmat.

3.140. Definicié G és H grifok gyengén izomorfak (2-izomorfak), ha létezik egqy ¢ :
E(G) — E(H) bijekcid ugy, hogy C' pontosan akkor kire a G grdafnak, ha o(C) = {p(c) :
ceC} a H kore.

3.141. Példa A két grdaf az abran gyengén izomorf, az élek kozti bijekciot a szdamozds
adja.

1
3
2 5 o
6 7
8

3.142. Tétel (Whitney tétele) Ha G sikbarajzolhatd, tovibbd G és H gyengén izo-
morf, akkor

(1) H is sikbarajzolhatd,

(2) G* és H* is gyengén izomorf, végil

(3) G és (G*)* gyengén izomorf.
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Bizonyitds. (Vézlat) (1): Legyen G* a G graf egy dudlisa. Vildgos, hogy G* egytuttal a H absztrakt
dudlisa is, ezért az elsének kimondott Whitney tétel miatt H sikbarajzolhatd. (2): Minthogy G* és H*
egyarant absztralt dudlisai H-nak (hisz a dudlis is absztrakt dudlis), ezért egymadssal gyengén izomorfak
a 8 pontbdl all6 tétel (7) allitdsa szerint. (3): Az idézett tétel (1) dllitdsa miatt (G*)* sszefiiggd, a (6)
allitds szerint tehat G* duélisa (G*)*-nak és persze G-nek is. De ekkor G és (G*)* egymaéssal gyengén
izomorfak. O

Hogyan kaphatunk gyengén izomorf grafokat? Ha G két kiilonb6z6 komponensének
egy-egy pontjat azonositjuk, akkor a korok halmaza nem valtozik. Az inverzoperacio
(amikor egy elvagd pont mentén két részre daraboljuk a G grafot vagy egy izolalt pontot
adunk hozzd G-hez) szintén G-vel gyengén izomorf gréfot eredményez. Ha G a pontdisz-
junkt G és Gy grafokbodl keletkezik gy, hogy G u; pontjat azonositjuk G5 us pontjaval
és (G vy pontjat azonositjuk G5 ve pontjaval, akkor G és G’ is gyengén izomorf, ahol G'-
ugy kapjuk, hogy G| u; pontjat azonositjuk G5 v, pontjaval és G v1 pontjat azonositjuk
G5 us pontjaval.

£
o5

3.143. Tétel (Whitney) Ha G és H gyengén izomorf, akkor H elddllithaté G-bdl a
fenti 3 operdcio ismételt alkalmazasaval.l]

Megjegyzés: Grafok és elektromos halézatok

Ahogyan ezt a Kruskal algoritmus alkalmazasaként mar lattuk, egy olyan
elektromos halézatot, amelyik kizarélag kétpolusu elemeket (azaz ellenallé-
sokat, dram-, ill. fesziiltségforrasokat, kapacitiv elemeket (kondenzétorokat)
valamint induktiv elemeket (tekercseket)) tartalmaz, tekinthetiink egy, a kap-
csolasi rajzzal megadott G grafnak is: G csicsai a csatlakozasi pontok lesz-
nek, minden élnek pedig egy-egy kétpolusi daramkori elem fog megfelelni. Egy
ilyen elektromos halézat megolddsa nem més, mint G minden egyes élén az
dramerdsségnek és a fesziiltségkiilonbségnek (mint fiiggvénynek) a meghaté-
rozéasa. A megoldast a Kirchhoff-féle csoméponti- és huroktorvények és az
Ohm torvények (ill. az induktiv elemekre és a kapacitiv elemekre felirt dif-
ferencidlegyenletek) felirdsabol ad6dé egyenletrendszerbdl kaphatjuk meg (és
persze innen deriil ki az is, ha esetleg nincs megolddsa az adott hélézatnak).

A csoméponti torvény lényegében azt mondja ki, hogy G tetszoleges vagasa
esetén a vagas élein foly6é aramok eldjeles Osszege 0, mig a huroktorvény
szerint G tetszoleges kore mentén a potencialkiilonbségek Gsszege 0.
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Ha a G graf véletleniil 6sszefiigg6 és sikbarajzolhatd, és G* a G egy dualisa,
akkor —mint azt lattuk— G és G* élei kozott természtes bijekcid van, és e
szerint G vagasai és korei G* koreinek és vagasainak felelnek meg, tovabba
G . Ezért a G-beli Kirchhoff torvényeket tgy is tekinthetjiikk, mint ame-
lyeket a G* graf éleire irtunk fel azzal, hogy a fesziiltségkiilonbségek ill. az
aramerosségek szerepét felcseréltitk. A fizikai torvények egy érdekes kovet-
kezménye, hogy G* éleihez lehetséges ugy dramkori elemeket rendelni, hogy
azok az aramerdsség és a fesziiltségkiilonbség szempontjabdl pontosan ugy vi-
selkedjenek, mint ahogyan a G-beli megfelelGjiik a fesziiltségkiilonbség ill. az
aramerosség szempontjabdl mikodik. Ez pl azt jelenti, hogy egy R nagysagu
ellenallasnak egy % nagysagu ellendllas, egy = nagysagu fesziiltségforrasnak
egy x nagysagu aramforras, valamint egy y nagysagu induktivitasnak egy y
nagysagu kapacitas felel meg. Ha most az igy konstrualt dualis G* haléza-
tot szeretnénk megoldani, akkor pontosan ugyanazt az egyenletrendszert kell
megoldanunk, mint amelyet a G-hez tartozo halézathoz, azzal a kiilonbséggel,
hogy ami G-ben aramerdsség volt, az G*-ban fesziiltségkiilonbség, ill. ami G-
ben fesziiltségkiilonbség volt, az G*-ban aramerdsség lesz. A G* megoldasat
tehat ugy kaphatjuk meg G megoldasabdl, hogy az dramerdsség és fesziiltség-
kiilonbség szerepét felcseréljiik. Ezt a jelenséget hivjak a villamos halézatok
elméletében dualitasi elvnek.

A 3.139. Whitney tételbdl az kovetkezik, hogy dudlis hélézatot pontosan
akkor tudunk késziteni egy adott halézathoz, ha az eredeti hal6zatnak meg-
felel6 graf sikbarajzolhaté. Lattuk azonban azt is, hogy a G* dudlis graf nem
egy sikbarajzohaté G-hez, hanem G egy konkrét sikbarajzolhdsdhoz tartozik:
kiilonb6zo sikbarajzolasokhoz tartozhatnak nemizomorf dualisok. Ezek a du-
alisok tehat olyan halozatokra adnak példat, amelyekben bar ugyanazok az
aramkori elemek taldlhaték, de ,,topologidjuk” kiilonbozik, és mégis, a megol-
dasuk azonos: az egyik dudlis minden egyes e élén ugyanannyi lesz az aram-
er0sség és a fesziiltségkiilonbség, mint a masik dudlisban az e-nek megfelel6
élen. S6t. Ahhoz, hogy két azonos aramkori elemeket tartalmazoé halézatnak
ugyanaz legyen a megoldasa, nem kell mas, mint hogy 1étezzék a két haldzat
aramkori elemei kozott kortartd és vagastartd bijekcio, azaz, hogy a két halo-
zat egymassal gyengén izomorf legyen. Itt latszik a 3.143. Whitney tétel egy
fontos alkalmazasi lehetosége: a hédlézat G grafjanak sikbarajzolhatésagatol
fiiggetleniil ha G’-t a Whitney operacidkkal kapjuk G-bol, akkor a G’-hoz
tartozo halozat megoldasa megegyezik a GG-hez tartozé halézat megoldasaval.

¢
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3.7. Grafok szinezései

3.144. Definicié A G grdf k szinnel szinezhetd, ha G minden csicsa kiszinezheto k
adott szin valamelyikére gy, hogy G bdrmely élének két végpontja kiilonbozd szind legyen.
A G graf kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezhetd k szinnel, de k—1 szinnel még
nem.

Amikor egy graf kiszinezésérdl beszélink (hacsak nem jelezziik az ellenkez6jét), min-
dig a csucsoknak a fenti szabdly szerinti szinezésére gondolunk. Egy konkrét szinezés
esetén az azonos szintre festett csicsok halmazat (amely halmaz tehdt nem feszithet élt)
szinosztdlynak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy a szinosztaly mindig a szinezéstdl fiigg,
és altalaban nem egyértelmi, hogy egy G grafot hogyan is kell x(G) szinnel kiszinezni.

3.145. Megjegyzések 1. Ha G k-szinezhetd, akkor G-ben nincs hurokél, hisz eqy hu-
rokél végpontjat nem lehet a fenti szabdly szerint megszinezni.

2. A G graf k-szinezése tekinthetd olyan ¢ : V(G) — {1,2,...,k} leképezés, amelyre
c(u) = c(v) = w ¢ E(Q) teljesil. (Ez voltaképp a formdlis definicid.)

3. A G grdf egy (adott szinezéshez tartozd) szinosztdlyanak csicsai kozott nem fut €l.
A lehetséges szinosztalyokrol szol a kovetkezd definicio.

3.146. Definicio A G grdf csiucsainak U részhalmaza figgetlen, ha G-nek nincs olyan
éle, melynek mindkét végpontja U-beli. A G grdf fiiggetlen csticsainak maximélis szama
a(G) =1, ha létezik G-nek | ponti figgetlen ponthalmaza, de [+1 pdronként dsszekitetlen
csucs mdr nincs G-ben.

A kromatikus szdmot ezek szerint gy is definidlhatjuk, hogy x(G) a legkisebb olyan

k egész, melyre GG cstucshalmaza lefedheto £ fiiggetlen ponthalmazzal.

Mik azok a gréfok amelyeket egy szinnel kiszinezhetiink, azaz mit jelent, hogy x(G) = 17 Vildgos,
hogy amint G-nek van éle, a két végpontjara két kiillonbozé szint kell hasznalni, illetve, ha G egy tu.n.
tresgrdf, aminek minden cstcsa izolalt, akkor egy szin elegendd. Tehat az 1-szinezhetd grafok éppen az
iiresgrafok (azaz a teljes gréafok komplementerei). Ennél izgalmasabb osztélyt alkotnak azok a grafok,
amelyekhez két szin elegendd. A 2-szinezheté grafok (vagyis azok, amelyek kromatikus szdma legfeljebb
2) olyanok, hogy él csak a két szinosztdly kozott futhat, azaz a graf bizonyosan péros. (Egyuttal
magyarazatot kaptunk a paros graf két csicshalmazinak elnevezésére is.) Az is vildgos, hogy ha G
péros, akkor a szinosztdlyait kiilonbozd szintire szinezve x(G) < 2 adédik.

A fentiekkel szemben a 3-szinezhetd grafok mar nem irhaték le ilyen egyszertiien, s6t, a bonyolultsag-
elmélet részben azt is latni fogjuk, hogy nem varhaté olyan algoritmus, ami egy inputgrafrél hatékonyan
eldonti, kiszinezhetGk-e a csiicsai mindossze 3 szinnel.

3.147. Definicié A G grdf klikkje a G teljes részgrdafja. A G grif w(G)-vel jelolt klikk-
szama G legnagyobb klikkjének pontszdma, azaz a legnagyobb olyan k szam, melyre létezik
G-ben k pdronként 0sszekotitt csics, de k+ 1 mar nem létezik.

3.148. Allitds Minden irdnyitatlan, véges G grdfra w(G) < x(G) < A(G) + 1 valamint
X(G)a(G) > n teljesiil, aholn a G csiucsainak szamdt jelenti.
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Bizonyitds. G pontjainak kiszinezésével a maximalis klikk pontjait is kiszinezziik, még-
pedig kiilonbo6z6 szinekkel. Ebbol vilagos az els6 egyenl6tlenség.

Masrészt az in. mohd szinezés mutatja, hogy barmely G graf (A(G) + 1)-szinezhetd.
Szinezziik ki G' pontjait vy, ve, ... v, sorrendben gy, hogy az i-dik 1épésben v;-t olyan
szinre szinezziik, ami nem szerepel v; kiszinezett szomszédain. Mivel v;-nek legfeljebb
A(G) kiszinezett szomszédja lehet, és mindegyik szomszéd legfeljebb egy-egy szint zér ki,
v; szinezése elvégezhetd a rendelkezésre allo szinek valamelyikével. v, kiszinezése utan
G egy (A(G) + 1)-szinezését kapjuk, ami a mésodik egyenl6tlenséget igazolja.

A tétel méasodik része azért igaz, mert ha G-t kiszinezziik x(G) szinnel akkor minden
egyes szinosztaly legfeljebb a(G) méretii, hisz fliggetlen pontokbdl all. Ezek szerint
G csicsait y(G) darab, legfeljebb a(G) méreti halmaz uniéjara bontottuk, ahonnan
n < x(G)- a(G). =

3.149. Megjegyzés A fenti dllitdsban eqyik egyenldtlenséget sem lehet altalaban meg-
javitani: az elsé also becslés pl. az un. perfekt grafokra éles, és a mdasodik also becslésre
18 konnyt azt eqyenldséggel teljesito grafot konstrudlni. A felsé becslés teljes grafokra és
ptn korokre is pontos: x(K,) =n = A(K,) + 1 dill. x(Cony1) =3 = A(Copy1) +1. A
felsd becslés azonban lényegében csak az utobbi grdafokra éles.

3.150. Tétel (Brooks tétele) Legyen G véges, eqyszert, dsszefiiggd grdf. Ha G nem
teljes graf és nem pdratlan kor, akkor x(G) < A(G). O

Egy, a Brooks tétel valamivel gyengébb allitast igazolunk, amit néha , gyenge Brooks
tételnek” hivnak.

3.151. Tétel Ha a G véges graf dsszefiggd és G nem regularis, akkor x(G) < A(G).

Bizonyitds. A tétel azzal ekvivalens, hogy G kiszinezheté A(G) szinnel. Ezt a mohd
szinezéssel fogjuk megmutatni. Lattuk, hogy a moho szinezéskor legfeljebb eggyel toébb
szint hasznalunk fel, mint ahdny korabban kiszinezett szomszédja lehet G egy csicséa-
nak. A A(G) szinnel valé szinezés lehet6sége kovetkezik tehat abbdl, ha G cstcsainak
sikeriil olyan vy, v, ..., v, sorrendjét megadnunk, amire az teljesiil, hogy minden v;-nek
legfeljebb A(G) — 1 kisebb indexii szomszédja van. A vy, vs, ..., v, sorrend viszont au-
tomatikusan ilyen lesz, ha az teljesiil r4, hogy v, kivételével minden v;-nek van i-nél
nagyobb indexii szomszédja, tovdabba, hogy v,, fokszédma A(G)-nél kisebb.

Mivel G nem reguldris, 1étezik A(G)-nél kisebb fokszamu csucsa, legyen ez v,,. Te-
kintsiik G egy F feszit6fajat (ami G 6sszefiiggd tulajdonsaga miatt létezik), legyen ennek
v egy v,~t6l kiilonbozo levele. Ilyen van, hisz minden (legalabb kétpontii) fanak van leg-
alabb két levele. Legyen vy az ' — vy fa egy v,-t6l kiillonbozé levele, és igy tovabb, azaz
v; az F'—{vy,v9,...,v;_1} fa egy v,-t6l kiilonbozé levele. Ez a Priifer kédoldshoz hason-
16 levéltorlési eljaras a G graf csicsainak olyan vy, v, ..., v, sorrendjét hatarozza meg,
amire v, nem maximalis fokszamu, és minden mé&s v;-nek van a sorrendben 6t koveto
szomszédja is. Nekiink pedig pontosan erre volt sziikségiink a tétel bizonyitasdhoz. [
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Az alébbi tétel pedig azt mutatja, hogy az w(G) < x(G) alsé becslés sokszor bizony
fabatkat sem ér.

3.152. Tétel (Mycielski) Tetszdleges k > 2 pozitiv egészhez létezik olyan G grdf, mely-
re x(G) =k és w(G) = 2.

Bizonyitds. Megadunk egy G grafot a kivant tulajdonsaggal. A konstrukcié egyéb-
ként Mycielski nevéhez flizodik. A k paraméter szerinti indukciéval bizonyitunk. A
Gy = Ky megfelel6 graf, tehat k = 2-re az indukcids éllitas igaz. Tegyiik fel, hogy va-
lamely k-ra a G}, grafot mar sikeriilt elkésziteni. Legyen V(Gy) = {v1,v,...,v,}, és
V(Gis1) = {vi,v2, ..., 00} U{ug,ug, ... u,} U{w}, ahol az u; és w az eddigiektdl és
egymastol kiilonbozo, 14 csicsok. Legyen E(Giiq) = {wu; : 1 < i < n} U {vu;,vu;
viv; € E(G)}UE(Gy), azaz kossiik Ossze w-t minden w;-vel, tovdbbd minden Gy-beli él
(6nmagén II(UI/VI'ﬂ) két élért felelés Gyq1-ben.

Q

Grq1

Mivel az u; pontok fiiggetlenek, tovabba w-bdl nem fut él v;-be, ezért G} 1-ben min-
den haromszog legaldbb két Gy-beli pontot (mondjuk v;-t és v;-t) tartalmaz. A hérom-
szog harmadik pontja nem lehet w, hisz az nem szomszédos egyik v;-vel, és nem lehet
G-nak sem pontja, hisz Gy az indukcids feltevés szerint nem tartalmaz haromszoget.
Ha tehat a haromszog a harmadik pontja mondjuk w;, akkor Gy definicidja v;, vj, v a
G-ban héaromszoget alkotnak, ami ismét csak ellentmond az indukcios feltevésnek. Azaz
w (Gk—I—l) = 2.

Azt kell mar csak bebizonyitani, hogy Gyi1 (k + 1)-kromatikus. & szerinti indukcidt
haszndlunk: k = 2-re x(K3) = 2 miatt az allitds igaz. Vilagos, hogy a Gy graf k + 1
szinnel szinezhetd, azaz, hogy x(Gr+1) < k+ 1, hisz a v;-ket a G}, egy k-szinezése szerint
szinezve, minden u;-nek a v;-vel azonos szint adva és w-re egy (k+ 1)-dik szint haszndlva
Gry1 egy (k + 1)-szinezését kapjuk.

Azt kell megmutatnunk, hogy Gri1 nem szinezhetd ki k szinnel. Indirekt bizonyi-
tunk: tegyiik fel, hogy G.1 mégis kiszinezhet6 k szinnel. Tekintsiink egy ilyen szinezést,
és szinezziik at a w-vel azonos szint kapd v; pontokat a megfelel6 u; csics szinére. Fz-
altal a {v1,v9,...,v,} pontok mindegyike w-ét6l kiilonbozé szint kap. Tehét Gy pontjai
(k — 1)-féle szint kaptak. Az indukciés feltevés szerint x(Gy) = k > k — 1, ezért Gy,
nem szinezheto jol k — 1 szinnel, vagyis az iménti szinezésben lesz két azonos szint kapo,
szomszédos csucs, mondjuk v; és v;. Ezek az eredeti szinezésben természetesen kiilon-
boz6 szint kaptak, tehat az egyikiik (mondjuk v;) a w-vel azonos szint kapott, és ezért
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atszineztiik u; szinére. Azonban v; és u; is szomszédosak Gy 1-ben, tehdt eredeti sziniik
kiilénbozd volt. Ezért az atszinezés utan sem fordulhat eld, hogy v; és v; azonos szint
kapott. FEz az ellentmondds igazolja az indukcids allitast, azaz x(Gyi1) = k + 1. O

3.7.1. Grafok élszinezése

3.153. Definicié A G grdf élgrafja az az L(G) grdf, aminek a csicsai G éleinek felelnek meg, és L(G)
két csucsa pontosan akkor van éllel dsszekdtve, ha G megfeleld élenek van kozds végpontja.

3.154. Definicié A G graf k-élszinezhetd, ha G é€lei k szinnel szinezhetdk gy, hogy
szomszédos élek kilonbiozd szint kapnak. A G graf élkromatikus szdma x'(G) = x.(G) =
k, ha G k-élszinezhetd, de G nem (k — 1)-élszinezhetd.

3.155. Megjegyzés G pontosan akkor k-élszinezhetd, ha L(G) k-szinezhetd. Tetszbleges G grdf esetén
X'(G) = x(L(G)).

3.156. Allitas Tetszbleges G grifra w(L(G)) > A(G), tovdbbd, ha A(G) > 3, akkor w(L(G)) = A(G).

[

G

AU
Sa/AY
€ L(G)

Bizonyitds. Az egy cstcsbdl induld éleknek megfelelé pontok klikket alkotnak L(G)-ben. Masfelsl L(G)
minden klikkje vagy G egy csticsbdl indulé néhany élének, vagy G egy hdaromszidgének felel meg. O

3.157. Allitas Tetszdleges G grifra x'(G) > A(G) dll.

Bizonyitds. Az egy csicsbol induld élek egymastdl kiilonbozo szint kapnak, és ez speci-
alisan a maximalis fokszdmu cstucsbdl indulé élekre is igaz. Ugyanez formalisan: x/(G) =
X(L(G)) = w(L(G)) = A(G). -

3.158. Tétel (Kénig tétel) Ha G = (A, B; E) pdros grdf, akkor X' (G) = A(G).

Bizonyitds. Az eléz allitds miatt elegendd azt igazolni, hogy x'(G) < A(G), azaz csupdn egy A(G)-
élszinezést kell mutatni. Létezik olyan H péaros graf, melynek G részgrifja, és H minden csicsa-
nak fokszdma A(G). (Ilyen H-t példaul dgy kaphatunk, hogy G mellé felvessziik még G-nek egy
G' = (A, B’; E’) mésolatdt, H szinosztdlyai A U B’ és B U A’ lesznek, és minden v csics és annak
v’ mésolata kozé behizunk tovabbi A(G) — d(v) parhuzamos élt.) Ha sikeriil a A(G)-regularis H graf
éleit A(G) szinnel kiszinezni, akkor egyuttal a G részgraf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi szinnel
valé szinezését.

A H graf élszinezéséhez pedig elegendd azt megmutatni, hogy tetszéleges regularis paros grafban
van teljes parositas. Ugyanis akkor H egy teljes parositdasat kiszinezve az els6 szinnel, a szinezetlen élek
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egy (A(G) — 1)-regularis paros grafot alkotnak, abban is taldlunk teljes pédrositdst, ez a masodik szint
kapja, sit.

Miért létezik tehat egy r-regularis paros grafnak teljes parositdsa? A Hall feltétel teljesiilését kell
csupan ellendrizni. Ha az egyik szinosztdlybdl kivalasztunk egy k pontu X halmazt, akkor az X-beli
cstcsokbdl 6sszesen kr él indul ki. Mindezen élekbdl a mésik szinosztaly barmely cstcsa legfeljebb r-t
fogadhat be, tehat a kr darab él megérkezéséhez legaldbb k pontra van sziikség: |N(X)| > |X|. A Hall
feltétel az r-reguldris graf barmelyik szinosztalyara teljesiil, tehat csakugyan létezik teljes parositas, és
pontosan ezt kellett bizonyitanunk. O

Mig a x > w becslés altaldban nem til jé (mutatjak ezt a Mycielski gréfok), addig a
fenti becslés kozel jar az igazsaghoz.

3.159. Tétel (Vizing tétele) Ha G véges, egyszerii grdf, akkor x'(G) < A(G)+1 .0
3.160. Tétel (Shannon tétele) Ha G véges, grdf, akkor X'(G) < 2 - A(G).0

3.161. Megjegyzés Ha egqy K3 minden élét k pdrhuzamos éllel helyettesitjik, akkor az igy kapot G
grifra X' (G) = 2 - A(G).

3.7.2. Sikgrafok szinezése

Lattuk, hogy a 2-szinezheté grafok pontosan a péaros grafok. A 3-szinezheté gréafok
mar sokkal bonyolultabb struktirat alkotnak: mint latni fogjuk, annak a felismerése,
hogy egy adott G graf 3-szinezhet6-e (azaz G csucsai elddllnak-e 3 fiiggetlen ponthalmaz
uniéjaként), bizonyithatéan nehéz. Erdekes viszont, hogy a 4-szinezhet6 grafok osztéalya
tartalmazza a sikbarajzolhato grafokat.

3.162. Tétel (4-szin tétel) Minden eqyszert, sikbarajzolhatd grdf 4-szinezhetd.O

Torténelem: A 4-szin tétel

Sikbarajzolt grafok szinezése legtermészetesebben a térképszinezés kapcsan meriil fel: egy
politikai térképen szeretnénk az orszagokat gy kiszinezni, hogy szomszédos orszagok szine
kiillonbozzék. Maés széval, egy sikbarajzolt graf tartomanyait kell szinezniink, ami ekviva-
lens az adott graf dudlisdanak szinezésével.

(Egyébként a politikai térképek nem sziikségképpen 4-szinezhetdk, hisz pl. Kalinyingradot
is az Oroszorszaghoz hasznalt szinnel kell festeni. Ha ezt jol megértettiik, akkor nem
meglepd az az allitas sem, hogy tetszOleges k-hoz létezik olyan politikai térkép, ami nem
szinezheto ki k szinnel. Szorgalmi hazi feladat: keressiink tovabbi példédkat nem 6sszefiiggd
orszagokra, tengerrel valé elvdlasztottsdg nem szdmit.)

A 4-szin tételt el6szor Francis Guthrie sejtette meg 1852-ben: megfigyelte, hogy Anglia
megyéi gy 4-szinezhetok, hogy szomszédos megyék kiilonboz6 szint kapnak. T6bbszoros
attétellel értesiilt errdl Cayley, aki nem talalt bizonyitast, ezért 1878-ban publikélta a sej-
tést. 1879-ben Kempe kozolt egy bizonyitast, melyet Tait bizonyitasa kovetett 1880-ban.
1890-ben Heawood hibat taldlt Kempe bizonyitasdban, 1891-ben pedig Petersen a Tait-
félében. A hibdk egyikét sem sikeriilt azdta sem kijavitani. Sokak hosszi, eredménytelen
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probélkozasai utan Appel és Haken 1976-ban jelentették be, hogy igazoltak a tételt. Mod-
szeriikkel az allitds egy hihetetleniil bonyolult, szertedgazd esetvizsgalatra vezetett, amit
szamitogéppel végeztek el. Mivel a bizonyitds helyességének ellendrzése elképzelhetetlen
szamitogép nélkiil, felmeriilt az a metamatematikai probléma, hogy mi tekinthetd teljes
értékli bizonyitasnak: mennyire lehetiink biztosak abban, hogy a szamitégép programja
valéban azt végzi el, amit arrdl feltételeziink. A torténet kivetkezd alloméasahoz 1996-ban
érkezett, amikoris Robertson, Sanders, Seymour és Thomas taldlt egy, az Appel-Haken-
félénél jéval egyszeriibb bizonyitast, mely arra vezet, hogy 633 kis graf d.n. redukalha-
tosdgat kell ellenOrizni. Természetesen Robertsonék is szamitégéppel végeztették ezt el,
ezért tovabbra sem lehetiink abszolit bizonyosak afel6l, hogy a bizonyitas korrekt. Sajnos
ezen ma sem tud senki segiteni. Tortént azért még valami, ami emlitést érdemel. Ha nincs
ember, aki ellenérizhetné a bizonyitast, miért ne tehetné meg azt a gép? Léteznek ugyanis
mechanikus bizonyitasellen6rz6 programok, ezek egyike az u.n. coq. 2004-ben Georges
Gonthier atirta Robertson és tarsai bizonyitasat a bizonyitasellenorzé dltal értelmezhet6
formalis nyelvre, és ellendriztette azt. A munka egyaltaldn nem volt trividlis, és bar a teszt
sikeres volt (igyhogy mostanra aztdn tovabb csékkentek a kételyek, ha voltak még egydlta-
l4n), de nem ez a lényeg. Az eredmény jelentésége abban rejlik, hogy a bizonyitasok egyre
komplexebbé vélasival a levezetések ellenérzését nem tudjuk mindig mi magunk elvégez-
ni. Eljchet —egyesek szerint kozel van mar— az id6, amikor egy-egy bizonyitds ellenérzése
jelent6sen nehezebb lesz, mint maganak a bizonyitasnak a megtaldldsa. De tugy tinik, van
remény, és nem fog emiatt megallni a tudomany: lehetGség lesz az ellendrzés gépesitésére,
hisz a ma ismert bizonyitasok egyik legkomplexebbike esetében ez sikerrel megtortént.

De térjiink vissza a proféciaktol az eredeti 4-szin tételre adott hibéas bizonyitashoz. Kempe
11 évig megtévesztette a vildgot, ami szép teljesitmény, még ha nem is szandékos. A hiba
megtaldldsa utdn azonban a bizonyitds menthetetlennek tiint. Az ott haszndlt mddszer
azonban annyibdl nem haszontalan, hogy alkalmas egy gyengébb, 4m nemtrivialis eredmény
igazolasasra. 4

3.163. Tétel (5-szin tétel) Minden egyszerii, sikbarajzolhato G grif 5-szinezhetd, azaz
x(G) < 5.

Bizonyitds. Legfeljebb 3 pontu grafokra a tétel trividlisan igaz. Nagyobb grafokra pont-
szam szerinti indukcidval bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a legfeljebb (n—1) pontu gréafokra
a tétel igaz. Legyen G egy n pontu (n > 3), egyszer(i, sikbarajzolhaté graf. Tudjuk,
hogy G élszama legfeljebb 3n — 6, azaz G pontjainak fokszamosszege legfeljebb 6n — 12.
Van tehat G-nek egy legfeljebb 5-6dfoki v cstcsa.

Mivel G — v is egyszerii és sikbarajzolhatd, ezért az indukcids feltevés miatt 5-
szinezhet6. Ha tehat v szomszédai legfeljebb 4 szint kapnak e szinezésben, akkor v
megkaphatja az 6todik szint. Ez akkor nem miikodik, ha d(v) = 5 és mind az 6t szom-
széd kiilonboz6 szinli. (Ha csak a 6-szintételt szeretnénk igazolni, akkor ez sem okozna
problémat, és a bizonyitast itt be is fejezhetnénk.) (Ld. az dbrat.) Tekintsiik az 1-es és
3-as szinek altal feszitett G5 részgrafot (G — v)-ben. Ha a v cstcs l-es ill. 3-as szini
szomszédai G135 kiilénboz6 komponenseibe esnek, akkor pl. az 1-es szomszéd komponen-
sében felcserélve az 1-es és 3-as szineket, a G —v olyan 5-szinezését kapjuk, amiben v-nek
nincs 1-es szint szomszédja. Ekkor v 1-es szinre szinezheto.
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Ellenkez6 esetben van v 1-es és 3-as szinli szomszédja kozott egy olyan 1t, ami csak
1-es és 3-as szint csucsokat hasznal. A sikbrarajzoltsdg miatt biztos nincs v 2-es és 4-es
szinl szomszédja kozott olyan 1t (G — v)-ben, ami csak 2-es és 4-es szinil csucsokat hasz-
nal, vagyis a (G13-hoz hasonléan definidlt G4 grafban az emlitett két szomszéd kiilonb6z6
komponensekben van. A 2-es szinli szomszéd komponensében felcserélve a 2-es és 4-es
szint G — v olyan 5-szinezését kapjuk, amiben v szomszédai ko6zott nem fordul el6 a 2-es
szin. A v csucs tehat megkaphatja a 2-es szint. O]

3.164. Megjegyzés Erdemes meggondolni, Kempe mit nézett el, azaz, hogy a fenti bizonyitds miért is
nem mikodik 4 szinre.

Mutatunk az 5-szintételre egy masikm, a fentitol 1ényegesen kiilonb6z6 bizonyitast is,
amelyben szereplo otlet méskor is hasznos lehet.

A 3.165. Tétel ujabb bizonyitisa. Az eléz6 bizonyitas elsé bekezdésében leirtak szerint
jarunk el. Van tehat egy legfeljebb 5-6dfokd v csticsunk. Ha d(v) < 4, akkor G — v
sikbarajzolhaté 1évén az indukcio szerint 5-szinezhetd, és ebben a szinezésben valaszthaté
v-nek olyan szin a lehetséges 5-bdl, amit nem hasznaltunk a legfeljebb 4 szomszédja
egyikéhez sem.

Végiil ha d(v) = 5, akkor v-nek van két egymaéssal nem szomszédos szomszédja,
mondjuk u és w, hisz ellenkezd esetben lenne G-nek Kg-tal izomorf részgrafja, amirdl
mar lattuk, hogy nem lehetséges. Huzzuk ossze az uv és vw éleket. Az igy keletkez6é G’
graf sikbarajzolhaté lesz, igy az indukcié miatt 5 szinnel szinezheté. Legyen az w, v, w
csucsoknak megfelel6 G’ cstcs szine piros. Ha most G cstcsait a G’ szinezése szerint
szinezziik, tovabba az u és w csicsnak piros szint adunk, akkor v 6t szomszédja Gsszesen
4 féle szint kap, tehat a rendelkezésre allé 5 szin koziil v-nek is valaszthatunk alkalmasat.
Ezaltal G csucsait sikeriilt 5 szinnel szinezni, az indukcids 1épést igazoltuk, a bizonyitast
befejeztiik.

3.165. Megjegyzés A fenti bizonyitds nemcsak sikbarajzolhaté grdfokra mikodik. Minddssze annyit
haszndl G-rél, hogy G nem tartalmaz Kg-minort (azaz G-bél csiucsok elhagydsdval és élek dsszehizdsdval
nem kaphatd Kg, tovdbbd, hogy G bdarmely feszitett részgrifjanak kevesebb mint 3-szor annyi éle van
mint a csucsainak szama.
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3.8. Perfekt grafok

3.166. Definicié A G véges graf perfekt, ha G minden feszitett G' részgrafidira x(G') =
w(G') teljesiil.

A fenti definicioban az egyenl0ség persze magara a G grafra is teljesiil, de a vizsgan
mar annyiszor hallottunk helytelen definiciét, hogy itt is igyesziink hangsulyozni, hogy
nem csak az eredeti grafra kivanjuk meg a leirt tulajdonsagot.

A 3.166. definiciét az motivalja, hogy azoknak a grafoknak a szerkezetére vagyunk
kivancsiak, amelyekre a kromatikus szamra vonatkozé, x(G) > w(G) alsé becslés egyen-
16séggel teljesiil. Ebben a forméban a kérdés nem szerencsés, mert tetszéleges (véges) G
grathoz egy x(G) méretii klikk-komponenst hozzavéve x(G) = w(G) fog teljesiilni. Ezért
kivanjuk meg az egyenléséget minden feszitett részgrafra.

3.167. Példa 1. Ha G nemiires, pdros grdf, akkor x(G) = 2 = w(G) (dres pdros
grafra x(G) = w(G) = 1). Mivel pdros grdf feszitett részgrifja is pdros graf, ezért
minden pdros graf perfekt.

2. Minden 4t pdros grdf, ezért minden 4t perfekt. Minden fa (sét erdd is) pdros grdf,
ezért egyuttal perfekt.

3. x(K,) =n =w(K,), tovdibbd minden klikk feszitett részgrifja klikk, ezért minden
klikk perfekt.

4. Han > 2, akkor x(Cons1) = 3 # 2 = w(Cany11), tehdt a pdratlan kor (a C3 = Kj
kivételével) nem perfekt graf. (Viszont minden feszitett részgrdfja perfekt, tehdt a
legalabb 5 hosszi ptn kér egy minimélis imperfekt graf.)

Az alabbi tételek tovabbi grafosztalyok perfektségét igazoljak.

3.168. Tétel Ha G komplementere pdros grdf, akkor G perfekt.

Bizonyitis. Ha G péaros graf komplementere, akkor G minden feszitett részgrafja is
paros graf komplementere, ezért elegend6 azt bizonyitani, hogy x(G) = w(G) ha G
komplementere paros. Kénig és Gallai tételei alapjan (paros grafban nincs hurokél)
w(G) = a(G) =n—7(G) = n—v(G). A x(G) = w(G) egyenldség igazoldsihoz a trividlis
X(G) > w(G) egyenlétlenség miatt elegendé a x(G) < w(G) bizonyitdsa, azaz G egy
w(G) = n — v(G) szinnel térténd szinezésének megadésa. Ilyet pedig tigy kapunk, hogy
rogzitjiikk G-nek egy v(G) élbdl all6, M maximéalis parositdsat, és minden csticsot kiilon-
b6z6 szinnel szineziink, kivéve, hogy M minden élének végpontjai azonos szint kapnak.

Ezaltal a felhaszndlt szinekben az n-hez képest v(G) megtakaritdst ériink el. O

3.169. Tétel Pdros grdf élgrdfja perfekt.
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Bizonyitds. Ha G paros graf, akkor L(G) élgrafjanak tetszoleges feszitett részgrafja azo-
nos G egy alkalmas részgrafjanak élgrafjaval, azaz szintén egy paros graf élgrafja. Ele-
gendd tehat azt bizonyitani, hogy x(L(G)) = w(L(G)) tetszbleges G paros grafra.
Mivel G haromszog-mentes, ezért L(G) minden klikkje G egy csicsbdl indulé élei-
nek felel meg, igy w(L(G)) = A(G). Kénig paros grafok élszinezésérdl szolé tételének
felhasznélasaval w(L(G)) = A(G) = X' (G) = x(L(G)) kovetkezik. O

3.170. Tétel Pdaros grdf élgrafjanak komplementere perfekt.

Bizonyitds. Ha G paros graf, akkor m feszitett részgrafja nem mas, mint L(G'), ahol
G’ a G alkalmas részgrafja. Mivel G’ paros, ezért elegendé azt igazolni, hogy x ((L(G))) <
w(L(G)) tetszOleges G péros grafra (a masik irdnyu egyenl6tlenség trividlis).

A Kénig tétel alapjan w(L(G)) = a(L(G)) = v(G) = 7(G), ezért elegends 7(G)
szinnel kiszinezni L(G)-t. Legyen U C V(G) egy 7(G) pontbdl all6 lefogé ponthalmaz,
és valasszunk G minden egyes e éléhez e-nek egy U-beli végpontjat. Ha minden élt a
kivalasztott végpontnak megfelel6en szineziink, akkor 7(G) szint hasznalunk, és az azonos
szint élek paronként szomszédosak, azaz a nekik megfelel6 pontok L(G)-ben fiiggetlenek.

Tehét ez csakugyan egy 7(G) szinnel torténd szinezése L(G)-nek. O

Tovabbi példat is adunk perfekt grafra, de ehhez értelmezziik a rendezést.

3.171. Definicié Ha D irdnyitott graf, akkor uiv geloli azt, hogy u-bol vezet v-be
D-ben irdnyitott t.

A D irdnyitott grdf aciklikus, ha nem tartalmaz irdnyitott kort.

A D irdnyitott graf v csucsa forras (nyeld), ha v-be nem fut be (v-bdl nem indul ki)

G-nek éle.

3.172. Allités Ha a D véges, irdnyitott grdaf aciklikus, akkor létezik forrdsa és nyeldje
18.

Bizonyitas. Tetszoleges pontbdl kiindulo sétat az aciklikus tulajdonsag miatt sosem érint-
het korabban érintett pontot, ezért a séta elébb-utébb elakad egy nyelében. A megfor-
ditott éleken haladé séta hasonld okok miatt forrasba jut. O

A < relaciét az X halmazon részbenrendezésnek nevezziik, ha létezik az X ponthal-
mazon egy aciklikus D irdnyftott graf, melyre (z < y) <= (v ”y) . (Az 2-t akkor
tekintjiik kisebbnek y-ndl, ha z-bél irdnyitott iton y-ba juthatunk.) A < részbenrendezés

szerint x és y dsszehasonlithato, ha x < y vagy y < x.

3.173. Megjegyzés A részbenrendezés szokdsos definicioja hdrom tulajdonsdgot kivin
meg:
(1) reflexivitds: © < x Ve e X,
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(2) antiszimmetria: ha x Xy és y < x, akkor x =y, valamint

(8) tranzitivitds: ha x <y ésy <X z, akkor v < z.

Konnyi ellendrizni, hogy aciklikus D iranyitott graf esetén a <:= i reldcio kielégiti
a fenti 3 feltételt. Mdsrészt az is kozvetleniil adodik, hogy ha =< a fenti 3 tulajdonsdgot
teljesitd reldcio, akkor az X halmazon bevezetve minden xy élt, melyre y # x =<y, eqy
olyan aciklikus D irdnyitott grdafot kapunk, melyre <= i . Tehadt a részbenrendezés
hagyomdnyos definicicja eqyenértéki a fenti, irdnyitott grdfossal.

3.174. Példa 1. A wvalds szamok a < rendezéssel. (Barmely két szam dsszehasonlit-
hatdo, tehdt ez egy teljes rendezés. )

2. Az X halmaz részhalmazain értelmezett C reldcid. (Vannak nem dsszehasonlithatd
részhalmazok.)

3. Az N halmazon az oszthatdsdg. (Vannak nem dsszehasonlithatd szamok.)

4. Intervallumrendezés: Iy, I, ... valds intervallumok. I; = I;, ha I; = I;, vagy
x; < xj minden x; € I;, x; € I; esetén. (Az I; intervallum teljes egészében jobbra
van I;-tdl.)

3.175. Definicié Legyen = az X halmaz részbenrendezése. A G< Osszehasonlitasi graf
csucshalmaza X, €lei pedig azon xy-k, melyekre x # y, tovdbbd x és y dsszehasonlithato:
Ty vagyy 2T

3.176. Példa Legyenek az Iy, I, . .. valds intervallumok a G grdf csicsai, és fusson az
I; és I; csicsok kizott €l, ha I; N 1; # 0. (Az ilyen tipusi grdfok neve intervallumgraf.)

AG intgrvallumgréf komplementere az intervallumrendezésnek megfelel6 sszehasonlitasi graf.
O O

p.C h 0—o01
ao 0 @ — gof
] R

3.177. Tétel Ha < a véges X halmaz részbenrendezése, akkor a G< dsszehasonlitdsi
graf perfekt.

Bizonyitas. Eloszor megfigyeljiik, hogy G< minden feszitett részgrafja is dsszehasonlitasi
graf. Valéban: a G< ponthalmazdnak egy U részhalmaza éltal feszitett graf nem maés,
mint az U-ra megszoritott < |y részbenrendezés G|, Gsszehasonlitdsi grafja. (Az vilagos,
hogy a = |y megszoritas is részbenrendezés.)

A tétel igazoldsahoz tehat annyit kell megmutatni, hogy ha G< sszehasonlitési graf,
akkor w(G<) > x(G<). (Itt felhasznaltuk a korabban altalaban bizonyitott w(G<) <
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x(G<) egyenlétlenséget.) Legyen D olyan aciklikus irdnyitott graf, melyre <= * .
Jelolje V; a GG azon v csucsainak halmazat, amire az igaz, hogy a v-bdl indulé leghosszabb
D-beli irdnyitott it pontosan i cstcsot tartalmaz. Mivel D aciklikus, ezért a definiciobol
adddik, hogy V(G) a diszjunkt Vi, Vs, ..., V} halmazok unidja, és az is, hogy minden
Vi halmaz fliggetlen. Ezért x(G) < k. Mésrészt, ha x € Vj, akkor létezik egy z-bol
induld, k£ pontu irdnyitott Gt D-ben, és ezen 1t csucsai egy k méretii klikkjét alkoltjak a
G griafnak. Ezek szerint w(G) > k > x(G), és ezt akartuk igazolni. O

3.178. Tétel (Gyenge perfekt graf tétel) Ha G perfekt, akkor (és csak akkor) G is
perfekt.

3.179. Kovetkezmény Minden intervallumgrdf perfekt.

Bizonyitds. Az intervallumgraf komplementere az intervallumrendezés 6sszehasonlitasi
grafja, tehat perfekt. A gyenge perfekt graf tétel miatt az intervallumgraf is perfekt. [J

A gyenge perfekt graf tételt el6szor Lovasz bizonyitotta be, az alabbi allitas igazola-
saval.

3.180. Tétel (Lovasz tétele) A G grdf perfekt <= G minden G’ feszitett részgraf-
jara o(G') - w(G") > |V(G")].

A 3.180. Lovdsz tételében a sziikségesség bizonyitdsa. Mivel G egy x(G)-szinezésének Vi, Vo, . ..

szinosztalyai diszjunkt fiiggetlen halmazok, ezért |V (G)| = [Vi|+|Va|+... < a(G) - x(G).
Ha G’ a G perfekt graf feszitett részgrafja, akkor x(G') = w(G') miatt |[V(G")] <
a(G") - x(G) = a(G") - w(@). O

Gasparian bizonyitisa Lovdsz tételére. Az elégségességet igazoljuk. A sziikségességet lat-
tuk, igy elegend6 azt megmutatni, hogy ha G minimélis imperfekt (azaz G nem perfekt,
de minden val6di feszitett részgrafja az), akkor a(G)-w(G) < |V(G)|. Legyen a := a(G),
w = w(G). Figyeljiik meg, hogy ha A C V(G) fliggetlen, akkor w + 1 < x(G) <
X(G-—A)+1=w(G—-A)+1<w+1, tehit w =w(G — A) = x(G — A). Létezik tehat
G minden a méretii A fiiggetlen halmazdhoz egy w méretii, A-t6l diszjunkt K (A) klikk
G-ben.

Legyen Ag = {a1,aq9,...,a,} a G egy « méretii fiiggetlen halmaza. G — a; perfekt,
és X(G — a;) = w(G — @;) = w, tehdt legyenek az A}, A? ... A¥ fiiggetlen halmazok a
G — a; graf egy w-szinezésének szinosztalyai. Vegyiik észre, hogy az w méretii K (Af )
klikk a w — 1 db A¥ (k # j) szinosztély mindegyikét legfeljebb 1 pontban metszi, ezért
|K (AN A¥| =1 és a; € K(A]). Mivel a K(A?) klikk az Ay fiiggetlent sem metszheti 2
pontban, ezért [ # i-re a; ¢ K(A?), vagyis K(A?) C G — a;. Az w méretii K (A7) klikk a
G — a; graf w-szinezésének A}, A7, ... AY szinosztélyait tehdt 1 — 1 pontban metszi. Az is
vildgos, hogy az w méretti K (Ay) klikk diszjunkt a;-tél, azaz a G — a; graf w-szinezésének
Al A?) ... AY szinosztdlyait 1 — 1 pontban metszi.
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Legyen A az a matrix, melynek « - w + 1 sora az

Ao, AL A2 A9 AL A2 A

«

fiiggetlen halmaznak megfelel6 incidenciavektorok, a IC matrix a-w+ 1 sora pedig legyen
rendre a

K(AO),K(AD,K(A%), s K(Aold)’ K(A;)7K(Ag) s 7K(A2¢))

klikkek incidenciavektora. Mindkét matrix tehdt (a - w + 1) x |[V(G)| mérett, igy az
(@ w+1)x (a-w+1) méretti M = A- KT szorzatmdtrix rangja is legfeljebb |V (G)].
Marpedig M minden eleme a megfelel6 fliggetlen halmaz és klikk k6zos elemeinek szamat
tartalmazza, azaz M féatléjaban 0-k, minden f6atlotol kiilonbozo helyén pedig 1-esek
allnak. Konnyen lathaté, hogy M rangja - w + 1, azaz o - w < |V(G)]. O

Az intervallumgréafok perfektségét kozvetleniil (a gyenge perfekt graf tétel nélkiil) is
bebizonyitjuk.

Az intervallumgrdfok perfektségének kozvetlen bizonyitdsa. Figyeljiik meg, hogy az in-
tervallumgraf minden feszitett részgréafja intervallumgraf, amit épp a feszitett részgraf
csucsainak megfelel6 intervallumok hatdroznak meg. Ezért elegendd azt igazolni, hogy
tetszOleges G intervallumgrifra x(G) = w(G). Lattuk, hogy a x(G) > w(G) egyenlét-
lenség minden grafra teljesiil, ezért a feladatunk minddssze annyi, hogy a x(G) < w(G)
egyenlotlenséget igazoljuk, azaz, szinezziik ki G-t k szinnel és ugyanakkor talaljunk egy
k méretii klikket is G-ben.

A G gréaf kiszinezését a mar latott moho szinezéssel végezziik, ahol a csicsokat a
megfeleld intervallumok balvégpontjainak novekvé sorrendjében vessziik. (Az dbrén lat-
haté intervallumgraf esetén ez az abcde fhgi sorrendnek felel meg.) Tehat G csicsait
ebben a sorrendben szinezziik gy, hogy minden jabb intervallumnak megfelel6 csics
kiszinezésekor a legkisebb sorszamiu olyan szint hasznaljuk, ami nem okoz azonos szini
végpontokkal rendelkezo élt. Tegyiik fel, hogy k szint hasznaltunk fel ekézben. Mit
mondhatunk annak az x csicsnak megfelelo intervallumrél, amit a k-dik szinre festet-
tiink? Nos, x-nek vannak olyan vy, v, ..., vx_1 szomszédai, amelyeket korabban mar az
els6 k — 1 szinnel megszineztiink. Ezek szerint a vy, vs, ..., v intervallumok mindegyi-
kének van kozos pontja az z intervallummal. Az intervallumok feldolgozasi sorrendjébdl
adddoan ez azt jelenti, hogy x bal végpontjat minden egyes v; intervallum tartalmazza,
azaz, a Ui, Vg, ..., Us_1, & csucsok G-ben egy k méretii klikket alkotnak. Nekiink pedig
éppen ezt kellett bizonyitanunk. O

Az intervallumgrafok perfektségére adunk egy masik bizonyitast is a gyenge perfekt
graf tétel felhasznalasa nélkiil, amivel altaldnosabb eredmény igazolhato.

3.181. Lemma Tegyiik fel, hogy a G grdf olyan, hogy minden feszitett részgrdfjanak
van szimplicialis csicsa, azaz olyan v pontja, melynek szomszédai klikket alkotnak G-
ben. Ekkor G perfekt.
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Bizonyitds. A G graf n pontszama szerinti indukcioval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor G
perfekt, az éallitds igaz. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb n pontu grafokra igaz a lemma, és
legyen az allitasban leirt tulajdonsagi G grafnak n + 1 csucsa. A G graf minden valodi
feszitett részgrafja legfeljebb n csicesal rendelkezik, ezért igaz rajuk az indukciés allitasa.
Vagyis csupan annyit kell bizonyitanunk, hogy y(G) = w(G) all.

Legyen v a G szimplicialis cstcsa és legyen G/ = G — v az e pont torlésével keletkezo,
n csucsu graf! Mivel v torlése legfeljebb eggyel csokkenti a klikkszamot, ezért w(G) >
w(G') > w(G)—1. Ha tehat w(G) > w(G’), akkor w(G) = w(G')+1 = x(G")+1 > x(G),
ahol a masodik egyenléség azért igaz, mert a G’ gréfra teljesiil az indukcids &llitds, az
egyenlStlenség pedig abbdl kovetkezik, hogy ha G'-t kiszinezziik x(G’) szinnel, és v-nek
egy Ujabb szint adunk, akkor G egy jo szinezését kapjuk. Ezt 6sszevetve a minden grafra
teljesiil, kordbban bizonyitott x(G) > w(G) egyenlStlenséggel, x(G) = w(G) adédik.

Az w(G) = w(G') esetet kell még ellendrizniink. Mivel v a szomszédaival egyiitt is
klikket alkot, ezért v-nek legfeljebb w(G) — 1 szomszédja lehet. Innen w(G) = w(G') >
X(G) > w(@) adddik, ahol az utolsé egyenlStlenség a szokdsos trividlis becslés. Az utolsé
el6tti egyenlétlenség magyardzata, hogy G” az indukcids allitds szerint kiszinezheté w(G’)
szinnel, de v-nek w(G’)-nél kevesebb szomszédja van, tehdt v szdméra is marad felhasz-
nalhat6 szin. Ez G-nek egy w(G’) szinnel torténé szinezését adja, ennél G kromatikus
szama nem lehet nagyobb. 0

Be lehet bizonyitani, hogy az t.n. merevkdord gréfok (melyekben 3-nél hosszabb kérsk nem for-
dulhatnak elé feszitett részgrafként) rendelkeznek szimplicidlis csiccesal. Innen azonnal adédik, hogy a
merevkori grafok perfektek.

Az intervallumgrafok perfektségérdl szolo 3.179. Kovetkezmény harmadik bizonyitisa. A
fenti lemma miatt csupan azt kell igazolni, hogy az intervallumgraf tetszoleges feszitett
részgrafjanak van szimplicidlis csticsa. Mivel az intervallumgraf minden feszitett rész-
grafja intervallumgraf, ezért elegendé csupdan annyit megmutatni, hogy tetszoleges in-
tervallumgrafnak létezik szimplicidlis csticsa. Legyen G tehat egy intervallumgraf, és
legyenek I, I, ... a G-t meghatarozé intervallumok. Feltehetjiik, hogy az [; intervallum
jobbvégpontja a legkisebb az adott intervallumok jobbvégpontjai kozott. A,lh'tjuk7 hogy
a G graf I-nek megfeleld csiicsa szimplicidlis. Ehhez minddssze azt kell igazolni, hogy
az -t metsz6 intervallumok egymadst is paronként metszik. Mivel minden I; interval-
lum jobbvégpontja jobbra van I; jobbvégpontjatdl, ezért minden /-t metsz6 intervallum
tartalmazza I; jobbvégpontjat, és éppen ezt akartuk bizonyitani. O]

A fenti bizonyitas mddszere alkalmas a tétel altalanositdsara, és intervallumgrafok helyett részfag-
rafokrél megmutatni, hogy perfektek. Egy G graf részfagrdf, ha cstucsai egy F' fa részfainak felelnek meg
ugy, hogy két cstcs kozott pontosan akkor fut él, ha a megfelel6 két részfanak létezik kozos cstucsa. Ha
F egy tut, akkor az F-hez tartozo részfagraf intervallumgréf, és minden intervallumgraf részfagrafja egy
alkalmas utnak. Ha tekintjiik F' egy v csiicsat, akkor vagy minden részfa tartalmazza v-t, és akkor G
egy klikk, ami perfekt, vagy létezik egy olyan T részfa, aminek a v-hez legkozelebbi u csicsa v-t0l a
leheto legtavolabb van. Koénnyen lathatd, hogy minden T-t metsz6 részfa tartalmazza u-t, vagyis a G
graf T-nek megfelel6 csticsa szimplicidlis.
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3.182. Tétel (Perfekt graf tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas))
Egy G véges graf pontosan akkor perfekt, ha sem G, sem G nem feszit legaldbb 5 hosszi,
pdratlan kort..J

Toérténelem: A perfekt graf tétel (n6k a matematikdban)

A perfekt graf tételt Claude Berge mar 1960-ban sejtette. Széles korben ismertté valdsat
kovetGen népes matematikushadsereg probélta bebizonyitani, de csak részeredményeket si-
keriilt igazolni. A sejtés fokozatosan a grafelmélet egyik centralis jelentéségli megoldatlan
problémajava valt: szamos fontos kérésrol deriilt ki, hogy szorosan kapcsolddik a problé-
mahoz. A 2002-ben megtaldlt bizonyitds, mely jelent8s részben az akkor 25 éves, ukrdn
szarmazéasu Maria Chudnovsky nevéhez flizédik, komoly attorés a grafelméletben. Maria
idokozben tobb nehéz problémat oldott meg, ezzel is bebizonyitva, hogy részérdl nem vé-
letlen szerencse volt a sejtés igazoldsa. Mindez jelzi azt is, mekkora ostobasig az a mult
szazadban taldn népszerl vélekedés, miszerint a férfiak agya a nékénél joval alkalmasabb a
matematika miivelésére, hiszen a komoly matematikai tételek szinte minegyike férfiakhoz
kothets. Erdekes, hogy mig Magyarorszagon 30 éve a matematikus évfolyamokon még
csak elvétve tanultak lanyok, addig a Szovjetuniéban a hallgatéknak majdnem a felét tet-
ték ki. Valdszinilileg a matematika hagyoméanyos férfidominancidja leginkabb a multbeli
er6sebb tarsadalmi elvarasokban és kotottebb szerepekben gyokerezik. Természetesen a
fenti gondolatmenet is propaganda, de korantsem a feminizmus mellett. Sokkal inkabb azt
igazolandd, hogy mindig érdemes a kozkeletii igazsagok mélyére nézni azok kritika nélkiili
elfogadasa helyett. ¢
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4. fejezet

Szamelmeélet

4.1. Oszthatésag, primek, k6zos osztok

4.1. Definicié Az a,b egész szamokrol azt mondjuk, hogy a osztja b-t, illetve b az a
tobbszorose, (jeldlése a | b), ha b = aq valamely q egész szamra. Vildgos, hogy n # 0
esetén £1,+n | n, ezek az n trividlis oszt6i. Az n nemtrividlis osztdit valédi osztéknak
nevezzik.

4.2. Példa 1| —-7,19]0,-3]9,042,00.

Az a és b egész szamokra (ahol a # 0) értelmezheté a maradékos osztds, aminek
kés6bb hasznat vessziik. Vilagos, hogy a b szamot fel tudjuk irni b = a - % =a- L%J +m
alakban, ahol 0 < % — LSJ < 1 miatt 0 < m < b addédik. A igy definidlt m-et a b
szam a-val valo oszdsi maradékdanak nevezik. Példaul 111-nek a 9-es osztdsi maradéka 3,
(—18)-nak az 5-6s osztasi maradéka 2, és 17-et (—1)-gyel osztva 0 maradékot kapunk .

4.3. Definicié A p € Z szam felbonthatatlan (néha irreducibilis, dmagyarul torzs-
szam), ha |p| # 1 és p-t csak trividlis modon tudjuk egészek szorzataként elddllitani, azaz
p=ab (a,b € Z) esetén |a| =1 vagy |b] = 1. Ugyanezt igy is mondhatjuk, hogy p akkor

felbonthatatlan, ha p-nek csak trividlis osztoi vannak, és |p| # 1.

4.4. Megjegyzés A J.3. Definiciot helyteleniil ugy szokds mondani, hogy p akkor prim, ha p-t csak az
1 és dnmaga az osztéja. Minddssze hdrom okbdl butasdg ez. Ebben a definicidban egyrészt felbonthatat-
lanokrol van szo, mdsrészt pedig azt kellene kikotni, hogy p-t csak a £1 és a £p osztja, és persze azt is,

hogy p # +1.

4.5. Példa 2, 5,11 felbonthatatlanok, a —1 ill. a =9 = 3 - (—3) pedig nem azok.
4.6. Megjegyzés Kordbban azt tanitottak, hogy a most definidlt szamok a primszamok.

Ez igy nem pontos. Ldtni fogjuk, hogy a primek definicidja egészen mds, mint a fel-
bonthatatlanoké. Jollehet, az egészek korében a két fogalom azonos szamhalmazt definidl,
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a felbonthatatlan és prim tulajdonsag mas ,szimkordkben” értelmezve, nem feltétlendil
ugyanazt jelenti. A lényeg, amire itt rda szeretnék mutatni, hogy tudjunk arrdl, hogy mds
a prim és mds a felbonthatatlan definicioja, és korantsem trividlis, hogy egészek kiorében
a két fogalom egybeesik.

4.7. Allitas Barmely z egész szam elddll felbonthatatlan szamok szorzataként ha |z| > 1.

Bizonyitds. |z| szerinti teljes indukciét alkalmazunk. Vildgos, hogy |z| = 2 esetén z
felbonthatatlan, és mint egytényezGs szorzat megfelel. Tegyiik fel, hogy k-ig mér bizo-
nyitottunk, azaz minden olyan szamra igaz a tétel, aminek az abszolit értéke legfeljebb
k. Legyen |z| = k + 1. Ha z felbonthatatlan, akkor z megfelel, mint egy egytényezds
szorzat. Ha z nem felbonthatatlan, akkor z nemtrividlis médon felbomlik z = ab alak-
ban, ahol 1 < |a| < k és 1 < |b] < k. Az indukcids feltevés értelmében a és b is eléall
felbonthatatlan szamok szorzataként, ezért ez a szorzatukra, z-re is igaz. O

4.8. Tétel (A szamelmélet alaptétele) Ha egy z egész szamra |z| > 1, akkor z elddll
felbonthatatlan szdmok szorzataként, és a z ilyen elddllitasai csak a tényezok sorrendjében
és elojeletben kiilonbozhetnek.

4.9. Példa A —24 néhdny lehetséges elddllitisa —24 = 2-3-(—2)-2 = (—=3)-(—2)-(—2)-
2 = (—=2)3-3, és ezek csakugyan az eldjelekben és a sorrendben kiilonbdznek csupdn.

4.10. Definicié Az 1 < n € N szam kanonikus alakjan egy olyan n = pi* - p3? -

ppt elddllitdst értink, amiben py,pa,...,py kilonbozd (pozitiv) felbonthatatlanok és az
a1, Qa, . ..,y Szdmok pedig pozitiv egészek. Idonként szokds azt is feltenni, hogy p1 <
P < ...<Dg.

Az imént bizonyitott allitds miatt minden 1-nél nagyobb egésznek létezik kanonikus
alakja és ez a kanonikus alak a szamelmélet alaptétele szerint a sorrendtdl eltekintve
egyértelmi.

A szamelmélet alaptétele nem axiéma. Barmennyire is magatdl értetédének érezziik
(els6sorban az éltalanos- és kozépiskolds sulykolds miatt), bizonyitasra szorul. Az alabbi
bizonyitas egyuttal arra is ramutat, hogy mi az az ok, ami miatt az egészek alkotta
szamkorben igaz a tétel.

A szamelmélet alaptételének bizonyitasa. A mar bizonyitott allitas szerint a vizsgalt sza-
mok elédllnak felbonthatatlanok szorzataként. Mivel egy szam pontosan akkor felbont-
hatatlan, ha az ellentettje felbonthatatlan, elegendd pozitiv egészekre szoritkoznunk a
bizonyitasban. A felbontds egyértelmiiségéhez tehat csak azt kell igazolni, hogy ha
Z=pr-P2c... Dr = q1-G2 ... q két olyan el6dllitas, amire p; < ps < ... < pg
és q1 < qo < q, teljesiil, akkor k = [ és a p; = ¢; minden i-re. Ezt is z szerinti teljes
indukcioval bizonyitjuk. Ha z = 2, akkor z felbonthatatlan, nincs mit igazolunk. Tegyiik
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fel tehat, hogy a z-nél kisebb szamokra mar megmutattuk a felbontas egyértelmiiségét.
Tekintsiik a fenti z=p; pa-... pr =q1-q2 - ... q felbontasokat. Az altalanossagot az
sem korlatozza, ha kikotjiik, hogy p; < ¢.

I. eset: p; = ¢;. Ekkor pil =paP3-Pr=0q2-q3-...-q. Mivel pil < z, az indukcids
allitas szerint k =1 6s ps = qo,p3 = q3,...,Pr = q- fgy p1 = @1 miatt z-re is igaz az
indukciés allités.

II. eset: p; < q.

Ekkor

z2=pi-pa-.. k=@ —D1) G G+p1-q... - q,
tehat

!/

2 ps o=@ @)= —p) g =2
Vilagos, hogy 2’ < z, ezért z’-re tudjuk, hogy igaz a szamelmélet alaptétele. A fenti két

feliras alapjan elkészithetjiik a 2’ felbonthatatlanok szorzataként torténé kétféle felira-
sat, mégpedig gy, hogy a bal oldalon a (py-ps- ... Pxk —q2-¢3-...-q), a jobb oldalon
pedig a (g1 — p1) tényez6t helyettesitjiik egy-egy felbonthatatlanok szorzatédként torténd
eloallitasukkal. E két felirasbdl a bal oldalon p; lesz az egyik tényezo, igy az indukcids
feltevés szerint pi-nek szerepelnie kell a jobb oldalon is. Mivel p; mindegyik ¢;-nél kisebb
ezért pi-nek az (¢ — p1) felbontdsaban kell szerepelnie. Ekkor azonban p;y | ¢; — py, ezért
Pl @, és ez 1 < pp < ¢ miatt ellentmond ¢; felbonthatatlansdgénak. Az ellentmon-
dés azt mutatja, hogy a II. eset nem valésulhat meg, és ezzel az indukcidés bizonyitast
befejeztiik. O]

4.11. Megjegyzés Min mulik a fenti bizonyitds? A kulcs a II. eset gondolatmenete. Itt van ugyanis
sziikségiink a szdmhalmazunkon a természetes rendezésre. Lényegében azt mutatjuk ugyanis meg, hogy
ha van egy olyan szam, amire a felbontds nem egyértelmi, akkor van egy mdsik ilyen szdm is, és ez a
mdsik kisebb, mint amit épp vizsgdlunk. Mds széval bdrmely ,rossz” szdmndl van kisebb ,rossz” szam is,
ami természetes szamokon lehetetlenség.

A bizonyitds lelke tehdt a szamkor természetes rendezése”. Ennek a rendezésnek pontosan arra a
tulajdonsdgdra van szikségiink, amibdl az is kovetkezik, hogy van ,maradékos osztds”, azaz minden a > b
esetén létezik eqy a = q-b+m felirds, ahol0 < m < b. Ezért a fenti bizonyitds minden olyan struktirdban
elmondhatd, ahol van maradékos osztdas. A felbonthatatlansdg definicidjanak értelemszerii modositdsdval
a szdmelmélet alaptétele igaz marad pl. az u.n. Gauss-egészekre, azaz az a+ bi alakid komplex szamokra,
ahol a,b € Z és az egész egyiitthatos polinomok kérében, jollehet ez utobbe struktirdban nincs maradékos
osztds.

Itt az ideje, hogy végre elaruljuk mik is a primek.

4.12. Definicié A p € Z szam prim, ha |p| > 1 és tetszdleges a,b € Z-re teljesiil, hogy
plab=p|avagyplb.

Szavakban: egy szam akkor prim, ha csak gy tud osztani egy szorzatot, ha a szorzat
valamelyik tényez6jét osztja. A szamelmélet alaptételének fontos kdvetkezménye a prim
és a felbonthatatlan ugyanazokat a szamokat jelenti.
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4.13. Kovetkezmény 1. Ha a p egész szam prim, akkor p felbonthatatlan.
2. Ha a p egész szam felbonthatatlan, akkor p prim.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel, hogy p prim és tegyiik fel, hogy felbomlik p = a - b alakban.
Ekkor persze p | ab, igy a primtulajdonsidg miatt p | a vagy p | b, és az altaldnosség
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy p | a. Ekkor azonban a = p -k és p # 0 # a miatt
Ip| < la| <|a|-|b] = |ab|] = |p| kovetkezik, tehdt végig egyenldség all, vagyis a = +p. gy
p barmely felbontédsa trivialis, azaz p felbonthatatlan. Figyeljiik meg, hogy ez az allitas
fiiggetlen volt a szamelmélet alaptételétol.

2. Most tegyiik fel azt, hogy p felbonthatatlan és p | ab. Mivel z = %’ egész, ezért,
z-nek egy felbonthatatlanok szorzataként torténo eloallitasat p-vel megszorozva az ab egy
felbonthatatlanok szorzataként valé eloallitasat kapjuk. A szamelmélet alaptétele szerint
ekkor a +p tényezonek az ab tetszoleges olyan szorzattabontasaban szerepelni kell, ami-
ben a tényezok felbonthatatlanok. fgy aztan abban a felbontasban is, amit gy kapunk,
hogy az a ill. a b egy-egy felbonthatatlanok szorzataként torténd eloallitdsat dsszeszoroz-
zuk. Fzek szerint tehdt +p szerepel az a vagy a b felbonthatatlanok szorzataként torténd
el6allitdasdban, vagyis p | a vagy p | b (esetleg mindkettd) teljesiil. Ez pedig éppen a p
primtulajdonsagat igazolja. O]

4.14. Megjegyzés Altaldban is igaz, hogy ahol igaz a szamelmélet alaptétele, ott a primek és a fel-
bonthatatlanok ugyanazok. Mivel mind a Gauss-egészek, mind az egész egyiitthatos polinomok részstruk-
tiraként tartalmazzdk Z-t, érdekes meguizsgdlni, mik az ottani primek. Az egész egyiitthatés polinomok
korében a primeket irreducibilisnek szokds nevezni. A 0-foki irreducibilis polinomok éppen a szokdsos
primek, de irreducibilis pl a 2x + 7 vagy az x*> — 3z + 1 is. A Gauss egészek korében viszont az az érde-
kesség is eldfordul, hogy egy egész prim nem Gauss-prim. Pl. 2 = (1+14)(1 — i) vagy 5 = (24 ¢)(2 — 7).
Egész pontosan minden 4k + 3 alaki egész prim Gauss-prim is, de az dsszes tébbi prim két (egymdssal
konjugdlt) Gauss-prim szorzatdra bonthatd.

A wvalds ill. a komplex egyiitthatds polinomok olyan tovabbi struktirdk, amelyekben van maradékos
osztds, igy igaz a szdmelmélet alaptétele. Ldttuk, hogy a p(xr) = x® — 3z + 1 irreducibilis az egészek
felett. Ugyanez a polinom a valdsak felett felbomlik két gyoktényezd szorzatdra p(x) = (x — an)(z —
ag) alakban, ahol oy és as a két gydke a p polinomnak, és e gysktényezdk nyilvin nem bonthatdk
tovabbi polinomok szorzatdra nemitrividlis mdédon. Az algebra alaptétele (miszerint minden n-edfokd
polinomnak (multiplicitdssal szdmolva) pontosan n komplex gyike van) dgy is fogalmazhatd, hogy a
komplex egyiitthatds polinomok kozdtt a primek pontosan az elsd fokid polinomok. (Ez a gyiktényezdk
kiemelhetdségébdl ldtszik.)

A valds egyiitthatds x2 — 3z + 4 polinomnak nincs valds gydke, ezért irreducibilis a valds egyiitthatds
polinomok korében. Persze nem az a komplex egyiitthatosok kézott, ahol az elséfokiuak a primek. Mivel
eqy valos egyiitthatds p polinom minden komplex gyokének a konjugdltja is gyok, ezért a két gyoktényezd
szorzata (ami egy mdsodfoki valds egyiitthatds polinom) irreducibilis faktora lesz a p polinomnak. EbbdI
az kovetkezik, hogy a valds egyiitthatdos polinomok korében a primek az elséfoki és a valés gyokkel nem
rendelkezd (azaz negativ diszkrimindnsi) mdsodfokd polinomok.

Természetesen a fentieket sem kell tudni a vizsgan. De abban reménykedek, egyeseknek talan nem
érdektelen, ha a matematika viszonylag tdvolinak tind teriletei kozott kapesolatot ldatnak, a tébbiektdl
pedig elnézést kérek. Eqgyébként a fenti gondolatmenetben néhdny dolgot elsunnyogtam: akit érdekel,
kérdezzen rd, ha rdjon, hogy mi az. FT

145



A szamelmélet alaptétele altal biztositott kanonikus alak segitségével jellemezhetd az
oszthatosag.

4.15. Allitas A d € N szdm pontosan akkor osztoja a n € N szamnak, ha d kanonikus
alakjaban kizdrolag n kanonikus alakjaban megtaldlhato primek szerepelnek, és minden
ilyen p; prim kitevoje legfeljebb annyi d-ben, mint n-ben.

Bizonyitis. Ha d | n, akkor n = d - d' valamely d' egészre. Az n kanonikus alakjat
ugy kapjuk, hogy Osszeszorozzuk d és d' kanonikus alakjait, vagyis a sziikséges feltétel
teljsesiil. Az elégségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy a kanonikus alakok az allitasban
leirt tulajdonsaggal rendelkeznek, azaz n = p* - p3? - ...-pp* és d = py' -p§2 - -pf’“, és
B < ay. Ekkor no=d-pd " py2 2P tehat d | n. O

Innen aztan remekiil kiszamithatjuk egy szam osztéinak szamét a kanonikus alak
segitségével.

4.16. Kovetkezmény Legyen n = H?Zl pit az n szam kanonikus alakja. Az n pozitiv

< . - k " L. . Eopritiog
osztoinak szama d(n) = [[;_; (i +1). Az n pozitiv osztdinak sszege o(n) = [[;_, o

Bizonyitds. Barmely d | n oszt6é kanonikus alakja olyan, hogy azt alkalmas primekkel
megszorozva n kanonikus alakjat kapjuk, azaz d = Hle pf ‘. ahol 0 < (; < 4 teljesiil
minden i-re. Vildgos, hogy minden osztéhoz tartozik egy (f1, ..., Ok) kitevésorozat, és
kiilonboz6 kitevisorozatok (a primfelbontds egyértelmiisége miatt) kiillonb6z6 osztékhoz

tartoznak. (A d = 1 osztéhoz pl. a csupa-0 sorozat tartozik.) Vagyis a pozitiv oszték

széma azonos a lehetséges (B, ..., Bx) sorozatok szaméval, ahonnan d(n) = []i_, (e +1)

adodik, hisz minden [; a tobbi kitevétol fiiggetleniil o; + 1 érték valamelyikét veszi fel.

Vildgos, hogy az oszték Gsszege o(n) = (1 + p +pi 4. )L +pa+pi+ .+ 05%) . (1 +

al+17
Pe+Di 4. pek) = Hle P E 1, hisz minden oszt6 egyértelmiien 4ll eld, mint az els6 szorzat egy
kifejtési tagja, mig a masodik egyenloség a mértani sorozatok Gsszegzésével adddik.

4.17. Definicié Legyen a,b € Z olyan, hogy a # 0 vagy b # 0 teljesil. Az a és b szamok
(a, b)-vel jeldlt legnagyobb kozos osztdja a legnagyobb olyan szam, ami osztdja a-nak és
b-nek is.

Az a,b szamokat relativ primnek mondjuk, ha (a,b) = 1.

Az a,b € Z szamok legkisebb kozds tobbszordse az a legkisebb n € N szam, amire a | n
ésb|n dll. Jelolése: [a,b].

4.18. Példa (15,24) = 3, (—22,18) = 2, (—20,0) = 20 és (0,0) nem értelmezett, hisz
a kézios osztok 7 halmazdnak nincs legnagyobb eleme. [—5,—17] = 85, [-9,0] = 0 és
[0,0] = 0.

Az oszték kanonikus alakjara vonatkozé allitas segitségével konnyen kiszamithatjuk
a legnagyobb kozos osztdt ill. a legkisebb kozos tobbszordst.
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4.19. Allitas Ha a = pitepst e ppkall b= pfl -p§2 -p,fl (ahol a; =0 és B; = 0 is
megengedett), akkor

(CL, b) _ prlnin(al,ﬁl) .p;nin(ag,ﬁg) - .‘pznin(ak,,@k) il [CL, b] _ prlrlax(al,ﬁ1) _p;nax(az,ﬁz) . .'pznax(ak,ﬁk)’
mdas szoval a Inko-hoz a kanonikus alakokban szerepld kozos primeket kell a kisebb hat-
vanyon, a lkkt-héz pedig a kanonikus alakokban szerepld valamennyi primet a nagyobb

hatvanyon kell dsszeszorozni.
Tetszbleges a,b pozitiv egészekre ab = (a,b) - [a, b].

Bizonyitds. Ha d kozos oszto, akkor d kanonikus alakjaban csak az a és b kanonikus
alakjaban szereplé kozos primek szerepelhetnek, legfeljebb a kisebbik kitevon, ezért az
Inko-ra adott képlet helyes. A lkkt-nek a és b is osztdja, ezért a kanonikus alakban minden
a-ban vagy b-ben el6fordulé primnek legalabb az a ill. b-beli kitevén kell szerepelnie, ez
pedig a masodik képletet indokolja.

A szorzatra vonatkozé azonossag azért igaz, mert minden prim ugyanazon a hatvanyon szerepel a
jobb- ill. baloldal kanonikus alakjaban.

Ha a kanonikus alak nincs kéznél, akkor is boldogulhatunk a legnagyobb kozos osz-
toval.

4.20. Allitads Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a —b,b).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy d az a és b kozos osztéja, azaz d | a és d | b. Ekkor d | a—b,
azaz d az a — b-nek és a b-nek is kozos osztéja. Ha pedig d az a — b-nek és a b-nek is
kozos osztdja, azaz d | a — b és d | b, akkor d | a — b+ b = a, tehat d ekkor az a-nak és a
b-nek is kozos osztoja.

Azt kaptuk, hogy ugyanazok a szamok lesznek az a és b kozos osztoi, amelyek az
a — b-nek és a b-nek kozos osztoi, tehat e kozos osztok legnagyobbika megegyezik. O

4.21. Kovetkezmény Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a —b,b) = (a — 2b,b) = ... =
(a — kb, b).

Két szam legnagyobb kozos osztdja hatékonyan meghatarozhato.

Euklideszi algoritmus: | Input:| a,b egészek (mondjuk b < a). (a,b).

Legyen ag := a, a; := b. Ha mar meghataroztuk az ag > a; > ... > q;
szamokat, akkor legyen a;, 1 = q;a; + a;11, azaz osszuk el maradékosan a; -t a;-vel és
legyen a; ;1 a maradék, amire tehat 0 < a;y1 < a; teljesiil. Az eljards akkor ér véget, ha
ag+1 = 0. Ekkor az algoritmus vialasza (a,b) = ay.

Az euklideszi algoritmus helyességének igazoldsa. Az euklideszi algoritmus azért ér vé-
get, azaz el6bb-utébb apy; = 0 lesz, mert (a;) nemnegativ egészek csokkend soroza-
ta, tehat az eljards lépésszamara |ag| fels6 becslés. Mivel a;_1 — q;a; = a;41, ezért az
el6z6 kovetkezmény miatt (a,b) = (ag,a1) = (ag — qra1,a1) = (as,a1) = (a1,a2) =
(a1 — goaz, az) = (ag,a3) = ... = (ag, ag+1) = (ax,0) = ag. O
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4.22. Megjegyzés Az euklideszi algoritmus valdjdban ennél sokkal hatékonyabb: beldthato, hogy a;1o <

%, exért a sziikséges maradékos osztdsok szdma legfeljebb 2-log, (ao), vagyis ag bindris jegyeinek szamdval

ardnyos. S6t: ha az euklideszi algoritmusban az a;+o ,maradékot” igy vdalasztjuk, hogy — | “ | < a;40 <
+ 2 +

[ 452 teljesiiljon (amit szintén megtehetiink), akkor |a; 12| < |*52| is teljesiilni fog, amitél az algoritmus

elméleti hatékonysaga tovabb novekszik.

Az Euklideszi algoritmus segitségével egy masik fontos allitast is igazolunk.

4.23. Tétel Tetszoleges a > b egész szamokhoz léteznek olyan k és | egészek, amelyekre
(a,b) =k-a+1-b teljesiil.

A 4.23. Tétel szavakban: barmely két egész legnagyobb kozos osztdja eloall a két
egész szam egészkombindcidjaként. (Itt az egészkombindci6 kifejezés a linedris kombind-
ciéra rimel. Arrdl van ugyanis sz, hogy mig linearis kombinaciéban tetszoleges skalarok
lehetnek az 6sszeg tagjainak egyiitthatdi, itt most csak egészek lehetnek az egyiitthatok. )

Bizonyitas. Hajtsuk végre az Fuklideszi algoritmust az a és b szamokra. Vildgos, hogy az
ap=1-a+0-bésaz a; =0-a+1-bszdmok elddllnak az a és a b egészkombinécidjaként.
A teljes indukcidhoz tegyiik fel, hogy az ag,aq,...,a; szamokra mar bebizonyitottuk
ugyanezt.

Az Fuklideszi algoritmus definicidja alapjan a; 1 = q;a; + a;41. Mivel a; az a és b
egészkombinacioja, ezért q;a; is eloall az a és b egészkombinacidjaként. Nyilvanvalo, hogy
egészkombinaciok kiilonbsége egészkombinacié igy a;11 = a;,—1 — q;a; is az a és b egész-
kombindacidja lesz. Ezek szerint a; = (a, b) is el6all az a és b egészkombinacidjaként. [

Végiil a primszamokrol kozliink néhany hasznos ismeretet.

4.24. Tétel A primszimok szama végtelen.

Bizonyitas. Elegend6 azt megmutatni, hogy minden 2 < n € N-re 1étezik n-nél nagyobb
primszam. Mivel n! az 1,2,...,n szamok mindegyikével oszthatd, ezért N := n! 4+ 1
az 1,2,...,n szamok mindegyikéhez relativ prim, tehdt N nem oszthaté egyetlen n-nél
kisebb primmel sem. Vagyis N kanonikus alakjaban kizarolag n-nél nagyobb primek
fordulnak el6. O

A 4.24. Tételnek igaz az aldbbi altalanositdsa is:

4.25. Tétel A primek reciprokait kell6en sokdig dsszeadva tetszdlegesn nagy szdmndl nagyobbat kapha-
tunk: 3 +3+32+1 4. =000

4.26. Tétel Tetszolegesen hosszi sorozat képezhetd szomszédos dsszetett szamokbol, az-
az barmely n € N-re létezik olyan N, amire az N+1, N+2, ..., N+n szamok mindegyike
0sszetett.
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Bizonyitds. Legyen N := (n + 1)! + 1. Ekkor tetszéleges 2 < k < n + 1 esetén k |
(n+1)!+k=N+(k—1), tehdt N+1, N+2,..., N +n szamok mindegyike tsszetett.[]

A primek eloszlasardl szélnak a kovetkezo allitdasok.

4.27. Tétel (Csebisev tétel) Tetszdleges n pozitiv egészre létezik p prim, melyre n <
p < 2n.0d

4.28. Tétel (Dirichlet tétel) Ha a és d relativ prim, akkor az a,a + d,a + 2d,...
szamtani sorban végtelen sok prim fordul eld.[]

4.29. Tétel (Nagy primszamtétel)

ahol In az e alapi logaritmust, m(z) pedig az x-nél nem nagyobb primek szdmdat jeloli.C]

A nagy primszamtétel jelentosége az, hogy kideriil beldle, hogy = kérnyékén a prim-

szamok sfirtisége kb .
nr

4.30. Sejtés (Goldbach sejtés) Minden 2-nél nagyobb pdros szam elddll két prim dsszegeként.

A Goldbach sejtés bizonyitdsa nagyon erds eszkozt adna a keziinkbe. Azonnal kovetkezne belSle
példaul a Csebisev tétel: ha 2n + 2 mondjuk p + ¢ alakban all els, akkor p és g koziil a nagyobbik n + 1
és 2n kozé esik.

4.31. Definicié Az a,b szamok ikerprimek, ha primek, és kilonbségiik 2.

Megoldatlan probléma annak eldontése, hogy véges vagy végtelen sok ikerprim van-e.

Torténelem: Erdss és a primek
Az els6 elemi bizonyitast a Csebisev tételre Erdds Pal még kozépiskolas kordban talalta.

A primszamtétel bizonyitdsa tobb lépésben tortént. Az utolsé 1épést egymastol fiiggetleniil
Hadamard és de la Vallée Poussin tették meg 1896-ban. 1949-ben szintén furcsa holtverseny
alakult ki az els§ elemi (azaz fels6bb analizist nem hasznéld) bizonyitdsok tekintetében:
a befuték Atle Selberg és Erdés Pal voltak, akik egymds eredményeire tamaszkodtak a
bizonyitdsaikban. A két szerzé kozott az eredmény Erdds altali bejelentését kovetden csuf
vita tdmadt. Selberg a bizonyitasért Fields érmet kapott, Erd6s a kevésbé tekintélyes
Cole dijat vehette &t. Erdekesség, hogy a Selberg altal bevezetett modszerrel késébb
Chen igazolta a Goldbach sejtéssel kapcsolatos egyik legjobb ismert eredményt, ami szerint
minden paros pozitiv egész el6all egy prim és egy olyan szam Osszegeként, aminek legfeljebb
két primosztéja van. ¢

149



4.2. Kongruenciak

Sokszor bizonyul hasznosnak az a megfigyelés, hogy egész szamok Osszegének paritdasa csak az Osszeg
tagjainak paritdsatdl fiigg. (Pl egy osszeg csak gy lehet pératlan, ha paratlan szédmu (legaldbb egy)
péaratlan tagja van.) Azonban nem csak a kett6vel valé oszthatésdgbdl szérmazhatnak érdekes eredmé-
nyek, hanem sziikség lehet idénként arra, hogy mas osztd szerint prébéljuk osztalyozni az egészeket, és
a szerint szamoljunk veliik. Ezt a gondolatot formalizéljuk az alabbiakban.

4.32. Definicié a,b,m € Z, 0 < m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m
(jelolése a = b (mod m), réviden a = b(m)), ha m | a — b.

4.33. Példa 2 = 17(5) . A 2-vel kongruens szdmok modulo 5 a 2,7,12,17,22, ... ill.
~3,-8 13,18, ...

Tetszoleges m > 2 egész esetén az egész szamok Z halmaza m diszjunkt osztaly
unidjara bomlik fel, mégpedig gy, hogy 0 < ¢ < m — 1 esetén az i-dik osztalyban az
k- m + i alakd szamok vannak, ahol k végigfut az egészeken. (Més szdval, az i-dik osz-
talyba az m-mel osztva i maradékot add szamok tartoznak.) Ezeket az osztélyokat az m
szerinti (vagy masképpen modulo m) maradékosztalyoknak nevezziikk. A maradékoszté-
lyok jelentOsége az, hogy ha két szdm azonos maradékosztélyba esik (modulo m), akkor
kongruensek egymassal modulo m, ha pedig kiilonb6z6 maradékosztalybdl valok, akkor
nem kongruensek.

4.34. Allitas 1. Ha a = b(m) és ¢ = d(m) akkor a + ¢ = b+ d(m) és ac = bd(m), azaz
két kongruencia dsszeadhato és dsszeszorozhato.
2.Had |aésd|bésa=bm), akkor § = g(ﬁ), azaz kongruencia osztdsakor

nemcsak a kongruencia két oldaldt osztjuk, hanem a modulust is (az 0szté és a modulus
legnagyobb kozds osztojaval).

Bizonyitds. 1. Tudjuk, hogy m |a—bésm | c—d. Ezért m | a—b+c—d = a+c—(b+d),
azaz a+c = b+d(m). Azis igaz, hogy m | c(a—0b)+b(c—d) = ac—bd, azaz ac = bd(m).

2. Legyen a = d’d,b =Vd, D = (m,d), d = d'D és m = m'D. Ekkor az a = b(m)
kongruencia a'd'D = b'd'D(m'D) alakot 6lt, ami definici6 szerint azt jelenti, hogy m’D |
adD—-VdD = (d—b)d'D, azaz m’ | (¢’ —b')d" adédik. Mivel D az m és d legnagyobb

kozos osztoja, ezért azm/ = 2 és a d’ = & szdmoknak mdr nem lehet kézos primosztéjuk.
Tehat m' | o’ — b’ is igaz, ami éppen azt jelenti, hogy o’ = V'(m/), azaz § = g((r;n_d)) ]

Sokszor az a célunk, hogy egy kongruencian ekvivalens atalakitast végezziink, azaz ne
csak a kovetkeztetésiink legyen helyes, hanem az utébb kapott kongruencidbdl az eredeti
is kovetkezzen. Errol szdl az alabbi allitas.

4.35. Kovetkezmény 1. Az a = b(m) kongruencia pontosan akkor teljesil, ha a+k =
b+ k(m).
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2. Ha d relativ prim az m-hez, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens a ad =
bd(m) kongruencidval, tehdt kongruencia szorzdsa csak akkor ekvivalens dtalakitds, ha a
modulushoz relativ prim szdmmal szorzunk.

3. Az d > 0 régzitett egész, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens a ad = bd(md)
kongruencidval.

Bizonyitds. 1. Az, hogy az egyik kongruenciabdl kovetkezik a masik, a k = k(m) ill. a
—k = —k(m) kongruencia hozzaadasaval adodik.

2. Az a = b(m) kongruenciat a d = d(m) kongruenciaval beszorozva ad = bd(m)
adddik. Az osztasra vonatkozo éllitds miatt pedig az ad = bd(m) kongruencidbdl a =

b <ﬁ> kovetkezik, ami (m, d) = 1 miatt a = b(m) alakot olt.

3.a=bm) <= m|a—b < md| (a—b)d < md|ad—bd < ad =
bd(md). O

Tehat egy kongruencian ekvivalens atalakitas mindkét oldalhoz konstanst hozzaadni,
a modulushoz relativ primmel szorozni mindkét oldalt a modulus valtozatlanul hagyasa-
val ill. az egész kongruenciat (a modulust is beleértve) egy szdmmal végigszorozni vagy
leosztani. Ennek hamarosan, a linearis kongruenciak targyalasakor fogjuk hasznét venni.

4.3. Redukalt maradékrendszer, Euler-Fermat tétel

4.36. Megfigyelés Ha a = b(m), akkor (a,m) = (b,m). Specidlisan, ha egy maradék-
osztaly valamely eleme relativ prim az m modulushoz, akkor annak a maradékosztalynak
minden eleme relativ prim m-hez.

Bizonyitdas. Tudjuk, hogy m | a — b, ezért b = a + km valamely k egészre. Az Euklideszi
algoritmus el6tt bizonyitott tétel szerint viszont (a,m) = (a +m,m) = (a + 2m,m) =
...=(a+km,m) = (b,m) O

4.37. Definicié Rdigzitett m > 1 egész esetén azm elemd T = {aq,as,...,a,} halmazt
modulo m teljes maradékrendszernek (TMR-nek) nevezzik, ha T minden m szerinti
maradékosztdlybol pontosan eqy elemet tartalmaz. Az R C Z halmaz pedig redukalt ma-
radékrendszer (RMR) modulo m, ha R minden m-hez relativ prim m szerinti maradék-
osztdalybol pontosan egy elemet tartalmaz. A modulo m RMR méretét, azaz azoknak az m
szerintt maradékosztalyoknak a szdmdat, amelyek m-hez relativ prim szdmot tartalmaznak
p(m)-mel jeloljiik.

4.38. Példa TMR modulom a{0,1,2,...,m—1} vagy az{1,2,...,m} halmaz. Modulo
10 TMR a {100,21, 21,42, —42,13, —13, 44, 55,66} halmaz.
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4.39. Megfigyelés RMR-t pl. igy kapunk , hogy eqy TMR-bdl elhagyjuk a modulushoz
nem relativ prim elemeket. Ezek szerint RMR-t alkotnak az 1 és m kézdtti, m-hez relativ
prim egészek. Ezért a o(m) figguényt definidalhattuk volna gy is, mint az 1 és m kiozé
eso, m-hez relativ prim szamok szamdt. Ha p prim, akkor 1 és p—1 kozott minden egész
relativ prim p-hez, ezért p(p) =p — 1.

A relativ prim maradékosztalyok fontos tulajdonsaga, hogy két ilyen maradékosztaly
szorzata is relativ prim maradékosztaly lesz. Ennél joval tobb is igaz.

4.40. Tétel Legyen (a,m) =1 ésk € Z. Ha R = {ri,7s,...7yum)} redukdlt maradék-
rendszer modulo m ésT = {ty,tq,...,tm} pedig teljes maradékrendszer modulo m, akkor
aR = {ari,ary, .. .aryum } redukdlt maradékrendszer modulo m, aT = {aty, aty, ..., aty}
ésT+k={t1+k,to+k,... ty,+k} pedig teljes maradékrendszerek modulo m.

Bizonyitds. Azt kell igazolni, hogy az ar;-k paronként kiilonb6z6, m-hez relativ prim ma-
radékosztalyokhoz tartoznak, hisz ekkor sziikségképpen minden relativ prim maradékosz-
talybdl pontosan egy reprezentans szerepel. Minden ar; relativ prim maradékosztéalyba
tartozik, mert m-nek sem a-val, sem r;-vel nincs kozos primosztéja, igy (m,ar;) = 1. E
maradékosztalyok pedig kiilonbozék, hiszen ha ar; = ar;(m), akkor a-val oszthatunk az
osztasrol szolé kévetkezmény szerint, azaz r; = r;(m), ahonnan i = j kovetkezik.

Az aT és T + k halmazok TMR volta hasonléan igazolhat6. Mindkét halmaz m
elemt, ezért csak azt kell igazolni, hogy elemeik kiilonb6z6 m szerinti maradékosztalyokba
tartoznak. Ha pl at; = at;(m), akkor (a, m) miatt oszthatunk a-val, és t; = ¢;(m), amibél
T TMR volta miatt i = j kovetkezik. Hasonléan, ha t;+k = ¢, +k(m), akkor ¢; = t;(m),
azaz 1 = j. O

A fenti megfigyelésbdl kovetkezik a kongruencidk elméletének egyik legfontosabb té-
tele, mellyel meghatarozhaté a korabban hivatkozott modulo m reciprok.

4.41. Tétel (Euler-Fermat tétel) Ha (a,m) = 1, akkor a®™ = 1(m).

Bizonyitds. Legyen R = {ry,72,...74(m} RMR modulo m. Az el6z6 megfigyelés szerint
aR = {ary,ary, ... aryem)} is RMR modulo m. Mivel kongruencidkat lehet szorozni, ezért
1,7 = [1, ari(m), ami azt jelenti, hogy [],r; = a®™ [T, 7:(m). Mivel (m,[[,7:) =1, a
modulus véltoztatésa nélkiil tuduk osztani, azaz a*™ = 1(m), ami épp a bizonyitandé
allitas. ]
4.42. Kovetkezmény (kis Fermat tétel) Ha p prim, akkor bdrmely a egészre af =
a(p)-

Bizonyitds. Vildgos, hogy ¢(p) = p — 1 (hisz 1-t6]l p — 1-ig minden egész relativ prim
p-hez), ezért ha (a,p) = 1, akkor a?~! = 1(p), ahonnan a” = a(p). Ha (a,p) # 1, akkor
p primtulajdonsdga miatt p | a, azaz a = 0(p), és a? = 0 = a(p). O
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4.43. Megjegyzés Az Fuler-Fermat tétel egyik jelentdsége, hogy kovetkezik beldle a redukdlt maradék-
rendszerben a reciprok létezése, amit a késdbbiek miatt inverznek fogunk hivni. Ha tehdt R eqy RMR
modulo m, akkor azt mondjuk, hogy v’ € R azr € R inveze, ha rr’ = 1(m). Az Euler-Fermat tétel szerint

tehdt minden r € R-nek létezik inverze, hiszen r - r#("™ =1 = 9 = 1(m), vagyis a v’ = r#("™ =1 (m)
vdlasztds megfelels. Vildgos, hogy ha r inverze r', akkor v’ inverze r lesz. Az is konnyen adddik, hogy
minden r € R-nek pontosan egy inverze van: tegyiik fel ugyanis, hogy rr’ = 1(m) és rr* = 1(m) valamely

r',r* € R esetén. Ekkor rr’ = rr*(m), és (r,m) =1 miatt oszthatunk r-rel: ' = r*(m), de ebbdlr’ = r*
kovetkezik. Erdemes még azt is ldtni, hogy az 1 és a —1 onmaguk inverzei.

Lattuk, hogy ¢(p) = p — 1, ha p prim. Ahhoz, hogy az Euler-Fermat tételt valéban
hasznalni tudjuk (pl. az inverz kiszamitdsara), j6 ha ki tudjuk szamitani p(m)-t tetsz6-
leges m modulusra. Primhatvanymodulusra kénnyt dolgunk van: ha m = p* valamely p
primre, akkor a és m pontosan akkor relativ primek , ha p t a. Ezért ¢(m) nem més, mint
1 és m kozott a p-vel nem oszthato egészek szama. A p-vel oszthatok szama % = p L
fgy o(p*) =p* —p

Az aldbbi tételben az bizonyitjuk, hogy a ¢ szdmelméleti fiiggvény multiplikativ. Ennek alapjin
meghatédrozhaté a ¢(n) értéke n kanonikus alakjabdl.

a a—1

4.44. Tétel Ha (m,n) =1 akkor p(mn) = p(m)p(n).

Bizonyitds. Azt kell meghatérozni, hogy a T' = {0,1,2,...,mn — 1} halmazban hany
mn-hez relativ prim van. Egy a szam pontosan akkor relativ prim mn-hez, ha a m-hez is
és n-hez is relativ prim. A kérdés tehat ugy is fogalmazhatd, hogy T halmazban m-hez
relativ primek kozott hany szam relativ prim n-hez.

0 1 a1 ... il .. [ m—2 m—1
m m—+1 m-+j 2m — 2 2m — 1
im im+1|im+2 im+j (i+1)m—1
(n—1m|(n—1)m+1 (n—1)m-+jy nm — 1

frjuk fel a T halmaz elemeit névekvé sorrendben egy olyan tablazatba, aminek n sora
és m oszlopa van. Ekkor az i-dik sor j-dik eleme (i —1)m+j —1 lesz. Ha tehat rogzitiink
egy oszlopot (vagyis egy j-t), akkor az ottani elemek azonos maradékosztalyban lesznek
modulo m. Mivel a tablazat m oszlopanak mindegyike mas-mas mod m maradékosztaly-
nak felel meg, ezért a tablazatban az m-hez relativ prim szdmok pontosan ¢ (m) oszlopot
toltenek ki. Vizsgaljunk egy oszlopot, azaz rogzitsiink egy j-t, és nézziik a j-dik oszlop
meghatérozta {j —1,m+j—1,2m+j—1,...,(n—1)m+j—1} halmazt. Ezek a szamok
ugy keletkeznek, hogy az T,, = {0,1,...,n— 1} mod n TMR minden elemét végigszoroz-
zuk m-mel, majd hozzdadunk mindegyikiikhoz (j —1)-et. Mivel (n,m) = 1, ezért minden
oszlop egy TMR-t alkot modulo n. Vagyis minden oszlopban pontosan ¢(n) db n-hez
relativ prim elem talalhaté. Eszerint a tablazatban az olyan elemek, amelyek m-hez is és
n-hez is relativ primek, ¢(m) oszlopban helyezkednek el, mindegyik oszlopban pontosan
©(n) db. A keresett elemek szdma tehat p(mn) = p(m)e(n). O
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A p(n) értéke a szita formulabdl is megkaphaté annak tanulsdgos alkalmazédséval.

4.45. Tétel Han =[]\, p azn kanonikus alakja, akkor

o= TI (1-2)=TI6r .

pln, prim

Bizonyitds. Azt kell megszamolnunk, hogy az 1,2,...,n TMR-ben hény szam relativ
prim n-hez. Ezt tugy tesszilk meg, hogy megszamoljuk azokat, amelyek nem relativ
primek, és az eredményt levonjuk n-bol. Egy szam akkor nem relativ prim n-hez, ha
van n-nel kozos primosztdja, azaz a pi,po,...,pr Szamok valamelyikének tobbszorose.
Ha tehat az A; halmaz tartalmazza az 1 és n kozotti p-vel oszthatd szamokat, akkor az
n-hez nem relativ prim, 1 és n kozotti szamok éppen az Ule A; halmaz elemei lesznek.
Alkalmazhatjuk tehat a szita formulat:

k
elm) =n—|JAl=n— > ()"

N

i€l

IC{1,2,...k} [Lierp: i=1

ahol az utolsd egyenloség teljesiilése a zardjeleket felbontva latszik. A tételben allitott
méasodik egyenldség pedig azért igaz, mert a jobboldali tényezékbdl pli-t kiemelve és a
szorzat elé gytjtve épp a baloldalt kapjuk. O]

4.46. Tétel (Wilson tétel) Ha p prim, akkor (p —1)! = —1(p).

Bizonyitds. Minden 1 < a < p — 1 egészhez tartozik egy 1 < b < p — 1 egész, amire
ab = 1(p), hiszen az ax = 1(p) kongruenciit pontosan egy modulo p maradékosztély
oldja meg. Konnyen lathatd, hogy ha a-hoz b tartozik, akkor b-hez a tartozik, tehat
az 1,2,...,p — 1 szamok gy rendezhetok parokba, hogy minden par szorzata 1-et ad
maradékul p-vel osztva.

A pérokba rendezés azért nem egészen pontos, mert bizonyos szamok esetleg 6n-
magukkal dllnak parban. Ezekre az a szdmokra a® = 1(p) teljesiil, azaz p | a*> — 1 =
(a+1)(a—1), ahonnan p primtulajdonsidga miatt p | a+1 vagy p | a— 1 adédik. Eszerint
az onmagukkal parban allo szamok kizarolag az 1 és a p — 1 lesznek.

Rendezziik 4t a (p—1)! =1-2-...-(p— 1) tényezsit ugy, hogy péarosaval alljanak a
fenti értelemben egymashoz tartozé szamok. Ekkor minden par szorzata 1 lesz modulo
p, és lesznek még a paratlanul maradt 1 illetve a p — 1 tényezék. Mas széval (p — 1)! =

p—3

12 - 1-(p—1)=p—1= —1(p) adddik, és éppen ezt akartuk bizonyitani. ]

A fenti gondolatmenetet felhaszndlva az az altaldnosabb tény is igazolhatd, hogy ha 1-tél (m — 1)-ig
Osszeszorozzuk az m-hez relativ prim szamokat, akkor a szorzat 1 vagy —1 maradékot ad m-mel osztva.
Ha (a faktoridlisokndl maradva) azt szeretnénk tudni, milyen maradékot ad n-nel osztva az (n — 1)!
akkor ezt Osszetett n-ekre is konnyen megkaphatjuk. Ha n felbonthatd két kiilonboz6 nemtrividlis a és
b osztdjanak szorzatdra, akkor n = ab | (n — 1)! miatt (n — 1)! = 0(n). Ha n nem ilyen Gsszetett szdm,
akkor n egy p prim négyzete, de ekkor p > 2 esetén n | p- 2p | (n — 1)! miatt szintén (n — 1)! = 0(n)
adddik, mig a kimaradd egyetlen eset a p = 2, amikoris n =4, és (n — 1)! = 2(n).
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4.4. Linearis kongruenciak

4.47. Definicié Linedaris kongruencidn egy ax = b(m) kongruencidt értink, ahol a és
b adott egészek, m pedig adott pozitiv egész. (Az m = 1 eset nem til izgalmas, dltald-
ban m > 2-vel foqunk foglalkozni.) A linedris kongruencia megolddsa azt jelenti, hogy
meghatdrozzuk mindazon egészeket, amelyeket x helyébe irva a kongruencia igaz lesz.

Amikor egy linearis kongruencidval dolgozunk, akkor altalaban gy végziink miivele-
teket, hogy a kongruencia mindkét oldaval ugyanazt tessziik. Az alabbi tétel segitségével
konnyen elonthetd, hany megoldédsa van egy adott linedris kongruencidnak.

4.48. Tétel Az ax = b(m) kongruencia esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m) |
b. A kongruencia megolddshalmaza (a, m) darab maradékosztily modulo m.

Bizonyitds. Legyen d := (a,m), a = d'd,m = m/d. Ha az ax = b(m) kongruencia
megoldhaté, akkor d | m | ax — b, igy d | a | ax miatt d | ax — (ax — b) = b kovetkezik.
Ezzel a sziikségességet igazoltuk.

Tegyiik fel tehdt, hogy d | b, azaz b = db’. A kongruenciat (a modulust is beleértve)
d-vel végigosztva ekvivalens atalakitasként végziink, és azt kapjuk, hogy a'z = b'(m’).
Mivel d az m és a legnagyobb kozos osztdja, ezért a leosztds utdn (a’,m’) = 1 &lL
Az Euklideszi algoritmus utan lattuk, hogy az Euklideszi algoritmus segitségével a Inko
elall egész kombinacioként, azaz kiszamithatunk olyan k és [ egész szdmokat, amire
ka' 4+ Im' = 1. Vildgos, hogy k-nak és m/-nek nem lehet kozos p primosztéja, hiszen ha
volna, akkor p | ka’ 4+ lm’ = 1 allna. Ezért k és m/ relativ primek.

A o'z = b'(m') kongruencidnak a modulushoz relativ prim k-val térténé megszorzasa
ekvivalens atalakitas, azaz ka'x = kb/(m’), ami k és [ vélasztdsa miatt (1 — Im/)z =
kb'(m’) alakba irhaté. A kongruencidhoz hozzdadva az Im'z = 0(m’) kongruenciat azt
kapjuk, hogy = = kb'(m'). Az elvégzett dtalakitdsok ekvivalens volta miatt az ax = b
kongruencia megoldédsai pontosan azok az x egész szamok, amelyek modulo m' a kb'-vel
egy maradékosztalyba tartoznak.

Hatra van még, hogy a megolddsokat modulo m adjuk meg. Minthogy m = m/d,
ezért minden m’ szerinti maradékosztaly pontosan d darab m szerinti maradékosztaly
unidja, a konkrét esetben az aldbbi reprezentdnsokkal irhaté fel a megoldas: x = kb'(m),
vagy x = kb +m/(m), vagy x = kb’ + 2m/(m), vagy ..., vagy x = kb/ + (d — 1)m/(m).]

4.49. Megjegyzés Aza'z =V (m') kongruencidt az Euklideszi algoritmusbdl kapott k szdmmal torténd
beszorzdssal kaptuk meg. Ha nekiink nem linedris kongruencidt, hanem az ax = b linedris egyenletet
kellene megoldanunk, akkor a megoldds az a-val vald osztds lenne, amit szerencsésebb gy tekinteni,
mint az a reciprokdval torténd szorzdst. Az a reciproka a szokdsos szorzds esetén természetesen %
A linedris kongruencia fenti megolddasakor kapott k-val torténd beszorzds teljesen hasonléoan midkodik,
hiszen itt is azt kapjuk, hogy ka’ = 1(m’), tehdt a szébanforgd k tekinthetd az a’ reciprokdnak modulo
m/. A fenti bizonyitds gondolatmenetébdl az is adddik, hogy pontosan az m-hez relativ prim szdmoknak
van modulo m reciproka.
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Tehdt, mig az ax = b egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha a-nak van reciproka vagy a = 0 és
b =0, addig linedris kongruencidkra ez igy mddosul, hogy az ax = b(m) akkor megoldhatd, ha a-nak van
smodulo m reciproka” vagy ha a-nak nincs (mert (a,m) # 1), akkor b-nek is ,legaldbb annyira” nincs
reciproka, azaz (a,m) | (b,m).

A fenti bizonyitasban szerepld, Euklideszi algoritmussal dolgozé modszer segitségé-
vel hatékonyan tudunk megoldani a linearis kongruenciat. Ha azonban a modulus elég
kicsi, akkor az is kelléen hatékony lehet, hogy egy TMR minden elemét behelyettesit-
jiikk a kongruenciaba, és pontosan azok a maradékosztalyok alkotjak a megoldashalmazt,
amelyikeknek a reprezentansait behelyettesitve teljesiilt a kongruencia.

Egy harmadik mddszert alkalmazhatunk, ha ismert az m kanonikus alakja, és igy ki
tudjuk szdmitani p(m)-t. Ekkor az Euler-Fermat tételt felhaszndlva tudjuk megoldani
az ar = b(m) kongruenciat, a leosztds utdn, amikoris mar (a,m) = 1 teljesiil. Ha
ugyanis mindkét oldalt beszorozzuk a modulushoz relativ prim a#™~! szammal (és igy
ekvivalens atalakitast végziink), akkor azt kapjuk, hogy

r=1-z=a""z=a?" oz = a?"™ p(m) ,

azaz megkapjuk a linearis kongruencia egyértelmii megoldédsat.

A gyakorlatban (pl a zh-n) leginkabb egy negyedik médszert alkalmazunk. Gyakran
oldunk meg konkrét (mondjuk ax = b(m)) linedris kongruenciat ekvivalens dtalakitasok
segitségével. Ennek soran az alabbi atalakitasokat végezziik.

1. Az a-t vagy a b-t vele kongruens masik szammal helyettesitjiik.

2. Ha (a,b) > 1, akkor osztunk (sziikség esetén az m modulust is)

3. A modulushoz relativ primmel szorzunk (és a modulust nem bantjuk).

Az atalakitasok soran a cél az a egyiitthatd abszolut értékének csokkentése, egészen
1-ig.

4.50. Példa Megoldando a

62x = 24(36) kongruencia. Mivel 62 = 26(36),ezért a
26z = 24(36) kongruencidat kapjuk. (26,36) = 2, tehdt osztunk:
13z = 12(18) adddik. Sajnos nem szorozhatunk 2,3 ill. 4-gyel, igy inkdbb 13 = —5(18)-¢
helyettesitiink:

—br = 12(18) magjd szorzunk (—1)-gyel, mert nem szeretjik a negativ egyitthatot.
br = —12(18) ismét helyettesitink:
br = 6(18) Most jo lenne 4-gyel szorozni, hogy 2 legyen az egyiitthato,

de ezt nem tehetyiik, hisz a 2 nem relativ prim 18-hoz.
Viszont tigyesen észrevessziik, hogy T-tel szorozhatunk:

3bx = 42(18) €s megint helyettesitink:
—r =6(18) , szorzunk (—1)-gyel:
r=—-6=12(18) . Most mdr csak a 36 modulusra kell dttérni:
r = 12(36) vagy x = 12 + 18 = 30(36), qydztink.
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A fenti, ,iigyesked6” mddszer elonye, hogy a segitségével sokszor nagyon gyorsan meg
tudunk oldani egy-egy linearis kongruenciat. Lehetséges azonban olyan példat mutatni,
amelyen koriilményes probalkozasokkal tudunk csak célt érni. (Ilyen helyzet addédott a
fenti példaban a harmadik dtalakitdsnal.) Az alabbiakban bemutatott médszer elénye,
hogy mindig miikddik, és minden kongruencian viszonylag gyorsan végez. A moddszer
egyesiti magaban az Euklideszi algoritmust, és hasznal egy olyan gondolatot, ami linearis
kongruencidk Gauss-eliminacioval torténé megoldésakor keriilt eld.

Ha tehat az ax = b(m) kongruenciat szeretnénk megoldani, akkor ezt a kongruenciat
egy olyan kongruenciarendszerrel helyettesitjiik, amelynek a megoldasai pontosan azok
az z-ek lesznek, amelyek az eredeti kongruenciat is megoldjak. A rendszer konkrétan
két kongruencidbdl all: az axr = b(m) kongruencia mellé bevessziik az mxz = 0(m)
kongruenciat, amit persze minden egész x megold. Ha most ezek utan két kongruenciank
van, mondjuk ayz = by(m) és asx = by(m), ahol mondjuk a; > as, akkor az a;x = by(m)
kongruencia helyettesitheté a két kongruencia kiilonbségével, azaz a (ay — as)x = by —
ba(m) kongruenciaval. Vildgos, hogy ha x megolddsa az ajx = by(m) és asx = by(m)
kongruencidknak, akkor x megoldja az (a3 —az)x = by —by(m) kongruenciat is. Visszafelé,
ha z-re teljesiilnek az (a; — ag)x = by — ba(m) és agr = by(m) kongruencidk, akkor ezek
Osszege, azaz a1 x = by(m) is igaz rd. Tehét a nagyobb egyiitthatés kongruencia lecserélése
utan is pontosan ugyanazon z-ek maradnak a megoldasok. Végiil, ahogyan az Euklideszi
algoritmus esetén is, itt is megtehetjiik azt, hogy tobb 1épést egyszerre végziink el, azaz
a kisebb egyiitthatés kongruenciat annyiszor vonjuk le a nagyobb egyiitthatosbol, hogy
az egyiitthatd as-nél is kisebb legyen. Lassuk az el6z6 példanak ezen mddszer szerinti
megoldasat!

4.51. Példa Megoldando a

622 = 24(36) kongruencia, pontosabban a

26x = 24(36) 36x = 0(36) kongruenciarendszer. Az elsé kongruencidt kivonjuk a
masodikbdl (és felcseréljiik a kongruenciak sorrendjét, ahogy a késébbiekben is):

10z = 12(36) 262 = 24(36) . Az elsd kongruencia kétszeresét vonjuk ki a mdasodikbdl:
6x = 0(36) 10z = 12(36) . Ismét az elséd kongruencidt vonjuk ki a mdsodikbdl:

4x = 12(36) 62 = 0(36) . Megint az elsé kongruencidat vonjuk ki a mdsodikbol:

2z = 24(36) dr = 12(36) . Most az elsd kétszeresét vonjuk ki a mdsodikbdl:

0z = 0(36) 2r = 24(36) .

A megolddsok tehdt mindazon x egész szamok lesznek, amelyekre teljesil a 2z = 24(36)
kongruencia. Mivel x egyiitthatoja nem 1, ezért le kell azzal osztani, tehat a megoldas
xr = 12(18), avagy 36-0s modulussal felirva x = 12(36) vagy © = 12 + 18 = 30(36).
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5. fejezet

Altaldnos algebra

5.1. Algebrai struktiurak, csoportok

5.1. Definici6 A H halmazon értelmezett n-valtozos miiveleten egy tetszoleges f -
H" — H leképezést értink, azaz minden, H elemeibdl képzett rendezett n-eshez (pl.
(hi,ha, ..., hy)-hez) H-nak egy bizonyos elemét (itt f(hy, hs, ..., hy)-t) rendeljik.

5.2. Megjegyzés Rendszerint kétvdltozos miveletekkel fogunk foglalkozni. Ilyen esetben
a mivelet jelét az dsszemivelt elemek kiozé (és nem elé) irjuk, azaz nem +(2,2)-rdl,
hanem 2 + 2-rol beszélink. Ez a konvencio a tovdbbiakban nem fog félreértést okozni.

5.3. Példa K¢étvdltozos mivelet pl. a valos szdmokon az dsszeadds, szorzds, kivonds. A
pozitiv szamokon az osztds és a hatvdnyozas. Egyvdltozos miveletnek tekintheto pl. az
ellentett képzése (r-hez —x-t rendeliink), a pozitiv szamokon a reciprok vagy a 18 alapi
logaritmus. Nullavdltozos mivelet pl. az egészeken az, hogy 5. Hdromuvdltozos mivelet
a valds szdamokon ami az x,y,z szdmokhoz x(y + z) + loggf#-t rendel. Vektortérben
a vektordsszeadas kétvdltozos miwelet, eqy vektortér linedris leképezéseinek kompozicioja
(egymdsutdangja) szintén kétvdltozds mijelet, utdbbi esetben Hom(V, V') az alaphalmaz. A
valds polinomokon kétvaltozos mivelet az dsszeadds, ill. a kompozicié (ami itt a behelyet-
tesités). Eqyvdltozds mivelet a derivdlds, vagy a [0, x] intervallumon térténd integrdlds.

Nem miielet (ebben az értelemben) a hatvdnyozds a valds szdmokon, mert (—1)z =
V—1 nem valds szdm. Nem mivelet a valds szdimokon az osztds sem, mert a g nem valos
szam. Azonban mind a hatvdnyozds, mind az osztds mivelet a pozitiv szamokon, hiszen
barmely pozitiv szdam pozitiv kitevds hatvdnya és barmely két pozitiv szdm hdnyadosa is
eqyarant pozitiv szam. Szintén nem miuvelet a skaldrral valo szorzds vektrotereken, mert
a két dsszemiivelendo elem nem azonos halmazbol keriil ki.

Egy miiveletet meg lehet adni az i.n. Cayley tablajaval is, ami a szorzétabla altala-
nositasa. Ha tehdt {a,b,c,d, e} az alaphalmaz, akkor a
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Cayley tabla szerint a x ¢ = d, és cxa = b ill. d x d = e teljesiil.

5.4. Definicié Ha f; egy, a H halmazon értelmezett n;-valtozés mivelet minden i € 1
esetén, akkor az S = (H,{f; : i € I}) part algebrai struktiranak mondjuk.

5.5. Példa Algebrai struktira a valds szdmok halmaza az dsszeaddsra és kivondsra, for-
malisan (R, {4+, —}). Szintén algebrai struktira ({x € R : x > 0},+), azaz a pozitiv szd-
mok halmaza a szorzdsra, mint kétvdltozds miveletre nézve, de algebrai struktira (R, +)
18.

Az 5.5. Példaban szerepl6 két utolsé algebrai struktira ,, lényegében”azonos, u.i. log xy = log x+log y,
azaz a pozitiv szamok szorzasra pontosan ugy viselkednek, mint a logaritmusaik az Gsszeadédsra. Errol
sz6l a kovetkez6 definicio.

5.6. Definicié6 Az S = (H,{f; : i € I}) és az S = (H',{f! : i € I}) algebrai struktirdk izomorfak,
ha az f; és f] miveletek tetszbleges i € I esetén ugyanannyi (mondjuk n;) vdltozdsak, tovabbd létezik
egy ¢ : H — H' bijekcio, amire o(fi(h1,ha, ..., n,) = fl(p(h1), o(h2),...,0(ng,)) tetszbleges i € T és
hiyhay ..., hy, € H esetén. (Vagyis a leképezés miivelettartd: az dsszemdvelt elemek képét tgy kapjuk,
hogy dsszemiiveljiik a képeket.)

5.7. Példa Vektorterek kordbban megismert izomorfizmusa eqy specidlis izomorfia a két dsszeaddsmii-
velettel elldtott algebrai struktira kézétt. A specialitds abbdl adddik, hogy a skaldrral vald szorzdsra (ami
ugyebdr nem algebrai értelemben vett mduvelet) szintén megkivinjuk a ,mivelettartdst”.

5.8. Definicié Tegyiik fel, hogy S = (H,{f; : i € I}) egy algebrai struktira, és a H' C H halmaz olyan,
hogy egyetlen f; mdvelet sem vezet ki beldle (azaz fi(hi,ha,..., hy,) € H ha hy,ha, ..., hy,, € H').
Ekkor az 8" = (H',{filu: : i € I}) algebrai struktirdt az S struktira részstruktirdnak nevezzik, és ezt
a tényt 8" < S-sel jeloljik. (fi|m az fi midvelet H'-re megszoritott vdltozatdt jelenti. A tovdbbiakban a
megszoritds jelolését melldzzik, ha ez nem okoz féreértést.)

5.9. Példa (N, {+,-}) < (R,{+,-}) . HaV vektortér, és U egy altere, akkor (U,+) < (V,+) .
5.10. Megfigyelés Ha az S; = (H;,{fi : i € I}) struktdra minden j € J-re az S = (H,{f; : i € I})
struktira részstruktirdja, akkor a (\;c; Sj = (Njes Hj: {fi 1 i € I}) metszetstruktira is részstruktirdja

az S algebrai strukturdnak.

Bizonyitds. Csak azt kell ellenérizni, hogy az f;-k megszoritiasai miiveletek, azaz nem vezetnek ki a
metszetbél. Am mivel egyik H;-bdl sem vezetnek ki, azért a metszetbdl sem. O
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5.11. Definicié Legyen S := (H,{f; : i € I}) egy algebrai struktira, és a K C H. A K 4&l-
tal generdlt (K) részstruktira a legszikebb olyan részstruktirdja S-nek, ami K-t tartalmazza, azaz

<K> = ﬂKCS’Sssl .

A tovabbiakban specidlis algebrai struktirakat fogunk tanulmanyozni. A szamunk-
ra érdekes strukturak egytol egyig olyanok, amelyeken a lényeges mivelet kétvaltozos.
A félcsoportokon és csoportokon egy, mig a gytrikon és testeken két miveletet lesz
értelmezve. enumerate

5.1.1. Félcsoportok és csoportok

Lattuk, hogy a miiveletekre az egyetlen lényegi megkotés, hogy ne vezessenek ki az adott
strukturabol, igy aztan az ezekkel kapott algebrai struktirdk annyira altalanosak, nem is
varhaté, hogy jél hasznalhato, mély tételeket kapjunk. Célszert tehat tovabbi megkoté-
seket tenni a vizsgalt strukturakra. Erre a legtermészetesebb mdd, hogy a miveletektol
kiilonb6zo6 tulajdonsdgokat varunk el.

5.12. Definicié A H halmazon értelmezett, 2-vdltozds * mijvelet asszociativ (magyarul
atzardjelezhetd ), ha tetszéleges x,y, z € H elemekre xx(yxz) = (xxy)*z dll. A x mivelet
kommutativ (magyarul felcserélhetd), ha tetszdleges x,y € H elemekre v xy = y x x
teljestil.

5.13. Példa 1. A walds szamokon értelmezett + mivelet asszociativ és kommutativ,

2. a pozitiv szamokon értelmezett hatvdnyozds nem asszociativ és nem kommutativ

(hisz 2% = 256 £ 64 = (22)% ill. 22 =8 # 9 = 32),

3. az R — R fiiggvények kompozicidja (azaz eqgymdsba helyettesitése) asszociativ mi-
velet, dm nem kommutativ (hisz [(po q) or|(z) = p(q(r(x))) = [po(gor)](x) de
dltaldban (poq)(z) = p(q(x)) # q(p(z)) = (gop)(x), pl hap(z) =2z és q(x) = x+1,
akkor (poq)(x) =2(x+1)=2x+2#2x+ 1= (qop)(x).

4. mig a valos szamokon értelmezett szamtani kozép mivelet kommutativ, de nem

asszociativ (hisz axb = 250 = 28 = byxq, de pl (0x0)x1 = 0,5 # 0,25 = 0x(0%1) ).

5.14. Definicié Az & = (H,*) struktira félcsoport, ha * a H-n asszociativ. Ha x
kommutativ is, akkor S Abel félcsoport.

5.15. Példa Az nxn-es mdtrizok a szorzdsra félcsoportot alkotnak. Aznxn-es, szimmetrikus mdtrizok
e félcsoportnak eqy Abel részfélcsoportjdt alkotjak.

5.16. Definicié Legyen x kétvdltozos mivelet H-n. Az e € H elem az x mivelet egy-
ségeleme, ha ex h = hxe = h a H tetszdleges h elemére.
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5.17. Megfigyelés Ha az S struktira = miveletének van egységeleme, akkor egyetlen
eqységeleme van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy e, e € H egyarant egységelemek, ekkor e = exe’ =¢' . [

5.18. Definicié6 Ha az S = (H,*) struktirdban e € H a x miuvelet egységeleme, és
hxh' = h'xh = e, akkor az mondjuk, hogy h' a h inverze a * miveletre. (Egyittal h a
h' inverze x-ra nézve.)

5.19. Példa A (R, {+,-}) struktirdban az dsszeadds egységeleme a 0, az x elem inverze
—x. A szorzds egységeleme az 1, az x # 0 elem inverze az %

5.20. Definicié A S = (G, ) struktira csoport, ha (1) S félecsoport, (2) a - miveletnek
létezik egységeleme, és (3) minden g € G elemnek létezik inverze a - miveletre.

5.21. Megjegyzés Ha a csoportmiiveletet - jeloli, és a csoport megadasakor ennek el-
hagydsa nem okoz félreértést, akkor a fenti csoportot eqyszeriien G-vel jellyik. Ha nem
okoz félreértést, akkor a - miveleti jelet a miveleteknél sem irjuk ki, igy pl. a gh jelentése
a g és h dsszemiivelésének (dsszeszorzdasanak) eredménye, azaz g - h. A csoportban ezen
konvencio értelmében beszélhetiink hatvanyozdsrol: eqy g elem n-dik hatvanya nem mds,
mint az elemet n-szer dsszeszorozzuk (egészen pontosan dsszemiveljiik) onmagdval. A
0-dik hatvdnyt az egységelemként definidljuk, a (—n)-dik hatvdny pedig a g=* inverzelem
n-dik hatvdnya. A G csoport rendje |G|. A G csoport Abel csoport, ha G csoportmdive-
lete kommutativ.

5.22. Példa 1. (R, +),(Z,+),(R\ {0},-), (R™* +) Abel csoportok, ahol R™** jeldli
az n X k méretd valos mdtrizokok halmazat. Ha 7., jeldli a modulo n maradék-
osztalyok halmazdt, akkor Z, a +,-ra (modulo n dsszeaddsra) csoportot alkot. Az
egységelem a 0 maradékosztaly. Ennek a csoportnak az elemei nem szamok, hanem
maradékosztalyok, azaz végtelen szdmhalmazok. Két ilyen maradékosztdaly dsszege
egy ujabb maradékosztdly lesz. Akinek ez szokatlan, az gondoltat a (Z,,~+) cso-
portra dgy is, mint ({0,1,2,...,n—1},+,), ahol az alaphalmazt n szdm (egy mod
n TMR) alkotja, +, pedig a modulo n ésszeadds: ha az alaphalmazbdl két szdm
hagyomdnyos dsszege nem szerepel az alaphalmazban, akkor a hagyomdnyos dsszeq
helyett vessziik az alaphalmazbol az dsszeggel modulo n kongruens reprezentdnst.

2. A Z, halmazon a modulo n szorzds is eqy asszociativ mivelet, rddaddsul az 1
maradékosztaly eqységelem erre a miwveletre. De pl. a O maradékosztalynak nincs
iverze, igy a (Zn,-) nem csoport, csak egységelemes félcsoport. Ha azonban 7
jeloli az n-hez prim maradékosztalyok halmazat, akkor beldathato, hogy Z) zdrt a
szorzasra, €s ebben a struktirdban nemcsak egységelem wvan, de minden elemnek
mverze is: az a szam maradékosztalydnak inverze az Euler-Fermat tétel miatt éppen
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az a® ™Mt szam maradékosztilya lesz. A (Z7,-) tehdt (Abel) egy o(n) rendii csoport.

Hasonloan az elozo példihoz, erre a csoportra is gondolhatunk gy, hogy elemei az
n-hez relativ prim, n-nél kisebb pozitiv egészek, a mivelet pedig -,, azaz a modulo
n SZorzas.

. A legudratlanabb helyzetekben bukkanhatnak fel egészen furcsa csoportok. A Nim
osszeadast példaul gy értelmezziik a nemnegativ egészeken, hogy azokat kettes
szamrendszerben felirva adjuk dssze, de nem torddink az egyes helyiértékeken ado-
do maradékokkal. Mds szoval, a szamokat a kettes szamrendszerbeli alakjuk szerint
0/1-vektoroknak tekintjik, amelyeket koordindtinként osszeXOR-ozunk. Tehdt pél-
ddul 196 = 21, hiszen 100115 XOR00110, = 101015. Konnen ldathato, hogy a Nim
dsszeadas asszociativ és kommutativ, egységeleme a 0, és minden pozitiv egésznek
van inverze (azaz Nim-ellentettje), mégpedig 6nmaga. Tovabbi érdekes tulajdonsdy,
hogy tetszélege a, b pozitiv egészekre 0 < a ® b < a + b teljestil.

Miért érdemes jol begyakorolni eqy ilyen természetellenes mivelet elvégzését? Két-
ségkivil az SzA ill. BSz tdrgyakbol tanultak legfontosabb alkalmazdsi teriletéhez
érkeztiink. Legtobbiink életében elkdovetkezik az a pillanat, amikor rabizzdik a hiper-
aktiv unokadccsét: kezdjen vele valamit, mialatt a szilei revitalizdljdk a hdzassdgu-
kat. Tapasztaltabbak tudjdk, hogy ilyenkor a veszteség minimalizdldsa a cél, amit
ugy lehet elérni, ha le tudjuk kotni valami szdmdra is érdekessel a kis gengszterfio-
kat. Ha mar igértink neki csokit a K5 sikbarajzolasdért és eleget probalkozott egy
vonallal leragzolni a Ks 3-at, akkor dttérhetink vele a Nim jdtékra, amiben verhe-
tetlenek lesziink, ha gyorsan tudunk Nim Osszeadni.

A Nim (kinaiul csien-szi-dzi) jaték tehdat a kovetkezd: adott k kupac, amelyek
rendre ay, as, ..., a kavicsot tartalmaznak. (Szines lego kockdval jdtszva még csak
szét se kell vdalogatni a kupacokat, az a jaték végére automatikusan megtorténik, és
két legyet ditink eqy csapdsra.) Két jatékos jdtszik, felvdltva lépnek. Egy lépésben a
soron kovetkezd jatékos eqy neki tetszo kupacbol elvesz tetszoleges szamai kavicsot,
de legaldbb eqyet. Az gqyoz, aki az utolso kavicsot veszi el.

Keét kupaccal jatszva még eqy ovoddst is betanithatunk a nyerésre. Ha ugyanis a két
kupac mérete nem eqyezik meg, akkor a soron kévetkezo jatékos nyerd lépése az, ha
a nagyobdb kupacbdl elvéve két eqyforma méreti kupacot képez, mig egyforma kupacok
esetén a soron kovetkezd nem nyerhet, amennyiben az ellenfele igy jatszik. (Ha az
unokadcsénk magdtdl rajon erre, bdtran javasoljuk neki a BME Villanykart.) Nem
vilagos azonban, hogyan is érdemes kettonél tobb kupac esetén jatszani. Hasznos
megfigyelés példaul, hogy ha van két egyforma méretii kupac, akkor azokat el is
felejthetyiik, mert ha az ellenfél az eqyikbol vesz el, gy a masikon mi is ugyanaxzt
a lépést végezziik, ha pedig mads kupachoz nyul, akkor a mi is a maradék kupacokon
lépiink.

A titok nyitja, hogy a Nim jaték akkor nyerheté meg bizonyosan, ha a kupacokban

162



lév6 kavicsok szamdnak Nim dsszege a1 ® ag ® ... @ ap # 0. Ekkor (bdr kordntsem
trividlis, de igaz, hogy) valamelyik kupacbol el tudunk venni néhdny kavicsot gy,
hogy kapott kupacok méretének Nim dsszege pontosan 0 legyen. (A legnagyobb olyan
helyiértéket kell nézni kettes szamrendszerben, ahol pdratlan sok a; felirdsdban dll
egyes, €s eqy olyan a;-hez kell nyilni, amiben ezen a helyiértéken egyes dll.) Mdrpe-
dig ha mindig 0 Nim-dsszegt kupacrendszeren kényszeril lépni az ellenfél, akkor az
0 lépése utan sosem lesz 0 a kupacok Nim dsszege. Vagyis mi mindig tudni fogunk
lépni, és persze gy, hogy ismét 0 legyen a Nim dsszeg. Veszteni tehdt nem tudunk,
ezért muszdj nyernink, ha igy jatszunk.

Sajnos a fent leirt modszer nehezen dltalanosithato: a dogos nok rendszerint nem
esnek hasra a mégoly meqggydzé Nim tuddsunktol sem, a legtobb férfit pedig —valljuk
be— frusztrdlja, ha eqy né az eszével gyozi le 6t. Mindenképp érdemes tehdt valams
olyan nem hétkoznapt tevékenységben s jdrtassagot szerezniink, amivel a remélt
célkozonséget lenytligozhetjik. A skdla a kerékparszereléstél a tdrsastancon dt a
celebek maganéletének kulisszatitkar behato ismeretéig terjed, ki-ki eqyéni izlésétol
fiiggben. (Matematikai szempontbol természetesen pazarul dltaldnosithato a fenti
mddszer: a Grundy szamokra érdemes raguglizni.)

5.23. Megfigyelés Ha G csoport, akkor G minden elemének egyértelmi inverze van.

Bizonyitds. Ha x és y a g inverzei és e a G egységeleme, akkor x = ze = z(gy) = (xg)y =
ey =1y . O

A Cayley tabla segithet az adott algebrai struktira csoport voltanak eldontésében.
Bar az asszociativitas nem latszik kozvetleniil a Cayley tablabdl, a kommutativitas pon-
tosan a tabla (mint matrix) szimmetrikus voltat jelenti. Az egységelem létezése pedig
olyan (egymdasnak megfelel§) sort és oszlopot jelent, amelyekben a pontosan az adott
sorhoz ill. oszlophoz tartozé alaphalmazelemek szerepelnek. Konnyen ellenérizhetd ezen
kiviil, hogy a » miivelet pontosan akkor hatdroz meg csoportot, ha x asszociativ és a
Cayley tabla minden soraban és minden oszlopaban az alaphalmaz elemeinek egy per-
mutécidja szerepel. Az utébbi feltétel ugy is megfogalmazhaté (ami a csoportoknak egy
mésik fontos tulajdonsigara mutat rd), hogy az alaphalmaz tetszéleges a, b elemire mind
az a*x = b, mind az x x a = b egyenletek egyértelmiien oldhatok meg.

5.24. Példa Ladttuk, hogy R Abel csoport az dsszeaddsra, és konnyen ldathato, hogy a
pozitiv valdsak Abel csoportot alkotnak a szorzdsra nézve. (Utdbbi esetben egységelem az
1, inverz a reciprok.) Erdemes azt is ldtni, hogy ez a két csoport lényegében ugyanaz: a
(mondjuk 2 alapi) log fiigguény olyan bijekcidt létesit a pozitiv és a valds szamok kozdtt,
ahol a szorzdsbdl dsszeadds lesz: log(a - b) = log(a) + log(b). Csoportoknak az ilyesfajta
azonossagdrol szol az alabbi definicio.
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5.25. Definicié (1) Két csoport (mondjuk G és H ) izomorf, ha van koztik mdvelettarto
bijekcid, azaz létezik eqy ¢ : G — H bijekcid, amire tetszdleges g,g' € G esetén ¢(g-g') =
o(g) - o(g') dll. (Figyeljik meg, hogy a baloldali szorzds a G, a jobboldali pedig a H
miuvelete.)

(2) A G csoport H részhalmaza a G részcsoportja (jelolése H < G), ha H maga is
csoport a G csoportmiveletére.

5.26. Megfigyelés Tetszoleges G csoport részcsoportjainak metszete is G részcsoportja.

5.27. Definicié Tetszdleges K C G dltal generalt (K) csoport a G csoport K-t tartal-
mazo részcsoportjainak metszete.

5.28. Megfigyelés Ha G csoport, akkor tetszéleges K C G esetén (K) a G csoport egy
részcsoportja.

5.1.2. Ciklikus csoportok

5.29. Definicio Az olyan csoportot, amit valamely eleme generdl, ciklikus csoportnak
nevezziik.
A G csoport g elemének rendje a g daltal generdlt (g) részcsoport elemszama.

Az elem rendjének definicidja ugy is kimondhatd, hogy a g elem rendje az a legkisebb
n szam, amire ¢" = e. Ha ugyanis létezik ilyen n, akkor, g7' = ¢" !, ésa g,¢%, ¢%,...,q"
elemek kiilonboz6k (hisz ha ¢g* = ¢7, akkor ¢'™7 = e), ezért (g) n-elem{i. Ha pedig nem
1étezik ilyen n, akkor a g, g%, ¢°, ... elemek mind kiilonbozdk, ezért (g) végtelen.

Ha az (G,-) ciklikus csoport ¢ € G generdlja, akkor G minden eleme el6éll g'(=
g-g-...-g [i-szer]) alakban, ahol ¢ € Z. Ha G rendje véges, akkor elegend6 a pozitiv i
kitevokre szoritkozni. Ha G végtelen, akkor a generatorelemnek semelyik hatvanya sem
egységelem, mert egyébként a generatorelem csak véges sok elemet generalna.

Hanyfélék lehetnek a ciklikus csoportok, azaz izomorfia erejéig hogy néznek ki a cik-
likus csoportok? Nyilvanvald, hogy ha két ciklikus csoport rendje kiilonb6z6, akkor nem
izomorfak. Ha azonban |G| = |H| = n a G és H ciklikus csoportra, akkor G = H.
Legyen ugyanis g ill. h a G ill H generdtoreleme. Ekkor g™ ill. h" a G ill. H egységeleme,
a két csoport minden eleme ¢° ill. ' alaki, és kénnyen lathatd, hogy ¢(g") := h* izomor-
fizmus. Tehat a véges ciklikus csoportot az elemszama izomorfia erejéig meghatarozza.
Az n-elemi ciklikus csoportot C,, jeloli, és konnyen lathato, hogy C, = Z,, ahol Z, a
(Z,, +) csoportot jeloli, ahol Z,, a modulo n maradékosztalyok halmaza. Minden véges
ciklikus csoportot leirtunk tehat. Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a g generator-
elem semelyik hatvanya sem egységelem, mert egyébként g véges csoportot generalna.
Mivel a g altal generalt e, g, g% elemek részcsoportot alkotnak (e az egységelem), ezért
g éppen ezt a részcsoportot generalja, igy ez a részcsoport maga a csoport. Azt kaptuk
tehat, hogy minden végtelen, ciklikus csoport a (Z,+) csoporttal izomorf.
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5.30. Tétel Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitds. Legyen a G ciklikus csoport egy generatoreleme g, és legyen H < G részcsoport. Tekintsiik
a minimalis 0 < k-t, amire g* € H (ilyen létezik, ha H nem a triviélis, egyelemii csoport (ami persze
ciklikus)). Megmutatjuk, hogy ¢g* generdlja H-t, amibél azonnal adédik, hogy H ciklikus. Nyilvan g*
generélja az e, g%, g7'F elemeket tetszOleges pozitiv egész i esetén. Tegyiik fel, hogy a H részcsoport
g' elemét g* nem generdlja, azaz k { . Osszuk el I-t k-val maradékosan, azaz | = ak + r, ahol 1 <
r < k. Mivel g* ¢! € H, ezért g' - ((gF)~1)* = gt*+7 . g9k = gaktr—ak — ¢g" ¢ [ ami ellentmond k
valasztdsanak. Tehat H-t g* csakugyan generalja, vagyis H valéban ciklikus. O

5.1.3. Diédercsoportok

Fontos példak csoportokra a szimmetriak alkotta csoportok. Legyen X egy halmaz, és tekintsiik f :
X — X bijekcidknak egy olyan F nemdiires halmazat, ami zart a kompziciéra, vagyis f,g € F esetén
fog € F,ahol fog(x):= f(g(x)) Vr € X, tovabbd, minden f € F bijekcié f~! inverze is F-ben van.
A fiiggvénykompozicié miivelet definicié szerint asszociativ. A fenti valasztas éppen azt a célt szolgélta,
hogy legyen egység és inverz, igy e miatt (F,o) csoport. A csoport egységeleme az id identikus (azaz
a minden pontot helybenhagyé) leképezés (ez azért F-beli, mert id = f o f~! tetsz6leges f € F-re),
a kompoziciéra vonatkozé inverz az adott fiiggvény inverze lesz, a kompoziciémiivelet asszociativitasa
pedig kozvetleniil adédik a definiciébdl.

Az egyik legfontosabb példa a fenti szimmetriacsoportra a D,, diédercsoport, amikoris
X asik egy szabélyos, n oldali sokszoge, a D,, csoport elemei az X egybevagdsigai (azaz
a sik mindazon egybevagdsigai, amelyek az X sokszoget (mint halmazt) fixen hagyjék),
a csoportmivelet pedig az egybevagosidgok egymas utani elvégzése.

Van am itt egy bosszanté konvencié. Nevezetesen, hogy az egybevagosagok voltaképpen fliggvények,
mérpedig egy fiiggvény felirdsakor az argumentumot a fiiggvény jele utdn {rjuk (zéréjelek kozott): f(x)
médon. A fiiggvénykompozicié definicidja szerint az fog fiiggvény egy x értékhez az (fog)(x) := f(g(x))
értéket rendeli. Ott okoz ez zavart, hogy ha csak az f o g kifejezést latjuk, azt gondolhatnank, hogy
eldszor kell az f-t és csak utdna a g fiiggvényt alkalmazni. Lattuk, hogy ennek épp a forditottja igaz. A
lényeg tehat, hogy a o kompoziciémiiveletnél jobbrdl balra haladva kell a fiiggvényeket sorban kiértékelni,
ha minket a kompoziciéfiiggvény konkrét jelentése érdekel. Szamolni a kompozicidval, mint miivelettel
azonban hajszalpontosan tgy kell, mint barmely méas miivelettel.

1. s ;s s .. e g . e a1e 2 o ’

Az egyik ilyen egybevidgdsag a sokszog kozéppontja koriili $F-szogli f forgatds, egy
masik lehetséges egybevagdsag a sokszog egy szimmetriatengelyére valo t tiikrozés. Lé-
nyeges tulajdonsiga a diédercsoportnak, hogy n > 2-re nem kommutativ (u.i. tof # fot).
Az f és t szimmetridk a sokszog minden szimmetriajat generaljak, hiszen a koriiljarasta-
r6 egybevagosagok kozéppont koriili forgatasok, a koriiljarasvaltok pedig igy kaphatok,
hogy el6szor tiikkroziink, majd forgatunk. A D, diédercsoportnak tehat 2n eleme van.

Atot=id, f"=fofo...of[nszer] =idill. fot=to f" ! azonossagok teljesiilése egyszeriien
ellendrizhets. Ebbdl az latszik, hogy D,, minden eleme vagy f*, vagy t o f* alakd valamely 0 < k < n-

re: ha ugyanis f és t is szerepel a kompziciéban, akkor a t-ket baloldalra csoportosithatjuk a harmadik

azonossag miatt. Lassuk a D3 diédercsoport példdjan, hogy néz ez ki a gyakorlatban!

A szabalyos haromszognek ¢, ' és t” jeloli a harom szimmetriatengelyét, ill. f a kozép-
pontja koriili %” szogll forgatdst (az abran ldthaté médon). Tudjuk, hogy t? = id = f3,
tovabba konnyen ellendrizhetd, hogy fot = to f2 = t', és ebbdl kdvetkezéen f2ot =

fo(fot)y=fo(tof?)=(fot)of?=(tof?of?=toft=1tof=1"4all Tehdt
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a Ds diédercsoport hat egybevégésiga az id, f, f>,t,t' = to f?ésat’ =to f. Ezen
osszefiiggések felhasznaldsaval megkaphaté a D3 csoport szorzotablaja is.

! f] 7] t] 7 =to /] " =1of]

- f f2 t t0f2=t/ tof:t//

f? id fot=t'] fot' =fo(tof?)=t" fot'=fo(tof)=t

id f fQOt:t// fQOt/:fQO(tOfQ)Zt fQOtHZfQO(tOf)Zt/

tl ¢t tof=t" tofZ="¢ tot=id| tot' =to(tof?) = f? tot"=to(tof)=f

t t t/OfZ t'of2:t/of2: ot = ot =id ot =

(tof?)of=t| (tof)of?=t"|(tof?)ot=f (tof?)oltof)=f

t” t// t”of — tl/OfQ — t//ot: t//otl — t/lotll :Zd
(tof)of=t"| (tof)of?=t]|(tof)ot=f (tof)o(tof)=f

Erdemes megfigyelni, hogy a forgatdsok (f hatvanyai) a D,, egy ciklikus részcsoportjét
alkotjak.

5.1.4. Permutaciécsoportok

Korabban mar vizsgaltuk n elem lehetséges permutacidinak szamat; most a permutaciok
csoportstrukturdjat vessziik szemiigyre. Vildgos, hogy az {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
bijekcidk zartak a kompoziciéra és az inverzképzésre, ezért az {1,2,...,n} halmaz per-
mutacioi szimmetriacsoportot alkotnak a kompoziciéra.

5.31. Definicié6 Az S, szimmetrikus csoport {1,2,...,n} halmaz permutdcidgi alkotta
csoport a fligguénykompozicio miveletre nézve.

5.32. Példa Erdemes megnézni, hogyan hat konkrétan a figguénykompozicio a permu-
taciokon. Egy m permutdciot igy adunk meg, hogy 1-tol n-ig minden i-re meghatdrozzuk
(mondjuk egy tabldzattal megadva) (i) értékét. Emlékeztetiink, hogy a mo o permutd-
cio kiszamitdasakor eldszor alkalmazzuk a o permutdciot, és aztdn a w-t. Konkrétan, ha
példaul

1

akkor mo o = 3 ‘ adodik.
Annak igazolasahoz, hogy a permutaciékon a kompozicié csakugyan csoportot hataroz
meg, csupan annyit kell 1atni, hogy a kompozicid, mint kétvéaltozds mivelet asszociativ
(ez vildgos), létezik egységelem (az identikus (mindent helybenhagyd) leképezés egy per-
mutdcio, és ezzel akar jobbrdl, akar balrél komponélunk, egységként viselkedik), ill., hogy
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1 1 1

minden 7 permutacionak létezik egy 77" inverze, amire Ton™" = 7 o7 = id, de az

inverzleképezés (ami szintén permutdcié) latnivaléan rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

A diédercsoportok utan tehdt a szimmetrikus csoport a masodik fontos példa a szim-
metriacsoportra. Korabbi tanulmanyainkat kamatoztatandé megfigyelhetjiik, hogy az S,
szimmetrikus csoport rendje az {1,2,...,n} permutdciéinak szama, vagyis n! . Lattuk,
hogy a diédercsoport sem volt kommutativ, és mivel a D, diédercsoport tekintheto a
szabdlyos n-szog csicsain haté permutaciok egy halmazanak, ezért D, < S, igy aztan

S, sem kommutativ n > 2-re.

Kovetkezo célunk a permutaciok hatvanyait megvizsgédlni, hogy konkrét permutéiciék rendjét megha-
tarozhassuk. Legyen i € {1,2,...,n}, o € S,, és tekintsiik az i,0(i),0%(i),0(i),. .. elemeket. Ezek az
elemek (tehédt azok, melyekbe a o permutécié -t elviszi) az i o szerinti orbitjdt alkotjdk. o bijektivitdsa
miatt az orbitot alkoté sorozatban az elemek ciklikusan ismétlédnek, azaz /7% (i) = 07(i), ahol k az
orbit mérete. Ha tehdt lefrjuk az (i,0(i),02(i),03(i),...o*"1(i)) elemeket, akkor i orbitjanak minden
egyes elemérdl latjuk, hogy a o a felsorolds kovetkezd elemébe viszi (az utolsét az els6be). Az fenti
ciklikus sorrend a o permutacié egy ciklusa. Mivel két elem orbitja vagy diszjunkt, vagy azonos, ezért
igaz az alabbi megfigyelés.

5.33. Tétel Minden permutdcid felirhaté diszjunkt ciklusok szorzataként.

A gyakorlatban is alkalmazzuk ezt a felirdst, azaz ahelyett, hogy a o permutdciét az értelmezési
tartomdny minden elemén megadndnk, csupdn egymds mellé irjuk a ciklusokat, amelyek koziil (ha n
ismert) az egypontiakat (vagyis a fix pontokat) kihagyjuk. fgy pl a fenti példdban szerepld permutécick
felirasa m = (124) ill. ¢ = (13)(45) lenne. Ciklikus permutdcionak neveziink egy permutdciét, ha
pontosan egy ciklusa van. Ha a o permutéaciét hatvanyozzuk, akkor az elemek a ciklusukon beliil
mozognak, mégpedig minden elem kitevonyit 1ép jobbra. Ebbél latszik, hogyan lehet meghatarozni o
legkisebb hatvanyét, ami minden elemet helyben hagy, vagyis azt a legisebb k kitevét, amire 0% = id
az egységelem.

5.34. Tétel Ha o ciklusai k1, ko, ..., k; méretiek, akkor o rendje a k1, ks, ... k; szamok legkisebb kozos
tobbszorose.[]

Transzpozicionak nevezziik az olyan permutaciét, aminek a fix pontjain kiviil egyetlen kételemii
ciklusa van, azaz a permutacié két elemet felcserél, a tobbit fixen hagyja.

5.35. Allitas A tranzpoziciok generdljdk az Sy, szimmetrikus csoportot.

Bizonyitds. Minden permutécié diszjunkt ciklusok szorzata, ezért elegendé megmutatni, hogy barmely
ciklus el6all olyan transzpozicidk szorzataként, amelyek csak a ciklus elemeit hasznéljak. Mivel az
(i1, 19, . ..,1) ciklikus permutécié a (i1, i), (¢1,%k-1), - - -, (i1, 12) transzpoziciok szorzata, ezért az 4llitast
igazoltuk. O

Ertelmes kérdés, hogy legaldbb hany transzpozicié kell S, generdlasahoz. Minden transzpoziciénak
megfelel egy él az {1,2,...,n} ponthalmazon. Transzpozicidk egy halmazinak tehdt egy n-pontu graf
felel meg. Vildgos, hogy ha egy ilyen graf nem 0Osszefiiggd, akkor a szébanforgd transzpozicidk nem gene-
raljak S,-t, sot: altaldban nem generalnak egyetlen olyan permutaciot sem, ami a komponensek kozott
(is) hat. Tehat minden, transzpoziciékbdl 4116 generdtorrendszernek dsszefiiggd graf felel meg, vagyis leg-
aldbb n — 1 transzpozicié kell S,, generdldasdhoz. Ennyi egyébként elegendd is: az (1,2), (1,3),...,(1,n)
transzpozicidk alkalmas kompozicidjaval tetszéleges S,-beli permutécié eldallithat. Ennek beldtasihoz
elegendo azt megmutatni, hogy a fenti n — 1 transzpozicié segitségével minden maés transzpozicio eléall,
hisz azok mar —mint 14ttuk— minden permutédciét generdlnak. Konkrétan az (i,j) transzpozici6 egy
lehetséges eldéllitdsa (i, 7) = (1,4) o (1,4) o (1, 7).
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5.36. Definicio Az S, szimmetrikus csoport részcsoportjait permutacidécsoportnak ne-
vezziik.

Hanyfélék lehetnek a permutaciécsoportok? A vélasz, hogy a permutacidécsoportok
(izomorfia erejéig) minden (véges) csoportot felolelnek.
Cayley tétel: Minden véges GG csoport izomorf egy alkalmas permutaciécsoporttal.

Bizonyitds. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy G n-edrendii, és G elemei az 1,2,...,n
szdmok. Ekkor G minden g elemének megfeleltethetd egy o, permutdcié az aldbbiak szerint: o4(i) := g-i.
Ellendrizziik, hogy a megfeleltetés miivelettarté: o,y = o4 0 0p,. Csakugyan, tetszéleges i € {1,2,...,n}

esetén oy, (1) = (gh)i = g(hi) = g(on(t)) = 04(on(3)) = ogo0on(t). Az kell még, hogy a g — o, leképezés
injektiv, azaz g # h esetén o, # op,. De ez is igaz, mivel o4(e) = ge = g # h = he = op(e). Tehdt a
{04 : g € G} permutéacidk az S, szimmetrikus csoport egy G-vel izomorf részcsoportjat alkotjdk. O

Konnyen ellenérizhetd, hogy paros permutaciok szorzata is paros permutéacié, paros permutacié és
péaratlan permutécié szorzata paratlan permutdcié, tovabba, hogy két pédratlan permutécié szorzata
pedig paros permutacié. Ez azt jelenti, hogy a paros permutaciok az S, szimmetrikus csoportnak egy

részcsoportjat alkotjdk. E részcsoport az A,-nel jelolt alterndld csoport, rendje S, rendjének fele, azaz
n!
?.

5.1.5. A kvaterniécsoport

A @ kvaterniécsoport elemei 1, —1, i,—i ,7 ,—7 ,k ,—k, a szorzasmiveletet definidljak
(az asszociativitdson til) az i? = j2 = k? = —1, i) = k, jk =i, ki = j, (=1)* =1,
(—Dx = —z = z(—1), —(—2z) = z, ill. az lx = 21 = = (Vx € Q) azonossigok. PL
ji = j(jk) = j*k = (=1)k = —k. (A csoport-tulajdonség igazoldsdhoz az asszociativitést
valéban ellendrizni kell (kicsit faradsagos), egységelem az 1, a —1 inverze 6nmaga, a tobbi
elem inverze a sajat ellentettje.

Mivel ij # ji, ezért (Q nem Abel csoport, igy nem is ciklikus. Nem izomorf @) az
ugyancsak 8-adrendii D, diédercsoporttal sem, mert ()-ban 1 rendje 1, —1 rendje 2, a
tobbi elemé pedig 4, mig Dy-ben id rendje 1, minden tengelyes tiikrozés (¢, f ot, f2 o
t, f3ot) és a kdzéppontos titkrozés (f2) rendje 2, mig a forgatdsok (f, f3) rendje 4. A Q
kvaternidcsoport tehéat kiillonbozik az eddig megismert 6sszes csoporttol.

5.1.6. A csoportelmélet alapjai

Ebben a részben véges csoportokkal foglalkozunk.

5.37. Definicié A G csoport K és H részhalmazainak komplexusszorzatan
HK ={hk:he Hke K} CG

halmazt értjik. Ho H < G és g € G, akkor a gH (Hg) komplezusszorzat a H részcsoport
baloldali (jobboldali) mellékosztalya. Ha a € gH (a € Hg), akkor a-t a gH (Hg)
mellékosztaly reprezentansanak nevezziik.
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5.38. Példa Tetszdleges n > 1 pozitiv egész esetén H = (nZ,+) < (Z,+) = G, ahol
nZ = {nz : z € Z} az n tobbszordseit jeloli. Egy adott k € Z esetén a G csoport k
szerinti baloldali mellékosztalya a k +nZ halmaz lesz, vagyis mindazon egészek, amelyek
k-val kongruensek modulo n.

Egy részcsoport mellékosztalyainak figyelemreméltd struktiraja van.

5.39. Megfigyelés Legyen H < G > g,9' . Ekkor (1) g € Hg, (2) ¢ € Hg = Hg =
Hy', (3) Hg=Hg vagy HgNHg' =0 (4) |H| = |Hg]|

Bizonyitds. (1): e€ H=g=eg€ Hg .

(2): ¢ = hg valamely h € H-ra, ezért Hg' = H(hg) = (Hh)g C Hg. Mivel g = h™'¢/,
ezért g € Hg', igy az el6z6 gondolatmenet szerint Hg C Hg' is igaz.

(3): (2) miatt, ha g € HgN Hg', akkor Hg= Hg* = H¢'.

(4): Ha h,h' € H és h # K, akkor hg # h'g, ezért a h — hg bijekcié H és Hg kozott. O

5.40. Kovetkezmény (Lagrange tétel) Ha H < G, akkor |H| | |G|. Specidlisan, G
barmely g elemének rendje (a g dltal generdlt részcsoport elemszama) osztja G rendjét.

Bizonyitds. Az el6z6 megfigyelés szerint a G csoport néhany H szerinti (jobboldali) mel-
lékosztaly uniéja, és minden mellékosztaly |H| elemet tartalmaz. O

5.41. Kovetkezmény Ha G csoport, akkor barmely g € G elemének rendje a G csoport
rendjének osztoja.

Bizonyitds. A g elem rendje a (g) részcsoport rendje, ami a Lagrange tétel miatt |G|
osztoja. O]

5.42. Definicié6 A H < G részcsoport indexe a |G| és |H| hdanyadosa, jele |G : H|.
5.43. Kovetkezmény Minden primrendid csoport ciklikus.

Bizonyitds. Barmely, e # g € G elem a Lagrange tétel miatt kénytelen az egész csoportot
generalni. n

Lattuk tehat, hogy minden csoport eléall, mint tetszéleges részcsoportja jobboldali mellékosztalya-
inak diszjunkt unidja. Természetesen ugyanez a baloldali mellékosztalyokra is igaz, azonban altalaban
nem igaz, hogy ez a két elGallitds azonos. Ha pl. a G csoport Abel, és H < G részcsoport, akkor a
kommutativitds miatt Hg = gH a G minden g elemére, igy ilyenkor a két felbontas valéban megegye-
zik. Ugyanez a szitudcié nemkommutativ csoportokban is eléfordul, és az ezt megvaldsité részcsoportok
kiilonosen érdekesek.

5.44. Definicié6 A G csoport N részcsoportja a G normélosztéja (jeldlése N I G), ha Ng = gN a G
minden g elemére.
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Vildgos, hogy minden részcsoport egyszerre bal- és jobboldali mellékosztalya 6nmaganak. Ha tehét
egy csoport indexe 2, akkor a részcsoport komplementere egyuttal jobb- és baloldali mellékosztaly is, azaz
minden 2 indexii részcsoport szitkségképpen norméloszté. Példaul A,, <.5,,. A norméloszté tulajdonsag
ekvivalens médon jellemezhetd az alabbiak szerint.

5.45. Allitas (1) NG < (2) g 'Ng=NVgeG < (3)g'nge NVge G, Vne N .

Bizonyitds. (1)= (2): Ng=gN =g 'Ng=N .

(2)= (3): g'Ng=N=g"lnge N.

(3)= (1): g'nge NVne N =nge€ gN Vne€ N = NgC gN. De [Ng| = |gN| miatt Ng = gN
tetszbleges g € G elemre. O

5.46. Megfigyelés Ha N < G, akkor (Ng)(Nh) = N(gN)h = N(Ng)h = (NN)(gh) = N(gh) a G
tetszdleges g, h elemeire.l]

A fenti megfigyeles szerint a mellékosztalyokon a komplexusszorzas miivelet: két mellékosztalyhoz
rendel egy harmadikat. E miiveletnek az egységeleme az N mellékosztaly, és inverz is 1étezik: Ng inverze
Ng~', hisz NgNg~! = Ngg~! = N.

5.47. Definicié Ha N <G, akkor az N mellékosztdlyainak csoportjat a komplexusszorzisra a G csoport
N szerinti faktorcsoportjdnak nevezzik, és G/N-nel jeliljiik.

A faktoresoport rendje nyilvdn N indexe, azaz |G : N|. Ha G Abel, akkor barmely H részcsoportja
normaloszto, és a H szerinti faktorcsoport is Abel. Ha G mindezen tul ciklikus is, akkor a faktorcsoport
is ciklikus lesz, és G minden generatorelemének mellékosztalya generalja a faktorcsoportot.

A normaloszték szoros kapcsolatban dllnak a csoportok kozotti, miivelettarté leképezésekkel.

5.48. Definicié Ha G és H csoportok, akkor a ¢ : G — H leképezés homomorfizmus, ha midvelettarto,
azaz bdrmely g,9' € G elemekre ©(gg9") = ¢©(g9)p(g’). (Ertelemszerden, az egyenléség baloldaldn dlls
szorzds a G, a jobboldali a H csoportmivelete.) Ha ¢ homomorfizmus, akkor

Ker(p) :={g € G: ¢(g9) = en} a v magja, és Im(p) :={p(g) : g € G} a ¢ képe.

5.49. Megfigyelés Ha ¢ : G — H homomorfizmus, akkor (1) ¢(ec) = em, (2) ¢(g7!) = ¢(g9)~ 1, (3)
Ker(¢) 4G és (4) Im(p) < H.

tolea)p(ea) =

Bizonyitds. (1): ¢(eq) = plegea) = plea)plea) = en = plea) 'wlea) = plea)”
pleg)-

(2): en = plec) = p(g97") = w(g)p(g7") = ¢(9) " = (g~

(3): Ha p(g) = ¢(h) = em, akkor (gh) = p(9)p(h) = enen = em, ill. p(g7") = p(g) ™ = e’ =
em, azaz Ker(p) < G. A norméloszté-tulajdonsdghoz csak annyi kell, hogy tetsz8leges n € Ker(yp) és
g € G esetén g~ 1ng € Ker(p). Lassuk: p(g71ng) = ¢(gHe(n)e(g) = ©(9) terp(g) = e, csakugyan.

(4) Lattuk, hogy o(g7 1) = ¢(g9)71, ill. (gh) = ©(g)¢(h), azaz Im(p) zart az inverzképzésre és a H
csoportmiiveletére, azaz Im(p) < H. O

Tehat minden homomorfizmus magja norméloszté. Ennek az allitdsnak a forditottja is igaz, azaz
minden normaloszt6é egyben homomorfizmus magja is, nevezetesen a N < G normélosztd a oy : G —
G/N természetes homomorfizmus magja, ami a ¢y (g) := Ng leképezéssel van megadva. (¢ csakugyan
homomorfizmus, hiszen ¢n(gh) = Ngh = NNgh = NgNh = on(g9)pn(h).)

Homomorfizmus tétel: Ha ¢ : G — H csoport-homomorfizmus, akkor G /Ker(¢) = Im(yp).
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Bizonyitds. Azt kell csak meggondolni, hogy ¢ bér G elemeit viszi H-ba, de egyuttal az N := Ker(p)
normaloszté mellékosztalyain is homomorfizmus, amihez csak azt kell 1atni, hogy ¢ minden mellék-
osztalyon konstans. Legyen a,b € Ng a g mellékosztdlyanak elemei, azaz a = ng, b = mg valamely

n,m € Ker(p)-re. Mivel o(n) = ¢(m) = en, ezért o(a) = p(ng) = ¢(n)e(g) = ¢(g) = w(m)e(g) =
w(mg) = (b). Tehdt definidlhaté a ¢'(Ng) := @(g) egy mivelettarté ¢’ : G/N — H leképezést
(azaz homomorfizmust) definidl. Az izomorfia igazoldsdhoz csak annyi kell, hogy a leképezés bijektiv.
Legyen hat ¢/ (Ng) = ¢'(Ng'). Ekkor p(g) = ¢(g'), és ¢’ felirthaté ¢’ = (¢'g~1)g = fg alakban. Innen

w(g) = »w(g") = ¢(fg) = ¢(f)p(g), ahonnan ¢(f) = e, azaz f € Ker(p) = N, vagyis ¢’ € Ng, azaz
Ng = Ny. O

5.2. Direkt 6sszeg, véges Abel csoportok alaptétele

Ha adott két csoport akkor a segitségiikkel definidlhatunk egy harmadikat, azaz a cso-

portok osztalyan is értelmeziink egyfajta miveletet.

5.50. Definicié Ha (G,-) és (H,x) két csoport, akkor direkt Gsszegik az a G & H =

(G x H, %) csoport lesz, amire g,g' € G és h,h' € H esetén (g, h)*(g',h') = (g-¢',hxh').
A fenti definicié voltaképpen egy algebrai strukturat ir le, azt ellenorizni kell, hogy

ez valoban csoport. (A struktirdhoz az kell is, hogy a * miivelet a Descartes szorzaton,

de ez ranézésre trivialis. A x asszociativitasa egyszert: ha ¢g,¢',¢" € G és h,h',h' € H,
akkor

((g,h) * (g 1)) = (g" 1) = (g - g/, hx 1) % (9", 1) = (9 - ¢) - g", (hx B) x 1) =
=(g9-(g"-g") hx (W x ")) = (g,h) = ((¢", 1) * (", ")) .
Sziikséges, még, hogy legyen egységelem a direkt Gsszegben, és persze ez nem lesz mas,
mint (eq, ep), ahol e ill. ey a G ill. H csoportok egységelemei, hiszen (g,h) € G x H

esetén (g,h) (e, en) = (9 ea.hxen) = (9,h) = (ec - g,en x h) = (eq,en) * (g, h).
A (g,h) elem inverze pedig nem til meglepd médon a (¢7!, h™!) elem lesz, ugyanis

(g;h) % (g7 ") = (g- g7 hxh™') = (eg,en) = (g7 - g, h 7 % h) = (g7, h7") % (g, h).
5.51. Megfigyelés A direkt dsszeq rendje a két direkt dsszeadandd rendjének szorzata.
Bizonyitds. Trividlis: |G x H| = |G| - |H]. O

5.52. Példa A Z, @ Zs csoportot ugy kapjuk, hogy az elsé koordindtdban modulo 2, a
masodikban pedig modulo 3 adunk dssze. Az aldbbiakban eqgymds mellett tiuntettik fel a
Zo®ZLs és a Lg csoportok Cayley tdbldzatait (ami a a szorzdtdbldt, helyesebben a miiveleti

tabldat jelenti).
Zy®Zs || (0,0) | (1,1) ] (0,2) | (1,0) | (0,1) | (1,2) | Ze || 0|1]2]3]4]5]
(0,00 [ (0,0) [(1,1) [ (0,2) [ (1,0) [ (0,1) [ (1,2) 0ffo[1[2[3[4]5
(L) [(1,1) ] (0,2) | (1,0) [ (0,1) | (1,2) | (0,0) 1[1]2]3]4[5]0
(0,2) [ (0,2) | (1,0) [ (0,1) [ (1,2) | (0,0) | (1,1) 22]3[4]5]0]1
(1,0) [ (1,0) | (0,1) | (1,2) [ (0,0) | (1,1) | (0,2) 33[4[5]0]1]2
(0,1) [ (0,1) | (1,2) [ (0,0) [ (1,1) | (0,2) | (1,0) 4ffa]5]0]1]2]3
(1,2) [ (1,2) [ (0,0) | (1,1) | (0,2) [ (1,0) [ (0,1) 5[5]o]1]2]3]4




Konnyen ldthato, hogy a Zo @ Zs és a Zg csoportok izomorfak, hiszen ha a fenti
tablazatok megfeleld soraihoz és oszlopaihoz tartozo elemek eqymdasnak felelnek meg, akkor
a két csoport mivelete pontosan ugyanigy hat a két alaphalmazon.

A véges Abel csoportok struktirajanak megértéséhez kiilonosen fontos a direkt dssze-
adéds, amint azt az alabbi tétel mutatja.

A Véges Abel csoportok alaptétele: Tetszoleges G véges Abel csoporthoz 1éteznek
Pt po? ... e primhatvényok gy, hogy G = Z, e @ Z, 2@ ... D Z POk AZAZ tetszoleges
Abel csoport felirhaté primhatvanyrendi mkhkus Csoportok dlrekt osszegeként.[]

5.53. Kovetkezmény Az n-edrendii nemizomorf Abel csoportok szama annyi, ahdny-
féleképp az n felbonthato primhatvanyok szorzatara. fgy pl. tetszdleges 36-edrendi Abel
csoport izomorf az aldbbi csoportok valamelyikével: Zig @ Lo B Zig B g, Lo B Ly ® L, Log P
L3 ® L3, 0y ® Zy.

5.3. Gyitrik, testek

Eddig egymiiveletes struktiurakkal foglalkoztunk. Ha azonban a Z, Q, R vagy C szamhal-
mazokrél szeretnénk tobbet tudni, érdemes mindkét alapmiiveletet (az Gsszeadast és a
szorzast is) figyelembe venni. Ez (is) indokolja az olyan algebrai struktiurdk vizsgalatat,
ahol két kétvaltozos miivelet értelmezett.

5.54. Definicié A (R,{+,-}) algebrai struktira gyirQ, ha (R,+) Abel csoport, (R,-)
félcsoport, tovabba teljesiilnek a disztributiv azonossiagok: a(b+c) = ab+ac ill. (a+b)c =
ac + be (Ya,b,c € R). Ha réviden csak R gyirit mondunk, akkor konvencio szerint R
két mivelete 4+ és - a fentiek szerint.

Az R gylri kommutativ, ha a szorzas kommutativ. Az R gyiri dsszeaddsanak eqy-
ségelemét nullelemnek nevezzik, és 0-val jeloljiik. Az R gytriben az a € R elem inverzét
az dsszeaddsra —a jeloli. Az R gyiri egységelemes, ha a szorzdsmiveletnek van egysége,
amit (ha van) 1 jelol.

5.55. Megfigyelés Ha R gyiird, és a,b € R, akkor 0a = a0 = 0 ill. (—a)b = —ab =
a(—b).

Bizonyitds. A disztributivitds miatt 0 = Oa + (—0a) = (0 + 0)a + (—0a) = O0a + Oa +
(—=0a) = Oa. Innen —ab = —ab+0 = —ab+ 0b = —ab + (a + (—a))b = —ab + ab +
(—a)b = (—a)b . Az a0 = 0 ill. —ab = a(—b) azonossdgok hasonléan kovetkeznek a
baldisztributivitasbol. ]

5.56. Példa (1) Z,Q,R,C gyirik. N nem gyirii, mert nem csoport az dsszeaddsra
(nincs inverz).
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(2) Eqy tetszéleges n € N szam tébbszordsei (nZ) is qyiri.

(3) A mod m maradékosztilyok szintén.

(4) Az n x n-es (raciondlis, valds vagy komplex) mdtrizok is gyiirit alkotnak.

(5) Az egész egyiitthatds polinomok detto.

(6) A Gauss egészek (az a + bi alaki szamok, ahol a,b € 7.) ugyancsak gyiri.

(7) Tetszdleges H halmazra (P(H),{v,N}) a H halmaz Boole gytiriije, ahol V a
szimmetrikus kilonbséget jeloli: AVB := (A\ B)U(B\ A). Itt a nullelem az 0, az egység
pedig a H.

5.57. Definicié Az R gyiriben a a # 0 elem nulloszto, ha létezik olyan 0 # b € R,
amire ab = 0. Az R gyirt nullosztomentes, ha R-ben nincs nulloszto. Az R gytiri
integritasi tartomény, ha kommutativ és nullosztomentes.

5.58. Példa (1) nZ kommutativ és nullosztomentes, ezért integritdsi tartomdny.

(2) Z,, nem nullosztomentes, ha vannak olyan a,b € Z,, szamok, amelyekre a # 0 # b
(azaz a Z 0 # b(mod n)) és ab = 0(mod n), azaz ha n dsszetett. Ha n = p prim, akkor
a primtulajdonsdg miatt, ha ab = 0, azaz ab = 0(p), vagyis p | ab, akkor p | a vagy
plb, igya=0wvagyb=0 (aZ, gylriben(!)). Tehdt Z, nullosztomentes, igy integritdsi
tartomdny.

(3) Az R™™ matrizgylriben A nulloszto, ha létezik olyan B madtriz, amire AB = 0. Ez pontosan
akkor van, ha az Ax = 0 egyenletnek van nemtrividlis megolddsa, azaz, ha A szinguldris.

(4) A (P(H),{v,N}) Boole gyiiriben H minden valédi részhalmaza nulloszd, mert
AN(H\A) =0 .

5.59. Definicié Az R gyiri részgytirije az (R, {+,}) olyan részstruktirdja, ami gyiri.
(Csupdn a miuveletekre vald zdrtsigot és az ellentettek meglétét (tkp a kivondsra vald
zartsagot) kell ellendrizni.)

5.60. Megfigyelés Ha n € Z, akkor nZ a 7 részgyirije. A Z gyiird minden részgyirije nZ alaki.

Bizonyitds. Lattuk kordbban, hogy nZ gylirli. Ha R a Z részgyfirlije, akkor (R, +) részcsoportja a
(Z,+) csoportnak. Mivel az utébbi csoport ciklikus, ezért minden részcsoportja is az, tehdt R-t egyetlen
elem (mondjuk n) generélja, igy R = nZ. O

Lattuk, hogy a gyliriiben tudunk kivonni, azaz egy elem ellentettjét hozzdadni (a —
b := a+ (—=b)). Felettébb bosszantd, hogy osztani nem tudunk, azaz nem tudunk egy
elem ellentettjével szorozni, hiszen a szorzds nem csoport- (csak félcsoport-) miivelet, igy
nincs a szorzasra nézve inverz. Nyugodjunk meg: a szokasos szamkorokben (R, C) sem
tudunk osztani, mert az osztds nem algebrai értelemben vett miivelet, hisz nem tudunk
barmely két szamot elosztani. Altaldban sem varhatjuk, hogy a gytiriiben a szorzasra
nézve minden elemnek legyen inverze, hisz ha a x a 0 inverze, akkor 1 = 0z = (0+0)z =
0z + 0x = 1+ 1, ahonnan 0 = 1 adddik. Innen 0 = Oa = la = a, azaz a gytru trivialis,
csak a 0 elembdl all. Kideriil, hogy a szorzas invertalhatosaganak nem kell ennél jobban
sériilnie.
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5.61. Definicié6 A T gyiri ferdetest, ha (T'\ {0}, ) csoport. Ha a szorzds kommutativ,
akkor T test.

5.62. Példa (1) Q,R,C testek. (Ldttuk, hogy kommutativ gyirid. Minden nemnulla
szamnak van reciproka, igy a szorzds is csoport a nemnulla szamokon.)

(2) Ha p prim, akkor Z, test, aminek a szokdsos jelolése F,. (Ldttuk, hogy Z, kom-
mutativ gyiri, és az Euler-Fermat tételbdl adddik a reciprok kiszamitdisa.) Ha m nem
prim, akkor (lattuk) van Z,,-ben nulloszto, tehdt Z,, nem test.

(3) A valés polinomok hdnyadosteste a kdvetkezd. R(z) := {% : p,q € Rlz],q #

0}. A mdveletek: £+ % = 1%, dl. £ o= P (A polinomok hdnyadosteste a

legsziikebb, az R[zx] gyiirit (azaz a valds polinomok gyirigjét) tartalmazo test. Ugyanazzal
a konstrukcioval kapjuk, mint raciondlis szamtestet, ami a legszikebb, az egészek gyiriyét
tartalmazo test.)

(4) Az {a +bv2 : a,b € Q) halmaz is test, hiszen (a + bv/2)™! = —L_ =

(a+bV/2)
(a+b$§)b(£b\/§) = 32:1’;{3 = o%m + o= 2b2\/_ miatt létezik inverz. (It haszndltuk, hogy

ha a,b € Q, akkor a® # 2b%. Igaz az is, hogy a példabeli \/2 helyett dllhatna /t is
0 <teQ)

(5) A kvaternidk ferdeteste a kovetkezd: {a+bi+cj+dk : a,b,c,d € R}. Az dsszeaddst a természetes
mddon definidljuk, a nullelem a 0+ 0i + 05 + 0k, a + bi + c¢j + dk ellentettje —a — bi — cj — dk, tehdt az
dsszeadds valdban kommutativ csoport. A szorzdsndl pedig haszndljuk a Q-bel szorzdst, pl (i+25)(3+k) =
3i+ ik + 65 + 2jk = 3i — j + 65 + 2i = 5i + 5j. A kvaternidszorzds asszociativitdsdbol adéddan a
szorzds itt is asszociativ lesz. Konnyen lathato hogy a szorzds egységeleme az 1 = 1+ 0i + 05 4+ Ok

_ a—bi—bj—bk _ a—bi—bj—bk
lesz, az inverz pedig (a + bi + cj + dk)~! = a+bz+cj+dk = G i) = S =

a2+b2+62+d2 — a2+b2f_C2+d2 i— a2+b2+02+d23— a2+b2ic2+d2 k-nak adddik. (Hasonldan a komplex szdmokhoz,
itt is a konjugdlttal kell bévitent.) Jegyezzik meg, hogy a kvaternick nem test, hisz pl. ij = k # —k = ji.

5.63. Megjegyzés Hasonloan ahhoz, ahogyan azt az egész szamok korében tettik, a gyiriben is ér-
telmezhetd a felbonthatatlan és a prim fogalma. Ldttuk, hogy a szdmelmélet alaptételének teljestilése
azon mulott, hogy a prim és a felbonthatatlan szdm ugyanazt jelentette az adott struktdrdban. Altaldban
kommutativ gyidrikben is igaz, hogy a szamelmélet alaptétele pontosan akkor teljesiil, ha a prim és a
felbonthatatlan az alaphalmaz ugyanazon részhalmazdt jelenti. Ez nincs mindig igy. Az a+byv/—5 alaki
komplex szamok (mint az kénnyen ellendrizhetd) eqy R kommutativ gytirit alkotnak. Az R-beli komplex
szamok abszolutértékének négyzete egész szdm, és azt is tudjuk, hogy komplex szdmok szorzatdnak abszo-
lutértéknégyzete megegyezik a tényezdk abszolitértéknégyzeteinek szorzatdva. Ebbol az kovetkezik, hogy
azr = 2 szdm (aminek abszolitértéknégyzete 4) csak trividlis mddon bonthatd R-beli szdmok szorzatd-
ra, azaz felbonthatatlan. (Nincs ugyanis olyan R-beli szam, aminek az abszolitértéknégyzete 2 lenne.)

Azonban 2|16 =(1++/-5) (1 —+/=5), €s241++/=5,211— /=5 miatt a 2 nem prim.
5.64. Tétel Minden véges integritdsi tartomdny test.
5.65. Megjegyzés A végesséq sziikséges, hisz pl. nZ. integritasi tartomdny, de nem test.

Bizonyitds. Az integritasi tartomanyban a szorzas kommutativ, igy csak azt kell bizonyi-
tani, hogy létezik a szorzasnak egységeleme, és minden nemnulla elemnek van reciproka,
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azaz a szorzasra vonatkozd inverze. Legyen R véges integritasi tartomény, és legyen
0 #a € R. Haab = ab/, akkor 0 = ab + (—ab') = ab + a(=b") = a(b + (=V)), ezért
a nullosztémentesség miatt b + (=) = 0, azaz b = b'. Eszerint az ary, ars, ... elemek
mind kiilonbozok (ahol R = {ry,79,...}), igy R végessége miatt a teljes R halmaz el6all:
R = {ar : r € R}. Van tehét olyan e € R, amire ae = a. Azt szeretnénk igazolni, hogy
e a szorzas egységeleme, azaz be = b minden b € R esetén. A szorzas kommutativitasa
miatt ab = (ae)b = a(eb) = a(be), azaz 0 = a(be)+ (—ab) = a(be)+a(—b) = a(be+(—b)),
amibdl a nullosztémentesség miatt be + (—b) = 0, azaz eb = be = b adédik. Tehat R
valéban egységelemes.

Lattuk, hogy rogzitett 0 # a € R esetén R minden eleme el6all ar alakban (alkalmas
r € R-re). Ez persze e € R-re is igaz, tehdt létezik olyan r € R, amire ar = e, azaz
barmely 0 # a-nak létezik inverze, vagyis R csakugyan test. [

5.66. Definicié A T test primtest, ha nincs valddi részteste.
5.67. Allitas Q és F, (ha p prim) primtest, és mds primtest nincs.

Bizonyitds. Lattuk, hogy testek, és hogy 0 # 1. Legyen T primtest. Vilagos, hogy
n:=1+1+...4+ 1 [n-szer| benne van T-ben. Ha n = 0 valamely n > 0-ra, akkor a
Z, € T a minimalis ilyen n-re. Mivel a T test nullosztomentes, ezért Z,, is az, vagyis
n prim. Ekkor tehat F, C T. Létjuk egyrészt, hogy F, primtest, masrészt, hogy
ekkor 7' = F,. Ha n # 0 minden n > O-ra, akkor 0,1, —1,2,—2,... mind T-beliek és
kiilonbozok, tehat Q C T. A T test primtulajdonsaga miatt ekkor Q = T. O
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6. fejezet

Adatszerkezetek, algoritmusok és
bonyolultsagelmélet

6.1. Alapveto adatszerkezetek

A legtobb szamitégéppel végrehajthato feladat soran adatokat (rekordokat) kell tarol-
nunk és azokkal dolgozni, példaul miiveleteket végezni veliikk. Ezt a célt valamiféle adat-
szerkezet felépitésével érjiik el. Egy konkrét adatszerkezet tehat meghatarozza, miféle
moédon taroljuk az adatainkat, mik az adatszerkezet elemei kozott a kapcsolatok és azt
is, hogy miféle miiveleteket tudunk az adatainkkal végrehajtani. Természetesen attdl
fiiggben, hogy miféle célbdl taroljuk az adatokat, kiilonféle adatszerkezetek lehetnek el6-
nyosek. Ebben a részben néhany alapvetd adatszerkezettel fogunk megismerkedni, de
mar itt hangsilyozzuk, hogy egy-egy konkrét feladatra elképzelhetd, hogy érdemes ne-
kiink magunknak valamiféle nemsztenderd adatszerkezetet kifejleszteni.

Az egyik legismertebb adatszerkezet a tomb (angolul: array). Ez arra alkalmas,
hogy az adatainkat kozvetlen hozzaféréssel valamiféle sorrendben taroljuk. Egy témb a
deklaraldsanal meghatarozott szamu rekordot tartalmazhat, ezek szamara kiilon memo-
riateriiletet tartunk fenn. Ezért ha hangsulyozni szeretnénk az A tomb méretét, akkor
szokéds A[l..n] médon is jelolni (amennyiben n rekordot tarolunk benne). Az A tombben
tarolt i-dik rekordot A[i] jeloli, és az alapveté miiveletek egy tombnél az OLVASJ[i| és
fR[i], amikoris az i-dik rekordot kiolvassuk vagy beirjuk, esetleg atirjuk. A tomb elénye,
hogy a tarolt rekordokhoz konstans id6 alatt hozzafériink, am hatranya, hogy nem di-
namikus, nehéz pl. beszirni a témbbe, ha a beszirandé rekordot két szomszédos elem

kozé 1akau2rj u:l)f illeszteni. .

’A[ll‘AD]‘AB]‘ Ald] ‘ ‘A[n]‘

Ezeket a nehézségeket a ldncolt lista (angolul: linked list) segitségével tudjuk sike-
resen lekiizdeni. A lancolt lista elemei az u.n. cellak vagy csomépontok: minden cella
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egy adatmez&bdl (amin tetszéleges formaju adatot tudunk térolni) és (a lista utolsé cel-
l4jat kivéve) egy mutatébdl dllnak, ahol a mutaté a lista kovetkez6 celldjara mutat. A
kétszeresen ldncolt lista (doubly linked list) ettél abban kiilonbozik, hogy minden celld-
hoz két mutato tartozik, melyek koziil a masodik a cellat megel6zd cellara mutat. Az
alapvetd miiveletek itt ELSO ELEM, AKTUALIS ELEM (az aktuélis cellaban térolt
rekord), KOVETKEZO ELEM (az aktuslis elem mutatéjdnak segitségével hatérozzuk
meg), kétszeresen lancolt list esetén az ELOZO ELEM (amit a ,,masik” mutato jelez),
BESZURAS (az aktualis elem utan), ill. (az aktuélis elem uténi elem) TORLESe. A
beszuras ugy torténik, hogy létrehozunk egy 1j cellat a besziirandé elemnek, az aktualis
elem mutatojat bemasoljuk az 1j cella mutatojaba, végiil az aktudlis elem mutatdja az 1j
cellara fog mutatni. Torlés esetén pedig ugy jarunk el, hogy az aktualis cella mutatéjat
atirjuk a kovetkezd (torlésre keriils) cella mutatdjara.

L LAsLLA™S I/P*! [~LIX

A léncolt lista elénye, hogy dinamikus adatszerkezet, nem foglal feleslegesen sok me-
moriat, gyors a beszuras és a torlés, am hatranya, hogy az ott tarolt rekordok nem
kozvetleniil hozzaférhetdk, és ezért a keresés sem tul gyors egy ilyen listaban.

Ha a tarolandé rekordokon értelmezett valamiféle rendezés, akkor sokszor hasznos a
fenti adatszerkezetek rendezett valtozata: a rendezett tomb és a rendezett lancolt lista.
Itt az a tovabbi megkotés a tarolt rekordokkal, hogy a témbben a rekordok a tomb egy
kezdészeletét toltik ki, és mind a lista, mind a tomb esetén nagysag szerint jonnek egymaés
utan.

A léncolt lista egy altaldnositdsa a bindris fa (angolul: binary tree) adatszerkezet.
Ha egy a lancolt lista celldit egy grafnak tekintjiik, és a mutatékat pedig iranyitott
éleknek, akkor a kapott graf egy irdanyitott 1t lesz. A binaris fa minden celldja legfeljebb
két mutatot tartalmaz, akarcsak a kétszeresen lancolt lista, de a két mutatd itt nem
a ,kovetkezd” és a ,megelézd” cellara mutat, hanem két ,4j” cellara: a bal fiura és
a jobb fiira. Az a megkdotés, hogy legyen a bindris fanak egy gyokere (olyan celldja,
amire nem mutat a bindris fa mas celldjanak mutatéja) és a mutaték definidlta graf
aciklikus (iranyitott kormentes) legyen. A bindris faban lehet a celldknak egy harmadik
»apa’ mutatéjuk is, amelyik arra a cellara mutat, amelyiknek az adott cella a bal- vagy
jobbfia. Vilagos, hogy minden lancolt lista tekinthetd binaris fanak, de a binaris fahoz
altalaban nem tartozik a celldknak egy sorrendje. A binaris fan értelmezett alapvetd
miiveletek a GYOKER, AKTUALIS ELEM, BALFIU, JOBBFIU, APA, BALRESZFA,
JOBBRESZFA. A GYOKER mfivelet a bindris fa gyokéreelldjat adja, az AKTUALIS
ELEM az aktualis celldban tarolt rekordot, a JOBBFIU az aktuélis elem jobbfii mutatdja
szerinti celldjat, a BALFIU pedig a balfid mutaté szerintit adja vissza. Az APA miivelet
eredménye az aktudlis cellara mutaté cella. Végiil a BALRESZFA ill. JOBBRESZFA
miuveletek az adott binaris fa gyokerének bal- ill. jobb fiAban gytkerezo binaris részfat
adjak eredményiil.
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A binaris faban tarolt rekordoknak (szemben a lancolt listaval) nincs egy természetes
sorrendje, am definialhaté mindjart haromféle igen hasznos konkrét sorrend is egy binaris
fa celldin. Ezen sorrendeket a bindris fa egy-egy bejarasa hatarozza meg. Mindharom
esetben a gyokérbdl indulunk, és rekurzivan bejarjuk a bal, majd a jobb részfat. Attdl
fiiggden, hogy a gydkeret a két részfa bejardsahoz képest mikor jarjuk be, definidlhatjuk
a preordert, inordert és posztordert. Az x binaris fan értelmezett haromféle bejaras
pszeudokodja az alabbi.

pre(z) in(x) post(z)

begin begin begin
latogat(z) in(bal(z)) post(bal(x))
pre(bal(x)) latogat(x) post(jobb(x))
pre(jobb(x)) in(jobb(z)) latogat(z)

A fenti abran lathaté binaris fa rekordjainak pre-, in-, ill. posztorder szerintti sorrend-
je abdegcfh, dbgeafhc, ill. dgebh fca. Vildgos, hogy mindharom bejaras algoritmusaban
egy konkrét cellaval konstans sok 1épést végziink, tehat barmelyik sorrend meghataroza-
sanak 1épésszama legfeljebb konst - n, ahol n a tarolt rekordok szama.

Ha a bindris faban térolt rekordokon van valamiféle rendezés (azaz barmely rekordhoz
rendelhetd egy valés szam, és két rekord Osszehasonlitasakor a hozzajuk rendelt szamok
nagysagviszonyat vizsgaljuk), akkor hasonléan a rendezett tombhoz ill. rendezett lancolt
listahoz, itt is megkivanhatunk egy tovabbi tulajdonsagot, amitdl a binaris faval végzett
miiveletek konnyebbé véilnak. Egy bindris fat tehdt bindris kereséfanak (angolul: binary
search tree) neveziink, ha teljesiil ra a keresofa tulajdonsig, azaz

e a keresofa tetszoleges = cstucsanak bal részfajaban tarolt egyetlen rekord sem na-
gyobb az xz-ben tarolt rekordndl, mig az x cstics jobb fidban gyokerezo jobb részfa-
ban tarolt egyetlen rekord sem kisebb az x-ben tarolt rekordnal.

Ha feltessziik, hogy a keres6faban térolt rekordokon szigori rendezés van (azaz barmely
két rekord kozill az egyik kisebb a masiknal), akkor a keres6fa tulajdonsag ugy is meg-
fogalmazhato6, hogy tetszoleges csiics bal részfajaban a csicsban taroltnal kisebb, a jobb
részfajaban pedig anndl nagyobb rekordokat tarolunk. A bindris keresofak egyik hasznos
tulajdonsagéara utal az alabbi megfigyelés.
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6.1. Lemma Tetszoleges bindris keresofa inorder szerinti bejardsa a faban tdarolt rekor-
dokat nagysdg szerinti rendezi.

Bizonyitdas. Azt kell csupan megmutatni, hogy a faban tarolt tetszéleges x és y rekordok
esetén = és y sorrendje az inorder szerinti felsorolasban éppen a nagysdg szerinti sor-
rendjiik lesz. Tegyiik fel, hogy a binaris faban x és y egymas leszarmazottja, mondjuk
x az y ése. Ekkor az in(z) hivdsakor latszik, hogy y a szerint el6zi meg vagy koveti
x-et az inorder szerinti sorrendben, hogy kisebb vagy nagyobb ndala. Ha pedig = és y
nem egymas leszarmazottja (és mondjuk z kisebb y-ndl), akkor legyen a z rekord az x
és y rekordok legkozelebbi kozos Ose a binaris faban, tehatz a z bal, y pedig a z jobb
részfajaban taldlhaté. Ekkor az in(z) hivdsa mutatja, hogy = megelézi y-t az inorder
sorrendben. O

Tovabbi érdekes megfigyelés, hogy barmely bindris fa haromféle ismertetett bejarasa
(azaz a pre-, in- és posztorder) a fa leveleit ugyanolyan sorrendbe rendezi. A konkrét
példan mindharom bejarasban dgh a levelek sorrendje.

A binaris keres6faban tovdabbi miveleteket tudunk értelmezni: ilyenek a KERES,
BESZUR, MIN, MAX vagy a TOLIG. A KERES(s) miivelethez a gyokérbdl indulunk,
és s-t a gyokérrel 6sszehasonlitva vagy megtaldltuk s-t, vagy tudjuk, hogy a bal- vagy a
jobb részfaban folytassuk a keresést, ahol elorol kezdjiik a fenti eljarast. A BESZUR(S)
eljards egy KERES(s) eljarassal indul, és ha s nincs a bindris keres6faban, akkor az
s-t az ala a levél ala szurjuk be értelemszertien bal- vagy jobbfitiként, amelyikben a
keresés véget ért. A MIN és MAX miiveletek is hasonlék a kereséshez: a gyockérbdl
addig megyiink balra ill. jobbra, amig van arra rekord, ha nincs, akkor megtalaltuk a
legkisebb ill. legnagyobb rekordot. Mindharom miivelet lépésszama a binaris kereséfa
mélységével aranyos. A TOLIG(&, b) miivelet abbdl all, hogy megkeressiik a-t és b-t,
mialtal megkapjuk az az a és b kozti elemeket tartlamazé részfat, és ezt inorder szerint
bejarjuk. A lépésszamot itt az inorder domindlja, ez tehat konst - n, ahol n a tarolt
rekordok szama.

A legvégiil kovetkez6 adatszerkezetet akkor hasznalhatjuk, ha a tarolt adatokon adott
egy rendezés, és sziikségiink van arra, hogy a legkisebb rekordot gyorsan meg tudjuk
taldlni és ki tudjuk torolni. Itt a térolt rekordokra egy, binaris kereséfanal hasznalttol
kiilonbozo feltételt irunk eld, és a binaris keresofa alakjara is tesziink megkotést.

Egy l-szintes bindris fat szokés teljesnek nevezni, ha pontosan 2! — 1 rekordot térol,
azaz az elso [ — 1 szinten talalhato cellak mindegyikének pontosan két mutatéja van. Ha
persze nem pontosan 2" + 1 rekordot kell tarolnunk, akkor nincs esélyiink ilyen médon
teljes faval dolgozni, be kell érniink egy kevéshé szigori megkotéssel. Egy binaris fat tehat
altalanos értelemben teljesnek hivunk, ha gy kaphaté meg, hogy egy [ szintes, 27! — 1
rekordot tarolé binaris fabdl, hogy annak valamelyik levelétol jobbra allo minden levelét
toroljiikk. (Ezt gy is meg lehet fogalmazni, hogy az [ szintes, 21 — 1 rekordot tarold
bindris fabol a haromféle bejaras valamelyike szerint vett levélsorrend szerinti utolsé
néhany levelet toroljik.)
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A teljes binaris fa egy fontos tulajdonsaga, hogy tarolhat6é a mutaték megadasa nélkiil
egy egyszerii tombben. S6t: minden tomb tekintheto teljes binaris fanak ugyanigy.
Konkrétan, az A[l..n] tombnek megfelel6 teljes binaris fat tgy kapjuk, hogy az Ali
rekord bal fia A[2:], jobb fia pedig A[2¢ 4+ 1] (méar amennyiben 2i < nill. 2i+1 < n
teljestil).

Egy (pl. tombként megadott) teljes bindris fa akkor kupac (angolul: heap), ha teljesiil
rd az un. kupactulajdonséig, azaz

e egyetlen rekord sem nagyobb a fiaiban térolt rekordok egyikénél sem, azaz Ali| <
A2i] és Ali] < A[2i + 1] teljesiil minden 1 < i < n esetén.

Vildgos, hogy a kupac gyokerében (tombos reprezentaciéban az els helyen tarolt
rekord) a kupacban térol rekordok legkisebbike. (Azt sem nehéz latni, hogy egy kupacban
tarolt legnagyobb rekord a levelek barmelyike lehet.) Az alabbi dbra egy konkrét kupac

kétféle megadasara mutat példat.
1

Y

’1 |7 |2|9|16|3|5|111|13|27|18|10‘

o
[1—32 2i// | \ 18 \\10

A kupac rendkiviil hasznos adatszerkezet, érdemes tehat megvizsgélni, hogyan épit-
hetiink egy rendezetlen A[1..n| tombbdl kupacot. A tombot ekdzben természetesen teljes
bindris fanak tekintjiik. Az a cél, hogy a témb minden elemére teljesiiljon a kupactu-
lajdonsdg (ami a tomb A[| 2| +1]... A[n] elemeire, azaz a teljes bindris fa leveleire fiak
hijan automatikusan teljesiil), és ezt a tomb elemein jobbrdl balra haladva érjiik el: meg-
hivjuk egymasutan a kupacol( L%J]), kupacol( L%J] —1), kupacol( Lgﬂ —2),..., kupacol(1)
eljarasokat. A kupacol(i) eljards soran megkeressiik az A[i|, A[2i] és A[2i+ 1] elemek leg-
kisebbikét. Ha ez A[i], akkor a kupactulajdonség teljesiil i-re, végeztiink. Ha ez mondjuk
Alj] (ahol j > i), akkor felcseréljiik az A[i] és A[j] rekordokat, és meghivjuk a kupacol(y)
eljarast. Konnyen lathaté hogy a kupacol(1) végeztével csakugyan kupacot kapunk. Mi-
vel egy kupacol(i) eljaras az dltala esetlegesen meghivott kupacol(j) eljarastdl eltekintve
konstans szamu lépést hasznal, ezért a kupacépités 1épésszama a meghivott kupacol el-
jarasok konstansszorosaval becsiilhetd. Mérpedig a bindris fa k-dik szintjén tarolt A[i]
rekordhoz tartozé kupacol eljaras kapcsan legfeljebb | — k£ kupacol eljarast hivunk meg
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(ahol [ a kupachoz tartozo6 bindris fa szintjeinek szdma). Ezért a kupacépités 1épésszama

I=1)-1+(0—=2)-2+(1=3)-4+...+—d)-27 '+, +1-2"2=
l

— -1 -2 1—3 1
(=27t = 274 ) 274 ) 27 4 ) 27 =
' =1 =1 i=1 i=1

ot 1422 14 20— <=2 ol 20 <ol <o,

Il
[
AR

ahol az utolsé egyenlétlenség oka az, hogy az [-szintes bindris fa elsé [ — 1 szintjén az
utolsé szint egy levelével egyiitt dsszesen legalabb 2/=1 rekord taldlhatd, tehdt n > 2!-1,

A kupac adatstruktiraban a két legfontosabb miivelet a MINTOR és a BESZUR. A
MINTOR térli a kupacban tarolt minimalis rekordot (ami a bindris fa gyokerében, azaz
a tomb els6 helyén all), majd helyreéllitja a kupactulajdonsdgot. Ehhez a tomb utolsé
elemét a kitorolt elsé elem helyére mozgatja és végrehajt egy kupacol(1) eljardst, aminek
a lépésszama a bindris fa mélységével, azaz log, n konstansszorosaval feliilrol becsiilheto.

A BESZUR miivelet sordn egy 4j elemet illesztiink a kupacba, amit a témb végére
irunk. Ezzel a kupactulajdonsdg egyediil az utols6 elem apjaban romolhatott el, és ha ez
tortént, akkor ezt egy cserével helyre lehet allitani, annak aran, hogy a nagyapaban eset-
leg elromlik a kupactulajdonsag. A kupactulajdonsag helyreallitdsahoz tehat az utolséd
helyre beszirt elemet ,felszivarogtatjuk” egészen addig, mig felette mar kisebb fog allni,
amihez szintén legfeljebb a kupac mélységével ardanyos szamu 1épés sziikséges.

6.2. Keresés, rendezés

6.2.1. Keresési feladatok

A keresési feladat (itt) abbdl ll, hogy valamely adatstruktiraban kell megkeresni egy
adott x rekordot, vagy arra a kovetkeztetésre jutni, hogy x nem szerepel az adatstuktu-
raban. Vildgos, hogy ha az elemek valamiféle ,véletlen sorrendben” vannak tarolva az
adott adatstruktiraban, akkor nincs jobb moddszer, mint a teljes adatstruktira végig-
olvasdsa. Az altalunk vizsgalt keresési feladatban azonban adott egy linearis rendezés
az adatstrukturaban tarolt rekordokon, és a rekordok e rendezés szerint valamiféle értel-
mes médon vannak tarolva. Ezért a tovabbiakban a rekordok halmazat egyszertien egy
szamhalmaznak tekintjiik, és a rekordok rendezése pedig a nagysag szerinti rendezés lesz.

Linearis keresés

Egy lehetséges mddszer a rendezett halmaz taroldsdra a ldncolt lista, ami (mondjuk)
novekvé sorrendben tartalmazza a tarolt rekordokat. Mivel itt nincs lehetOség a lista
tetszoleges elemének kiolvasasara, ezért a legjobb, amit tehetiink, hogy elindulunk a lis-
ta elejérdl, és addig olvassuk ki a lista soron kovetkezd elemeit, mig vagy megtalaljuk x-t,

181



vagy pedig x-nél nagyobb rekordot talalunk, vagy netdn a lista véget ér. Az utobbi két
esetben arra kovetkeztetiink, hogy x nincs a listaban. Ezt a keresést hivjak linedris kere-
sésnek, és lépésszama a lista méretével aranyos, hiszen legrosszabb esetben kénytelenek
vagyunk az egész listat végigolvasni.

Ha az adatainkat kupacban taroljuk, akkor sem tudunk a linearis keresésnél lénye-
gesen jobbat mondani, legrosszabb esetben ki kell olvasni minden rekordot. Azonban
mig rendezett lancolt listanal megallhattunk, amint a keresett x-nél nagyobb rekordra
leltiink, itt akkor lesz a keresés eredménye negativ, ha nem talaljuk meg x-et és valamely
i-re az i-dik rekordtdl egészen a (2i — 1)-dik rekordig olvasunk z-nél nagyobbakat (vagy
ha a kupac véget ér).

Végiil ha az adataink nem egy rendezett adatstruktiraban vannak térolva (azaz ren-
dezett lancolt listaban, rendezett tombben, kupacban, binéris kereséfaban vagy valami
ezekhez hasonléban), akkor sincs a keresésre jobb médszer, mint az Gsszes rekord ki-
olvasdsa, ami lényegében a linedaris keresésnek az adott strukturara valé alkalmazasat
jelenti.

Binaris keresés

Ha a rendezett halmaz elemei egy n méretii tombben vannak (szintén névekvé sorrendben
felsorolva), akkor a tomb barmely elemét kozvetleniil kiolvashatjuk, és ez jelentds javuldst
eredményez a linedris kereséshez képest. Tegyiik fel, hogy k olyan egész, melyre 2¥~1—1 <
n < 2¥ — 1. Ha kiolvassuk a tomb 2¥~'-dik elemét, akkor hdrom dolog térténhet. Vagy
megtalaljuk z-t, vagy x-nél nagyobb elemet olvastunk, ezért z-t a tovabbiakban elegendd
a tomb elsé 287! — 1 eleme kozott keresni, vagy z-nél kisebb elemet olvastunk, ami
azt jelenti, hogy z-t a tovdbbiakban a tomb (2¥~! 4 1)-dik és n-dik eleme kozott kell
keresniink. Mindkét utébbi esetben a feladat egy olyan keresési feladat, amelyben a
rendezett tomb mérete legfeljebb 28=1 — 1 lesz. Mivel egy 2! — 1 = 1 méretii tombre a
keresési feladat egyetlen eleme kiolvasasat igényli, ezért a fentiek szerint egy legfeljebb
2F — 1 méretii tomb esetén k érték kiolvasasdval megoldhaté a feladat. A fentiekben leirt
bindris keresés 1épésszama tehdt k = |logy(n + 1) | + 1-nek legfeljebb konstansszorosa.

Az is konnyen lathatd, hogy erre a feladatra nem létezik olyan algoritmus, mely
minden esetben hatékonyabb a bindris keresésnél. Ha ugyanis a keresdalgoritmus csak
a tomb elemeit kérdezheti le, akkor az algoritmusnak fel kell késziilnie arra, hogy az
adott kiolvasdskor nem taldlja meg x-t, ezért a keresés egy olyan keresési feladattal valik
ekvivalenssé, melyben egy legaldbb n’ = ("T’W méretli tomb van megadva. Ha n kettes
szamrendszerbeli alakjat tekintjiik, akkor n'-t igy kapjuk, hogy n utolsé jegyét levagjuk.
Legrosszabb esetben tehat muszaj feltenni annyi kérdést, mint ahany jegyl az n szam
kettes szamrendszerbeli alakja, azaz akar |logy(n 4+ 1)] 4+ 1 cellét is ki kell olvasni.

A binaris keresés valéjaban specidlis esete a binaris kereséfaban mar leirt keresési
eljarasnak. Ha ugyanis egy tombot nem gy tekintiink binéris fanak, ahogyan azt a kupac
esetén tettiik, hanem egy A[l..n| tombhoz tartozé binaris keresoféat (rekurziv médon) gy
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definialjuk, hogy a gyokér az A H%J], a bal részfa az A [1.. ng — 1] tomb, a jobb részfa
pedig az A HgJ + 1..n} tomb, akkor ezzel binaris keresofat definidltunk, amelyben a
keresés pontosan az A[l..n] tombon végzett bindris keresés lesz. Lattuk, hogy binaris
keresofaban a keresés 1épésszama a binaris kereséfa mélységével aranyos, ami a rendezett
tombbdl készitett binaris keresofa esetén éppen a jegyek szama n kettes szamrendszerbeli

felirasban.

Minimumkeresés

Egy maésik, algoritmikus szempontbodl érdekes feladat a minimumkivélasztasi feladat. Itt
rendezetleniil adottak az aq,as,...,a, szamok, és ezek koziil kell kivalasztani a mini-
mélisat. Egy lépésben az algoritmus kivélaszthat egy a; és egy a; szdmot, amelyeket
Osszehasonlitva megtudja, melyik a kisebb és melyik a nagyobb. Vildgos, hogy a mi-
nimumkivalasztas n — 1 6sszehasonlitassal megoldhato: az i-dik Gsszehasonlitas elott
ismerjiik az ay, as, ..., a; szdmok kiiziil a minimalisat, mondjuk a;-t. Az i-dik lépésben
a;-t Osszehasonlitjuk a,y1-gyel, és koziiliik a kisebbik lesz az ay, as, ..., a;11 szdmok ko-
ziil a legkisebb. Az (n — 1)-dik 1épés utén tehat ismerni fogjuk az osszes szam koziil a
legkisebbet.

Azt sem nehéz latni, hogy pusztan n—2 ¢sszehasonlitas eredményének ismerete sosem
elegendd a minimum kivalasztasdara. Definialjunk ugyanis egy grafot, melynek csicsai az
a; szamok, és €l akkor fusson két szam kozott, ha az algoritmus 6sszehasonlitotta ¢ket.
Mivel egy n-pontu, osszefiiggd grafnak van egy (n — 1)-éli feszit6fdja, ezért az imént
definialt grafnak nincs feszit6faja, vagyis legalabb két komponense van. Ha az a;-k mi-
nimuma mondjuk egy K; komponensében van a grafnak, akkor megtehetjiik azt, hogy a
K, komponenstdl kiilonbézo Ky komponens minden egyes elemét egy rogzitett x értékkel
csokkentjiik. Ezaltal nem valtozik meg egyetlen 0sszehasonlitds eredménye sem, azonban
x alkalmas vélasztasaval elérhetd, hogy a minimum most mar a Ky komponensben le-
gyen. Az n — 2 6sszehasonlitas eredményének ismerete tehat sosem elegendd a minimum
meghatarozasdhoz. Az erdékrdl tanult ismereteket kamatoztatando azt is bartran kije-
lenthetjiik, hogy k Osszehasonlitas utan legalabb n — k jelolt van a minimumra, hiszen a
minimum a fent leirt graf barmelyik komponensében lehet.

6.2.2. Rendezési feladatok

A fenti minimumkivalasztasnal egy nehezebb feladat az aq,as, ..., a, elemek rendezése.
Itt n6vekvo sorredenbe kell raknunk az elemeket és ehhez csak 6sszehasonlitasokat végez-
hetiink ill. azok eredményeire tamaszkodhatunk. El6szér megbecsiiljiik, hogy tetszoleges,
a rendezést végrehajtéd algoritmusnak legrosszabb esetben legalabb hany 6sszehasonlitast
kell végeznie. Tegyiik fel, hogy az algoritmus elészor az a;, és a;, elemeket hasonlitja
Ossze, ezt kovetéen az a;, és a;, elemeket, altaldban az [-dik Osszehasonlitdsban az a;,
és a;, elemek keriilnek Osszehasonlitdsra. Ha az algoritmus minden esetben legfeljebb
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k osszehasonlitas utan rendezni tudja az ag,as,...,a, szamokat, akkor az algoritmus
futdsahoz hozzérendelhetiink egy k hosszi 0/1 sorozatot, melynek az [-dik jegye 0, ha
a;, < a;, kiillonben az [-dik jegy 1 (azaz, ha a;, > a;,, vagy ha az [-dik Gsszehasonlitasra
mar nem is keriil sor).

Az itt a lényeges észrevétel, hogy ennek a k hosszi 0/1 sorozatnak meg kell hata-
roznia az a, ds, . .., a, szamok rendezését. Az elsé Osszehasonlitasnak ugyanis nemcsak
az eredménye ismert, hanem a;, és a;, is, hiszen az algoritmusnak mindig ugyanugy kell
kezdédnie. Ennek az Osszehasonlitdsnak az ismeretében ismerjiik az a;, és a;, elemeket.
Az 6sszehasonlitasuk eredményét ismerjiik a sorozatbdl, innen adddik, hogy mi lesz a;,
ill. aj,, sit. Tehdt a k hossztsagu 0/1 sorozat meghataroz minden elvégzett Gsszehasonli-
tast, és persze ezek kimenetelét is, ezért a sorozatnak meg kell hataroznia az ay, as, . .., a,
elemek rendezését is.

Eszerint az algoritmus futasat leiré k hosszusagu 0/1 sorozat legalabb annyiféle le-
het, mint az ai,as,...,a, lehetséges rendezéseinek szama. Minden egyes rendezés az
ai, as, ..., a, elemek egy permutaciéjanak felel meg, és viszont. A lehetséges k hosszi-
sagli sorozatok szama pedig nyilvan 2F. Ezért n! < 2% vagyis k > [logy(n!)] =
log, n+1ogy(n —1) +logy(n—2)+...+logy, 1 > (logy n+1logy(n—1)+logy(n—2)+...+
log, )+ (logy(5 —1)4+...+logy 4) > 5 -log, 5 +(5 —4)logy 4 = §(logy(n)—1)+2(5—4) =
L(nlogyn)—2+2(%2—4) = L(nlog,n)+%—8 > (nlog,n), utébbi egyenldtlenség n > 16
esetén igaz. (A becsléseket a vizsgdra nem kell pontosan reprodukalni, elég az eredményt
ismerni.)

Buborékrendezés (bubble sort)

Ezek utan konkrét, dsszehasonlitas-alapu rendezoalgoritmusokat vizsgalunk. A buborék-
algoritmus inputja egy n méreti T tomb, amiben a rendezendé szamokat taroljuk. Az
output egy n méretli tomb, melyben az inputtomb elemei névekvé sorrendben koévetik
egymast. Az buborékalgoritmus fazisokbdl 4ll. Minden fazisban az algoritmus az aktualis
T tombon hajt végre osszehasonlitasokat, és cseréket. Egy fazisban az i-dik 6sszehasonli-
tas a T'(i) és T'(i+1) osszehasonlitdsa. Ha T'(i) > T'(i+1), akkor felcseréljiik a tomb i-dik
és (i + 1)-dik elemét (még az (i + 1)-dik dsszehasonlitds elott). Egy fézisban tehdt n — 1
Osszehasonlitas, és legfeljebb n — 1 csere torténik. Koénnyen lathato, hogy az i-dik fazis
végére az i legnagyobb elem a helyére keriil, ezért legfeljebb n — 1 fazisra van sziikség,
vagyis a buborékalgoritmus 1épésszama n? konstanszorosaval feliilrél becsiilhetd.

Kivalasztasos rendezés (selection sort)

A kivélasztdsos rendezés egy A[l..n] tomb esetén vgy miikodik, hogy sorra megkeres-
sik az A[l..n], A[2.n],..., A[n — 1..n] tombok minimdlis elemeit, amelyeket azonmdd
felcseréliink az adott tomb elso elemével. Lattuk, hogy a minimumkeresés lépésszama
becsiilhet6 az adott tomb méretének konstansszorsaval. Mivel maga a csere tovabbi
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konstans szdmu 1épés, igy az eljards lépésszdma legfeljebb konst - n?. Kicsit évatosabb
becsléssel az dsszehasonlitdsok széma (n —1)+ (n—2)+...+2+1 = (}), a cserék szdma
pedig legfeljebb n — 1.

Beszirasos rendezés (insertion sort)

A besziurdsos rendezés soran a rendezendo rekordokat egyenként szurjuk be egy rende-
zett tombbe. Tipikus esetben az input egy rendezetlen A[l..n] tomb, az output pedig
yugyanez” a tomb, amelyben a rekordok immar a rendezés szerint kovetkeznek egymés
utan. A rendezoOalgoritmus n beszurasi 1épésbdl all. Az i-dik 1épés elétt a tombiinkben
tarolt els6 ¢ — 1 rekord, azaz az A[l..i—1] résztomb elemei méar névekvd sorrendbe vannak
rendezve. A beszurési lépésben bindris kereséssel megkeressiik az A[i] helyét az aktud-
lis A[1..i — 1] tombben (legyen ez mondjuk a j-dik pozicié), majd a témb (i — 1)-dik,
(1 — 2)-dik, ..., j-dik elemeit eggyel jobbra mozgatjuk, végiil A[i]-t beillesztjuk a tomb
j-dik helyére. Vildgos, hogy az n-dik beszirds utdan éppen a kivant rendezett tombot
kapjuk. Minden beszirasnal a keresés legfeljebb |log, n| + 1 &sszehasonlitast igényel,
az adatmozgatds igénye pedig legfeljebb n — 1. Az 6sszlépésszam tehat n? konstans-
szorosaval becsiilhet6. Ha az aq,as, ... szamok eredetileg csokkend sorrendben voltak,
akkor a beszurasos rendezés adatmozgatassal kapcsolatos lépésszama mar énmagaban

14243+...+(n—1) = "(n;l), azaz legrosszabb esetben szitkség van kb 2bn? 1épésre.

Osszefésiiléses rendezés (merge sort)

Vannak a fentieknél jobb moddszerek is. Az Osszefésiiléses rendezés haszndlja az un.
osszeféstilés eljarast, ami egy k méretit A ill. egy [ méretii B rendezett tombbol készit
egy k + [ méretli rendezett C' tombot. Az Osszefésiilés eljaras Osszehasonlitasokat végez,
és az s-dik Osszehasonlitas utan, meghatarozza a C' témb s-dik elemét, ezt beirja a C
tombbe, és egyuttal kitorli ezt az elemet az A ill. B toémbok koziil a megfelel6bdl.
(Kezdetben a C' tomb iires.) Tegyiik fel, hogy az s-dik 1épés el6tt az A tombbdl mér
kitoroltiik az elsé i elemet, a B tombbdl pedig az els6 j elemet, és ezeket okosan beirtuk
a C tombbe. Az s-dik 1épésben Osszehasonlitjuk az A témb (i + 1)-dik és a B tomb
(7 + 1)-dik elemét, a kisebbet kitoroljiik a megfelel$ tombbél, és beirjuk a C' tomb s-dik
cellajdba. Viladgos, hogy az Osszefésiilés eljaras azt adja, amit varunk, és az elvégzett
osszehasonlitasok szama legfeljebb k41— 1. (Kevesebb is lehet, ha id6kézben valamelyik
tomb elfogy: ekkor a maradék tomb elemeit minden tovabbi 6sszehasonlitas nélkiil sorban
beirhatjuk a C' témbbe.)

Az 0Osszefésiiléses rendezés egy rekurziv algoritmus. Inputja egy n méreti témb, ami
a rendezendo szamokat tarolja valamilyen sorrendben. Az output egy m méreti tomb,
melyben az inputtomb elemei novekvé sorrendben kovetik egymast. Az Osszefésiiléses
rendezés nem tesz mast, mint Osszefésiili az A; A, rendezett tomboket. A ravaszsag
annyi, hogy A; tomb tugy keletkezik, hogy (rekurziv hivéssal) osszefésiiléses rendezéssel
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rendezzitk az A tomb els [5] elemét. Hasonléan, az Ay tomb az A témb maradék
| 5] elemének Osszefésiiléses rendezésével keletkezik. (A rekurzié miatt sziikséges azt is
deklaralni, hogy egy 1 méretli tomb Osszefésiiléses rendezése egyszertien abbdl all, hogy
az inputot (hipphopp) kiadjuk outputként.)

Ha az Osszefésiiléses rendezés egy n méretii tombon legfeljebb f(n) dsszehasonlitést

igényel, akkor az

s <[5+ o] =1 (1ED + () =n =1 (RD + 7 (15))

rekurzié adédik. Vildgos, hogy f(1) = 0, f(2) = 1, ezért n = 1,2 esetén fenndll az
f(n) < nllogyn| egyenl6tlenség. n szerinti teljes indukciéval igazoljuk, hogy ez minden
n € N-re fenndll. Tegyiik fel, hogy n < N-re mar bizonyitottuk ezt. Ekkor f(N) <
N He D R AED < N ) TeslTED]+ 1) el E)] < X
27 [logy(5)] + 15 - [loga(F)] < N+ N - [logy(5)] = N+ N - [logy N —1] =
N+N-[logy N]—N = N-[log, N, tehét egy n méreti tombon az osszefésiiléses rendezés
valéban legfeljebb n[log, n| Gsszehasonlitast végez. (A becsléseket a vizsgara nem kell
pontosan reprodukélni, elég az eredményt ismerni.) Azt sem nehéz megmutatni, hogy
az Osszefésiiléses rendezés Osszlépésszama (amibe tehdt nemcsak az Gsszehasonlitdsok
szamitanak bele) f(n) konstansszorosaval becsiilheté.

Kupacos rendezés (heap sort)

A kupacos rendezést legkényelmesebben egy rendezetlen tombon tudjuk végrehajtani.
Ebbdl els6 1épésként kupacot épitiink (legfeljebb konst - n 1épésben, ahol n a rekordok
szama), majd n egymast koveté MINTOR miivelet elvégzésével a rekordokat névekvé
sorrendben kapjuk meg. Mivel egyetlen MINTOR elvégzése konst - log, n 1épést igényel,
az egész eljaras lépésszama n - log, n alkalmas konstansszoroséaval feliilrol becsiilheto.

Gyorsrendezés (quick sort)

A gyorsrendezés egy un. nemdeterminisztikus algoritmus, amely a véletlent is felhasznal-
ja a miukodéséhez. A gyakorlatban egy determinizalt valtozatat szokas alkalmazni, arra
szamitva, hogy a rekordok valamiféle ,véletlen” sorrendben vannak, és elhanyagolhaté
az esélye annak, hogy pont olyan sorrendbdl kiindulva kelljen a rendezést végrehajtani,
amely tulsagosan sok 1épést igényel. Ha a gyorsrendezést véletlen algoritmusnak tekint-
jiik, akkor a varhaté 1épésszamarol tudjuk elmondani, hogy igen versenyképes, ha pedig
a determinisztikus valtozatat tekintjiik, akkor bar az néhany inputtal sok lépésben végez,
am az inputok donto tobbségén rendkiviil gyors.

A gyorsrendezés inputja egy A[l..n] rendezetlen tomb, outputja pedig a rekordok
novekvo sorrendjében rendezett tomb. Az algoritmus alapja a PARTfCIO(s) eljaras,
ahol s az egyik (véletleniil valasztott) rekord. A gyakorlatban az s rekordot a tomb
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elsé (A[1]) elemének szokds valasztani. A PARTICIO(s) eljaras inputja egy X[1..k]
tomb és egy benne tarolt s rekord, outputja pedig egy atrendezett tomb, amely harom
részbél all: tomb elejére, mondjuk az X[1..t] tombbe gytijtjiik az s-nél kisebb rekordokat,
kozépen, az X [t+1..[] tombben taldlhatok az s-sel egyenlé rekordok, mig az X tomb végén
elhelyezked6 X[l + 1..k] tombben s-nél nagyobb rekordok kovetkeznek. Ezt gy szokés
implementalni, hogy elkezdjiik kiolvasni az X[1], z[2], ... rekordokat, amig egy s-nél nem
kisebb rekordot talalunk, mondjuk X[i]-t. Ugyancsak addig olvassuk az X [k], X[k—1],...
rekordokat, egészen addig, amig egy s-nél kisebb rekordot taldlunk, mondjuk X|[j]-t
Ekkor kicseréljikk X[i]-t és X[j]-t, majd folyatjuk az eljarast, az X[i + 1], X[i + 2|,...
rekordok ill. az X[j — 1], X[j —2],. .. rekordok olvasdsaval. Akkor allunk meg, ha az elsé
sorozatban s-nél nem kisebbet, ill. a méasodi sorozatban s-nél kisebb rekordot talalunk,
amelyeket ismét felcseréliink, majd folytatjuk az eljarast. Ha a két olvaséasi sorozat
Osszeér, akkor e kapott rekordtél balra s-nél kisebb rekordok vannak a tombben, mit
attél jobbra az s-nél nem kisebbek talalhaték. Ezt kdvetden az s-sel egyenld rekorodokat
a tomb masodik részének elejére mozgatjuk.

A PARTICIO(s) eljarés segitségével a gyorsrendezés algoritmust a rekurziv QUICKSORT(A[1..n)])
eljarassal valositjuk meg a kovetkezé médon. Végrehajtunk egy PARTICIO( ) eljérést az
A[l..n] tombre és egy benne térolt véletlen s rekordra. A kapott A[l..k], Alk+1..1], A[l+
1..n] particién elsé tombjén végrehajtunk egy QUICKSORT(A[1..k]) eljarast, mig a har-
madik részen egy QUICKSORT(A[l 4 1..n]) eljarést.

Az input témb n mérete szerinti indukcioval kénnyen lathato, hogy a QUICKSORT
eljaras helyesen miikodik. Nem trividlis, de igazolhat6, hogy a QUICKSORT eljaras
atlagos lépésszama az n - log, n konstanszorosaval feliilrol becsiilheté. Az is kénnyen
lathatd, hogy a QUICKSORT lépésszama legrosszabb esetben (amikoris a véletleniil
véalasztott s rekord mindig a legkisebb vagy a legnagyobb elem az adott témbben) az
n%-nek konstansszorosa alkalmas pozitiv konstansra.

Az eddig ismertetett rendezési algoritmusok mindegyike Osszehasonlitds-alapi volt,
és ezért teljesiilt rajuk a szakasz elején igazolt informacidelméleti fels6 korlat, azaz van
olyan pozitiv ¢ konstans, hogy n rekord rendezésekor legrosszabb esetben legaldbb c -
n -log, n 6sszehasonlitasra van sziikség. Az alabbiakban két kulcsmanipulaciés rendezési
algoritmust tekintiink at, amelyek nem 6sszehasonlitds-alapuak 1évén akar c-n-log, n-nél
lényegesen kevesebb 1épés utan is végezhetnek.

Ladarendezés (binsort)

Létezik az 6sszehasonlitds-alapu rendezések 1épésszamara kapott alsé becslésnél kevesebb
1épést hasznald rendezési algoritmus, de persze csak olyan, amelyik nem 6sszehasonlités-
alapi. Ha példaul tudjuk, hogy az aq,as,...,a, szamok mindegyike 1 és m kozotti
egész, és m kisebb (de legaldbbis nem sokkal nagyobb) n-nél, akkor hasznos lehet az tin.
ladarendezés. Itt készitiink egy m méreti T' tombot, melynek minden cellaja egy lista
(ezeket nevezik 1ladédknak). Sorra elolvassuk az aq, as, ... elemeket. Ha a; = j-t olvasunk,
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akkor a T' tomb j-dik celldjaban 4ll6 lista végére felirjuk az i értéket (azaz i-t betessziik a
j-dik ladaba). Tehat n 1épés utan kitoltjiikk a 7' tombot. Ezutédn sorban végigolvassuk a
tomb celldin allé listdkat, és kitoltiink egy n méretit A t6mbot, mely névekvo sorrendben
fogja tartalmazni az a; elemeket. Nevezetesen, ha egy iires ladat talalunk, akkor a
kovetkezo ladahoz 1épiink. Ha egy nemiires ladat talalunk, akkor végigolvassuk a ladahoz
tartozo lista elemeit, és az ezeknek az indexeknek megfelelé a;-ket sorban beirjuk az A
tomb soron kovetkezd celldiba. Ha kiiiriil egy lada, akkor a T tomb soron kovetkezd
cellajan talalhaté ladat kezdjiik olvasni. A ladarendezés lépésszama feliilrél becsiilhetd
n + m konstansszoroséaval.

Radix rendezés

Van olyan eset is, melyben a lddarendezés nem kifizetddd, de mégis célt érhetiink egy
(nlog,n) konstansszorosédnal jelentGsen kevesebb 1épést haszndlé algoritmussal. Ha az
ai,as, ..., a, szamok egészek, mindegyik s alapt szamrendszerben van felirva, és mind-
egyik a; legfeljebb k jegyti, akkor alkalmazhato a radix rendezés. Eloszor ladarendezés-
sel rendezziik az a;-ket az utolsd jegyiik szerint. Ezaltal helyesen lesznek rendezve az
al,ad,al, ... szémok, ahol al-t gy kapjuk, hogy a; utolsé j jegyét tekintjiik az s alapu
felirasban. Ezt kovetden ladarendezéssel rendezziik az imént rendezett tombot az a;-k

utolséelétti jegye szerint. Ekkor helyesen lesznek rendezve az af, a3, a3, . . . szémok. Alta-

ldban, a (j — 1)-dik ladarendezés utéan kapott szamok a{_l, al b aé_l, ... szerint helyesen
vannak mar rendezve. A j-dik fazisban lddarendezziik az adott sorrendet a hatulrdl j-
dik jegyeik szerint. Ezaltal az a{, ag, aé, ... ugy lesznek rendezve, hogy ha valamelyiknek
hatulrdl a j-dik jegye kisebb egy mésiknal, akkor a j-dik fazisban torténd ladarendezés
szerint megelozi a mésikat, ha pedig egyenlok ezen a helyiértéken a jegyek, akkor a ko-
rabbi rendezések szeinti sorrendben allnak a rekordok. (Ezért volt sziikség arra, hogy a
ladarendezés konzervativ legyen, azaz ha két elem a ladarendezés szerint azonos, akkor a
rendezést kovetd sorrendjiik azonos legyen a kiindulési sorrenddel.) Ezek szerint a j-dik
fazis utan helyesen lesznek rendezve az a{, aé, aé, ... szamok, vagyik a k-dik fazis utan az
a; szamok helyes rendezését kapjuk. Minden lddarendezés legfeljebb konstansszor (n+ s)
lépést igényel, tehat a radix rendezés 1épésszama k(n + s) konstansszorosa lesz. Ismé-
telten hangsulyozzuk, hogy radix rendezés helyes miikodéséhez elengedhetetlen, hogy a
kozben alkalmazott ladarendezések konzervativak legyenek, vagyis azok soran az egyes
ladédkban elhelyezett elemeket mindig a lddaban taldlhaté lista végére (és ne az elejére)
frjuk. (Magahoz a lddarendezéshez erre nem volna sziikség.) Ezzel érjiik el ugyanis, hogy
ha két elemet mar korabban rendeztiink egymaéshoz képest, és a soron kévetkezo ladaren-
dezésben nem kell véltoztatni ezen, akkor a korabbi sorrend tovabbra is megmaradjon.
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6.3. Grafok tarolasa

Nemsokéra...

6.4. Algoritmusok bonyolultsaga

A gyakorlatban szamos probléméat szamitogéppel, algoritmikus titon oldunk meg. Gyak-
ran tobb 1t is kindlkozik a cél elérésére, és nyilvan azt érdemes valasztani, ami az adott
problémat a leghatékonyabban kezeli. Ilyenkor 6ssze kell hasonlitanunk kiilonb6zé al-
goritmusokat, de maskor is fontos lehet, hogy egy eljaras gyorsasagarol tudjunk valamit
mondani. Egy algoritmust képzelhetiink gy, hogy egy mialtalunk megadott bemenethez
egy kimenetet allit el6. A bemenetet gondolhatjuk a ,kérdésnek”, amit az algoritmusnak
feltesziink, a kimenet pedig a feltett kérdésre a ,valasz”. Nyilvan, minél ,nehezebb” a
kérdés, anndal tobb idot érdemes hagyni a szamitégépnek a valaszra, azaz annal tobb
1épést tehet az adott algoritmus. Hogyan kell hat a kérdés ,nehézségét” mérni? Egy
célszertinek latszé modszer az input ,hossza”: tehat az, hogy hany bit a bemenet, vagyis
milyen hosszan irtuk le a problémat az algoritmus nyelvén. Az algoritmus meghatédroz
tehét egy f: N — N fiiggvényt. Ez a fiiggvény minden n-re meghatarozza azt az f(n)-t,
ami az algoritmus legnagyobb lépésszama egy n hosszi bemenet esetén. (Feltételezziik,
hogy az algoritmus minden bemeneten el6bb-utébb megéll.) Ha egy A ill. A" algoritmus
fill. f" 1épésszamfiiggvényeire minden n esetén f(n) < f’(n) all, akkor bizonyos értelem-
ben jogos az A algoritmust hatékonyabbnak tekinteni, mint az A’ algoritmust. (Tehét
rosszabb egy A algoritmus, ami az inputok 99,99%-4n szinte azonnal végez, de néhény
szerencsétlen inputon ,elszall”, mint az az A’ algoritmus ami minden inputon sokat erél-
kodik, de azért mindig megbizhatéoan végez. Ez pl. akkor lehet kiilondsen indokolt, ha
az a fontos, hogy belathat6 idén beliil megoldjuk a problémét (pl. kiszamitsuk az {irhajé
palyamoddositdsat, a szembejové meteor miatt, vagy atomerémiivet vezéreljiink), mert az
idotullépések nem ,atlagolédnak ki”: elég egyetlen szerencsétlen input, és game over.)
Mi van azonban akkor, ha bizonyos n-ekre f(n) < f'(n), mas n-ekre pedig f(n) >
f'(n)? Nos, ekkor az érdekel minket, hogy az input méretének novekedtével milyen gyor-
san n6 az algoritmus 1épésszama. A motivacidé e mogott az, hogy nagyméretii feladatokat
szeretnénk megoldani, és mig rovid input esetén a nagyobb lépésszam kompenzalhato
jobb szamitégéppel, a bemenet méretének novekedtével ez nem teheté meg. Konkrétab-
ban: ha az A algoritmus lépésszdma n hosszi inputon 10° - n, az A’-é pedig 2", akkor
n < 21 esetén az A’ algoritmus hatékonyabb, n > 22-re pedig az A. Ha tehat mondjuk
1010 1épést tudunk megengedni az algoritmusnak, hogy beldthaté idén beliil eredményt
kapjunk, akkor az A algoritmus n < 10° méret{i bemenetken miikédik, mig az A’ algo-
ritmus szaméra n < log, 1010 < log,(10%)% = Flog, 10% < - 10 < 34 &ll, azaz mér
a 34 hosszi bemenettel sem képes meghirkézni a program. A fenti példaban a lényeges
kiilonbség a két algoritmus kozott az volt, hogy mig az els6 maximalis lépésszama az in-
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putméret polinomjaval volt becsiilhetd, addig a masik algoritmus futasideje exponencidlis
fiiggvénye is lehetett a bemenet hosszanak. Paradox moédon jobbnak tekintiink tehat egy
100" . p10" 1épésszami algoritmust, mint egy (1—}—1/101010)"/101010 futdsidejit, még akkor
is, ha a gyakorlatban az el6bbi mar n = 2 méretli bemenet esetén is kivitelezhetetlen,
mig az utébbi akkor is mikddik, ha a bemenet mérete a hihetetleniil hatalmas szamok
vilagabodl valé. Még egyszer tehat az Allatfarmba ill6 szabaly:

A polinomialis algoritmus jo, az exponencialis algoritmus rossz.

(A rend kedvéért tegyiik hozza, hogy ez igy egyéltalan nem igaz. Itt és most azonban po-
linomiélis 1épésszamu algoritmusok érdekesek a szédmunkra.) Egy algoritmust a tovabbi-
akban polinomidlisnak (néha, kissé félreérthetéen hatékonynak) neveziink, ha 1épésszama
(igy kozvetve a futédsideje) feliilrél becsiilheté a bemenet méretének polinomjaval.

6.4.1. Néhany egyszeri eljaras bonyolultsaga

Megvizsgéaljuk néhdny szamokkal operdlé algoritmust hatékonysagat. Az algoritmus be-
menete tehat néhany (altalaban két) szam, ezekkel végziink miiveletet. Eldszor is gondol-
juk meg, mi egy szam hossza. Itt az ésszeri eljaras a szamot a szokasos médon megadni,
ha nem is épp 10-es, de 2-es vagy mondjuk 16-os szamrendszerben. FEkkor n hossza
log, n ill. log s n lesz, amelyek (mivel konstans szorzéban kiilonboznek) az algoritmus
polinomiélis voltat nem befolyasoljak. (Sét, a polinom fokét sem, csupan a féegyiitthaté
véaltozik.) Mi tehat szamrendszeralapi megadasban gondolkodunk, ekkor egy n és m
szam egyiittes mérete logn + logm lesz. A kérdés tehat, hogy ennek a szamnak milyen
fiiggvénye egy-egy miivelet 1épésszama.

Osszeadés: Az &ltaldnos iskoldban tanult frasbeli 6sszeadds remekiil miikodik més
szamrendeszerekben is. A miuveletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két sza-
mot adunk 6ssze az adott helyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az el6z6 he-
lyiértékbol. A lépésszamra fels6 korlat tehat a 2 - max(logn,logm) < 2 - (logn + log m),
ami linedaris, vagyis polinomialis. A kivonasra hasonlé igaz.

Szorzas: A szokasos irasbeli szorzas miikodik, és megvaldsithaté logn db sszeadés-
sal, ahol minden Osszeadandd az m egy egyjegyll szammal Gsszeszorzott tobbszorose.
Egy egyjegyt szammal m-t 2logm lépésben 6ssze lehet szorozni, ugyanis minden jegyet
szorozni kell, és az esetleges maradékot a szorzathoz hozzaadni. Tehat az 6sszlépésszam
2(logn)(logm) < (logn+logm)?, vagyis a szorzds polinomialis. Az frdsbeli osztds is poli-
nom idoben elvégezheto, de sz6rozni kell pindurit, mikor megbecsiiljiik a soron kévetkezd
hanyadost.

Hatvanyozas: Az n™ szam jegyeinek szdma kb k-2!, ahol k és [ az n ill. m jegyeinek
szama 2-es szamrendszerben. Mivel itt a bemenet mérete k + [, ezért a végeredményt
még leirni sem tudjuk a bemenet hosszanak polinomjaval becsiilhet6 1épésben ezért nem
létezik a hatvanyozasra polinomidlis algoritmus.

Végiil még két olyan eljardsra nézziik meg ugyanezt, amelyeket szerencsétlen modon
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csak a jegyzet késObbi részében definialunk.

Hatvanyozas modulo m: Az input n, k és m, a cél pedig n*(mod m) meghatéro-
zasa.

Legyen k = Y . k;2', azaz k = . .. kaokiko, a kettes szamrendszerbeli alak. Sorra kiszd-
moljuk a 0 és n—1kozé esd ng, ny, no, . .. szamokat, ahol ng = n(m), ny = n*(m),...,n; =
n? (m). Az n;1-t az ngy = n?(m) alapjan egy szorzassal és egy maradékos osztéssal
kaphatjuk, raadasul n; mérete mindig legfeljebb log m lesz. Tehét egy n; kiszamitasa egy
legfeljebb log m méretii szam négyzetre emelését és a legfeljebb 2 log m méretli eredmény
maradékos osztasat igényli. Az sziikséges n;-k kiszdmitdsdhoz mindezt log k-szor kell
megtenni. Az n* meghatarozasét pedig n* = [[2, n%? = [, nl(m) alapjan tovéb-
bi, legfeljebb log k db, legfeljebb logm méretli szam szorzasaval és log k db, legfeljebb
2logm méretii szam maradékos osztasaval kapjuk.

6.2. Példa Ha pl az n*® (mod m)-t szeretnénk kiszdmitani, akkor kiszdmitjuk an n
(mod m), n* (mod m), n* = (n?)? (mod m), n® = (n*)? (mod m), és n'® = (n®)?
(mod m) értékeket modulo m, ami négy szorzdssal (ahol a tényezék m-nél nem nagyob-
bak) és dt (m-mel vald) maradékos osztdssal jar. Ezutdn n** =n'®-n*-n*.n (mod m)
miatt tovabbi hdrom szorzds (a tényezdk m-nél nem nagyobbak) és hdrom maradékos
osztas szolgdltatja a végeredményt.

A modulo m hatvanyozas tehat Osszességében is polinomialis eljaras.

Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy lépésében adott a;411 < a;
esetén kell egy maradékos osztast végezni, és meghatarozni azt a 0 < a0 < a;41-t,
melyre a; = ¢;11 - a;11 + a;12 all. Az a; mérete legfeljebb akkora, mint ay és a; mérete
koziil a nagyobbik, tehat az euklideszi algoritmus minden 1épése polinomialis id6t igényel.
A nagy észrevétel, hogy a;1o < %, ezért a fentieket legfeljebb log ag-szor kell elvégezni,
amitol az eljaras polinomialis marad.

6.5. A P és NP problémaosztalyok

A tovabbiakban diontési problémdkkal foglalkozunk. Ilyen probléma pl. a késébb vizsgalt
primtesztelés (bemenet egy n szém, a kimenet egy bit, mely 1, ha n prim, 0, ha nem),
az Osszefiiggtségi teszt (bemenet egy G graf, a kimenet egyetlen bit: 1, ha G 6f, 0 kiilon-
ben), a sikbarajzolhat6ségi teszt, az Euler (ill. Hamilton) kor 1étezésének eldontése, stb.
Jegyezzilk meg, hogy szamos esetben a megoldandé probléma nem dontési probléma.
(Pl. mennyi egy hélézatban a maximadlis folyam, keressiink minimélis koltségli feszit6-
fat, talaljunk Hamilton-kort, bontsunk egy adott széamot primtényezok szorzatara, stb.)
Sokszor (de nem mindig) azonban a megfelelé m problémahoz tartozik egy 7' dontési
probléma, és az is igaz, hogy n’'-re létezik hatékony algoritmus, akkor 7 is hatékonyan
megoldhaté. Pl ha hatékonyan el tudjuk donteni, hogy egy grafban van-e Hamilton-kor,
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akkor hatékonyan tudunk taldlni is egyet. Ugyanis egymds utan minden élt megproé-
balunk elhagyni a grafbdl. Ha az elhagyas utan is van Hamilton-kér (amit hatékonyan
tudunk tesztelni a dontési probléma algoritmuséval), akkor hagyjuk el az adott élt, ha
nincs H-kor az elhagyas utan, akkor hagyjuk benn az élt a tovabbiakban. Vagyis él-
szamnyi teszt utan a grafbél éppen egy Hamilton-kér marad (mar amennyiben eredetileg
is volt Hamilton-kore a grafnak). Nem ismeretes azonban olyan hatékony eljaras pl. a
primtényezokre bontasra ami a megfelel$ (primtesztelési) dontési problémara alapoz. (A
kanonikus alak megtalalasara egyébként egyaltalan nem ismert hatékony algoritmus.)

Az elobbiek fényében fontos problémaosztaly az olyan dontési problémaké, amelyekre
létezik a problémat polinom idében eldonté A algoritmus, azaz olyan eljaras, melyhez
létezik egy p4 polinom azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely n méretii bemeneten A
legfeljebb p4(n) 1épést végez, és ezt kivetden mindig helyes vélaszt ad. Az ilyen, polinom
idoben megoldhaté dontési problémak halmazat P jeloli. Mielott példakat mutatnank P-
beli problémakra, meghatarozzuk néhany tipikus bemenet méretét. Ha pl. egy n-pontu,
m-éli graf a probléma bemenete, akkor a bemenet méretének azt tekintjiik, hogy hény
bittel tudjuk leirni az adott grafot az algoritmus szémara. Lattuk, hogy (egyszer(i graf
esetén) a szomszédossagi matrix erre alkalmas, és ehhez nagyjabél n? bit kell. Ha azonban
éllistakkal dolgozunk, akkor a bemenet mérete nagyjabol n + 4m lesz, hiszen minden
csucshoz tartozik egy cella, és minden él két csics listajaban lesz benne, és egy mutato
is tartozik a megfelelo listaclemekhez. A fontos észrevétel itt, hogy a gréaffal dolgozo
algoritmus polinomidlis volta nem fiigg a kétféle megadéstol: a lépésszam pontosan akkor
korldtozhat6 n? egy polinomjaval, ha n + 4m egy polinomjaval korlatozhatd. (Itt kell,
hogy a graf egyszerli. Amugy a szomszédossagi matrix mérete sem n? volna.)

Ha az A algoritmus bemeneteként egy k szdamot kell megadnunk, akkor a binarisan
alak mérete |log, k| + 1 lesz. Ha k-t s alapi szdmrendszerben adjuk meg, akkor a
mérete |log, k] + 1. Itt is hasonlé a helyzet: A lépésszama pontosan akkor korldtozhatd
|log, k| 4+ 1 egy polinomjaval, ha [log, k| egy polinomjaval korlatozhato.

Lassunk ezutdn néhany P-beli (azaz polinom idében megoldhatd) problémét. Az
Euler-teszt pl. ilyen probléma. Megadunk egy n-cstcsu, m-éli grafot (a bemenet mérete
n + 4m), és azt kérdezziik, van-e Euler-kor a grafban. Kordbbi tételiink alapjan azt
kell ellenérizni, hogy (izolalt pontoktdl eltekintve) Osszefiiggs-e a graf, ill., hogy minden
fokszam paros-e. Az utébbi ellenérzés konst - m idében elvégezheto, hisz végigmegyiink
minden éllistan, és megnézziik, hogy ps hosszi-e. Az Osszefiiggdség ellenérzéséhez egy
mélységi vagy szélességi kereséssel bejarjuk a grafot. Ha a bejarasi fanak legfeljebb egy,
éleket tartalmazé komponense van, akkor a graf izolalt pontoktdl eltekintve 6f, igy ha az
el6z6 teszt is sikeres volt, akkor 1étezik Fuler-kor, egyébként nem. A bejaras lépésszama
legfeljebb m + n konstansszorosa, a bejarasi fa ellenorzése pedig konst - n 1épést igényel.
Azt kaptuk, hogy az Euler-kor 1étezésének eldontésére 1étezik konst - (n +m) futdsidejii
algoritmus, aminek lépésszama tehdt a bemenet méretének legfeljebb konstanszorosa, igy
az Euler-teszt P-beli. Bizonyithaté (a szamoldsokat mell6zziik), hogy az aldbbi dontési
problémak szintén P-beliek:
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e A bemenet &ltal megadott graf sszefiiggé-e. (Pl. BFS-sel)

e A bemenet altal megadott grafnak létezik-e k méretii parositdsa (azaz létezik-e k
ftn él). (Minden élk-ast kiilon-kiilon ellenérizhetiink.)

e A bemenet dltal megadott halézatban létezik-e k nagysagu folyam. (Maximélis
nagysagu folyamot keresiink.)

A bemenet altal megadott PERT probléméban elvégezheté-e a feladat legfeljebb k
id6 alatt. (Optimalis iitemezést keresiink.)

e A bemenet altal megadott élsulyozott grafnak létezik-e legfeljebb k-sulytu feszito-
faja. (Kurskal algoritmust futtatunk.)

e A bemenet &dltal megadott graf sikbarajzolhaté-e. (Nem is olyan egyszerii.)

Természetesen elképzelheté olyan 7 dontési probléma, amire nincs polinom idejii al-
goritmus, s6t, még polinom méreti bizonyiték sincs a helyes vélaszra. Persze lehet m
olyan is, hogy minden bemenetre létezik a helyes valaszra polinom méretii bizonyiték. A
fenti lehetdségekre példa a Hamilton-kor 1étezésének eldontése. Ha egy bemeneti grafra
igen a vélasz, akkor (bar nem tudunk hatékony algoritmust a Hamilton-kor megkeresés-
re) ha valaki megmutat egy Hamilton-kort, akkor polinom idében ellendrizhetd, hogy az
adott kor Hamilton-kor, vagyis be tudjuk hatékonyan bizonyitani, hogy igen a valasz.
Ha azonban nincs a grafban Hamilton-kor, akkor azt sejtjiik, nincs ilyen bizonyiték. Pon-
tosabban: egyes grafokhoz létezhet, de nem igaz az, hogy minden olyan grafhoz, aminek
nincs Hamilton-kore, ez polinom idoben bebizonyithaté a grafrél.

A fentiek motivéljak az alabbi definiciét. NP jelenti az olyan m dontési problémak
osztélyét, melyekre 1étezik egy (m-tél fiiggd) p. polinom azzal a tulajdonséggal, hogy =
minden egyes olyan b bemenetéhez, melyre igen m-re a valasz, ez legfeljebb p.(|b]) 1é-
pésben bebizonyithaté (itt |b] a b bemenet méretét jelenti). A Hamilton teszt esetén a
bizonyiték a Hamilton-kor leirasa volt: ennek ismeretében konst - n 1épésben demonst-
ralhatjuk, hogy van a grafnak Hamilton-kore, azaz bizonyithat6 az igen valasz.

co — NP jelenti azon 7 dontési problémék osztalyat, amelyekre a fenti tulajdonsag
azokra a bemenetekre teljesiil, amelyekre nem a vélasz. Figyeljiik meg, hogy ha 7w € P,
azaz m-re létezik polinomidlis algoritmus, akkor 7 € NP és m € co— N P egyarant teljesiil
(azaz m € NPNco— N P). Létezik ugyanis m-re egy polinom id6ében futé A algoritmus, és
A futésa polinom idében bizonyitja az igen vagy a nem valaszt. Az az altalanos vélekedés
a bonyolultsdgelméleti szaktekintélyek (a tovabbiakban beszt-ek) korében, hogy a fenti
megfigyelés forditottja is igaz, azaz ha m € NP Nco— NP, akkor m € P.
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‘ Dontési problémak ‘

N P-nehéz

Példaul: tetszéleges G = (A, B; E) paros graf esetén polinom idében be tudom bizo-
nyitani, ha van G-nek teljes parositasa (konkrétan megadom), és azt is, ha nincs (meg-
adok egy X C A halmazt, melyre |[N(X)| < |X]), ezért a fentiek szerint kell léteznie
polinomiélis algoritmusnak, ami eldonti, létezik-e G-ben teljes parositds (ilyen a mér
megismert javité utas médszer).

6.5.1. NP-teljesség

Legyen 7 és 7’ két dontési probléma, és tegyiik fel, hogy m-re létezik egy A algoritmusunk.
Elképzelhet6, hogy 7'-re tudunk olyan A" algoritmust konstruélni, ami felhasznalja az A
algoritmust, azaz az A’ felirja A egy bemenetét, és meghivja A-t. Ha A meghivésat egy
1épésnek szamitva A’ egy polinomidlis 1épésszamu algoritmus, akkor azt mondjuk, hogy
a m' probléma (polinomidlisan) visszavezetheté a m problémara.

6.3. Megfigyelés Ha a 7" dontési probléma polinomidlisan visszavezetheté a m' prob-

lémdra, és © polinomidlisan visszavezetheté a ™ problémdra, akkor m" polinomidlisan
p )

visszavezethetd m-re is.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy 7'-re 1étezik olyan A’ algoritmus, ami egyszer meghiv egy m-t
megold6 A algoritmust, és ezen kiviil A" polinomialis szamu lépést végez. Azt is tudjuk,
hogy 7”-re létezik egy olyan A” algoritmus, ami egyszer meghivja A’-t, és ezen kiviil csak
polinomidlis szamu 1épést végez.

Am az A" algoritmus gy is felfoghatd, mint egy olyan algoritmus, ami egyszer meg-
hivja az A algoritmust. Az kell beldtnunk, hogy A” ebben az értelmezésben is (A hiva-
satdl eltekintve) csak polinomiélisan sok 1épést végez (az b” bemenet méretének fiiggvé-
nyében). Vildgos, hogy az A’ hivdsan kiviili 1épések szdma legfeljebb polinomja |b”|-nek.
Ezért A’ meghivasakor az A’-re konstudlt &' bemenet mérete is polinomja lesz |b”|-nek.
Nekiink A’ azon lépéseit, amelyek nem az A hivasdbdl adédnak szintén be kell szamol-
nunk A” 1épései koze. Ezen 1épések szama |b'| polinomja a visszavezetés definicidjabdl
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adédéan. Azonban |V'| polinomja egytttal |b”| polinomja is, hisz polinomok egymaésba
helyettesitése tovabbra is polinom.

Azt kaptuk, hogy A hivésatdl eltekintve A” polinomidlis szamu 1épést végez, tehét
7" csakugyan polinomidlisan visszavezethetd m-re. H

6.4. Allitas Ha 7' visszavezethetd m-re és m € P, akkor ' € P.

Bizonyitds. Legyenek A és A’ a polinomidlis visszavezetés definicigjaban szerepld algo-
ritmusok. Feltehetjiik, hogy A polinomiélis. Vegyiik észre, hogy az A’ algoritmus gy is
polinomidlis lesz, ha A meghivasat nem egy lépésnek vessziik, hanem becsiiletesen be-
szamitjuk az A altal végzett lépéseket is. Az A algoritmust ugyanis olyan b bemenettel
hivjuk meg, amit a 7’ probléma b’ bemenetméretének polinomja szamu 1épésben kapunk,
ezért |b| a |b| polinomja. Az A lépésszama pedig |b| polinomjaval becsiilhetd, de |b| poli-
nomja egyuttal |o/| polinomja is, hisz polinomok kompozicidja (egymésba helyettesitése)
is polinom.

Marpedig ha A’ ,rendesen szdmolva” is polinomidlis szamu 1épést végez, akkor ' € P
teljestil. O]

Azt kaptuk tehat, hogy ha egy 7’ dontési problémat sikeriil polinomialisan visszave-
zetni egy P-beli problémara, akkor 7’ is P-beli. Némileg leegyszertisitve azt mondhatjuk,
hogy ha 7’ visszavezethet6 m-re, akkor 7’ nagyjabdl hasonlé hatékonysaggal eldontheto,
mint 7. Nem zarhaté ki persze, hogy 7'-re létezik még hatékonyabb eljaras, de azt
biztosan mondhatjuk, hogy ha 7’ visszavezethet6 m-re, akkor (bizonyos értelemben)
nehezebb probléma, mint 7’ . (Itt legyiink észnél. Ezt rendszeresen halljuk forditva a vizsgdkon.
Tehat a kénnyebb feladatot tudjuk a nehezebb megolddsdnak ismeretében megoldani, és nem forditva.)

6.5. Definicié Fqgy 7 dontési problémat N P-nehéznek mondunk, ha barmely N P-beli
7' probléma polinomidlisan visszavezethetd w-re. Ha m € NP is teljesiil, akkor -t N P-
teljesnek nevezziik.

Az eddigiek fényében vilagos, hogy ha egy N P-nehéz problémara létezne polinomia-
lis algoritmus, akkor abbdl P = NP = co — N P kovetekezne. A besztek azt gondoljak,
hogy ez utdbbi kovetkeztetés nem igaz, tehat egyetlen N P-nehéz problémara sem 1é-
tezhet polinomidejli algoritmus. Ha egy N P-nehéz 7’ problémét sikeriil egy N P-beli 7
problémara visszavezetni, akkor azzal igazoltuk, hogy m N P-teljes. (Ugyanis barmely
N P-beli probléma visszavezetheté 7’-re, n’ pedig m-re, azaz barmely N P-beli probléma
m-re is visszavezethetd.) Nem vildgos persze ezen a ponton, hogy vajon létezik-e egydal-
taldn N P-nehéz (hat még N P-teljes) probléma. Ez utébbi kérdésre szerencsére ismert a
véalasz.

6.6. Tétel (Cook és Levin, 1971) A SAT probléma N P-teljes.[]

A SAT probléma F bemenete egy specialis Boole-formula egy t.n. konjunktiv normdl-
forma, ami a kovetkezot jelenti. Ha F' egy konjunktiv normalforma, akkor F' tagokbdl
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all, melyek egymassal ,,és” kapcsolatban allnak. F' minden egyes tagja néhény valtozébol
ill. azok tagadasabdl all, melyek kozt ,, vagy” kapcsolat van. Egy konjunktiv normalforma
pl.az (xVyVZ)A(ZVaVb A[@GVaVveVz). ASAT problémit megoldé algoritmus
kimenete arra valaszol, hogy vajon kielégithet6-e az F' formula, azaz megvalaszthatdk-e
az egyes logikai valtozok értékei igy, hogy azokat F-be helyettesitve a kiértékelés ,igaz”

lesz.

A Cook-Levin tétel alapjan mar ,konnyt” N P-teljes problémat talalni: ha egy N P-
beli 7 problémara sikeriil visszavezetni a SAT-ot (vagy egy, a SAT segitségével mar N P-
teljesnek bizonyitott problémat), akkor 7 is N P-teljes. Miért hasznos, ha tudjuk egy =
problémarol, hogy N P-teljes? Természetesen azért, mert attél a ponttdl kezdve, hogy
ez bebizonyosodott, nem érdemes azzal kiizdeni, hogy m-re P-beli algoritmust talaljunk.
(Mér amennyiben elhissziik a P # NP dogmét. Ha ebben nem hisziink, akkor elegendd a szdmos
lehetOség koziil egyetlen N P-teljes probléméra polinomialis algoritmust taldlni. Ezaltal a dogma régton
megddl, egy életre hiresek és gazdagok lesziink, hatralévo éveinkben csupan a tudoméanyos dijakat kell
egymas utan a vitrinbe passziroznunk, és postaladankbdl rendszeresen kisoporni a kérnégyszogesito és
szogharmadold onjeldltek leveleit.)

A tovabbiakban tehat kiilonféle problémak N P-teljességét fogjuk més problémak
N P-teljességére visszavezetni, ezaltal egyfeldl valasztékot biztositunk a modernkori kor-
négyszogesitoknek, masrészt pedig a tekintélyelvii dogmahivoket beszéljiik le bizonyos
feladatokat megoldé polinomidejii algoritmus keresésérol.

Nézziink tehat konkrét dontési problémékat. A k-SAT probléma a SAT probléma
specialis esete. A k-SAT bemenete csak olyan konjunktiv normalforma lehet, aminek bar-
mely tagjaban osszesen legfeljebb & (pondlt vagy negalt) valtozé van sszesen. Koénnyen
lathat6, hogy a 2-SAT (és igy az 1-SAT is) eldonthetd polinom id6ében. Viszont a SAT
probléma polinomidlisan visszavezethet6 a 3-SAT-ra (nem bizonyitjuk), ami azt jelenti,
hogy a 3-SAT is N P-teljes. A 3-SZIN probléma bemenete egy G graf, a kimenete pe-
dig vélasz arra, hogy G vajon 3-szinezheté-e. Az aldbbi tétel 1ényege, hogy a 3-SZIN
probléma is N P-teljes.

6.7. Tétel 3-SZINE NP és a 3-SAT polinomialisan visszavezetheto a 3-SZIN problémd-
ra.

Bizonyitds. A 3-SZIN probléma azért N P-beli, mert az igen vélasz (hogy G valéban
3-szinezhetd) polinom idében bebizonyithatd: egyszertien megadjuk G csucsainak egy
3-szinezését.

Az F 3-SAT formulabdl készitsiink egy G g grafot: ebben minden x valtozonak két,
egymassal 0sszekotott csuces felel meg: egy x ill. egy . Van még a G grafnak egy
u csucsa, ami minden valtozéhoz tartozo csiccsal 6ssze van kotve, ill. u-nak van egy
tovabbi v szomszédja is. F' minden tagjanak egy 6tszog felel meg (az dbran az x VgV z-
nek megfelelé lathat6), v 6ssze van kotve az 6tszog két szomszédos csicsaval, a mésik
harom cstcs pedig a tagokban szereplo valtozoknak megfelelé cstucsokkal van 6sszekotve.
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Figyeljiik meg, hogy a G graf (mint input) mérete feliilr6l becsiilhetd az F formula
méretének polinomjaval, sot, G el is készitheto F-bdl polinom idében. Megmutatjuk,
hogy G'r pontosan akkor 3-szinezhetd, ha F' kielégitheto. Tegyiik fel, hogy F kielégithetd.
Szinezziink zoldre egy z valtozénak megfeleld cstucsot, és pirosra a & csicsot, ha a x
kiértékelése igaz, egyébként legyen x piros és x zold. Legyen tovabba u fehér és v piros.
Ekkor a tagoknak megfelel6 6tszogek kivételével minden ki van szinezve. Minden 6tszog
kiszinezhet®, hiszen az alsé két csicsan tiltott szin a piros, a felsd csucsai kozott pedig
van egy olyan, melyre a zold a tiltott szin (hisz F' kiértékelése igaz). Van tehét két olyan
szoszmédos (mondjuk p és q) csticsa az 6tszognek, amelyek kiszinezésére nem ugyanaz a
két szin all rendelkezésre. Szinezziik ki p-t egy olyan szinnel, amit nem hasznalhatunk g¢-
hoz, majd p-nek a ¢-tdl kiilonb6z6 szomszédjatol indulva, szinezziik ki sorra a csiicsokat.
Mindig ki tudjuk szinezni a soron kovetkezo csicsot, hisz két szin all rendelkezésre,
amibdl az el6zonek szinezett csics szinét nem hasznalhatjuk. Végiil ¢-t is kiszinezhetjiik,
hisz nem fenyeget az a veszély, hogy p szinét hasznalnank.

Ha G 3-szinezhetd, akkor feltehetjiik, hogy u fehér és v piros. Ekkor minden valtozo
és tagadéasa a zold és piros szinek egyikét kapja. Minden 6tszogben az alsé két pont
szine tehat zold és fehér, ezért az 6tszog felso 3 cstucsa kozott lesz olyan, melynek a szine
piros. E cstcs szomszédja csakis zold lehet. Tehéat ha a zold szinek szerint értékeljiik ki
a valtozokat, akkor minden tagban lesz igaz véltozo, vagyis a kiértékelés igaz lesz. [

A k-SZIN probléma bemenete egy G graf, és a kimenet vélasz arra a kérdésre, hogy
G k-szinezheto-e. Megmutatjuk, hogy a k-SZIN probléma is N P-teljes.

6.8. Tétel Ha k > 3, akkor a k-SZINe NP és a 3-SZIN polinomialisan visszavezetheto
a k-SZIN problémdra.

Bizonyitds. Ha az adott G k-szinezheto, akkor a k-szinezés ismeretében ez polinom id6-
ben bizonyithatd, tehdt a probléma valéban N P-beli.

Legyen G a 3-SZIN probléma bemenete. Vegyiink k — 3 1j pontot G-hez, és kossiik
ossze azokat GG minden pontjaval és egymaéssal. Ezaltal kapjuk a G’ grafot. Vildgos, hogy
ha G 3-szinezhetd, akkor G’ k-szinezhetd, hiszen az 1j pontok mindegyike kaphat egy 1j
szint. Ha pedig G’ k-szinezhetd, akkor az 1j pontok paronként kiilonboz6 szint kapnak,
és ezek a szinek a G-re hasznalt szinektol is kiilonbozok kell, hogy legyenek. Vagyis G
kiszinezésére Osszesen 3 szin marad.

197



Mivel G’ konstrukciéja a G ismeretében G méretének polinomjaval becsiilhetd szamu
lépésben megvalésithato, ezért a 3-SZIN probléma polinomidlisan visszavezetheto a k-

SZIN problémaéra. O

A kovetkezének bizonyitott N P-teljes probléma a MAXFTN. Ennek bemenete egy
G graf és egy k szam, a kimenet arra valasz, hogy van-e G-nek k fiiggetlen cstcsa.

6.9. Tétel A MAXFTN probléma N P-beli, és a 3-SZIN polinomialisan visszavezethetd
a MAXFTN-re.

Bizonyitds. Ha mutatunk G-ben k fiiggetlen pontot, akkor azzal polinom idoben be lehet
bizonyitani, hogy ,igen” a véalasz a dontési problémara, tehat MAXFTNe NP .

A polinomialis visszavezetéshez legyen az n-csicsu G graf a 3-SZIN bemenete. Készit-
siik el a G’ grafot, mely 3, diszjunkt grafbdl all (mondjuk Gy, Gy és G3-bdl), mindegyik
G a G-vel izomorf, tovdbba G; és G; egymésnak megfelelé pontjait dsszekotjiik. Meg-
mutatjuk, hogy G'-nek pontosan akkor létezik n méretii fiiggetlen ponthalmaza, ha G
3-szinezhetd. Mivel G’ polinom id6 alatt elkészithetd G-bol, ezért ha ezt igazoljuk, azzal
csakugyan bebizonyitjuk a tétel masodik részét.

o "y F
/ (-
Ee=p-
=

Us

Tegyiik fel, hogy G’-ben U egy n méretii fiiggetlen csicshalmaz. Ekkor U NV (Gy),
UNV(Gy) és UNV(G3) mindegyike a G graf egy-egy fliggetlen ponthalmazanak felel
meg. Legyenek ezek a ponthalmazok Uy, Us és Us. A G’ konstrukcidja miatt e harom
halmaz diszjunkt, és mivel Gsszesen n cstcsot tartalmaznak, egyiittesen fedik a teljes
V(@) csucshalmazt. Ha tehdt U; pontjait az i-dik szinnel szinezziik (i = 1,2,3), akkor
G egy 3 szinnel valé kiszinezését kapjuk.

Maésfel6l, ha G 3-szinezhetd, akkor csicsai felbomlanak 3 szinosztalyra (mondjuk
Ui, Uy és Us-ra), melyek mindegyike fliggetlen. Tekintsiik az U;-nek megfelel6 pontokat
G,-ben. Ezek onmagukon beliil, és egymashoz képest is fiiggetlenek G’-ben, ezért az igy
kapott U halmaz a G’ egy n csticsbdl all6 fiiggetlen ponthalmaza. O]

6.10. Megjegyzés A 2-SZprr0bléma P-beli, hiszen eqy graf pontosan akkor 2-szinezhetd,
ha pdros, €s ez utobbi polinom idében eldonthetd. A fenti bizonyitishoz hasonloan iga-
zolhato, hogy a 2-SZIN probléma visszavezethetd a 3-SZIN problémdara, ami N P-teljes.
Mdrpedig ha P # NP, akkor a 2-SZIN nem N P-teljes. Latjuk tehat, hogy ahhoz hogy
eqy m (N P-beli) probléma N P-teljességét bizonyitsuk, eqy N P-teljes problémdat kell m-re
kell visszavezetni, és nem forditva.
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A MAXKLIKK probléma bemenete egy G gréaf és egy k szam, a kimenet pedig azt
mondja meg, van-e G-ben k méreti klikk (azaz teljes részgraf). Természetesen ez a
probléma is N P-teljes.

6.11. Tétel A MAXKLIKK probléma N P-beli, és a MAXFTN visszavezethetd rd.

Bizonyitas. Mivel egy k-méretii klikk megadédsa utan polinom idében bizonyithatd, hogy
az adott pontok G-ben klikket alkotnak, ezért MAXKLIKK € NP.

Vildgos, hogy a G grafbdl polinom idében elkészitheté a G komplementergraf. Mivel
G-ben pontosan akkor van k méretii fiiggetlen ponthalmaz, ha G-ben van k méretii klikk,
ezért a MAXFTN csakugyan visszavezetheté a MAXKLIKK problémara. m

A HAM probléma bemenete egy G graf, és a kimenet arra a kérdésre valaszol, van-e
Hamilton kor G-ben. Vilagos, hogy HAMe N P, hisz a konkrét Hamilton kér megadasa
egy bizonyiték az igen vélaszra. Itt nem bizonyitjuk, de lehetséges az N P-teljes 3-
SAT problémat polinomidlisan a HAM problémara visszavezetni, tehat a tovabbiakban
felhasznalhatjuk, hogy a HAM probléma is N P-teljes. Ebbél pl azonnal kovetkezik, hogy
haa P = NPNco— NP és a P # NP sejtések igazak, akkor HAM¢ co — NP, azaz a Hamilton
kor nemlétezésére nem varhaté polinomidlis bizonyiték, més széval a Hamilton kor 1étezésére nincs jol
hasznélhaté sziikséges és elégséges feltétel.)

A HAMUT probléma bemenete egy G gréf, és a kimenet megmondja, van-e G-nek
Hamilton utja. A MAXUT probléma a beadott G grafrél és k szamrol kérdezi, van-e G-
ben k hosszi it. A RESZGR probléma a bemenetben megadott G és H grafokrol kérdezi,
létezik-e G-nek H-val izomorf részgrafja. Megmutatjuk, hogy az utébbi 3 probléma

mindegyike N P-teljes.

6.12. Tétel A HAMUT, RESZGR és MAXUT problémdk mindegyike N P-teljes.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy mindharom probléma N P-beli és hogy a HAM probléma a
harom probléma barmelyikére visszavezetheto. Az N P-beliséghez csupan azt kell latni,
hogy ha egy n-pontu grafban létezik Hamilton ut, ill. £ hosszu 1ut, akkor egy ilyen 1t
leirhat6 n-ben polinomidlis szamu bittel, és egy ilyen leirasrol is eldontheto n-ben polino-
midlis szamu 1épésben, hogy valoban Hamilton utat ill. legalabb k hosszu utat adtunk-e
meg. A RESZGR probléma N P-belisége abbdl kovetkezik, hogy a G' graf H-val izomorf
részgrafja, és maga az izomorfia egyiittesen is leirhaté n-ben polinomialis szamu bittel,
és polinom id6ben eldonthetd, hogy egy leirds helyes-e, azaz csakugyan egy részgrafot
ad-e meg, melyre izomorf H-val a megadott leképezés szerint.

Hatra van, hogy a HAM probléméat kiilon-kiilon visszavezessiik a hdrom probléma
mindegyikére. Ezt gy tessziik meg, hogy tetszoleges G (n-pontu) graf esetén n-ben
polinomidlis szamu lépésben elkészitjiik a G, Gy, Gs ill. Hs grafokat tovabba meghata-
rozzuk a ko szamot 1gy, hogy az alabbi négy éllitas ekvivalens legyen.

1. G-nek létezik Hamilton kore
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2. G1-nek van Hamilton 1tja.
3. Go-nek létezik legalabb ko hosszisdgu tja
4. (Gs-nak létezik Hz-mal izomorf részgrafja.

G konstrukciéjdhoz legyen v a G egy tetszbleges pontja. Vegyiink fel egy 1j, v/
pontot, és kossiik 6ssze v minden szomszédjaval (néha ezt az operaciét v klénozasanak
hivjak). Vegyiik fel még az = és 2’ j pontkat és hizzuk be az zv ill. 2’v" éleket. Legyen
a kapott graf G;. Vilagos, hogy ha G-nek van Hamilton kore, akkor 1étezik z és x’ kozott
(G1-nek Hamilton ttja, mely v és U’G kozott lényegében a Hamilton kort jarja végig.

Masrészt, ha Gi-ben van Hamilton ut, akkor az bizonyosan x és ' kozott vezet, és
az Ut v és v’ kozti része G-ben egy Hamilton kort hatdroz meg. Lattuk tehét, hogy
(1) <= (2).

Legyen Gy := Gy, és ky := n, a G; pontszdma. Fzzel a vélasztassal a (2) és (3) allitds
pontosan ugyanazt jelenti. Végiil legyen G5 := G, és H3 := (). Ezzel a valasztassal
azt kell eldonteni, hogy G-ben létezik-e n-pontu kor, azaz Hamilton koér. Tehat HAM
probléma a RESZGR problémara is visszavezetheto. O

6.5.2. Nehéz problémak megoldasa a gyakorlatban

A gyakorlatban el6fordulé problémak megoldasakor nagyon gyakran deriil ki, hogy a
megoldashoz hasznalt modellben egy N P-teljes problémat kell megoldanunk. Mégsem
tarhatjuk szét a keziinket, valamiféle megoldast kell talalnunk, mégpedig belathato idén
beliil. Sokszor segit az alabbi mddszerek valamelyike:

1. Lehetséges, hogy az altalunk megoldand6 probléma nem annyira altalanos, mint
a modelliink, azaz minket csak az N P-teljes probléma egy specidlis esete érdekel,
amire esetleg lehet polinomideji algoritmus. Ha pl egy grafban kell maximalis
méreti fiiggetlen halmazt keresniink, elejét veheti a fejfajasnak, ha kideriil, hogy
valéjaban csak paros grafok keriilhetnek el6 az inputban.

2. Ha ez nem segit, akkor érdemes lehet azon elgondolkodni, hogy tényleg olyan nagy
baj-e az exponencidlis futasidé. Ha szerencsénk van, akkor a szamunkra érdekes
inputon az algoritmus még belathato idon beliil végez. Ha mégsem, akkor érdemes
lehet az egy masik exponencidlis futasidejii algoritmust keresni, ahol az exponens
kisebb, igy az inputméret novekedtével a futasido lassabban novekszik, és talan
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mégis megoldhatéva valik a probléma. A graf maximélis méreti fiiggetlen pont-
halmazanak meghatarozasara van a minden részhalmazt megvizsgald 2™ futasideji
algoritmusnal gyorsabb, ami kb 1, 3" 1épésben végez.

. A fenti moédszernek egy kifinomultabb valtozata, amikor az algoritmus 1épéssza-
mat nem egyszeriien az input méretének fiiggvényében keressiik, hanem igyeksziink
olyan inputtdl fiiggé paramétert (vagy paramétereket) taldlni amely az altalunk
megoldandé problémék esetén nem tul nagy. Ezek utan az a cél, hogy olyan al-
goritmust konstrualjunk, amelynek a legrosszabb esetbeli lépésszamat ugy tudjuk
az inputméret és a valasztott paraméterek segitségével felirni, hogy az inputmé-
rettol valo fiiggés polinomialis, és ne exponencialis legyen. Természetesen a para-
méter(ek)t6l valé fiiggés ilyenkor lehet exponencidlis. Ha ezt sikeriil elérni, akkor
az azért szerencsés, mert az olyan inputokra, amelyekre a paraméter értéke rogzi-
tett (vagy korldtos), de minden esetre nem til nagy, az algoritmus lépésszama az
inputméret polinomjaval feliilrol becsiilheto.

Egy lehetséges példa a CSUCSFEDES, ami a MAXFTN probléma rokona. Mig az
utobbi problémaban az a kérdés, hogy a G inputgrafnak van-e k fiiggetlen cstcsa,
itt azt kérdezziik, hogy talalhato-e az inputgrafnak k cstcsa ugy, hogy azok komp-
lementere G-ben fiiggetlen ponthalmaz legyen. Koénnyen lathato, hogy a CSUCS-
FEDES probléma is NP-teljes, azonban kénnyen adhaté ra olyan algoritmus, ame-
lyek lépésszama a G inputgraf méretében polinomidlis, k-ban pedig exponencidlis
a kovetkez8képpen. Legyenck ¢ = uv a CSUCSFEDES(G, k) probléme G input-
grafjanak egy éle. Ha G iiresgraf, akkor ,igen” a valasz. Kiilonben rekurziv médon
oldjuk meg a CSUCSFEDES(G —u, k—1) ill. CSUCSFEDES(G — v, k— 1) problé-
makat. Ha mindkét esetben ,nem” a valasz, akkor az eredeti problémara is ez lesz,
am ha valamelyikre ,igen”-t kapunk, akkor a CSUCSFEDES(G, k)-ra is ,jigen” lesz
a vélasz. Indukciéval pedig kénnyen ldthatd, hogy a CSUCSFEDES(G, k) 1épés-
szdma feliilr6l becsiilhetd 2% - p(n)-nel, ahol n a G inputgraf csticsainak széma, p
pedig egy alkalmas polinom.

. Persze lehetséges, hogy a fenti modszerek egyike sem hozza meg a kivant ered-
ményt. Elgondolkodhatunk: valéban olyan nagy baj, ha nem végez az algoritmus
id6ben? (Atomerémuiranyitdsnal hessegessiik el ezt a gondolatot.) Mert ha nem,
akkor lehet, hogy az algoritmusunknak bar a néhany szerencsétlen inputon elszall,
a gyakorlati esetek donto tobbségében igen gyorsan végez. Példa erre a linearis
programozasi feladatot megoldé szimplex algoritmus, ami a gyakorlatban sokkal
jobb, mint amit a legrosszabb esetre vonatkozo becslés mutat.

. Ha semmi sem segit, akkor azon morfondirozhatunk, hogy vajon csakugyan opti-
malis megoldést kell-e talalnunk az adott inputhoz. Lehet, hogy képesek vagyunk
beldthaté idon beliil az optimalisndl csak par szazalékkal rosszabb megoldassal
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elérukkolni, és ez a hiba még elviselhetd. Ha egy egyszerit G graf éleit kell ki-
szinezniink, akkor N P-teljes annak eldontése A(G) vagy A(G) + 1 szin kell-e, de
A(G) + 1 szinnel a szinezés elég gyorsan végrehajthato.

Egy masik példa a ladapakolasi feladat, aholis aq,as,...,a; térfogatu targyakat
kell ladakba pakolni 1gy, hogy minden ladaba csak egységnyi tssztérfogat rakha-
t6, és mindehhez a lehetd legkevesebb ladét kellene felhasznalni. (Ehhez hasonlé
problémaval a koltozéskor talalkozunk, a nehézséget csak fokozza, hogy kiilonb6zé
méretiiek a lddak.) Ismert, hogy annak eldontése, hogy [ lada elegendé-e N P-teljes.
Azonban ha nem baj, hogy egykét ladaval tobb kell, akkor van jo kozelités. Ha
a targyaknak sorban egymads utan talaljuk meg a helyét, mégpedig tgy, hogy az
els6 olyan ladaba pakoljuk, amibe belefér, akkor legfeljebb 70%-kal tobb lada kell,
mint az optimum. (Ez az t.n. FF (first fit) algoritmus.) Ha rdadasul a térgyakat
csokkend térfogat szerint vessziik egymads utéan az FFD (first fit decrease) algorit-
mus szerint, akkor garantaltan nem hasznalunk tobb ladat, mint az optimalisan
szitkséges laddk szamanak 1, 22-szerese.

6. Ha mar végképp semmi sem segit, akkor megprobalkozhatunk heurisztikakkal. Ek-
kor nem fogunk optimalis megoldast kapni, és garancia sem lesz arra nézve, hogy
a megoldas az optimum kozelében van. Mégis kapunk valamiféle megoldast, ami
akar elfogadhatd is lehet. A heurisztikus algoritmusoknak komoly irodalma van, és
ezeket killonféle dltalanosan elfogadott adatokon (benchmark-okon) versenyeztetik.
Idonként tgy tiinhet, a megfelel6 heurisztika megtaldlasa inkabb miivészet, mint
tudomany, de az eredmény ennek ellenére nagyon hasznos lehet egy-egy gyakorlati
probléma megoldasakor.

Persze vannak olyan feladatok, ahol a fentiektol gyokeresen eltéroé megkozelités vezet-
het célhoz, és végiil olyan feladat is 1étezik, amire nem ismert kelléen hatékony algoritmus.

6.6. A kriptografia alapjai és az RSA

6.6.1. Primtesztelés

Egy adott n € N szamrdl kell eldonteniink, hogy prim-e. A bemenet mérete logn,
ennek polinomja lehet a 1épésszam. Nem polinomidlis tehat sem az erathosztenészi szita
(Iépésszama n-ben linedris, ami logn-ben exponenciélis), sem a naiv mddszer (ebben
1-t6l y/n-ig ellendrizziik az oszthatésagot y/n-ben linedris szamu osztédssal).

A primtesztelés kemény dié. Létezik ugyan ra olyan determinisztikus algoritmus, ami
egyuttal polinomidlis is, de ilyet csak a legutobbi idében talaltak. Ehelyett mutatunk
egy sokkal gyakorlatibb mddszert, aminek az a hibaja, hogy nem ad halalbiztos ered-
ményt. Megengedjiik ugyanis a véletlen valasztast is az algoritmus futdsa sordn, amibdl

202



az kovetkezik, hogy az eljaras nem lesz tévedhetetlen. A mdédszer azonban csak egy irany-
ban tévedhet, azaz egy primet sosem mond Gsszetettnek de egy Osszetett szamot esetleg
(,,csillagdszatian” kis valoszintiséggel) primnek gondolhat. A teszt alapja az Euler-Fermat
tétel. Eszerint, ha egy n szdm prim, akkor "' = 1(n) minden (k,n) = 1 esetén. Ha
tehat (k,n) = 1 és k"' # 1(n), akkor bizonyosan tudjuk, hogy n Osszetett, jollehet,
n egyetlen osztdjat sem ismerjiik. Az ilyen k szamot az n szam drulojdnak nevezziik,
hisz segitségével megtudtuk hogy n nem prim. Egy masik lehetoség n Osszetettségérol
meggy6zodni, hogy taldlunk egy olyan 0 < k < n szamot, amire (k,n) # 1. Ekkor az
euklideszi algoritmus az n egy valdodi osztéjat is megtalalja, ezért £ még tovabbi infor-
maciot ad n-rol. Az ilyen k szamok az n leleplezdi. Akércsak a aruldkra, a leleplezdkre
is igaz hogy k"' # 1 (mod n), hiszen k"' nem relativ prim n-hez ha k sem volt az,
tehat nem lehet a redukalt maradékrendszer eleme sem.

Persze az is megtorténhet, hogy n dsszetett, és egy 0 < k < n szémra k" ! = 1(n)
all. Ekkor k az n cinkosa, hisz nem arulja el, hogy n Osszetett. Igaz viszont, hogy ha
van arulé, akkor az 1,2,...,n — 1 szdmok kozott legalabb annyi drulé van, mint cinkos
(és akkor a leleplezékr6l még nem is beszéltiink).

6.13. Allitas Ha 1l < ¢ <cp <...< ¢ <n azn szam cinkosai, és a az n eqy druldja,
akkor acy, acy, . ..ac; az n szam pdronként (modulo n) kilénbozé druldi.

Egyébként a 6.13. Allitasnél joval tobb igaz: a modulo n redukalt maradékrenszer a szorzéasra
csoportot alkot (ez volt a Z} csoport), aminek cinkosok részcsoportjat alkotjak. Ha van druld, akkor
a részcsoport indexe legaldbb 2 igy a részcsoport mérete legfeljebb fele a csoporténak. A sziikséges
fogalmakat a csoportelmélet résznél targyaltuk.

Bizonyitas. Ha ac; = ac;(n), akkor (a,n) = 1 miatt ¢; = ¢;(n), azaz ¢; = ¢;, tehdt az

acy, acy, . . . ac; szémok valéban kiilonbozé maradékosztalyokbél valék. Mivel ¢! = 1(n)
és a" 1 £ 1(n), ezért (ac))" ! = a7t = a7t # 1(n), tehdt a fenti szamok csakugyan
aruldk. O

A primtesztelésre egy lehetséges modszer tehat a kovetkezo. Véletleniil valasztunk
egy 0 < k < n szdmot. Ha k aruldja vagy leleplezdje n-nek, azaz k"1 # 1 (mod n),
akkor kész vagyunk, n 6sszetett. Ha k cinkos, akkor n-rél azt valoészintsitjiik, hogy prim.
Ezen az elgondolason alapszik a Fermat-teszt.

Persze a Fermat-teszt hibazhat, de az el6z6 allitas szerint a hibdja csak az lehet,
hogy egy Osszetettet szamot primnek mond. Rdéadésul, ha n-nek van aruldja, akkor
a hiba valdszintisége legfeljebb % Ha tehat m-szer valasztunk (egyméstdl fiiggetlen)
véletlen szamokat, akkor a hiba valészintisége legfeljebb 2%,1 lesz, ami mar m = 100-ra
is elhanyagolhaté a hardverhibabdl ered6 tévedés valdszintiségéhez képest. Jegyezziik
meg, hogy a tobbszor (mondjuk 100-szor) megismételt Fermat-teszt polinomiélis szamu,
polinomialis idében elvégezhetd 1épést hasznal.

Van azonban a Fermat-tesztnek egy hibdja. Csak akkor miikddik, ha n-nek létezik
aruldja. Sajnos léteznek olyan szamok (az i.n. dlprimek, vagy mas néven Carmichael
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Fermat-teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if "1 # 1(n) then STOP: n nem prim.
else STOP: tgy tinik, n prim

end if

end

szamok), amelyeknek csak cinkosai és leleplezéi vannak (utébbiak elenyészé szamban).
Az ismételt Fermat-teszt ezeket a szamokat majdnem biztosan primnek taldlja. Olyan
modszert szeretnénk tehat, ami a mégoly ritka alprimekre is teljesen megbizhatéan mii-
kodik. A Fermat-teszt a 6 1épésében azt ellenérzi, vajon teljesiil-e, hogy n | k"' —1. Ha
ugyanis n prim, akkor ez minden 0 < k < n-re teljesiil. Ennél azonban tobb is igaz. Ha
t.i.n—1=2"-¢, ahol ¢ paratlan, akkor az (z + y)(x —y) = 2% — y* azonossdg tobbszori
alkalmazasabdl az adodik, hogy

1= R 1= (BT - DR ) = (B - (R T (R ) =
— k=1 4+ DK+ DR +1) - (B 4+1) . (6.1)

2t—2 2t—2

Tehat ha n = p prim, akkor p a 6.1 jobboldalanak valamelyik tényez6jét is osztja. Hiaba
oszthatd tehat a baloldal n-nel: ha a Jobboldal egyetlen tényezdje sem n tobbszorose,
akkor n bizonyosan Osszetett, és k az n szam egy Carmichel értelemben vett aruloya
(Figyeljiik meg, hogy ha k cinkos, de Carmichael értelemben vett druld, akkor a 6.1 jobboldaldn &ll6
tényez6k valamelyike leleplezd, igy az Euklideszi algoritmussal megtaldlhaté n egy osztdja is.)

Igaz, hogy minden Osszetett szam redukalt maradékrendszerének legaldbb %—edrésze
Carmichael értelemben vett arulé. Ezért a 6.1 jobboldalan all6 szorzat tényezdinek n-nel
valé oszthatosagat vizsgald Miller-Rabin teszt egy Osszetett szamrol legaldbb % valdszi-
niiséggel azonnal megéllapitja, hogy nem prim.

A Miller-Rabin tesztet fliggetleniil valasztott véletlen szamokkal 50-szer megismételve
a hiba val6szintisége gyakorlatilag 0-ra csokken. A Miller-Rabin teszt hatékonysagarol
érdemes megemliteni, hogy sokkal jobb, mint amit az elméleti becslés garantal: mindossze
egyetlen olyan Osszetett szam van 1 és 2,5 - 100 kozott, aminek k = 2,3, 5, 7 mindegyike
Carmichael-cinkosa. Az Osszes tobbi Osszetett szam kiszlirheté négy Miller-Rabin teszt
elvégzésével a fenti k értékekre.

6.6.2. Nyilvanos kulcsu titkosirasok

A nyilvanos kulcsu titkosirds az egyiranyu fiiggvény létezésére épit. A pontos defi-
nicié helyett nagyjabdl azt lehet mondani, hogy egyirdnyi figguénynek neveziink egy
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Miller-Rabin teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if k7 = 1(n) then STOP: n vszg prim.
else i:=0, loop while i<t
if k%9 = —1(n) then STOP: n vszg prim
else i:=i+1; end if
end loop

end if

STOP: n nem prim.
end

f:{1,2,...,n} = {1,2,...,n} fiiggvényt, ha f bijekci6, mely hatékonyan (azaz polino-
midejii algoritmusok felhasznalasaval, a gyakorlatban is gyorsan) szamithatd, azonban a
forditott irdnyd f~! leképezés kiszdmitdsa pusztén f ismeretében reménytelen. (Pl ha
megvan a telefonkonyv, akkor egy adott személyhez hamar telefonszamot tudok rendelni,
de egy telefonszamhoz az elofizeté megtalalasa mar korantsem ilyen hatékony csupan a
telefonkényvben bogardszva). Elképzelhetd, hogy f egyirdnyu fiiggvény, és f~! is kiszé-
mitdsdra is 1étezik hatékony eljards. Persze ennek megtaldlasa pusztan f ismeretében (az
egyirdnyusag definiciéja szerint) reménytelen. Utébbi fiiggvényeket nevezziik kiskapus
egyirdnyu fiigguényeknek. Rossz hir, hogy bar a nyilvanos kulcsu titkosirdsi rendszerek
biztonsaga a kiskapus egyiranyu fiiggvények létezésére épit, nem tudjuk teljes bizonyos-
saggal, vajon csakugyan léteznek-e kiskapus egyirdanyu fiiggvények. Vannak azonban
fiiggvények, melyekrol azt sejtjiik, hogy ilyenek, de bebizonyitani ezt nem tudjuk. (fgy
aztdn mindig van min dolgozniuk a rejtjelfejté szakembereknek.)

Egy titkosirasi rendszernél rogzitiink egy Y-val jelolt ABC-t: ennek a jeleivel irjuk le
az lizeneteinket. A kédolandé M {izenetrdl (M, mint message) feltehetd, hogy ¢ betiibdl
all, azaz M € X', hiszen a hosszabb iizenetet ¢ hosszisdgu blokkokra véghatjuk, és
minden blokkot kiilén iizenetnek tekinthetiink. Feltehetjiik, hogy X! szavai 1 és ||
kozotti természetes szamoknak felelnek meg (pl. ¥ = {0,1} esetén a bindris alak egy
ilyen megfeleltetés, egyébként az lizenetet egy |X| alapi szdmrendszerben felirt szamnak
tekintjiik). A nyilvanos kulesu titkosirdsi rendszert egy olyan kiskapus egyiranyu f :
{1,2,...,n} — {1,2,...,n} fiiggvény irja le, melyre n > |X'|. Ezt a leképezést egy .n.
nyilvdnos kulcs segitségével egyértelmiien megadjuk, és barki szamara hozzaférhetové
tessziik. Feltételezziik tovabba, hogy az A-nak nevezett cimzett, akinek a titkositott
informéaciét el akarjuk juttatni, képes f~! hatékony szamitdsdra, mert rendelkezik az f~!-
t leird titkos kulccsal. Ha tehét el szeretnénk juttatni A-nak egy M {izenetet, nincs mas
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dolgunk, mint kiszamitani M' = f(M)-t, amit a nyilvanos kulcs ismeretében koénnyen
megtehetiink. Ezutan M’-t batran elkiildhetjiik A-nak. Ebbdl A hatékonyan ki tudja
szamitani f~1(M') = f~1(f(M)) = M-t, vagyis el tudja olvasni a pontos iizenetet. Barki
mas, aki utkozben lehallgatja az M’ kodolt iizenetet, nem tudja abbdl M-t kihdmozni,
hisz még f-t ismerve sem tudja f~!(M)-t megtaldlni. A lehallgaté mindéssze arra képes,
hogy ha valamilyen égi sugallat folytan megsejti, mi is az lizenet, akkor ellendrizni tudja,
csakugyan azt kiildték-e el. Nem art azért picit évatosnak lenni. Ha példaul a lehallgato
tudja, hogy az iizenet egy harci cselekmény kezdénapjat jelzi, akkor a nyilvanos kulcs
ismeretében kiszamithatja az f(hétfs), f(kedd), ..., f(vasarnap) értékeket, és ha ezek
egyikét fogta el, akkor mindent tud. Szoval nem érdemes ilyen butan iizenni. Szerencsére
vannak technikdk, melyekkel ez a fajta tdmadas kivédhets. (Pl. minden t¢-es blokk egy
kell6en nagyméretii végszelete véletlen jeleket tartalmaz.)

A nyilvanos kulcsu titkosiras alkalmas a digitdlis aldirds megvaldsitasara is, azaz
segitségével bizonyithatd, hogy egy adott iizenet kitdl érkezett. Nevezetesen, tegyiik fel,
hogy minden szereplének van egy kiskapus egyiranyu fiiggvénye, pl. A-é fa, mig B-é
fs. Ha most B ald akarja irni az M (titkositott vagy titkositatlan) tizenetet, akkor
A-nak az M' = fz'(M)-t kiildi el. Ezt A vissza tudja fejteni a nyilvdnos fz leképezés
ismeretében, hiszen fp(M') = fz(fz'(M)) = M. Réaddsul a cimzett barki mas (pl.
a birésig) szdmadara is bizonyitani tudja, hogy az iizenetben egyfelél az &ll, amit Allit,
masrészt, hogy az iizenet B-t0l ered. Ha ugyanis A felfedi M-t, és M’'-t, akkor barki
ellenérizheti B nyilvanos kulcsdnak ismeretében, hogy M = fg(M’'), vagyis, hogy B
valéban aldirta az M {iizenetet. Ha pedig M egy A-nak szant titkos iizenet volt, azaz
M = fa(M*), ahol M* az igazi lizenet, akkor f, nyilvanos volta miatt barki lahatja,
hogy M az M* titkositott valtozata. Az el6bbiek szerint bizonyithatd, hogy az M kédolt
iizenetet B aldirta, tehat a digitalis alairds titkositott iizenetek esetén is hasznalhato.
Fontos, hogy a bizonyitashoz csak a nyilvanos kulcsokra van sziikség: egyik félnek sem
sziikséges felfednie a titkos kulcsat.

Nézziik meg, hogyan lehet a fenti sémét megvaldsitani, azaz hogyan lehet egy kiska-
pus egyiranyunak sejtett fiiggvényt megadni. Az aldbbiakban a nyilvanos kulecsi RSA
rendszert véazoljuk. (A név a rendszert kifejleszté Rivest, Shamir és Adelman nevei-
nek kezddbetiiibol szarmazik. E harom szerzé mutatott ra eloszor a digitalis alairds
lehetségére, és irt le elészor egy a mai napig kiskapus egyiranyu fiiggvénynek gondolt
leképezést.)

Ahhoz, hogy barki is titkositott levelet tudjon kiildeni az A cimzettnek, A el6zoleg
valaszt két kelloen nagy primszamot, mondjuk p-t és ¢g-t. A kelléen nagy azt jelenti, hogy
a tudomany aktudlis alldsa szerint reménytelen legyen a n := pq szorzat faktorizalasa,
tovdbba n > |Xf| is teljesiiljon. (Ez utébbi tgy teljesithetd, hogy az iizenetdarabok
t hosszat alkalmasan vélasztjuk.) Legyen m := ¢(n) = (p — 1)(q — 1) és véalasszuk
az 1 < e < n szamot ugy, hogy (e,m) = 1 teljesiiljon (ilyen e konnyen taldlhatd, és
legyen f(M) := M¢(mod n). Ha ez megvan, akkor A kozhirré teszi a nyilvanos kulcsit,
azaz mindenki szamara hozzaférhet6vé teszi az n és e szamokat, hiszen ennek segitségével
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barki hatékonyan tudja f-t szamitani, azaz képes lesz A szamara titkos tizenetet kiildeni.
Hangsulyozzuk, hogy A titokban tartja a p,q és m szamokat.

6.14. Megjegyzés Az e vdlasztasandl nem drt észnél lenni: tgyetlen vdlasztdsndl a rendszer tdmad-
hatévd wvdlik. (Pl. az e = 1 egy matematikailag korrekt, dm hiperbuta déntés.) Van arra vonatkozd
dltaldnos iranyelv, hogyan érdemes e-t vdlasztani ahhoz, hogy a rendszer biztonsdga ettdl ne sériljon.
(Vagy egy kicsit pesszimistdbban fogalmazva: ne ettdl sériljon.) Természetesen, ahogy egyre vjabb td-
maddsi mddszereket eszelnek ki (és hoznak nyilvdnossdgra), gy az ,dltaldnos irdnyelv” is idénkénti
mddositdsra szorul. Arany életik van az elméleti kriptologusoknak.

Természetesen A kivancsi arra, mit tartalmaznak a neki cimzett titkos tizenetek, ezért
szitksége van arra, hogy az f~! leképezést hatékonyan tudja szdmitani. Ehhez elészor
megoldja d-re az ed = 1(m) kongruenciét, amit (e, m) = 1 miatt egyértelmiien (és haté-
konyan) megtehet. Annak, aki nem ismeri m-t, ez a feladat —igy hissziik— reménytelen,
igy azt feltételezziik, hogy A-n kiviil senki sem képes n és e alapjan d-t kiszamitani.
(Latjuk persze, hogy ha az n-t valaki faktorizalja, akkor m-t majd d-t konnytiszerrel
kiszamithatja. A titkosirasi rendszer megtoréséhez azonban még csak erre sincs sziik-
ség: elég, ha valahogyan megszerzi m-t, mert d mar akkor is meghatarozhaté. Ha tehét
A bolesen jar el, akkor nyomban azutan, hogy d-t kiszamitotta, megsemmisiti minden
addigi szamitasat, kiilonos tekintettel a p, ¢ és m szamokra.)

A d meghatarozasaval A megkapta az (n, d) titkos kulcsot, amit élete dran is megoriz.
Az inverzleképezés ugyanis pontosan ugy miikodik, mint a nyilvanos kulcsa titkositas,
csak persze a nyilvdnos helyett a titkos kulcesal. Konkrétan: ha A egy X = f(M)
titkosftott {izenetet kap, akkor a dekédolt iizenet f~1(X) = X9 (mod n). Valéban:

Xt=(f(M))' = (XY =X =x"" = X" X =(X") ' X=1"X=X (modn),

az Euler-Fermat tétel miatt. (A fenti szamolasnél az (X, n) = lazt feltételezéssle élttink.
Beldthatd, hogy a fenti inverztulajdonsag a mégoly valdsziniitlen p | X és ¢ | X esetekben
is igaz.) Tehat az (n,d) titkos kulcs ismeretében az inverzleképezés is hatékonyan sza-
mithaté, ahogyan ezt egy kiskapus egyiranyu fiiggvénytol elvarjuk. Azt is lattuk, hogy
(n,d) hatékonyan megkaphaté p, ¢ és e ismeretében.

Miért gondoljuk, hogy a fent leirt f fiiggvény valéban kiskapus egyiranyu fiiggvény?
Csupén az egyiranyusag szorul indoklasra, a kiskaput lattuk. T6bb jel mutat arra, hogy
ha e-t j6l valasztjuk (ennek mikéntje nem fér bele a jelen jegyzet kereteibe; lényeg, hogy
létezik altalanosan elfogadott médszer, mely biztositja, hogy e alkalmas legyen), akkor n
és e ismeretébdl d meghatarozasa hasonléan nehéz, mint n primtényezokre bontasa. Az
altalanos hiedelem szerint pedig ez reménytelen, ha a p és ¢ primszamok kelléen nagyok:
jelenleg a legalabb 200-jegyli primekben hisznek, ugyanis kb 100 jegyl primek szorzatat
elég hatékonyan tudjdk faktorizalni. (Az RSA-ban hasznalt egyirdnyui fliggvényben a
kiskapu tehat attol keletkezik, hogy el6szor a primeket valasztjuk, amelyekbdl egyszeri
szorzassal adédik n; az n szamot nem tudjuk ,kozvetleniil” valasztani, hisz akkor kodto-
réssel probalkozékhoz hasonléan mi magunk sem tudnank n-et faktorizalni, ami sziikséges
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az inverz leképezés megaddsdhoz.) Az RSA mddszer definicidjahoz immér csak annak az
az eljaras hianyzik, amellyek a p és ¢ primeket valasztjuk. Ezen primeket rdadasul ugy
kell taldlni, hogy minden primet lehetoleg egyforma eséllyel valasszunk, hisz ha bizonyos
primekhez til nagy valésziniiséggel nytilunk (pl egy nagy ,titkos” konyvbél szemeljiik
ki), akkor ez éridsit konnyit a kédtord helyzetén. A megoldas az, hogy proba szerencse
alapon keresiink primet, azaz valasztunk egy (kellden nagy) véletlen szdmot: ha prim,
gyoztiink, ha nem, djat htizunk. Ehhez a mddszerhez persze sziikség van hatékony prim-
tesztre (ilyet mar lattunk), mésrészt azt kell biztositanunk, hogy ne kelljen tulsdgosan
sok véletlen szamot generalni, mig végre-valahara egy primnél kotiink ki. Szerencsére
ez is teljesiil: a primszamtétel egy erdsebb alakja szerint a primek stirtisége n kozelében
nagyon j6 kozelitéssel -, vagyis e*®! (azaz a 200 jegy(l szdmok) korny¢kén véletlen szd-
mokat véalasztva kb. 5—(1)0 valészintiséggel bokiink primre. Vagyis 500 - k£ préobélkozas utan
kb e=* a valdszinfisége annak, hogy nem akadt prim a horogra. (A prébalkozésok varhaté
szdma jelentés mértékben csokken, ha kisziirjiik a kis primekkel oszthaté (legegyszeriibb

esetben a paros) szamokat, és azokat rogton eldobjuk, nem teszteljiik.)

Torténelem: Ha sok idém lesz, errdl is {rok még...

6.7. Bizonyitas informacidkoézlés nélkiil

(Vazlat)

Arrdél szeretnénk meggyézni valakit, hogy tudunk valamit, am arrél, amit tudunk
semmiféle informaciét sem szeretnénk adni azon til, hogy ismerjiikk a dolgot. Valami
hasonlérdl van szé, mint amit egy aruld kapcsan megtudjuk, hogy egy szam Gsszetett, de
az o0sztoirol semmiféle informaciét nem kapunk az arulé hatvanyozasabol.

A sztenderd példa egy adott graf Hamilton korének ismerete. Az A jatékos tehat
ismeri G egy Hamilton korét, és ezt szeretné bebizonyitani B-nek gy, hogy B ne tudjon
semmit meg a Hamilton korrol. Az A jatékos tehat mutat B-nek egy G-vel izomorf H
grafot, és B valasztasa szerint vagy mutat H-ban egy Hamilton kort vagy megmutatja
B-nek a G és H kozti izomorfidt. A B jatékos ha nem hiszi, hogy A igazan ismer egy
Hamilton kort G-ben, akkor H-t latva eldonti, hogy A hogyan csal szerinte. Ha B azt
gondolja, hogy nem G-vel izomorf grafot felmutatva prébal A az eszén tuljarni, akkor
B izomorfiat kérdez. Ha B elhiszi, hogy H izomorf G-vel, és azt gondolja, hogy A nem
ismer Hamilton kort, akkor B Hamilton kort kér. Vilagos, hogy az A jatékosnak nincs
mas lehetdsége a csaldsra, ezért ha csalni prébal, akkor 50% eséllyel leleplezddik, ha B fej
vagy iras alapon kérdezi az izomorfiat ill. a Hamilton kort. Ha tehat 100-szor megismétlik
a kisérletet, és A nem bukik el, akkor B-nek jé oka van azt gondolni, hogy A csakugyan
ismer egy Hamilton kort G-ben.

Kérdés, hogy miért nem kap B informaciét a Hamilton kér mibenlétérol. Azt gon-
doljuk ugyanis (illetve a szakérték ezt hangoztatjék, én elhiszem...), hogy a grafizomorfia
probléma bonyolult. Ezért B-nek nincs egyéb esélye a H és G grafok izomorfidjat meg-

208



talalni, mint rakérdezni erre A-t6l, amikoris persze semmit sem fog megtudni a Hamilton
korrol.
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7. fejezet

A halmazelmélet alapjai

A modern matematika alapjanak manapsig a halmazelméletet és a matematikai logikat szokas tekinteni.
Mi ebben a fejezetben a halmazelméletnek egy specidlis részét villantjuk fel, mégpedig a szdmossagok
elméletét. Nincs arra moéd, hogy szamottevé mélységben foglalkozzunk az elméletnek akar ezzel a sze-
letével, de a targyalds talan elegendé ahhoz, hogy megértsiink valamit e a rendkiviil absztrakt és mély
tudomanyagban szokasos gondolkoddsmédbol.

E fejezet célja a szamfogalomnak a komplex szamoktdl kiilénbozo iranyt altaldnositasa: a végtelen-
nek mint szamnak a kezelése. Most nem a természetes szam, egész szam, raciondlis szam, komplex szdm
vonalon prébaljuk béviteni a szamkort, hanem azt figyeljiik meg, hogy a véges halmazok barmelyikéhez
egyértelmiien hozzarendelhet egy természetes szam: az adott halmaz elemszama. Mas széval, ha két
halmazhoz ugyanazt rendeltiik, akkor ugyanannyi elemiik van. De vajon miért csak a véges halmazokhoz
tudunk igy elemszamot rendelni? Miért ne probalkozhatnank meg a végtelen halmazok elemszamanak
meghatdrozasaval is? Ezt tessziik az aldbbiakban.

7.1. Definicié Tegyiik fel, hogy az f fligguény az A halmaz elemeihez a B halmaz elemeit
rendeli. Az f fiigguény injektiv, ha kilonbozo elemekhez kiilonbozo elemeket rendel, azaz
r#y= f(r) # f(y) teljesiil tetszdleges x,y € A esetén. Azt mondjuk, hogy f sziirjektiv
(magyarul réképezés), ha a B halmaz minden eleme elddll képként, vagyis ¥b € B3a €
A: f(a) =b. Ha egy f figguény injektiv és sziirjektiv, akkor f-t bijekciénak (magyarul
kolesonosen egyértelmii leképezésnek vagy egy-egyértelmi leképezésnek) mondjuk.

Ha f egy A és B kozti bijekcid, akkor f voltaképpen parokba rendezi A és B elemeit, igy szemlé-
letesen vildgos, hogy A-nak és B-nek ugyanannyi eleme van. Ha f injekcié A-bdl B-be, akkor B-nek
nem feltétlentil 4ll el6 minden eleme képként, tehat A-nak annyi eleme van, mint B egy részhalmazanak,
azaz B elemeinek szama legaldbb akkora, mint A-éié. Errdl szdl az aldbbi definicid.

7.2. Definicié Azt mondjuk, hogy A szémossdga azonos B szamossdgaval (jeldlésben
|A| = |B|), ha létezik A és B kozitt bijekcio. Ha létezik A-bdl B-be injekcid akkor A
szdmossaga kisebb vagy egyenlé, mint B-é, és ezt az |A| < |B| jeldlés irja le.

7.3. Tétel (Cantor-Bernstein tétel) Ha |A| < |B| és |B| < |A|, akkor |A| = |B|.
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Torténelem: Cantor, Dedekind és a halmazok

Az idonként Schroder-Bernstein ill. Bernstein-Schroder néven emlegetett 7.3. Tételnek
a torténete 1887-ben kezdddik, amikoris Richard Dedekind ezt bebizonyitotta maganak.
Akkortajt még lényegében nem létezett halmazelmélet, igy szinte senkit sem érdekelt az
eredmény. 1895-ben azonban a halmazelmélet mésik nagy alakja, a Dedekinddel ekkor
mar haragban 4ll6 Georg Cantor ugyanezt sejtésként mondta ki. (Cantornak rosszul esett,
hogy Dedekind visszautasitotta a neki szént hallei professzori kinevezést, ezt kdvetéen a
korébbi szoros egyiittmiikodésiiknek vége szakadt, és nem tdrgyaltak egymédssal.) Cantor
sejtésére Ernst Schroder 1896-ban adott egy hibas bizonyitast, majd Felix Bernstein 1898-
ban taldlt egy helyeset. A tételnek szdmos elnevezése forog koézszdjon, abban azonban
mindegyik ko6zos, hogy a ,,Dedekind” karaktersorozat egyikben sem fordul eld.

Cantort szamos személyes tragédia sijtotta, egyiknek magyar vonatkozdsa is van. 1904-
ben Kénig Gyula (Kénig Dénes édesapja) tartott eléaddst a nemzetkozi matematikai kong-
resszuson, amiben Cantor transzfinit halmazelméletét igyekezett alapjaibol cafolni. Annak
ellenére, hogy nem telt el egy nap, mig Zermelo kimutatta Kénig érvelésében a hibat, a
fidt méar korabban elveszitett Cantor ugy érezte, hogy kollégai és lanyai elott alaztdk meg.
Ekkortél hatalmasodott el rajta a depresszid, keriilt szdamos alkalommal szanatériumba
ahol élete utols6é 6t évét is toltotte. Akarcsak Bolyainak, neki sem adatott meg, hogy
munkajanak jelent6ségét még életében annak helyén értékeljék.

¢

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy az A és B halmazok diszjunktak. Legyenek f: A — Bésg: B — A
injekcidk, amelyek a tétel feltételei szerint léteznek. Legyen A U B a G (esetleg végtelen) graf csics-
halmaza, és a € A, b € B esetén legyen ab € E(G), ha f(a) = b vagy ha g(b) = a. Vildgos, hogy a G
graf barmely cstcsabdl legfeljebb két él indul. Az A és B halmazok kozotti ¢ bijekciét G minden egyes
komponensén beliil kiilon-kiilon definidljuk. A G graf komponensei 6tfélék lehetnek:

(1) a,b egy komponens, ha f(a) = b és g(b) = a. Legyen ekkor ¢(a) = b.

(2) Komponens lehet az ay, by, as,ba, ..., an, b, kor, ahol tehdt bya; is G éle. Definidljuk ekkor a
komponensen beliil a ¢ leképezést a p(a;) = b;-nek. Ezéltal ¢ bijekcié a komponensen beliil.

Ezzel a véges komponenseket elintéztitk. Ha G egy komponense végtelen, akkor az egy végtelen 1t,
ami vagy mindkét iranyban végtelen, vagy csak az egyikben. Harom eset van tehat:

(3) G egy komponense a ...,a_a,b_2,a_1,b_1,a9,bo,a1,b1,as,bs, ..., mindkét irdnyban végtelen
it. Ekkor a ¢(a;) := b; bijekcié a komponensen beliil.

(4) Ha G egy egyiranyban végtelen it komponensének végpontja A-beli, azaz a komponens a1, b1, as, bs, . ..

alakd, és a ¢(a;) := b; ismét bijekcid.

(5) Az az eset marad, amikor a komponens egy B-beli csicsbdl indulé végtelen tit, azaz by, a1, ba, ag, . . ..
Ekkor legyen ¢(a;) = b; ismét bijekciét ad a komponensen.

A fenti 6t eset valamelyike G barmely komponensére rahuzhatod, ezért a ¢ leképezést az A minden
elemére definidltuk, és az is vildgos, hogy B minden eleme pontosan egy A-beli elem képe lesz. Maés szbval
p egy A és B kozti bijekcid, nekiink pedig pontosan egy ilyen fliggvény létezését kellett igazolnunk. [OJ

A Cantor-Bernstein tétel ereje abban rejlik, hogy két halmaz szamossaganak egyenlo-
ségét nem muszdj egy konkrét bijekcid sokszor faradsagos megadasaval igazolni. Elegendd
mindossze két injekciot mutatni a két kérdéses halmaz kozott.

7.4. Definicié Azt mondjuk, hogy A széamossaga kisebb, mint B szdmossaga (jeldlésben
|A| < |B|), ha |A| < |B] és |A| # |B| (azaz ha |A| = |B| nem teljesiil).
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Megjegyzés:

Vildgos, hogy ha A és B két véges halmaz, akkor vagy ugyanannyi elemiik van (azaz
|A] = |BJ), vagy az egyiknek tobb eleme van, mint a mésiknak, més széval az egyik
halmaznak van a mésik halmazzal egyezd elemszému részhalmaza (azaz |A| < |B| vagy
|B| < |A]). Nem vildgos azonban, hogy végtelen halmazokra is dltaldnosithaté-e ez a
megfigyelés. Elképzelheté éppenséggel, hogy az A és a B ,annyira végtelen” halmazok,
hogy egyiket sem lehet a masikba injektalni. Nos, hogy ez csakugyan megtorténhet-e, az a
halmazelmélet leginkabb vitatott u.n. kivdlasztdsi axiomdjan mulik. Ez az 1904-ben Ernst
Zermelo altal megfogalmazott axiéma a kévetkezét mondja ki:

Ha A egy halmaz, akkor létezik egy olyan f leképezés, amelyik az A halmaz nemiires
részhalmazaihoz az A elemeit rendeli Ugy, hogy tetszéleges X C A esetén f(X) € X
teljesiiljon. Méds széval az A halmaz Osszes részhalmazabdl szimultdn kivalaszthatd egy-
egy elem.

Ha ezt az axiémat bevessziik a halmazelmélet szokasos axiémarendszerébe, akkor egy hi-
hetetleniil hatékony eszkozt kapunk. Ez az axiéma ekvivalens az G.n. jolrendezési tétellel.
E tétel szerint minden halmaz jélrendezhetd, azaz tetszdleges H halmaz elemeinek léte-
zik olyan sorrendje, amely szerint H tetszoleges K részhalmazdnak van a sorban legki-
sebb eleme. A valds szdmok szokasos rendezése pl nem jolrendezés, mert a valds szdmok
{1, %, %, i, ...} részhalmazanak nincs els6 (legkisebb) eleme. A kivalasztdsi axiéméval ek-
vivalens a teljes indukcié végtelen &altaldnositdsdnak, az U.n. transzfinit indukcionak a
létjogosultsaga. Erdekes szamunkra a kivalasztési axiémanak az a kovetkezménye is, mely
szerint tetszbleges vektortérnek létezik bézisa. (Végesen generdlt vektortérre ez vildgos,
nem végesen generaltakra ez kordntsincs igy.) A szdmossdgok sszehasonlihatésiga kap-
csan pedig azt érdemes megjegyezni, hogy a kivalasztasi axidéma ekvivalens a szamossagok
trichotomidjdval is, ami pontosan azt mondja ki, hogy barmely két halmaz 6sszehason-
lithatd, azaz létezik injekci6é valamelyikiikb6l a masikba. Ha igaz a kivalasztasi axiéma,
akkor tehat nem torténhet olyasfajta csufsdg, hogy két halmaz szamossaga ne volna Gssze-
hasonlithato.

Felmertil tehdt a kérdés: a kivalasztasi axioma vajon igaz vagy sem. Ha a kivalasztasi axi-
omat feltessziik, akkor igen erds tételek igazolhatdok. Egy meglepd kovetkezmény példaul
a Banach-Tarski paradoxon, mely szerint a haromdimenzids egységgdmb szétdarabolhato
véges sok részre gy, hogy a keletkezé részekbél (pontosabban azok eltoltjaibdl és elforga-
tottjaibdl) két (értelemszeriien témor) egységgdmb rakhat dssze (természetesen tigy, hogy
minden darabot a két 4j gomb koziil pontosan egyhez hasznalunk fel). (Erdekes epizod a
paradoxon torténetébol a Scientific American 1989-es aprilisi szdma Arlo Lipof levelével,
mely egy kozelebbrol meg nem nevezett dél-amerikai orszag szupertitkos akcigjardl szamol
be: a Banach-Tarski tétel felhaszndlasdval aranygomboket kettéznek. A kérdés persze csak
az, hogy Arlo Lipof melyik angol kifejezés anagramméja.)

A kivélasztdsi axiéma egy masik meglep6 kovetkezménye az aldabbi. Egy borton osszes
rabjaval kozlik, hogy mésnap reggel mindenkinek egy pozitiv egész szamot irnak a hom-
lokara. Mindazokat, akik a tobbiek szdmainak ismeretében helyesen tippelik meg a sajét
szamukat, szabadon engedik. Ekkor a rabok megallapodhatnak egy olyan ,stratégiaban”,
amivel elérhetik, hogy barmilyen szamokat is kapnak méasnap reggel, véges sok kivételtol
eltekintve mindegyikiik helyesen tippeljen. Més széval, ha végtelen sok rab volt bezarva,
akkor 100% fogja kitatldlni a sajit szamét.

Mi tehat a kivalasztdsi axiéma statusza? Ha igaz, varatlan kovetkezményei vannak, ha nem
igaz, akkor nincs pl. trichotémia. Kurt Godel és Paul Cohen munkéjanak nyoman deriilt ki,
hogy a kivalasztasi axiéma logikailag fiiggetlen a halmazelmélet szokasos Zermelo-Fraenkel
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féle axiémarendszerétdl (roviden ZF-tél), azaz sem a kivdlasztdsi axiéma, sem annak ta-
gadéasa nem bizonyithaté az emlitett axiémakbol. Ezért akar a kivéalasztdsi axiémat, akar
annak tagadasat vessziik hozza a ZF-hez, pusztan ett6l nem kapunk ellentmondast. Ha te-
héat a ZF ellentmondésmentes, akkor a kivélasztasi axiémaval egytitt is az marad. Miutan
nem véarhato, hogy a kivélasztasi axiémat barki megcafolnd (hisz ez a ZF ellentmonddsos-
ségdt jelentené), azért semmi hétranyunk sem szdrmazik abbdl, ha igaznak tekintjiik. fgy
szamos érdekes allitas eldonthetévé valik, amelyeket remekiil be lehet bizonyitani.

Pontosan ugyanarrdl van itt is sz6, mint amit a geometridban a parhuzamossagi axiémanak
a ,,tobbi” axiémahoz valé viszonya kapcsan feszegettek évszazadokon keresztiil. Sokan és
sokaig prébélkoztak eredményteleniil a parhuzamossigi axiéma bizonyitasaval a maradék
axiémak segitségével (koztiik Bolyai Farkas is), majd (az atyai tiltds ellenére ezzel foglalko-
z6) Bolyai Jdnos és az orosz Nyikolaj Lobacsevszkij egyméstol fiiggetleniil demonstraltdk,
hogy a parhuzamossagi axiéma tagadasat feltéve egy éppoly mély és érdekes geometriat
kapunk, mint amilyen a megszokott euklideszi. Kés6bb aztan szigorian matematikai esz-
kozokkel is sikeriilt igazolni, hogy a parhuzamossigi axiéma logikailag fiiggetlen a tébbi
axiématol, és akar az axiémat, akar annak a tagadasat vessziik hozza a tobbihez, ez nem
hoz ellentmondést a rendszerbe. ¢

7.5. Definicié Az A halmaz megszamlalhatd, ha |A| < |N|. Az N halmaz szdmossdgat
No (alef null) jeloli.

7.6. Megjegyzés Az N (alef) a héber ABC elsé betije. Kiveti a 3 (bet), 1 (gimel), 1 (dalet), és 18
tovdbbi betii. Ne nézzink butdn, hogy csak az alefet ismerjiik.

7.7. Allitas Ha az A halmaz megszdamlalhato, akkor A véges, vagy A megszamldlhatoan
végtelen halmaz, és ekkor |A] = Ny.

Ha egy A halmaz megszamlalhato, akkor 1étezik beldle az N halmazba injekcid, vagyis
A elemeinek kiilonb6z6 természetes szamokat tudunk megfelelteni. Ezzel egytttal sorba
is rendezziik A elemeit: A = {aj,aq,...}. Az is viladgos, hogy ha A = {a; : i € N},
akkor A megszamlalhaté halmaz. Vagyis egy halmaz pontosan akkor megszamlalhato,
ha elemei felsorolhaték (sorba rendezheték) tgy, hogy a felsoroldsban mindegyik elem
el6bb-utébb sorra keriiljon.

7.8. Kovetkezmény A négyzetszamok halmaza vagy a primszdmok halmaza bdr valodi
részhalmaza a természetes szamok halmazanak, szamossaguk mégis Ny, azaz ugyanannyi
van beldlik, mint a természetes szamokbol. Az egész szamok Z halmaza tartalmazza N-t,
de szdmossaga annak sem tobb Nog-ndl, hisz az egészek felsorolhatok: 0,1, —1,2,—-2,3, ...

A 7.8. Kovetkezményben szerepl6 legutolsé allitas altalanositasa kovetkezik.

7.9. Allitas Ha A és B megszdmldlhaté halmazok, akkor AU B is megszdmldlhatd.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy A és B elemei felsorolhatdk, azaz A = {ag,a1,...} és B =
{bo, bl, .. } Ekkor AU B = {ao, bo, ai, bl, as, bg, .. .}, tehat |A U Bl S N()‘ O

7.10. Kovetkezmény Véges sok megszamldlhato halmaz unidja is megszamldlhato.

Ennél azonban tébb is igaz.

7.11. Tétel Megszamlalhato sok megszamlalhato halmaz unicja megszamldlhato, azaz,
ha |A;] <Ny minden i € N esetén, akkor ||, oy Ail < No.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy A; = {a(i,0),a(i, 1), a(i,2), ...} az elemek egy sorbarende-
zése. Ekkor ;. Ai = {a(0,0),a(1,0),a(0,1),a(2,0),a(1,1),a(0,2),a(3,0),a(2,1),a(1,2),a(0,3), ...},
azaz el6szor azokat az elemeket soroljuk fel, ahol az zardjelen beliili szamok 6sszege 0,
majd azokat, ahol 1, majd 2, s.i.t. (Ezt gyakran tgy teszik szemléletessé, hogy az a(i, j)
elemet a koordinatarendszer pozitiv stknegyedének (i, j) pontja reprezentalja, és a nem-
negativ rdcspontokat kell sorba rendezniink, amit szamos mddszerrel meg tudunk tenni,
két lehetséges példat mutat az abra.) Azt kaptuk, hogy (J;cy As elemei sorba rendezhe-
tok, ezért a halmaz megszamlalhato. O]

FE

[
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7.12. Kovetkezmény |Q| =X, .

Bizonyitds. Vilagos, hogy a Q halmaz eléall Q = [J;2; Q; alakban, ahol Q; := {% : n €
Z} az i nevezdji tortek halmaza. Vildgos, hogy |Q;| = |Z] = Ny, ezért unidjuk (Q) is
megszamlalhato. O]

Az éran a fenti tétel alabbi bizonyitasdval illusztraltuk a Cantor-Bernstein tétel al-
kalmazasat.

2. bizonyitas:. Mivel N C Q, ezért Xy = |N| < |Q|. Az egyenldség bizonyitdséhoz azt
kell megmutatnunk, hogy |Q| < |N|, azaz Q elemeihez kiilonboz6 természetes szamokat
kell rendelniink. Ezt az alabbiak szerint tehetjiik meg. Tetszoleges r € Q felirhatd r = §

alakban, ahol 0 < ¢ € N és (p,q) = 1, azaz p és q relativ primek. Legyen ekkor

0 ha p =0,
f(r)=«¢ 2751 ha p > 0,
37P . b ha p < 0.

Vildgos, hogy minden racionalis szdmhoz egyértelmiien rendeliink természetes szamot,
és kiilonbozo6 raciondlisak képe (a primfelbontas egyértelmiisége miatt) kiilonbozé lesz.[]
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A kovetkezo célunk, hogy megszamlalhatonal nagyobb szamossagi halmazt talaljunk.

7.13. Definicié A H halmaz hatvanyhalmazanak elemei a H halmaz részhalmazai:
PH) ={X:XCH}.

7.14. Allitas [P(N)| = |(0,1)|, ahol (0,1) a valds szdmegyenes 0 és 1 végii nyilt inter-
vallumat jelols.

Bizonyitds. A Cantor-Bernstein tételt alkalmazzuk, azaz mindkét iranyba megadunk
egy-egy injekcit. Ha tehat A C N akkor legyen f(A) := >, 107" M4s széval
az A részhalmaznak az a szam fog megfelelni, amit gy kapunk, hogy leirunk egy 0-t, és
utana sorra 1-t vagy 0-t irunk a szerint, hogy az N soron kovetkezo eleme benne van-e az
A halmazban. (Pl. ha A a primszamok halmaza , akkor f(A) = 0,00110101000101 .. .-
nak adddik.) Vilagos, hogy kiilonbozé részhalmazokhoz kiilonbozoképpen felirt szamok
tartoznak, raddasul minden f(A) pozitiv és 0,2-nél nem nagyobb lesz. f tehat injekcié.

Legyen most = € (0,1) tetszbleges szdm, melynek 2-es szdamrendszerbeli alakja x =
0,212y .... Legyen g(x) := {n € N: z, = 1}. Mivel kiilonb6z6 szdmok 2-es szdmrend-
szerbeli alakja kiilonbozo, ezért a g fiiggvény is injekcio. O

7.15. Megjegyzés A fenti bizonyitdasban a g fiigguény nem bijekcio, ugyanis jopdr olyan
A C N halmaz van, ami nem dll elé g(x) alakban. Konkrétan azok az A halmazok
tartoznak ide, amelyekre létezik olyan N kiisz6b, hogy minden N-nél nagyobb szam A-
ban van. Az ilyen halmaz az olyan 2-es szdmrendszerbeli alaknak felelne meg, amiben
eqy helyiértéktol kezdve csupa 1-esek dllnak. Mdrpedig ilyen szam nincs, ahogyan 10-es
szamrendszerben sincs olyan szdm, ami a tizedesvesszo utan valahonnantol csupa 9-esbol

all.

Az f fiiggvény konstrukciéjakor is pontosan a fenti anomaliat igyeksziink elkeriilni:
10-es szamrendszerben nincs olyan szam, ami ,tizedesvessz6” utan valahonnantél csupa
9-eseket tartalmaz. Persze ilyen szamot nem is konstrualtunk.

7.16. Definici6 A P(N) halmaz szdmossdgat kontinuum szdmossdgnak nevezzik, és
(ritkdbban) c-vel (g6t ,c™-vel) vagy (gyakrabban) 2%0-lal jeléljiik.

7.17. Megjegyzés A 7.16. Definicidban haszndlt jeldlés dsszhangban van azzal, hogy egy n elemd
halmaznak 2™ részhalmaza van.

Létezik-e vajon nem megszamlalhaté halmaz? Az alabbi tétel szerint a valasz igen.
7.18. Tétel |P(N)| > |N|, avagy ¢ > Ry.
Ennél azonban joval tobb igaz.

7.19. Tétel (Cantor tétele) Tetszéleges H halmazra |P(H)| > |H|.
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Bizonyitds. Az aldbbi bizonyitas a hires Cantor-féle dtlos mddszer. Indirekt bizonyi-
tunk, tegyiik fel, hogy valamely H halmazra |P(H)| # |H|, azaz a trichotémia miatt
|H| > |P(H)|. Mivel létezik H-bdl P(H)-ba injekcid (H tetszleges h elemének a {h}
részhalmazt feleltetjitk meg), ezért |H| < |P(H)| teljesiil. A Cantor-Bernstein tétel
szerint ebbél |H| = |P(H)| kovetkezik.

Létezik tehét egy f: H — P(H) bijekcié. Legyen A :={h € H : h & f(h)}, vagyis
azon H-beli elemek halmaza, amelyeket a nekik megfelel6 részhalmaz nem tartalmaz.
Vilagos, hogy A a H halmaz egy jol meghatarozott részhalmaza, és igy az f bijektiv
volta miatt 1étezik egy olyan a € H elem, amire A = f(a). Két eset lehetséges. Az a
elem vagy A-ban van, vagy nem.

Ha a € A, akkor A definicidja miatt a € f(a) = A, ami ellentmondéds. Ha pedig
a & A, akkor a azért nem eleme az A halmaznak, mert a ¢ f(a) nem teljesiil, tehét
a € f(a) = A, ami szintén nem lehetséges. Az ellentmondas az indirekt feltevés hamis
voltat bizonyitja, ez pedig Cantor tételét igazolja. O

A Cantor tételnek egy kovetkezménye, hogy nem létezik a szdmossagok kozott legnagyobb, azaz
minden halmazndl van nagyobb szdmossdgi halmaz (példdul a hatvdnyhalmaza). Innen adddik, hogy
nem létezhet olyan halmaz sem, aminek minden halmaz eleme, hiszen ennél a halmaznal nem volna
nagyobb szamossagi halmaz. Ugyanennek a ténynek egy ravaszabb megfogalmazasa a Russel paradoxon.
Alljon az R halmaz mindazon halmazokbél, amelyek nem tartalmazzdk nmagukat elemként: R := {A:
A ¢ A}. Kérdés, hogy vajon R eleme-e R-nek. Ha igen, akkor R ¢ R, ha nem, akkor pedig R definiciéja
szerint nem teljesiil, hogy R ¢ R, azaz R € R. Ejnye.

Bertrand Russel a paradoxont 1901 koriil vette észre (éppen a fenti Cantor tétel kapcsan), és a
matematikusoknak jépar évnyi fejtorésébe keriilt, mig sikeriilt tisztdzni a latszdlagos ellentmondast.
Russel eredménye szamos formaban lett kozismert. Ezek egyike a borbélyparadoxon: tegyiik fel, hogy
egy varosban egyetlen borbély van, és igaz, hogy pontosan azokat a férfiakat borotvalja ez a borbély,
akik maguk nem borotvélkoznak. Borotvédlkozik-e a borbély, vagy sem? (Nem az a megfejtés, ami a
kovetkez6 feladvanyé. Hazamegy a favagd, és igy szdl a fidhoz: ,, Te az én fiam vagy, de én nem vagyok
az apdd.”. Na, hogy lehet ez, ha a favagd igazat mond?)

A paradoxont a halmazelmélet axiomatikus megalapozasa oldotta meg. Ahogyan a vilag Osszes
halmaza nem lehet egyetlen halmaz eleme, gy a paradoxonban definidlt halmazok osztélya (azaz R)
sem alkot halmazt. A halmaz a matematikdaban alapfogalom, nem definidljuk, de nem igaz az az intuitiv
kép, hogy minden, amirél beszélni tudunk, az egyuttal halmaz is.

7.20. Tétel [(0,1) x (0,1)] = 2%, azaz a nyilt eqységnégyzetnek kontinuum sok pontja
van. Mds széval kontinuum sok kontinuum méretd halmaz unidja is (csak) kontinuum
$2dmossagl.

7.21. Kovetkezmény Megszamlalhatoan sok kontinuum méreti halmaz unioja konti-
nuum szamossdagu. Kontinuum és megszamldalhato halmaz unioja kontinuum.

Bizonyitds. Vildgos, hogy [(0,1)] = [(0,1) x 3|, és (0,1) x 3 C (0,1) x (0,1), ezért
|(0,1)] <1(0,1) x (0,1)]. A Cantor-Bernstein tétel szerint tehat elegendé egy f : (0,1) x
(0,1) — (0, 1) injekciét adni. Legyen tehdt (x,y) € (0,1) x (0,1) tetszéleges. Legyenek
mondjuk z = 0, x12223... és y = 0,y192y3 . .. a tizes szamrendszerbeli alakok. Legyen
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f(z,y) := 0,z10122y2 . ... Vildgos, hogy f(z,y) egy jol meghatarozott (0,1)-beli szam
(hiszen nem lehet, hogy valahonnan kezdve csupa 9-est tartalmaz). Az is vildgos, hogy
ha f(z,y) adott, akkor abbdl x és y meghatarozhatd, vagyis f injektiv. Nekiink pedig
éppen erre van sziikségiink. n

Erdemes meggondolni, hogy a fenti bizonyitdsban szerepld f miért is nem bijekcié. (Ha ugyanis az
volna, nem lett volna sziikség a Cantor-Bernstein tétel alkalmazdséra.)

7.22. Kovetkezmény Az R és C egyarant kontinuum szamossdgu halmazok.

Bizonyitds. R el6éll megszamlalhato sok (0, 1) intervallummal azonos szémossagu halmaz
egyesitéseként. C-nek annyi pontja van, mint az R? siknak, és R? eléall kontinuum sok
egyenes unidjaként. O

Igazén szuper, hogy a kontinuum t6bb, mint megszamlalhatd, de vajon van-e olyan halmaz, aminek
a szamossaga szigoruan e két szamossag kozé esik? A kérdés jogos és érdekes, Cantor vette fel elGszor.
Kerestek ilyen halmazt, de senki nem taldlt. Préobaltak hat bebizonyitani, hogy nem létezhet ilyen, am ez
sem jart sikerrel. 1900-ban Parizsban a nemzetktzi matematikai kongresszuson David Hilbert, az akkori
idok egyik legbefolydsosabb matematikusa tartott eldadast arrdl, hogy mik az akkori matematika elétt
all6 legfontosabb problémak. Itt 10 probémat ismertetett, késobb a lista 23-ra boviilt. Olyan probléméak
szerepeltek a listdn, mint a mindmdig megoldatlan Riemann sejtés és Goldbach sejtés. Hilbert legelsé
problémaja pedig éppen ez a kérdés volt. Azaz, igazoljuk az aldbbiakat.

7.23. (Kontinuum hipotézis) Nem létezik olyan H halmaz, amire ¥y < |H| < 2%
teljestil.

A 7.23. kontinuum hipotézis dltaldnosan is megfogalmazhato.

7.24. (Altalénosftott kontinuum hipotézis) Ha X egy végtelen halmaz, akkor nem létezik olyan
H halmaz, amire | X| < |H| < |P(X)| teljesiil.

Igaz vagy sem a kontinuum hipotézis? Ha tudjuk, akkor miért nem tétel? Ha nem tudjuk, akkor
miért nem sejtés? Nos, Kurt Godel és Paul Cohen egy-egy eredménye egyiitt adja meg az egészen
varatlan valaszt. Godel azt igazolta, hogy a halmazelmélet szokdsos axiémaibol (akar a kivélasztdsi
axiémaét is beleértve) nem lehet a kontinuum hipotézist céfolni, igy semmiképp sem varhaté, hogy valaki
egy megszamlalhaté és kontinuum kozotti halmazt konstrual. Cohen eredménye pedig azt mutatja, hogy
a kontinuum hipotézis a szokasos axiomarendszerben nem bizonyithaté. Ez azt jelenti, hogy a kontinuum
hipotézis eldonthetetlen a halmazelméleten beliil: akar a kontinuumhipotézist, akar annak céfolatat
(de csak az egyiket) felvessziik az axiémdk kozé, akkor ett6l nem keriil ellentmondds a halmazelmélet
axiémarendszerébe. Mds szavakkal: a kontinuumhipotézis éppligy logikailag fiiggetlen ZFC-t6l (azaz a
kivélasztdsi axidméval kiegészitett Zermelo-Fraenkel axiémarendszertél), mint ahogyan a kivdlasztdsi
axioma volt logikailag fliggetlen a ZF-t6l vagy ahogyan a parhuzamossagi axiéma fiiggetlen a geometria
maradék axiémaitol.
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