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Bevezetés

Ez a jegyzet nagyjabdl a BME-n, a 2007/2008-as tanév masodik félévében a mérnsk-informatikus
hallgaték szamara eléadott, VISZA 110 fedénevii, ,,Bevezetés a szamitdselméletbe 2.” c. el6adas anyagét
tartalmazza. A jegyzet elsédleges célja a vizsgara vald felkésziilés. Nem pdtolja a rendelkezésre allo,
konyvformatumn jegyzetet, amellyel szdmos tekintetben egyezik. Elénye mégis talan annyi, hogy szoro-
sabban kapcsolédik az éran leadott anyaghoz, és igy koncentraltabban tartalmazza a vizsgan szamonkért
tudést. A jegyzet valamennyire tul is mutat azonban az el6adason elhangzottakon, igy olyan részeket is
tartalmaz, amelyek ismeretét nem koveteljiik meg a vizsgan. Ha tehat valaki egészen véletleniil komo-
lyabban érdeklodik egy-egy témakor irant, azok szaméra odabiggyesztettem néhany, dltalam érdekesnek
itélt megjegyzést. Ezek lébjegyzetberﬂ ill. apré betiis szedéssel olvashatoak. Ne felejtsiik el azonban, hogy
ezek csupan a tananyagot kiegészité megjegyzések: ahhoz, hogy egy adott anyagrészben valaki tényle-
gesen elmélyiilhessen, a valédi szakirodalmat (is) érdemes tanulményoznia.

Hogyan célszerti a jegyzetet hasznalni, és egyaltalan: hogyan folyik a vizsga?

A jegyzetet igyekeztem tgy Osszedllitani, hogy abban minden szerepeljen, amit a vizsgdn kérdez-
hetiink. Valésziniileg ez nem sikeriilt tokéletesen, de a szandék megvolt. A jegyzet a definicio-tétel-
bizonyitds szentharomsag alapjan nyugszik: a definialt fogalmakat délt betis szedéssel jeleztem, a tétel
(4llitas, megfigyelés, lemma) elétt félkovéren adom meg, mirdl is van sz6, a bizonyitdsok végét pedig
olyan kiskocka jelzi, mint amilyen pl. e sor végén is all. O

Az is cél volt, hogy ne legyen til szdraz az anyag. A jegyzet ezért tartalmaz a tananyagot kiegészito,
ill. ahhoz kapcsolddé, érdekesnek itélt informacidkat is. Az igy kozolt ismereteket a vizsgan tehdt nem
koveteljitkk meg: az az altalanos irdanyelv, hogy az apré betilivel szedett részeket még a jeles osztalyzatért
sem kell tudni. Talan nem tul kockazatos azt kijelenteni, hogy a normal szedésii részek behaté ismerete
elegend6 a jeles osztdlyzathoz. A spektrum mésik végének teljesitésére mér lényegesen tobb lehetéség
kinalkozik. Elégtelent pl. tgy lehet szerezni, hogy a vizsgazé nem tudja pontosan kimondani valamelyik
lényeges definiciét, tételt vagy allitast. Eredményes mddszer az is, ha a definicidkat és tételeket sz6 sze-
rint bemagolja a hallgato, de a vizsgan bemutatja, hogy nem érti, mirél beszél. Mas széval: a legaldabb
elégséges osztalyzatnak feltétele a torzsanyaghoz tartozo fogalmak, dllitasok pontos ismerete, azaz, hogy
a hallgato ezeket ki tudja mondani, képes legyen azokat alkalmazni és azokra sziikség esetén példat mu-
tatni. Az elégséges osztdlyzatnak nem feltétele, hogy minden ismertetett bizonyitast tokéletesen ismerjen
a vizsgazo6. SOt: akar egyet sem kell tudni. Azonban aki ennek alapjan prébal levizsgazni, az azt iizeni
az Ot vizsgaztaténak, hogy nagyon nem érdekli 6t az anyag. Mint gyakorld vizsgaztaté elmondhatom,
hogy ez engem arra 6sztonodz, hogy alaposan gy6zodjek meg a definiciok és tételek kell§ szint{i isme-
retérdl, mert azt gondolom, hogy szamos olyan allitast tartalmaz a tananyag, amit ugy a legkénnyebb
megérteni, ha ismerjiik a bizonyitast, vagy legaldbb annak vazlatat. Altalz’mosszigban elmondhaté, hogy
sokkal fontosabb (értsd: elengedhetetlen), hogy egyetlen témakorben se lehessen zavarba hozni a vizs-
gazO6t, mint egy-egy bizonyitds részletes ismerete. Akinek ,sajnos” nem jut ideje a ferdetest obskurus
definiciéjat megtanulni, de hatosra tudja a Menger tételt, az éppugy megbukik, mint az, aki semmit sem
tud a primszam definiciéjan kiviil, és azt is csak alig.

A vizsga lebonyolitdsa gy torténik, hogy minden vizsgara jelentkez6 hallgaténak kisorsolunk egy
tételt az itt is megtalalhatd tételsorbdl. Ezt kovetden legalabb 45 perc felkésziilési id6 alatt a hallgato
kidolgozhatja a tételét, célszeriien vazlatot ir. A szdmonkérés abbdl all, hogy a kidolgozott vazlat alapjan
ki kell tudni mondani a vizsgatételben szereplo definicidkat és tételeket, illetve reprodukélni kell tudni
a bizonyitasokat. Ha nem megy magatdl, a vizsgaztatd segit. Szamitani kell arra is, hogy masik tétellel
kapcsolatos fogalmakra, éllitasokra is rakérdez a vizsgaztatd. A vizsgaztatd személye a helyszinen dél

IMint pl. ez is, itt.
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el, az esetek tobbségében valamelyik el6add vagy gyakorlatvezetd el6tt kell szamot adni a tudésrol.

Hogyan is jott 1étre a jelen segédlet? A jegyzet frasa 2004 tavaszan kezd6dott, azdta hizik az anyag.
Minden félév végén (legaldbbis eddig) az eléaddson elhangzottaknak megfeleléen igazitok a tartalmon,
és igyekeztem folyamatosan gyomldlni a jelent8s széamban felbukkané hibakat is. (Volt, van, lesz bel6liik
béven.) Ebben a harcban mulhatatlan érdemeket szereztek azok a hallgatok (és kollégdk), akik jelezték,
ha elirast vagy hibat talaltak. Munkajukat eztuton is koszoném. Remélem, hogy ennek nyoman a jegyzet
hasznalhatésaga jelentésen javult, és szdmos késébbi hallgaté felkésziilését konnyiti meg. Természetesen
mindehhez én is hozzdteszem a magamét: minden atdolgozaskor ijabb elirdsokat és tévedéseket illesztek
az anyagba az egyensuly megorzése érdekében.

Valészintileg minden eréfeszités ellenére valdszintileg szamos hiba maradt a most kozreadott jegyzet-
ben is. Természetesen minden ilyen hidnyossdgért egyediil az enyém a felelésség. A jegyzettel, az abban
taldlhato, akar helyesirasi, nyelvhelyességi, akdr modszertani, akar matematikai hibakkal kapcsolatos
megjegyzéseket és a konstruktiv hozzaszélasokat koszonettel fogadom a fleiner@cs.bme.hu cimen. Un-
nepélyesen igérem, hogy az érdemi kritika figyelembevételével igyekszem tovabb javitani az anyagot.
A jegyzet reményeim szerint karbantartott valtozata a www.cs.bme.hu/~fleiner/jegyzet weblaprol
toltheto le.

Pér sz6 végill a szerzoi jogokrol.

A jelen munka jelentds része szellemi termék, és nemesak a szerzéé. A szerzéi jogok tekintetében
a szerzd elképzelései az aldbbiak. E munka jelenlegi formajdban szabadon maésolhaté, terjeszthetd,
de kizarélag a szerzé és a forrds pontos megjel6lésével és ingyenesen. Ugyanez a megkotés 6roklédjék
minden olyan szerzéi jog hatdlya ala es6 dologra, ami a jelen munka fenti tipust felhasznaldsa soran
szdrmazik. A fent emlitettd] eltérd felhaszndlds (pl. az anyag szerkesztése, atdolgozdsa, drusitdsa)
kizardlag a jelen munka szerzojének engedélyével lehetséges.

Minden olvasénak sikeres felkésziilést és eredményes vizsgazast kivanok.
Budapest, 2008. majus 21.

Fleiner Tamas

Jegyzetevolicié-blog

2008. 05. 16. 19.35: ,Béta verzid!”

2008. 05. 21. 14.00: jegyzet 1.0. Atalakult a szdmelmélet rész utani kongruencidkat targyalé szakasz. A pdf azt hiszem,
fapados, ha vkinek ez gond, szdljon. Zsolnay Karoly és Vandra Akos vett észre hibskat, ezeket javitottam.

2008. 06.09. 16.00: jegyzet 1.1. Radi Attila taldlt hibdkat. Sajnos nem tudtam megirni par kiegészitést, amit majd egyszer
taldn megteszek.

2008. 06.12. 15.40: jegyzet 1.2. Hidasi Péter és Virag Daniel taldltak hibakat.

2009. 06. 22. 19.00: jegyzet 1.3 Jod Adsm, Szarnyas Gabor és Véneki Balazs segitettek.

2010. 05. 10. 12.20: jegyzet 1.4 Wiener Gabor segitett.

2011. 05. 23. 18.00: jegyzet 1.5 Bui Duy Hai vett észre t&bb pontatlansigot.
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Bevezetés a Szamitaselméletbe I1. vizsgatételek
(2007/2008. masodik félév)

. Euler-korok és -utak, ezek létezésének sziikséges és elégséges feltétele. Hamilton-korok és -utak.

Sziikséges feltétel Hamilton-kor /it 1étezésére. Elégséges feltételek: Dirac és Ore tétele.

Grafok szinezése, kromatikus szam. A kromatikus szdm becslései a klikkszam, a maximélis fok-
szdm és a fiiggetlen pontok maximdlis szdma segitségével. Brooks tétele (biz. nélkiil). Mycielski
konstrukcidja.

Sikbarajzolhaté grafok kromatikus szdma. Perfekt grifok, Lovdsz gyenge perfekt graf tétele (biz.
nélkiil), erés perfekt graf tétel (biz. nélkiil), intervallumgrafok perfektsége. Elkromatikus szdm,
viszonya a maximalis fokszdmhoz, Vizing-tétel (biz. nélkiil).

. Halézat, halézati folyam és (s, t)-vdgds fogalma, folyam nagysdga, (s,t)-vdgas kapacitdsa. Ford-

Fulkerson tétel, Edmonds-Karp tétel (biz. nélkiil), egészértékiiségi lemma. A folyamprobléma §l-
taldnositdsai.

Menger tételei. Tobbszoros Osszefiiggdség és élosszefiiggtség. Dirac tétele (biz. nélkiil).

Paros graf fogalma, karakterizacidja. Parositasok paros grafban, a javitéutas moédszer. Konig, Hall
és Frobenius tételei.

Parositdsok tetszbleges grafban, Tutte tétele (csak a konny(i irdny bizonyitdsdval). Gallai tételei.
Grafok és matrixok: szomszédsagi matrix és hatvanyainak jelentése, illeszkedési métrix és rangja.

Oszthatdséag, felbonthatatlanok, a szamelmélet alaptétele. Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos
tobbszoros, osztok szama. Euklideszi algoritmus. Nevezetes tételek primszamokrol: primek szama,
hézag a szomszédos primek kozott, Csebisev-tétel (biz. nélkiil), Dirichlet tétele (biz. nélkiil).

Kongruencia fogalma, alapmiiveletek kongruencidkkal. Linearis kongruenciak megoldasa Euklideszi
algoritmussal, a megoldhatéséag feltétele, megoldasok szama.

Teljes és redukalt maradékrendszer fogalma, ¢-fliggvény, kiszdmitasa. Euler-Fermat tétel, kis
Fermat-tétel.

Muvelet fogalma, félcsoport, csoport, Abel-csoport. Csoportok szamokon, matrixokon, diédercso-
port. Példak véges és végtelen, kommutativ és nem kommutativ csoportra, mind a négy lehetséges
varidciéban.

Elem rendje, részcsoport, generdlt részcsoport, ciklikus csoport. Mellékosztalyok, Lagrange tétele,
kovetkezménye az elemek rendjére vonatkozéan. A szimmetrikus csoport. Csoportok izomorfidja,
Cayley tétele.

Gyrt és test fogalma, véges és végtelen példak. Szamelmélet és algoritmusok: sszeadds, szorzas,
maradékos osztas, hatvanyozds 1épésszama. Modulo m hatvanyozds polinomidlis id6ében.

Primtesztelés, Carmichael szamok. Nyilvanos kulcst titkosiras és digitalis alairas fogalma, megva-
l6sitasuk RSA-kédolas segitségével.



1. fejezet

Grafelmélet

1.1 Euler és Hamilton bejarasok

Def.: A G = (V,E) graf Euler-sétaja (Euler-kirsétdija) a G graf egy olyan (kor)sétdja, amely G
minden élét pontosan egyszer tartalmazza.

Voltaképpen a G graf éleinek olyan bejarasardl van sz6, melyben minden élt pontosan egyszer érintiink. Ez a rejt-
vényujsagokban szokdasos, ,rajzoljuk le egy vonallal, a ceruza felemelése nélkiil” tipusu fejtoré absztrakt valtozata: ha a
lerajzolandé abrat egy (sikbarajzolt) graf diagramjanak tekintjiik, melynek csicsai az dbra csomdpontjai, élei pedig a
csomépontok kozott futéd ivek, akkor pontosan abban az esetben oldhaté meg a feladvany, ha létezik az emlitett grafnak
Euler-sétéja.

A gréafelmélet sziiletését a ,Konigsbergi hidak probléméjanak” megolddsahoz szokas kotni. Tortént ugyanis, hogy 1736-
ban Leonard Euler megvalaszolta varosa, a porosz Koénigsberg polgarait izgalomban tarté kérdést, miszerint miért nem
sikeriil szdraz labbal olyan sétat tenniiik, melyben a Pregolia folyé hét hidjanak mindegyikén pontosan egyszer haladnak
at, és mindekodzben vizijarmiivet nem vesznek igénybe.

1.1. abra. Konigsberg a XVIII. szazadban, és Kalinyingrad a XXI.-ben.

Euler megfigyelte, hogy az egyes szarazfoldeket cstucsoknak, a hidakat pedig kozottitk futd éleknek tekintve éppen
egy minden élt pontosan egyszer tartalmazé élsorozat 1étezése a kérdés. A konkrét esetben pedig nem teljesiil az aldbb
kovetkezd sziikséges feltétel

1 Jegyezziik meg, hogy Konigsberg mai neve Kalinyingrad, és a Kalinyingradi Orosz Exklavé székhelye. Az exkladvé
annyit tesz, mint Oroszorszag olyan Osszefiiggé komponense, amely nem tartalmazza Moszkvat. Szomszédai Litvéania és
Lengyelorszdg, igy 2004 6ta az EU veszi koriil Oroszorszag egy részét. Kalinyingrad stratégiai jelentésége abbdl fakad,
hogy ez az Orosz Foderacié egyetlen fagymentes balti tengeri kikotéje, a szovjet balti flotta kordabbi alloméshelye.

Konigsberg tehat a grafelmélet bolesdjének tekinthetd. A matematika szempontjdbdl azonban nemcsak emiatt fontos,
hiszen sziilétte volt a szdmelmélész Christian Goldbach (akinek sejtésére késébb tériink ki), a geométer David Hilbert de
a szamelmélettdl a Fourier-analizisig szdmos teriiletet miivel6 Rudolf Lipschitz és még sokan masok is. A varos a korabeli
szellemi életnek szintén az egyik kozpontja volt: innen szarmazik példaul a filoz6fus Immanuel Kant és a fizikus Gustav
Kirchhoff, utébbirdl szintén szé lesz nemsokara.

Eulerrdl egy érdekes tény még, hogy ha a ma kombinatorikdval foglalkozé6 matematikusokndl megvizsgdljuk ki volt a
doktori témavezetdjének a doktori témavezet&jének a ... stb, akkor az esetek jelentds részében Leonard Eulerig jutunk: a
jelen jegyzet szerzdje is az § kobiikunokdja. A hidakra visszatérve emlitést érdemel még, hogy a jelenlegi hidak koziil mar
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Allitas: Ha a véges G grafnak létezik Euler-kérsétaja, akkor G minden cstcsédnak péros a fokszéma.
Ha G-ben létezik Euler-séta, akkor G-nek 0 vagy 2 paratlan foku csticsa van.

Biz.: A séta éleit az azokon val6 dthaladds szerint irdnyitva minden v csiics befoka (azaz a v-be
befuté élek szdma) azonos lesz v kifokdval (azaz a v-bél kiindul6 élek szdmaval), kivéve esetleg az els§
és utolsé csicsot. A v csiics fokszama pedig a kifoka és befoka Gsszege, tehat ha ezek egyenl6ek, akkor
d(v) feltétleniil paros. O

Az iménti sziikséges feltételnek az értelmes megforditdsa is igaz.

Tétel: H Ha a G = (V, E) graf véges és osszefiiggd, akkor

1. G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha G minden csicsa paros fok, ill.
2. G-nek pontosan akkor van Euler-sétdja, ha G-nek 0 vagy 2 paratlan fokud cstucsa vanf

Biz.: 1.: A sziikségesség a fenti megfigyelésbdl kovetkezik. Az elégségességet G élszama szerinti
indukciéval bizonyitjuk. 0-éli grafokra a tétel nyilvanvaldéan igaz. Tegyiik fel, hogy m-nél kevesebb éli
grafokra a tételt mar bebizonyitottuk, és legyen G-nek m éle.

G-ben létezik egy C' kor, mert minden fokszam legaldbb kett6: ha
elindulunk G egy tetszdleges csticsabdl, és mindig csatlakoz6 éleken
lépiink tovabb, akkor egyszer egy kordbban érintett v cstcsba kell .2 - e
jutnunk, hisz elséfokd pont hijan sosem akadhatunk el. A v cstcs két %
érintése kozott pedig éppen egy kort jartunk be.

Tekintsiik a G’ = G — C grafot, mely C éleinek torlésével kelet-
kezik G-bdl. G’ minden egyes komponense véges, 6f, m-nél kevesebb
élt tartalmaz, és minden fokszama paros, ezért az indukcids felte-
vés miatt minden komponensnek van Euler-korsétaja. A G graf C*
Euler-korsétdjat ugy kapjuk, hogy a C' kor v cstcsabdl indulva C
élein haladunk végig, azonban mikor egy nemtrividlis komponensbe
érkeziink, akkor az adott komponens Euler-korsétaja szerint haladunk ©
tovabb, majd miutan azzal végeztiink, folytatjuk a C kor bejarasat.
(Itt felhasznaltuk, hogy ha egy komponensnek van Euler-korsétdja, /-
akkor van olyan Euler-korsétdja is, aminek kezd6- (és igy végpontja)

a komponens egy adott csticsa.) A kapott élsorozat nyilvan G Euler-
korsétaja lesz.

Megadunk a tétel elsé részében az elégségességre egy maésik lehetséges bizo-
nyitast. Ez G csucsainak szamdéra vonatkozé teljes indukciéval torténik. Ha G-nek
egyetlen csicsa van, akkor G-nek csak hurokélei lehetnek; ezek pedig tetszéleges
sorrendben felsorolva egy Euler-korsétat alkotnak. Tegyiik fel tehat, hogy az n—1 K1
cstucsu grafokra mar tudjuk az allitast, és legyen G-nek n cstcsa, ezek egyike le-
gyen v. Legyenek Ki, K»2,...Ks a G — v graf komponensei. Allitjuk, hogy v-bdl Ky
legalabb két él vezet mindegyik K;-be. Mivel G 6f, ezért v és K; kozt van él. Ha
tekintjiik a v és K; 4ltal feszitett G[K; + v] részgrafot, akkor ez minden Kj;-beli
végponttal rendelkezd élt tartalmaz, ezért G[K; + v] minden K;-beli pontjdnak
fokszdma péros. A G[K; + v] graf fokszamosszege azonban csak tgy lehet péros,
ha v foka is pdros, ami eszerint legalabb 2.

Azt kaptuk tehét, hogy v-b8l G — v minden komponensébe legalabb két él
vezet. Most végezziik el a kovetkez6 dtalakitdasokat. Hagyjuk el a v-re illeszkedd K4
hurokéleket. Rendezziik parokba a v-bdl indulé (nem hurok)éleket, és ha vu, vw
egy ilyen élpar, akkor helyettesitsiink azokat egy uw éllel. Arra kell azonban tigyel-
niink, hogy az élek parositdsit ugy végezziik el, hogy minden Kj;-re legyen olyan
vu, vw élpar, hogy u a K;, w pedig a K;11 pontja (ahol Ks41 = K1). Hagyjuk el
ezutdn a v csucsot. A keletkezd G(v) graf 6f lesz (hisz a K; komponenseken , kor-
be” lehet menni. Rédadasul G(v)-nek n — 1 csicsa van, és G(v)-ben minden cstics
foka megegyezik az adott csics G-beli fokdval, tehat paros. Az indukcids feltevés
szerint tehdt létezik G(v)-nek Euler korsétaja. Ebbél tgy kapjuk meg G egy Euler
korsétdjat, hogy minden alkalommal, amikor G(v) egy djonnan bevezetett élén
haladunk végig, olyankor e helyett a megfelel§ két élt jarjuk be, és athaladunk
v-n, majd a korséta végére biggyesztjiik a v-beli hurokélek bejarasat. Ez pedig azt
jelenti, hogy G-nek létezik Euler korsétaja, azaz igazoltuk az indukcids 1épést.

2.: Ha GG minden cstcsanak foka ps, akkor 1. miatt 1étezik Euler-korséta, ami egytttal Euler-séta is.
Egyébként hizzunk be G ptn foki csticsai kozott egy 1j e* élt. 1. miatt a keletkezd G’ grafnak létezik

K3

csak kettd emlékeztet a korabeliekre. Egy hidat a németek 1935-ben épitették 1jjé, mig kettSt a Brit hadsereg bombazott le
a torténelmi varoskoézpont megsemmisitésekor, 1944 augusztusaban. Késébb, a szovjet idékben tovabbi két hidat valtottak
ki wjakkal. (Ld. az 4brét)

2Az egyik els6 grafelmélettel foglalkozé koényvben a tétel elsé része igy szerepel: Egy véges G grafnak akkor és csak
akkor van Euler-korsétdja, ha G Osszefiiggs és paros. Tanulsdgos meggondolni, miért is nem igaz ez az allitas.

3J6, j6, de mi van akkor, ha G-nek pontosan egy paratlan foki pontja van? Az elsének tanult grafos tétel segit. ..
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Euler-korsétéja, feltehetjiik, hogy e* a kor utolsé éle. Az e* él Euler-korsétabdl valé torlésekor éppen G
egy Euler-sétdjat kapjuk. O
A fenti tétel bar irdnyitatlan grafokrdl szolt, irdnyitott grafokra is hasonlé eredmény mondhaté ki. Az Euler-séta ill.

korséta irdnyitott véltozata a definicié értelemszerii médositasaval kaphaté meg, és a paros fokszdmokra vonatkozé allitas
az aldbbiak szerint mdédosul.

Allitas: Ha a véges, irdnyitott G grafnak létezik Euler-korsétdja, akkor G minden csicsdnak ugyanannyi a befoka
mint a kifoka, azaz tetszdleges v csicsra igaz, hogy a v-be befuté élek szama megegyezik a v-bél kiindulé élek szamaval.
Ha Euler-sétdja van G-nek, akkor lehet két kivételes csics: az egyikben a befok eggyel tobb a kifoknél, a mésiknél a kifok
nagyobb a befoknal eggyel.

A bizonyitas a fenti bizonyitas értelemszerti médositasa. A fenti tétel aldbbi megforditasa teljesiil.
Tétel: Ha a G = (V, E) irdnyitott graf véges és irdnyitatlan értelemben Gsszefiiggd, akkor
1. G-nek pontosan akkor van Euler-korsétdja, ha G minden csicsdba ugyanannyi él fut be, mint ahdny onnan
kilép, ill.
2. G-nek pontosan akkor van Euler-sétdja, ha G-be behtizhaté legfeljebb egy irdnyitott él gy, hogy a kapott graf
rendelkezzen az 1. pontban megfogalmazott tulajdonsaggal.

Barmelyik fent kozolt bizonyitas értelemszerii médositasa igazolja a fenti tételt. Ez az irdnyitott valtozat a Menger
tételnél lesz hasznos a tovabbiakban. Jegyezziik meg azt is, hogy sem az irdnyitatlan, sem pedig az iranyitott véaltozatndl
nem kellett feltenni a szébanforgd graf egyszertiségét: az elmondott bizonyitasok miikddnek parhuzamos és hurokélek
megléte esetén is. (A mésodik bizonyitds lényegesen tdmaszkodott is erre.)

Def.: A G graf Hamilton-kire (Hamilton-itja) a G olyan kore (iitja), mely G minden csiicsdt tar-
talmazza.

Megjegyzés: Mivel egy korben (idtban) szereplé minden csics kiilonbozé, ezért a Hamilton-kor
(Hamilton-it) a G graf olyan bejérdsa, mely G minden csicsat pontosan egyszer érinti.

Allitas: Ha a véges G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-it), akkor G-nek k tetsz8leges
pontjat tordlve, a keletkezd grafnak legfeljebb & (ill. k£ + 1) komponense van.

Biz.: Ha a GG graf maga egy Hamilton-kor (Hamilton-ut), akkor az dllitas vildgos. Ha G-nek tovabbi
élei is vannak, akkor a pontok torlése utan keletkezd komponensek szama csak csokkenhet. O

Megjegyzés: A fenti dllitas egy sziikséges, &m nem elégséges feltétel. A Petersen-grafnak
nincs Hamilton-kore, noha teljesiti a feltételt. Ha volna Hamilton-kore, akkor 3 szinnel szinez-
hetnénk az éleit igy, hogy az azonos szinfi élek paronként diszjunktak legyenek. (A Hamilton-
kor 10 élére kell 2 szin, a kimaradé élek pedig diszjunktak, mivel a Petersen-graf 3-reguléris.)
Mérpedig a kiils§ 6tszog és a hozzd csatlakozé élek 3-szinezése (a szimmetria miatt) lénye-
gében egyértelmii, és ez nem terjeszthetd ki globdlis 3-szinezéssé.
Ha a Petersen-graf kiilsé korébdl a, belsé korébdl pedig b csicsot hagyunk el, akkor a
kiils6 ill. belsé koron keletkez6 komponensek szama legfeljebb a ill. b, vagyis a grafnak nem
keletkezhet 6sszességében a + b-nél t&bb komponense. (Ha a = 0 vagy b = 0, akkor az adott
korén egy komponens keletkezik, de ennek a komponensnek a ,,masik” koérbél is lesz pontja.) A Petersen-graf

Vannak azonban j6l hasznalhato, elégséges feltételek is Hamilton-kor 1étezésére.

Dirac tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerti G' graf minden pontjanak foka legalabb %, akkor
G-nek van Hamilton-kore.

Ore tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerii G graf olyan, hogy uv ¢ E(G) esetén d(u) + d(v) >n
(azaz Osszekotetlen csticsok fokszamosszege legaldbb n), akkor G-nek 1étezik Hamilton-kore.

Megjegyzés: Ha egy grafra teljesiil a Dirac feltétel, akkor teljesiil ra az Ore is. Ezért a Dirac tétel
kovetkezik az Ore tételbol.

Pésa tétele: Ha az n-ponti (n > 3), egyszerli G graf fokszdmai di < do < ... < dp, és minden k < % esetén
di > k + 1, akkor G-nek 1étezik Hamilton-kére.

Allitas: Ha egy grafra teljesiil az Ore feltétel, akkor teljesiil ra a Pésa is. Ezért az Ore tétel kovetkezik a Pdsa tételbdl.

Biz.: Indirekt. Legyen dj < k valamely 1 < k < %—re, és legyen U a k legkisebb foku pont halmaza. Barmely U-beli
pont fokszama legfeljebb k, igy barmely két U-beli pont fokszdmosszege kisebb, mint n, ezért az Ore feltétel miatt U teljes
grafot feszit. Minden U-beli pontbdl tehat k — 1 él indul U-beli ponthoz, ezért legfeljebb 1 él indulhat U-n kiviilre. k < %
miatt létezik tehdt V(@) \ U-nak olyan v pontja, mely U egyetlen pontjdval sincs dsszekotve. Ekkor tetszéleges u € U
csticsra u és v fokszdmésszege legfeljebb k + (n — k — 1) = n — 1, ami ellentmond az Ore feltételnek.

Chvatal tétele: Legyen G n-pontd (n > 3), egyszer( graf, melynek fokszdmai di < d2 < ... < dj. Tegyiik fel, hogy
minden olyan k < %—re7 melyre di < k teljesiil, fennall a d,, _ > n—k egyenlétlenség. Ekkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Mésrészt, ha egy di < do < ... < d, sorozatra nem teljesiil az eléz6 feltétel, akkor van olyan G’ graf, aminek nincs
Hamilton-kére, és fokszdmainak df < dj < ... < dj, sorozatdra d; < d) Vi=1,2,...,n &ll fenn.

Megjegyzés: Ha egy gréfra teljesiil a Pésa feltétel, akkor teljesiil r4 a Chvatal is. Ezért a Pdsa tétel kovetkezik az
Chvétal tételbdl.
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Az Ore tétel bizonyitasa: Legyen G egy ellenpélda a tételre. Mi-
vel 1j élek behizasa nem rontja el az Ore-tulajdonsigot, feltehetjiik, hogy
G-ben barmely 1j él behuzasa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G bar-
mely két Osszekotetlen pontja kozott vezet Hamilton-ut. Ha tehdt w és v
nem szomszédosak, akkor létezik egy P Hamilton-ut u-bol v-be, feltehet-
jik, hogy ez az Ut az u = vy, v2,vs,...,v, = v sorrendben tartalmazza G
csucsait. Ha most vivg a G graf éle, akkor vg_1v, nem lehet G éle, mert
V1,U2, ooy Vk—1,Un, Un—1,Un—2, - - -, Uk, V1 €gy Hamilton-kor lenne, ellentét-
ben G valasztdsaval.

Ha tehat vy szomszédai a v;,vi,,...,v;, csdcsok, akkor w,-nek nem lehet szomszédja a
Viy—1,Viy—1,-..,0;, —1 csucsok egyike sem, azaz v, szomszédainak szama legfeljebb n — 1 — m lesz,
vagyis d(vi) + d(vp,) <m+n—1—m=n—1<n, ellentmondés. O

A Chvatal tétel bizonyitdsa: Feltehetjiik, hogy G cstcsai az 1,2,...n pontok, és d(1) < d(2) < ... < d(n).
Indirekt bizonyitunk, legyen G egy ellenpélda a tételre. Mivel 4j élek behuzdsa nem rontja el a Chvatal-tulajdonsagot,
feltehetjitk, hogy G-ben barmely 4j él behtzdsa létrehoz egy Hamilton-kort, azaz G barmely két Osszekotetlen pontja
kozott vezet Hamilton-it. Ha tehdt k és | nem szomszédosak, akkor az Pj; Hamilton-iton a k szomszédait megel6z6
pontok Vj; halmazdbdl nem futhat él I-be, mert akkor lenne G-ben Hamilton-kor. Ezért (figyelembe véve, hogy k € Vi)
d(k) +d(l) < d(k) + (n — 1) — d(k) = n — 1 teljesiil. (Ez id4ig tkp az Ore tétel bizonyitédsa.)

Vélasszuk most a nem szomszédos k, [ pontokat igy, hogy d(k)+d(l) maximaélis legyen. Feltehet8, hogy k < 1. (Vildgos,
hogy d(k) < %(d(k) +d(1)) < "Tfl < 4.) Mivel nem Vj; pontjait valasztottuk k helyett, ezért d(i) < d(k) &ll minden
i € Vi-re. Eszerint d(d(k)) < d(k), igy a Chvétal feltétel miatt d(n — d(k)) > n — d(k) all, vagyis G-nek legaldbb d(k) + 1
olyan pontja van, mely legaldbb n — d(k)-foku. d(k) < % miatt van tehdt e pontok kozott egy I/, mely nem szomszédja
k-nak, de ekkor d(k) + d(I') > d(k) +n — d(k) = n > d(k) + d(I), ellentmondésban [ vélasztdsdval. O

Megjegyzés: Ha csak a fokszamsorozat alapjan kell megmondani, van-e biztosan Hamilton-kor a grafban, akkor nem

allithatunk erésebbet a Chvéatal tételnél. Tetszbleges n € N-re és tetszbleges k < 5-re létezik ugyanis olyan n-ponti,

egyszerli graf, melynek nincs Hamilton-kore, de k db k-adfokd, (n — 2k) db (n — k — 1)-edfokd és k db (n — 1)-edfokud
pontja van. (Az innen adédé fokszadmsorozat csak k-ra sérti meg a Chvétal feltételt. Barmely fokszdm megnéovelésével
pedig teljesiil a Chvatal feltétel.) Legyenek ugyanis az A, B, C ponthalmazok rendre k, k ill. n — 2k pontiak, hizzuk be
C-n beliil az 6sszes élt, tovabba kossiik 6ssze B minden pontjit az dsszes tobbi ponttal. A fokszdamok a fentiek lesznek, de
B elhagyasaval k + 1 komponens keletkezik, nem taldlhaté tehat a grafban Hamilton-kor.

1.2 Grafok szinezései

Def.: A G graf k szinnel szinezhetd, ha G minden csucsa kiszinezheté k adott szin valamelyikére gy,
hogy G bérmely élének két végpontja kiilonbozd szinti legyen. A G graf kromatikus szama x(G) = k, ha
G kiszinezhetd k szinnel, de k — 1 szinnel még nem.

Amikor egy graf kiszinezésérdl beszéliink (hacsak nem jelezziik az ellenkez8jét), mindig a csticsoknak
a fenti szabdly szerinti szinezésére gondolunk. Egy konkrét szinezés esetén az azonos szintire festett
cstcsok halmazat (amely halmaz tehdt nem feszithet élt) szinosztdlynak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy
a szinosztaly mindig a szinezéstol fiigg, és dltaldban nem egyértelmi, hogy egy G grafot hogyan is kell
X(G) szinnel kiszinezni.

Megjegyzés: 1. Ha G k-szinezhet6, akkor G-ben nincs hurokél, hisz egy hurokél végpontjat nem
lehet a fenti szabdly szerint megszinezni.

2. A G graf k-szinezése tkp. egy olyan ¢ : V(G) — {1,2,...,k} leképezés, melyre c(u) = c¢(v) = uv ¢
E(G) teljesiil. (Ez a formélis definicié.)

3. A G graf egy (adott szinezéshez tartozd) szinosztdlydnak csicsai kozott nem fut él. A lehetséges
szinosztalyokrdl szol a kovetkezo definicié.

Def.: A G graf cstucsainak U részhalmaza fiiggetlen, ha G-nek nincs olyan éle, melynek mindkét
végpontja U-beli. A G graf fiiggetlen csicsainak mazimdlis szdma o(G) = [, ha létezik G-nek [ ponti
fiiggetlen ponthalmaza, de [ + 1 paronként 6sszekotetlen csiics mar nincs G-ben.

A kromatikus szdmot ezek szerint gy is definidlhatjuk, hogy x(G) a legkisebb olyan k egész, melyre
G csucshalmaza lefedhet6 k fiiggetlen ponthalmazzal.

Mik azok a gréfok amiket egy szinnel kiszinezhetiink, azaz mit jelent, hogy x(G) = 1?7 Vildgos, hogy amint G-nek van
éle, a két végpontjara két kiillonbozé szint kell haszndlni, illetve, ha G egy U.n. dresgrdf, aminek minden cstucsa izolalt,

akkor egy szin elegend8. Tehdt az 1-szinezhetd grafok éppen az iiresgrafok (azaz a teljes grafok komplementerei). Ennél
izgalmasabb osztalyt alkotnak azok a grafok, amikhez két szin elegendd.

Def.: A G graf paros graf, ha G két szinnel kiszinezhetd, azaz, ha y(G) < 2.

Megjegyzés: A fenti definici6 azzal ekvivalens, hogy a G graf pontosan akkor paros, ha G cstcsai két
diszjunkt halmazba oszthatdok gy, hogy G minden éle a két halmaz kozott fut, azaz mindkét halmazban
van egy-egy csucsa. (Ez egyébként a péros graf szokdsos definiciéja.) Minden péros gréfnak van tehdt
két szinosztalya, amik kozott az élei futnak. Azonban ez a két szinosztdly nem feltétleniil egyértelmii:
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pl az n pontbdl ll6 iires graf csicsainak tetszéleges két osztdlyra bontdsa teljesiti a feltételt. (Konnyen
lathat6, hogy a két szinnel valé szinezés pontosan akkor egyértelmii, ha a paros graf of.)

Ha hangsilyozni akarjuk, hogy a szébanforgé G = (V, E) graf pdros, [ P RP 09 ]A
és egyuttal az A és B szinosztalyokat is meg szerenénk adni, akkor hasz-
nalhatjuk a G = (A, B; E) jelolést.

Megﬁgyelés:( 1. Mincien péros hosszu kor paros graf, t.i. felvaltva ki [d/ 6 éﬁ/\&/\b ]B
lehet szinezni a csicsait két szinnel.
2. Paratlan korre ezt nem tehetjitkk meg, mert mikor korbeériink, két azonos szinii pont szomszédos lesz.
A paratlan kor tehdt nem paros graf.
3. Ha egy graf paros, akkor minden részgrafja is paros.
4. Paros graf ezért nem tartalmazhat ptn kort. Megadjuk a paros grafok egy ekvivalens jellemzését.

Tétel: A G véges graf pontosan akkor paros, ha G nem tartalmaz paratlan kort (azaz, ha G minden
kére péros).

Kov.: Mivel a faban nincs kor (hdt még ptn kor), ezért minden fa paros graf.

A tétel bizonyitasa: Sziikségesség: az el6z6 megfigyelésbol kozvetleniil adodik.

Elégségesség: tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz paratlan kort. Azt ( v D A
kell megmutatni, hogy létezik alkalmas 2-szinezés. Mivel élek csak a graf \
komponensein beliil futnak, ezért elegend6 egy komponensen beliil talalni C /< § ) B

egy 2-szinezést, azaz feltehetd, hogy G 6f. Legyen F a G egy feszitéfdja, és (g bg \k\ ) A
v pedig G egy tetszdleges pontja (F gydkere). Legyen A a v-t8l az F fén ]/

paros tavolsagra levé cstucsok, B pedig a v-t6l F-en paratlan hosszu tton @ R ™) B
elérhetd cstcsok halmaza. (Pl v € A.) Vildgos, hogy F minden éle A és /\ |

B kozott fut, de megmutatjuk, hogy ugyanez G-re is igaz. Innen az &llitas @o> ybo ® )Ha

kovetkezik, hisz ezaltal G pontjait két szinosztalyra tudtuk bontani.

Ha tehét futna G-nek egy xy éle (mondjuk) az A halmazon beliil (B-re a bizonyitds szé szerint
megegyezik), akkor 1létezne G-ben egy xy...v...x pdratlan hosszisdgu korséta, melyet az iménti él, a
v-t az xz-szel ill. a v-t az y-nal Osszekoté F-beli utak hatdroznak meg. Ha ebbdl a korsétabdl levagjuk
az F-beli va és vy utak kozos részét, akkor a sétabol paros sok él marad ki, és egy G-beli paratlan kort
kapunk, ami ellentmondés. O

Def.: A G gréaf klikkje a G teljes részgrafja. A G graf w(G)-vel jelolt klikkszdma G legnagyobb
klikkjének pontszama, azaz a legnagyobb olyan k szam, melyre létezik G-ben k paronként Gsszekotott
csucs, de k + 1 mar nem létezik.

Allitas: Minden irdnyitatlan, véges G grafra w(G) < x(G) < A(G) 4 1 valamint x(G) > (el

teljesiil, ahol n a G cstcsainak szaméat jelenti.

Biz.: G pontjainak kiszinezésével a maximalis klikk pontjait is kiszinezziik, mégpedig kiillénboz6
szinekkel. Ebbél vilagos az elsé egyenlétlenség.

Midsrészt az un. mohd szinezés mutatja, hogy barmely G graf (A(G) + 1)-szinezhetd. Szinezziik ki G
pontjait vy, ve, ... v, sorrendben ugy, hogy az i-dik 1épésben v;-t olyan szinre szinezziik, ami nem szere-
pel v; kiszinezett szomszédain. Mivel v;-nek legfeljebb A(G) kiszinezett szomszédja lehet, és mindegyik
szomszéd legfeljebb egy-egy szint zar ki, v; szinezése elvégezhetd a rendelkezésre all6 szinek valamelyi-
kével. vy, kiszinezése utdn G egy (A(G) + 1)-szinezését kapjuk, ami a mésodik egyenlStlenséget igazolja.

A tétel mdsodik része azért igaz, mert ha G-t kiszinezziik x(G) szinnel akkor minden egyes szinosztély
legfeljebb a(G) méretii, hisz fiiggetlen pontokbdl dll. Ezek szerint G cstcsait x (G) darab, legfeljebb a(G)
méretii halmaz uniéjara bontottuk, ahonnan n < x(G) - a(G), és innen az allitds kozvetleniil adédik. O

Megjegyzés: A fenti dllitasban egyik egyenlétlenséget sem lehet dltaldban megjavitani: az els alsé
becslés pl. az un. perfekt grafokra éles, és a masodik als6 becslésre is konnyii azt egyenloséggel teljesité
grafot konstrudlni. A felsd becslés teljes grafokra és ptn korskre is pontos: x(K,,) =n = A(K,,) + 1 ill.
X(Cant1) =3 =A(Capt1) + 1. A fels becslés azonban lényegében csak az utébbi grafokra éles.

Brooks tétele: Legyen G véges, egyszert, of graf. Ha GG nem teljes graf és nem pératlan kor, akkor
V(@) < AG). O

A Brooks tétel egy gyengitett valtozatat igazoljuk.

Tétel: Ha a G véges graf osszefiiggd és G nem reguldris, akkor x(G) < A(G).

Biz.: A tétel azzal ekvivalens, hogy G kiszinezhetd A(G) szinnel. Ezt a mohd szinezéssel fogjuk
megmutatni. Lattuk, hogy a mohé szinezéskor legfeljebb eggyel tobb szint hasznalunk fel, mint ahany
kordbban kiszinezett szomszédja lehet G egy cstcsdnak. A A(G) szinnel vald szinezés lehetsége kivet-
kezik tehat abbdl, ha G cstcsainak sikeriil olyan vy, va, ..., v, sorrendjét megadnunk, amire az teljesiil,
hogy minden v;-nek legfeljebb A(G) — 1 kisebb index{i szomszédja van. A vy, va, ..., v, sorrend viszont



1.2. GRAFOK SZINEZESEI 11

automatikusan ilyen lesz, ha az teljesiil rd, hogy v, kivételével minden v;-nek van i-nél nagyobb indexii
szomszédja, tovabbd, hogy v,, fokszdma A(G)-nél kisebb.

Mivel G nem reguldris, létezik A(G)-nél kisebb fokszamu csicsa, legyen ez v,,. Tekintsiik G egy F
feszit6fajat (ami G of tulajdonsdga miatt 1étezik), legyen ennek vy egy v,-tél kiilonboz6 levele. Ilyen
van, hisz minden (legaldbb kétponti) fanak van legaldbb két levele. Legyen vy az F — vy fa egy vy,-
t6l kiilonbozd levele, és gy tovabb, azaz v; az F — {v1,va,...,v;—1} fa egy v,-t6] kiillonbozé levele.
Ez a Priifer kédolashoz hasonld levéltorlési eljaras a G graf csicsainak olyan vy, vs, ..., v, sorrendjét
hatarozza meg, amire v, nem maximélis fokszamu, és minden méas v;-nek van a sorrendben 6t koveto
szomszédja is. Nekiink pedig pontosan erre volt sziitkségiink a tétel bizonyitasahoz. 1.

Az aldbbi tétel pedig azt mutatja, hogy az w(G) < x(G) alsé becslés sokszor bizony fabatkat sem ér.

Tétel: Tetsz6leges k > 2 pozitiv egészhez létezik olyan G gréf, melyre x(G) =k és w(G) = 2.

Biz.: Megadunk egy G, grafot a kivant tulajdonsaggal. A konst-
rukcié egyébként Mycielski nevéhez flizédik. A k paraméter szerinti
indukciéval bizonyitunk. A Go = K, megfelel graf, tehat k£ = 2-
re az indukciés allitas igaz. Tegyiik fel, hogy valamely k-ra a Gy

grafot mér sikeriilt elkésziteni. Legyen V(Gy) = {v1,v2,...,0,}, és Gr+1
V(Grt1) = {v1,v2, ..., o} U{ug,ug, ..., u,} U{w}, ahol az u; és w

az eddigiektd] és egymadstol kiilonbozd, 1 csicsok. Legyen E(Gr11) =

{wu; : 1 <i <n}U{vuj, vy vv; € BE(Gi)} U E(Gy), azaz kossiik —r

Ossze w-t minden wu;-vel, tovabbd minden Gp-beli él (6nmagédn kiviil) DS o ! va G

két élért felelés Gyi1-ben. ]

Mivel az u; pontok fiiggetlenek, tovabbé w-bol nem fut él v;-be, ezért Gi1-ben minden hdromszog
legalabb két Gj-beli pontot (mondjuk v;-t és vj-t) tartalmaz. A haromszog harmadik pontja nem lehet
w, hisz az nem szomszédos egyik v;-vel, és nem lehet Gy-nak sem pontja, hisz G az indukcids feltevés
szerint nem tartalmaz haromszoget. Ha tehat a hdromszog a harmadik pontja mondjuk u;, akkor G4
definiciéja v;, vj, v; a Gi-ban hdromszoget alkotnak, ami ismét csak ellentmond az indukciés feltevésnek.
Azaz w(Gry1) = 2.

Azt kell mér csak bebizonyitani, hogy Gri+1 (k + 1)-kromatikus. k szerinti indukciét hasznalunk:
k = 2-re x(K32) = 2 miatt az &llitds igaz. Vildgos, hogy a Gj1 graf k + 1 szinnel szinezhetd, azaz, hogy
X(Grt1) < k+1, hisz a v;-ket a G}, egy k-szinezése szerint szinezve, minden u;-nek a v;-vel azonos szint
adva és w-re egy (k + 1)-dik szint hasznalva Gj11 egy (k + 1)-szinezését kapjuk.

Azt kell megmutatnunk, hogy Gjy1 nem szinezhet6 ki k szinnel. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel,
hogy Gj4+1 mégis kiszinezhet6 k szinnel. Tekintsiink egy ilyen szinezést, és szinezziik 4t a w-vel azonos
szint kapd v; pontokat a megfelelé u; csics szinére. Ezdltal a {v1,va,...,v,} pontok mindegyike w-ét6l
kiilonbozé szint kap. Tehat Gy, pontjai (k—1)-féle szint kaptak. Az indukciés feltevés szerint x(G) = k >
k —1, ezért G, nem szinezheto jol k — 1 szinnel, vagyis az iménti szinezésben lesz két azonos szint kapo,
szomszédos csics, mondjuk v; és v;. Ezek az eredeti szinezésben természetesen kiilonbozé szint kaptak,
tehat az egyikiik (mondjuk v;) a w-vel azonos szint kapott, és ezért dtszineztiitk w; szinére. Azonban
v; és u; is szomszédosak Gp41-ben, tehét eredeti sziniik kiilonboz6 volt. Ezért az dtszinezés utdn sem
fordulhat el6, hogy v; és v; azonos szint kapott. Ez az ellentmondas igazolja az indukciés allitast, azaz
X(GkJrl) =k+1. O

Lattuk, hogy a 2-szinezhetd grafok pontosan a paros grafok. A 3-szinezhet6 grafok mar sokkal bonyo-
lultabb struktiurat alkotnak: mint latni fogjuk, annak a felismerése, hogy egy adott G graf 3-szinezhet6-e
(azaz G cstcsai elédllnak-e 3 fiiggetlen ponthalmaz unidjaként), bizonyithatéan nehéz. Erdekes viszont,
hogy a 4-szinezhet6 grafok osztalya tartalmazza a sikbarajzolhaté grafokat.

4-szin tétel: Minden egyszerii, sikbarajzolhaté graf 4-szinezheto. O

Torténelem Sikbarajzolt grafok szinezése legtermészetesebben a térképszinezés kapcsan meriil fel: egy politikai tér-
képen szeretnénk az orszdgokat ugy kiszinezni, hogy szomszédos orszagok szine kiildnbézzéHl. Mas széval, egy sikbarajzolt
graf tartomanyait kell szinezniink, ami ekvivalens az adott graf dualisdnak szinezésével.

A 4-szin tételt elészor Francis Guthrie sejtette meg 1852-ben: megfigyelte, hogy Anglia megyéi gy 4-szinezhetdek,
hogy szomszédos megyék kiilonbozé szint kapnak. Tobbszords attétellel értesiilt errdl Cayley, aki nem talalt bizonyitast,
ezért 1878-ban publikdlta a sejtést. 1879-ben Kempe ko6z6lt egy bizonyitast, melyet Tait bizonyitasa kovetett 1880-ban.
1890-ben Heawood hibat taldlt Kempe bizonyitadsaban, 1891-ben pedig Petersen a Tait-félében. A hibdk egyikét sem
sikeriilt azdta sem kijavitani. Sokak hosszi, eredménytelen prébalkozasai utdn Appel és Haken 1976-ban jelentették be,
hogy igazoltak a tételt. Mddszeriikkel az allitds egy hihetetleniil bonyolult, szerteigazé esetvizsgdlatra vezetett, amit
szamitogéppel végeztek el. Mivel a bizonyitds helyességének ellenérzése elképzelhetetlen szamitégép nélkiil, felmeriilt az
a metamatematikai probléma, hogy mi tekinthetd teljes értékii bizonyitasnak: mennyire lehetiink biztosak abban, hogy a

4Ez sem egészen igaz, ugyanis a politikai térképek nem sziikségképpen 4-szinezhetSek, hisz pl. Kalinyingradot is az
Oroszorszdaghoz hasznalt szinnel kell festeni. Ha ezt jél megértettiik, akkor nem meglepé az az allitds sem, hogy tetszdleges
k-hoz létezik olyan politikai térkép, ami nem szinezhetd ki k£ szinnel.



12 1. GRAFELMELET

szamitogép programja valéban azt végzi el, amit arrdl feltételeziink. A torténet kovetkezé allomdsahoz 1996-ban érkezett,
amikoris Robertson, Sanders, Seymour és Thomas talalt egy, az Appel-Haken-félénél jéval egyszertibb bizonyitdst, mely
arra vezet, hogy 633 kis graf .n. redukélhatdsagat kell ellenérizni. Természetesen Robertsonék is szamitogéppel végeztették
ezt el, ezért tovdbbra sem lehetiink abszolut bizonyosak afelSl, hogy a bizonyitds korrekt. Sajnos ezen ma sem tud senki
segiteni. Tortént azért még valami, ami emlitést érdemel. Ha nincs ember, aki ellenérizhetné a bizonyitdst, miért ne tehetné
meg azt a gép? Léteznek ugyanis mechanikus bizonyitasellen6rz6 programok, ezek egyike az .n. coq. 2004-ben Georges
Gonthier atirta Robertson és tarsai bizonyitdsat a bizonyitdsellenérz6 altal értelmezheté formalis nyelvre, és ellendriztette
azt. A munka egydltaldn nem volt trividlis, és béar a teszt sikeres volt (ligyhogy mostanra aztdn tovdbb csékkentek a
kételyek, ha voltak még egydltaldn), de nem ez a lényeg. Az eredmény jelentésége abban rejlik, hogy a bizonyitdsok
egyre komplexebbé vélasaval a levezetések ellenérzését nem tudjuk mindig mi magunk elvégezni. Eljohet —egyesek szerint
kozel van mar— az id6, amikor egy-egy bizonyitas ellendrzése jelentGsen nehezebb lesz, mint maganak a bizonyitasnak a
megtaldlasa. De dgy tiinik, van remény, és nem fog emiatt megéllni a tudomany: lehetség lesz az ellendrzés gépesitésére,
hisz a ma ismert bizonyitasok egyik legkomplexebbike esetében ez sikerrel megtortént.

De térjiink vissza a préfécidktdl az eredeti 4-szin tételre adott hibas bizonyitdshoz. Kempe 11 évig megtévesztette a
vildgot, ami szép teljesitmény, még ha nem szandékos. A hiba megtaldldsa utdn azonban a bizonyitds menthetetlennek
tlint. Az ott haszndlt médszer azonban annyibdl nem haszontalan, hogy alkalmas egy gyengébb, &m nemtrividlis eredmény
igazolasdsra.

5-szin tétel: Minden egyszerii, sikbarajzolhaté G graf 5-szinezhetd, azaz x(G) < 5.

Biz.: Legfeljebb 3-pontu grafokra a tétel trividlisan igaz. Nagyobb grifokra pontszam szerinti in-
dukciéval bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a legfeljebb (n — 1)-ponti grafokra a tétel igaz. Legyen G egy
n-pontu (n > 3), egyszeril, sikbarajzolhaté graf. Tudjuk, hogy G élszdma legfeljebb 3n — 6, azaz G
pontjainak fokszamosszege legfeljebb 6n — 12. Van tehat G-nek egy legfeljebb 5-6dfokt v cstcsa.

Mivel G — v is egyszeri és sikbarajzolhatd, ezért az indukcids feltevés
miatt 5-szinezhet6. Ha tehdt v szomszédai legfeljebb 4 szint kapnak e szi-
nezésben, akkor v megkaphatja az 6todik szint. Ez akkor nem miikodik, ha
d(v) = 5 és mind az 6t szomszéd kiillonbozé szintfl. (Ld. az dbrat.) Tekintsiik
az 1-es és 3-as szinek altal feszitett Gz részgrafot (G — v)-ben. Ha a v cstics
1-es ill. 3-as szini szomszédai G13 kiilonb6z6 komponenseibe esnek, akkor
pl. az l-es szomszéd komponensében felcserélve az 1-es és 3-as szineket, a
G — v olyan 5-szinezését kapjuk, melyben v-nek nincs 1-es szinii szomszédja.
Ekkor v 1-es szinre szinezhetd.

Ellenkez6 esetben van v 1-es és 3-as szinl szomszédja kozott egy olyan ut, mely csak 1-es és 3-as szini
csucsokat hasznal. A sikbrarajzoltsag miatt biztos nincs v 2-es és 4-es szinii szomszédja kozott olyan 1t
(G — v)-ben, ami csak 2-es és 4-es szinli csticsokat haszndl, vagyis a G13-hoz hasonléan definidlt Gay
grafban az emlitett két szomszéd kiilonb6z6 komponensekben van. A 2-es szinl szomszéd komponensében
felcserélve a 2-es és 4-es szint G — v olyan 5-szinezését kapjuk, amelyben v szomszédai kéz6tt nem fordul
elé a 2-es szin. A v cstcs tehdt megkaphatja a 2-es szint. O

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, Kempe mit nézett el, azaz, hogy a fenti bizonyitds miért is nem miikodik 4
szinre.

1.2.1 Grafok élszinezése

Def.: A G graf élgrdfja az az L(G) graf, aminek a csucsai G éleinek felelnek meg, és L(G) két
csticsa pontosan akkor van éllel 6sszekotve, ha G megfeleld élei szomszédosak.

Def.: A G graf k-élszinezhetd, ha G élei k szinnel szinezhetéek gy, hogy szom-
szédos élek kiilonbozé szint kapnak. A G graf élkromatikus szdma x'(G) = x.(G) =
k, ha G k-élszinezhetd, de G nem (k — 1)-élszinezhetd. c
Megjegyzés: G pontosan akkor k-élszinezhetd, ha L(G) k-szinezhets, tovdbba x/'(G) = a ‘7‘

X(L(G))- “' !
Allitas: Tetszéleges G grafra w(L(G)) > A(G), tovédbbé, ha A(G) > 3, akkor w(L(G)) = ’

A(G). € L(G)
Biz.: Az egy csicsbdl indulé éleknek megfelel$ pontok klikket alkotnak L(G)-ben. Mésfel8l L(G) minden klikkje vagy

G egy csucsbdl indulé néhany élének, vagy G egy haromszogének felel meg. O

Allitas: Tetszéleges G grafra x/(G) > A(G) all.

Biz.: Az egy csicsbdl induld élek egymastol kiilonbozé szint kapnak, és ez specidlisan a maximalis
fokszamu csticsbol indulé élekre is igaz. Ugyanez formélisan: x'(G) = x(L(G)) > w(L(G)) > A(G). O

Kénig tétel: Ha G = (A, B; E) péros graf, akkor x'(G) = A(G).

Biz.: Az el8z8 allitds miatt elegendd azt igazolni, hogy X' (G) < A(G), azaz csupan egy A(G)-élszinezést kell mutatni.
Létezik olyan H pdros graf, melynek G részgréfja, és H minden csticsdnak fokszdma A(G). (Ilyen H-t példdul tgy kapha-
tunk, hogy G mellé felvessziik még G-nek egy G’ = (A’, B'; E’) mésolatat, H szinosztalyai AU B’ és BU A’ lesznek, és
minden v csdcs és annak v’ mésolata kzé behizunk tovabbi A(G) — d(v) parhuzamos élt.) Ha sikeriil a A(G)-reguldris H
graf éleit A(G) szinnel kiszinezni, akkor egyittal a G részgraf éleinek is megkapjuk egy ugyanennyi szinnel valé szinezését.

5Ha csak a 6-szintételt szeretnénk igazolni, akkor ez sem okozna problémét, és a bizonyitést itt be is fejezhetnénk.
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A H graf élszinezéséhez pedig elegendé azt megmutatni, hogy tetszdleges regularis paros grafban van teljes péarositas.
Ugyanis akkor H egy teljes parositdsit kiszinezve az elsd szinnel, a szinezetlen élek egy (A(G) — 1)-reguldris pdros grafot
alkotnak, abban is taldlunk teljes parositdst, ez a masodik szint kapja, sit.

Miért létezik tehdt egy r-reguldris paros grafnak teljes parositasa? A Hall feltétel teljesiilését kell csupan ellendrizni. Ha
az egyik szinosztalybdl kivalasztunk egy k pontid X halmazt, akkor az X-beli csticsokbdl 6sszesen kr €l indul ki. Mindezen
élekbdl a masik szinosztaly barmely cstcsa legfeljebb r-t fogadhat be, tehat a kr darab él megérkezéséhez legaldabb k pontra
van sziikség: |[N(X)| > |X|. A Hall feltétel az r-reguldris graf barmelyik szinosztdlydra teljesiil, tehdt csakugyan létezik
teljes parositas, és pontosan ezt kellett bizonyitanunk. O

Mig a x > w becslés dltaldban nem tidl j6 (mutatjik ezt a Mycielski grafok), addig a fenti becslés
kozel jar az igazsdghoz.

Vizing tétele: Ha G véges, egyszerii gréf, akkor x/(G) < A(G) +1 . O
Shannon tétele: Ha G véges, graf, akkor x'(G) < % - A(G). d
Megjegyzés: Ha egy K3 minden élét k parhuzamos éllel helyettesitjiik, akkor az igy kapot G gréfra x'(G) = % -A(G).

1.3 Perfekt grafok

Az idei el6adason jéval kevesebbet mondtunk el perfekt grafokrdl, mint amennyit egyébként szoktunk. Az elhagyott
anyagot az apré betiis részek tartalmazzék, ezeket (idén) nem kell tudni a vizsgén.

Def.: A G véges graf perfekt, ha G minden feszitett G’ részgrifjara x(G') = w(G’) teljesiilﬂ

Megjegyzés: A fenti definiciét az motivélja, hogy azoknak a grafoknak a szerkezetére vagyunk
kivédncsiak, amelyekre a kromatikus szdmra vonatkozd, x(G) > w(G) alsé becslés egyenldséggel teljesiil.
Ebben a forméban a kérdés nem szerencsés, mert tetszoleges (véges) G grathoz egy x(G) méretii klikk-
komponenst hozzévéve x(G) = w(G) fog teljesiilni. Ezért kivanjuk meg az egyenléséget minden feszitett
részgrafra.

Példa: Ha G nemiires, paros graf, akkor x(G) = 2 = w(G) (iires paros grafra x(G) = w(G) = 1).
Mivel paros graf feszitett részgrafja is paros graf, ezért minden paros graf perfekt.

Minden 1t péaros graf, ezért minden 1t perfekt. Minden fa (s6t erdd is) paros graf, ezért egyittal perfekt.
X(Kn) =n = w(K,), tovabbd minden klikk feszitett részgrafja klikk, ezért minden klikk perfekt.

Ha n > 2, akkor x(C2,n41) = 3 # 2 = w(Cay,41), tehdt a pdratlan kor (a C3 = Kj kivételével) nem
perfekt graf. (Viszont minden feszitett részgrafja perfekt, tehat a legaldabb 5 hossza ptn kor egy minimdlis
imperfekt grdf.)

Az alédbbi tételek tovabbi grafosztalyok perfektségét igazoljak:

Tétel: Ha G komplementere péros graf, akkor G perfekt.

Biz.: Ha G péaros graf komplementere, akkor G minden feszitett részgrafja is paros graf komplementere, ezért elegendd
azt bizonyftani, hogy x(G) = w(G) ha G komplementere pdros. Kénig és Gallai tételei alapjan (paros gréfban nincs hurokél)
w(@) = a(G) = n—71(G) = n—v(G). A x(G) = w(G) egyenlbség igazoldsdhoz a trividlis x(G) > w(G) egyenlStlenség
miatt elegendd a x(G) < w(G) bizonyitdsa, azaz G egy w(G) = n — v(G) szinnel t6rténd szinezésének megadésa. Ilyet
pedig dgy kapunk, hogy rogzitjiik G-nek egy v(G) é1bdl all6, M maximadlis parositdsat, és minden csicsot kiilénbozé szinnel
szineziink, kivéve, hogy M minden élének végpontjai azonos szint kapnak. Ezdltal a felhasznalt szinekben az n-hez képest
v(G) megtakaritst ériink el. ]

Tétel: Paros graf élgrafja perfekt.

Biz.: Ha G péros graf, akkor L(G) élgrafjdnak tetszdleges feszitett részgréfja azonos G egy alkalmas részgrafjdnak
élgrafjaval, azaz szintén egy pdaros graf élgrifja. Elegendd tehdt azt bizonyitani, hogy x(L(G)) = w(L(G)) tetszbleges G
paros grafra.

Mivel G haromszdg-mentes, ezért L(G) minden klikkje G egy csicsbdl indulé éleinek felel meg, igy w(L(G)) = A(G).
Ké&nig paros grafok élszinezésérél szol tételének felhasznélasaval w(L(G)) = A(G) = X' (G) = x(L(Q)) kdvetkezik. d

Tétel: Paros graf élgrafjanak komplementere perfekt.

Biz.: Ha G péros gréf, akkor L(G) feszitett részgrafja nem més, mint L(G’), ahol G’ a G alkalmas részgrafja. Mivel G’

péros, ezért elegend8 azt igazolni, hogy x((L(G))) < w(L(G)) tetszbleges G péros grafra (a mésik irdnyud egyenlStlenség
trivilis).

A Konig tétel alapjin w(L(G)) = o(L(G)) = v(G) = 7(G), ezért elegendd 7(G) szinnel kiszinezni L(G)-t. Legyen
U C V(G) egy 7(G) pontbdl all6 lefogé ponthalmaz, és vdlasszunk G minden egyes e éléhez e-nek egy U-beli végpontjat.
Ha minden élt a kivalasztott végpontnak megfeleléen szineziink, akkor 7(G) szint haszndlunk, és az azonos szinii élek

paronként szomszédosak, azaz a nekik megfelel§ pontok L(G)-ben fiiggetlenek. Tehdt ez csakugyan egy 7(G) szinnel

torténd szinezése L(G)-nek. d

Tovabbi példat is adunk perfekt gréifra, de ehhez értelmezziik a rendezést.

Def.: Ha D irdanyitott graf, akkor uiv jeloli azt, hogy u-bdl vezet v-be D-ben irdnyitott t.

A D irdnyitott graf aciklikus, ha nem tartalmaz irdnyitott kort.

A D irdnyitott graf v csicsa forrds (nyeld), ha v-be nem fut be (v-bél nem indul ki) G-nek éle.

Allitas: Ha a D véges, irdnyitott graf aciklikus, akkor létezik forrdsa és nyel8je is.

Biz.: Tetsz6leges pontbdl kiindulé sétat az aciklikus tulajdonsag miatt sosem érinthet korabban érintett pontot, ezért
a séta elébb-utébb elakad egy nyel6ben. A megforditott éleken haladé séta hasonlé okok miatt forrdasba jut.

6 Az egyenl8ség persze magara a G grafra is teljesiil, de a vizsgan annyiszor hallottunk helytelen definiciét, hogy itt is
igyesziink hangsilyozni, hogy nem csak az eredeti grafra kivanjuk meg a leirt tulajdonsagot.
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A < relaciét az X halmazon részbenrendezésnek nevezziik, ha létezik az X ponthalmazon egy aciklikus D irdnyitott
graf, melyre (z < y) < (z iy) . (Az z-t akkor tekintjiik kisebbnek y-nal, ha z-bél irdnyitott iton y-ba juthatunk.) A
= részbenrendezés szerint x és y dsszehasonlithatd, ha x < y vagy y =< x.

Megjegyzés: A részbenrendezés szokdsos definicidja hdrom tulajdonsdgot kivan meg:
(1) reflexivitds: * < x Ve e X, (2) antiszimmetria: ha © <y és y = x, akkor z = y, valamint
(8) tranzitivitds: ha © <y és y = z, akkor z < z.
Konnyt ellenérizni, hogy aciklikus D iranyitott graf esetén a <:= i relacié kielégiti a fenti 3 feltételt. Mdsrészt az is
kozvetleniil adédik, hogy ha < a fenti 3 tulajdonsagot teljesit6é relacid, akkor az X halmazon bevezetve minden xy élt,
melyre y # z < y, egy olyan aciklikus D irdnyitott grafot kapunk, melyre <= i Tehat a részbenrendezés hagyoményos
definicidja egyenértékii a fenti, irdnyitott grafossal.

Példa:
1. A valés szdmok a < rendezéssel. (Barmely 2 szdm Osszehasonlithatd, tehdt ez egy teljes rendezés.)
2. Az X halmaz részhalmazain értelmezett C reldcié. (Vannak nem 6sszehasonlithaté elemek.)
3. Az N halmazon az oszthatésdg. (Vannak nem sszehasonlithaté elemek.)
4. Intervallumrendezés: Iy, I2,... valés intervallumok. I; = I;, ha I; = I;, vagy x; < z; minden x; € I;, ; € I; esetén.
(Az I; intervallum teljes egészében jobbra van I;-t6l.)

Def.: Legyen = az X halmaz részbenrendezése. A G< dsszehasonlitdsi do o
. icshal X &lei . K lvek - . , , c 13 i
grdaf csicshalmaza X, élei pedig azon zy-k, melyekre = # y, tovdbba = és y s b o5 o Q X °g°—°°f

osszehasonlithaté: © <y vagy y < .

Példa: Legyenek az I, I, . .. valds intervallumok a G graf csi-
csal, és fusson az [; és I; csicsok kozott él, ha I; N 1; # (. (Az ilyen
tipusu gréfok neve intervallumgrdf.)

Megjegyzés: A G intervallumgraf komplementere az intervallumrendezés-
nek megfelel6 Gsszehasonlitési graf.

Tétel: Ha < a véges X halmaz részbenrendezése, akkor a GG< Gsszehasonlitési graf perfekt.

Biz.: Elészor megfigyeljiik, hogy G'< minden feszitett részgrafja is 6sszehasonlitasi graf. Valéban: a G< ponthalmaza-
nak egy U részhalmaza dltal feszitett graf nem més, mint az U-ra megszoritott < |y részbenrendezés G|, &sszehasonlitdsi
grafja. (Az vildgos, hogy a < |y megszoritds is részbenrendezés.)

A tétel igazoldsdhoz tehdt annyit kell megmutatni, hogy ha G~ Gsszehasonlitdsi gréf, akkor w(G<) > x(G<). (Itt
felhaszndltuk a kordbban altaldban bizonyitott w(G<) < x(G<) egyenlStlenséget.) Legyen D olyan aciklikus irdnyitott

R

graf, melyre <= fi. Jeldlje V; a G azon v csicsainak halmazat, amire az igaz, hogy a v-bél indul6 leghosszabb D-
beli irdnyitott Ut pontosan ¢ csicsot tartalmaz. Mivel D aciklikus, ezért a definiciébdl adédik, hogy V(G) a diszjunkt
Vi, Va, ..., Vi halmazok unidja, és az is, hogy minden V; halmaz fiiggetlen. Ezért x(G) < k. Mésrészt, ha x € Vj, akkor
létezik egy x-bdl induld, k ponti irdnyitott at D-ben, és ezen Ut csicsai egy k& méretii klikkjét alkoltjék a G grafnak. Ezek
szerint w(G) > k > x(G), és ezt akartuk igazolni. ]

Gyenge perfekt graf tétel: Ha G perfekt, akkor (és csak akkor) G is perfekt.

Ko6v.: Minden intervallumgraf perfekt.

Biz.: Az intervallumgraf komplementere az intervallumrendezés 6sszehasonlitasi grafja, tehat perfekt. A gyenge perfekt
graf tétel miatt az intervallumgraf is perfekt. O

A gyenge perfekt graf tételt elészor Lovasz bizonyitotta be, az alabbi allitas igazolasaval.

Lovasz tétele: A G graf perfekt <= G minden G’ feszitett részgrafjira a(G’) - w(G') > |V(G)|.

A sziikségesség bizonyitasa: Mivel G egy x(G)-szinezésének Vi, Va, ... szinosztalyai diszjunkt fiiggetlen halmazok,
ezért |[V(GQ)| = [Vi| +|Va| + ... < a(G) - x(G). Ha G’ a G perfekt graf feszitett részgrafja, akkor x(G’') = w(G’) miatt
V(G < a(G') - X(G") = a(G) - w(G). 0

Gasparian bizonyitdsa Lovasz tételére: Az elégségességet igazoljuk. A sziikségességet lattuk, igy elegendd azt
megmutatni, hogy ha G minim4lis imperfekt (azaz G nem perfekt, de minden valédi feszitett részgrafja az), akkor a(G) -
w(@) < |[V(G)]. Legyen a := a(G), w := w(G). Figyeljiikk meg, hogy ha A C V(G) fiiggetlen, akkor w + 1 < x(G) <
X(G—A)+1=w(G—-A)+1<w+1, tehit w = w(G — A) = x(G — A). Létezik tehdt G minden a méretli A fiiggetlen
halmazdhoz egy w méretii, A-t6l diszjunkt K (A) klikk G-ben.

Legyen Ag = {a1,a2,...,aa} a G egy a méretii fiiggetlen halmaza. G — a; perfekt, és x(G — a;) = w(G — a;) = w,
tehét legyenek az A},A?, ... AY fiiggetlen halmazok a G — a; graf egy w-szinezésének szinosztélyai. Vegyiik észre, hogy az
w méretti K (A7) klikk a w —1 db A¥ (k # j) szinosztaly mindegyikét legfeljebb 1 pontban metszi, ezért |K (A7) NAF| =1
és a; € K(Al). Mivel a K(AJ) klikk az Ao fiiggetlent sem metszheti 2 pontban, ezért | # i-re a; ¢ K(Al), vagyis
K(Az) C G — a;. Az w méretii K(Ag) klikk a G — a; graf w-szinezésének All, Al27 ... Ay szinosztalyait tehat 1 — 1 pontban
metszi. Az is vildgos, hogy az w méretli K(Ag) klikk diszjunkt a;-tdl, azaz a G — a; graf w-szinezésének A},A?, LAY
szinosztédlyait 1 — 1 pontban metszi.

Legyen A az a métrix, melynek « - w + 1 sora az

Ag, AL A2 AV AL AZ. . AY
fiiggetlen halmaznak megfelel$ incidenciavektorok, a K maétrix a - w + 1 sora pedig legyen rendre a
K(Ao), K(A]), K(AD),... K(A}), K(A3), K(A3) ..., K(AY)

klikkek incidenciavektora. Mindkét métrix tehdt (a-w+1) x|V (G)| méreti, igy az (a-w+1) x (a-w+1) méretti M = A-KT

szorzatmétrix rangja is legfeljebb |V (G)|. Marpedig M minden eleme a megfeleld fiiggetlen halmaz és klikk k6zos elemeinek

szamat tartalmazza, azaz M féatléjaban 0-k, minden f6atlotdl kiilonbozdé helyén pedig 1l-esek allnak. Koénnyen lathatd,

hogy M rangja a-w+ 1, azaz o - w < |[V(G)]. O
Az intervallumgréfok perfektségét kozvetleniil (a gyenge perfekt graf tétel nélkiil) is bebizonyitjuk.
Az intervallumgrafok perfektségének kozvetlen bizonyitasa:

Figyeljiik meg, hogy az intervallumgraf minden feszitett részgrafja intervallumgraf, amit épp a feszitett

részgraf csicsainak megfelel6 intervallumok hataroznak meg. Ezért elegend? azt igazolni, hogy tetszdleges
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G intervallumgréafra x(G) = w(G). Lattuk, hogy a x(G) > w(G) egyenlbtlenség minden gréifra teljesiil,
ezért a feladatunk minddssze annyi, hogy a x(G) < w(G) egyenlStlenséget igazoljuk, azaz, szinezziik ki
G-t k szinnel és ugyanakkor talaljunk egy k méretli klikket is G-ben.

A G graf kiszinezését a mar latott mohd szinezéssel végezziik, ahol a csicsokat a megfelel$ inter-
vallumok balvégpontjainak novekvé sorrendjében vessziik. (Az dbrén lathaté intervallumgréf esetén ez
az abede fhgi sorrendnek felel meg.) Tehat G cstcsait ebben a sorrendben szinezziik gy, hogy minden
Gjabb intervallumnak megfelel¢ cstics kiszinezésekor a legkisebb sorszamu olyan szint hasznaljuk, ami
nem okoz azonos szint végpontokkal rendelkez6 élt. Tegyiik fel, hogy k szint hasznaltunk fel ekdzben.
Mit mondhatunk annak az x csucsnak megfelel$ intervallumrdl, amit a k-dik szinre festettiink? Nos,
r-nek vannak olyan vy, vs,...,vp_1 szomszédai, amiket korabban mér az els6 k — 1 szinnel megszinez-
tiink. Ezek szerint a vy, vs, ..., v; intervallumok mindegyikének van kozos pontja az x intervallummal.
Az intervallumok feldolgozési sorrendjébél adédéan ez azt jelenti, hogy = bal végpontjat minden egyes v;
intervallum tartalmazza, azaz, a vy, vs, ..., Vx—1, T csicsok G-ben egy k méretii klikket alkotnak. Nekiink
pedig éppen ezt kellett bizonyitanunk. O

Az intervallumgrafok perfektségére adunk egy madsik bizonyitdst is a gyenge perfekt graf tétel felhasznédlasa nélkiil,
amivel altalanosabb eredmény igazolhaté.

Lemma: Tegyiik fel, hogy a G gréaf olyan, hogy minden feszitett részgrafjanak van szimplicidlis csicsa, azaz olyan v
pontja, melynek szomszédai klikket alkotnak G-ben. Ekkor G perfekt.

Biz.: A G graf n pontszama szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor G perfekt, az allitas igaz. Tegyiik fel,
hogy a legfeljebb n pontu grafokra igaz a lemma, és legyen az allitdsban leirt tulajdonsagu G gréfnak n + 1 csticsa. A
G graf minden valddi feszitett részgrafja legfeljebb n csiucesal rendelkezik, ezért igaz rajuk az indukcids allitdsa. Vagyis
csupédn annyit kell bizonyitanunk, hogy x(G) = w(G) 4ll.

Legyen v a G szimplicidlis csticsa és legyen G/ = G — v az e pont torlésével keletkezd, n csticsi graf! Mivel v torlése
legfeljebb eggyel csdkkenti a klikkszamot, ezért w(G) > w(G’') > w(G) — 1. Ha tehdt w(G) > w(G’), akkor w(G) =
w(G") +1=x(G")+1 > x(G), ahol a mésodik egyenl8ség azért igaz, mert a G’ grafra teljesiil az indukcids 4llitds, az
egyenlStlenség pedig abbdl kovetkezik, hogy ha G’-t kiszinezziik x(G’) szinnel, és v-nek egy tjabb szint adunk, akkor G
egy j6 szinezését kapjuk. Ezt Gsszevetve a minden gréfra teljesiil, kordbban bizonyitott x(G) > w(G) egyenlStlenséggel,
X(G) = w(G) adddik.

Az w(G) = w(G’) esetet kell még ellendrizniink. Mivel v a szomszédaival egyiitt is klikket alkot, ezért v-nek legfeljebb
w(G) — 1 szomszédja lehet. Innen w(G) = w(G’") > x(G) > w(G) addédik, ahol az utolsé egyenlétlenség a szokdsos trividlis
becslés. Az utolsé elétti egyenlétlenség magyardzata, hogy G’ az indukcids 4llitds szerint kiszinezhetd w(G’) szinnel, de v-
nek w(G’)-nél kevesebb szomszédja van, tehdt v szdméra is marad felhaszndlhaté szin. Ez G-nek egy w(G’) szinnel térténd
szinezését adja, ennél G kromatikus szdma nem lehet nagyobb. O

Be lehet bizonyitani, hogy az t.n. merevkdrd grafok (melyekben 3-ndl hosszabb kérék nem fordulhatnak eld feszitett
részgrafként) rendelkeznek szimpliciélis csicesal. Innen azonnal adédik, hogy a merevkorii grafok perfektek.

Az intervallumgrafok perfektségének harmadik bizonyitdsa: A fenti lemma miatt csupan azt kell igazolni,
hogy az intervallumgraf tetszéleges feszitett részgrafjanak van szimplicidlis csiicsa. Mivel az intervallumgraf minden fe-
szitett részgrafja intervallumgraf, ezért elegendd csupan annyit megmutatni, hogy tetszéleges intervallumgrafnak létezik
szimplicidlis csucsa. Legyen G tehdt egy intervallumgraf, és legyenek I1, I2,... a G-t meghatdrozé intervallumok. Feltehet-
jiuk, hogy az I intervallum jobbvégpontja a legkisebb az adott intervallumok jobbvégpontjai kozott. Allitjuk, hogy a G
graf I1-nek megfelel6 csticsa szimplicidlis. Ehhez mindéssze azt kell igazolni, hogy az [1-t metszd intervallumok egymdst is
paronként metszik. Mivel minden I; intervallum jobbvégpontja jobbra van I; jobbvégpontjatdl, ezért minden I1-t metszd
intervallum tartalmazza I1 jobbvégpontjat, és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

Megjegyzés: A fenti bizonyitds mddszere alkalmas a tétel dltalanositasara, és intervallumgréafok helyett részfagrafokrdl
megmutatni, hogy perfektek. Egy G graf részfagrdf, ha cstucsai egy I’ fa részfainak felelnek meg tgy, hogy két csics
kozott pontosan akkor fut él, ha a megfelel6 két részfanak létezik kozos csticsa. Ha F' egy ut, akkor az F-hez tartozé
részfagraf intervallumgraf, és minden intervallumgraf részfagrafja egy alkalmas utnak. Ha tekintjiik F' egy v cstcsat, akkor
vagy minden részfa tartalmazza v-t, és akkor G egy klikk, ami perfekt, vagy létezik egy olyan T részfa, aminek a v-hez
legkozelebbi u cstcsa v-t6l a lehetd legtavolabb van. Koénnyen lathaté, hogy minden T-t metszd részfa tartalmazza u-t,
vagyis a G graf T-nek megfelel$ cstcsa szimplicidlis.

Perfekt graf tétel: (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas) Egy G véges graf pontosan

akkor perfekt, ha sem G, sem G nem feszit legalabb 5 hosszu, paratlan kort. O

Torténelem A perfekt graf tételt Claude Berge mar 1960-ban sejtette. Széles kérben ismertté vélasat kovetéen népes
matematikushadsereg prébélta bebizonyitani, de csak részeredményeket sikeriilt igazolni. A sejtés fokozatosan a grafelmélet
egyik centrélis jelent6ségli megoldatlan problémajava valt: szamos fontos kérésrél deriilt ki, hogy szorosan kapcsolodik a
probléméhoz. A 2002-ben megtaldlt bizonyitds, mely jelentds részben az akkor 25 éves Maria Chudnovsky nevéhez flizédik,
komoly attorés a grafelméletben. Maria id6kozben tobb nehéz problémét oldott, ezzel is bebizonyitva, hogy részérél nem
véletlen szerencse volt a sejtés igazoldsa.

1.4 Haldézati folyamok és alkalmazasaik

A tovabbiakban olyan iranyitott grafokat vizsgalunk, melyek minden éléhez tartozik egy, az adott élt
valamilyen szempontbdl jellemzé szam. Szamos gyakorlati probléma vezet ilyen szamozott élekkel rendel-
kez§ gréfokra, elég itt az ebben a félévben nem targyalt (de az algoritmuselmélet keretében hamarosan
részletesen megismert) legrévidebb utakra vagy a (szintén algelben felbukkané) PERT problémadra utal-
ni. Mi itt most egy masik modellel foglalkozunk.
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Def.: Hdldzatnak neveziink egy olyan (G, s, t, ¢) négyest, amelyben G egy irdnyitott graf, aminek s és
t kiilonboz6 csicsai, tovabba G minden e élét jellemzi egy nemnegativ ¢(e) szdm, az e él t.n. kapacitdscﬂ.

A G gréfot szemléletesen egy szamitégéphdlézat modelljének gondolhatjuk: G minden csicsa egy-egy szamitogép, és az
s cstcsban taldlhaté szamitégéprol szeretnénk informaéciot kiildeni a ¢ csticsbelibe. Az irdnyitott élek a gépeket 6sszekotd,
kommunkikéciés csatornaknak felelnek meg. Minden ilyen csatorndn csak egy irdanyba kiildhet6 informécié, tovabba minden
csatornanak adott a maximalis sdvszélessége is. Egy mas személet alapjan egy cs6hélézat modelljének tekinthetd a hélézat,
ahol s-ben tdpldljuk a héalézatba a t-be szallitandé folyadékot. A csticspontok kozotti kapcsolatot reprezentald élek itt
egy-egy csOnek felelnek meg, melynek c(e) kapacitdsa azt fejezi ki, mennyi folyadékot lehet az adott csévon egységnyi
id§ alatt tovabbitani. (A hasonlat annyiban sdntit, hogy egy szokvédnyos csévon barmerre lehet a folyadékot szallitani,
mig a modellbeli irdnyitott élek ezt csak egy irdnyba engedik meg. Azonban ha G minden irdnyitott élének ellenkez&
irdnyitasa pdrja is ugyanakkora kapacitdsi éle G-nek, akkor ez mar valéban a kétiranyu cs6hédlézat egy lehetséges modellje
lesz. Ilyen értelemben tehdt az irdnyitott grafmodell altaldnosabb a cs6hélézatndl.) Természetes kérdés, hogy az adott
kapacitdaskorlatok mellett mennyi a hélézat dtbocsatéképessége, azaz egységnyi id6 alatt mennyi informaécio ill. folyadék
juthat s-bél t-bed

Def.: A (G, s,t,c) hélézatban folyamnak mondunk egy olyan f fiiggvényt, mely G minden éléhez
egy szamot rendel ugy, hogy

1. 0 < f(e) < c(e) teljesiil G minden e élére, tovdbba

2.3 {f(w) :uw e V(@)} = X A{f(vu) : u € V(G)} &ll G

minden, s-t6l és t-t6] kiilonboz6 v cstucsara.

Az 1. alatti kapacitds-feltétel azt fejezi ki, hogy a folyam minden élen leg-
feljebb kapacitasnyi lehet, a masodik, G.n. Kirchhoff-szabdly azt mondja

ki, hogy minden, s-tél és t-t6l kiilonb6zd v csicsra a befolyé folyam 6ssz- Halézati folyam. A zardjelekben

mennyisége azonos a kifolyé 6sszfolyammal, tehdt egyetlen csiicsban sem az f folyam &ltal felvett értékek &llnak.
keletkezik vagy tiinik el folyadék. A név egyittal arra is utal, hogy a A folyamérték my =1+3+1=5.
halézati folyam fogalma az elektromos hélézatok elméletében is hasznos A szaggatott vonal 5 értékii vdgdst jelol.
segédeszkoz. (A Ford-Fulkerson algoritmus mésikat talal.)

Def.: Az f folyam my folyam nagysdga az a netté folyammennyiség, ami s-bol kifolyik:

my = Z{f(sv) veV(@)} - Z{f(vs) veV(G)}.

(Rendszerint nincs ok arra, hogy s-be folyam érkezzen, hiszen onnan minél tébbet akarunk kijuttatni, de
altalaban nem zarhatjuk ki ezt a lehetéséget sem. Az s-t elhagyé 6sszfolyammennyiség kiszamitdsahoz
tehét le kell vonni azt, ami s-be érkezik.)

Az f folyam nagysigat méashogyan is kiszdmithatjuk.

Def.: Legyen X a G csucsainak egy s-t tartalmazd, de ¢-t6l diszjunkt részhalmaza. Az X és V(G)\ X
kozott futé éleinek halmazat a halézat egy st-vdgdsdanak nevezziik. Az X &ltal meghatarozott st-vdgds
kapacitdsa az X-b6l V' \ X-be futé élek kapacitdsosszege, azaz Y {c(av) :x € X Fv € V(G)}.

Szemlélet alapjan vilagos, hogy az X altal meghatarozott st-vagas kapacitasa felsé korlat a lehetséges
folyamnagysédgra. S6t, azt sem nehéz elhinni, hogy tetszdleges f folyam m folyam nagysdga meghatéroz-
haté gy, hogy az X-b6l V(G)\ X-be futé éleken haladé dsszfolyammennyiséghél levonjuk a V(G)\ X-bél
X-be tovabbitott folyammennyiséget. Ezt a két tényt bizonyitjuk az alabbiakban.

Allitas: Ha f a (G, s,t,c¢) halézat egy folyama, és s € X C V(G) \ {t}, akkor m; = S {f(av) : z €
XZveV(@)}-=>{flvz):z € X Fve V(Q)}, tovdbbd my <> {c(av):z € X Fv e V(G)}.

Biz.: Felhaszndlva, hogy minden s # z € X-re Y {f(zv) : v € V(G)}=>_{f(vz) : v € V(G)} =06s0 < f(uv) < c(uv),
kapjuk, hogy

my=> {f(sv) v EV(G)} =D {f(ws) :veV(A)} =D O {flav) :veV(G)} =D {f(vz) :veV(G)}) =
rzeX

= > QO {fl@):veV(@)\ X} =Y {fvz) :v € V(G)\ X}) =

zeX

:Z{f(xv):xeX%veV(G)}—Z{f(va:) xe€X ZveV(G)} SZ{C(Z‘U) xeX Fve V(@)

"Nem kovetelmény, a G graf aciklikussdga: megengediink irdnyftott kiroket is. Sét: azt sem kivanjuk meg, hogy s forréds
és t nyel6 legyen, azaz futhat irdnyitott él s-be ill. t-bél kifelé. Jegyezziik meg azonban, hogy néha szokds a hélézatot ugy
definidlni, hogy ezen éleket megtiltjuk. E miatt nevezik idénként az s csicsot a halézatban forrdsnak vagy termeldnek,
t-t pedig nyelének vagy fogyasztonak. Helyesebb elnevezés talan s-t és t-t termindlis csicsoknak, a tovabbiakat pedig
nemtermindlisoknak hivni. A vizsgdn persze ezt sem kell tudni.

8Ebben a bekezdésben az apré betfi arra utal, hogy bar hasznos dolog szemléletes jelentést tulajdonitani a vizsgélt
hélozati modellnek, mindez nem elegendd a folyamok és az azt koveté (Menger, parositdsok) anyagrész elvart szintii
megértéséhez. Tapasztalatom szerint szamos hallgaté pusztan a szemléletes példa nagyjabdli ismeretével felvértezve vag
neki a vizsgdnak, és nem képes definidlni az absztrakt fogalmakat (igymint halézat, folyam, folyamnagysag, st-vagéas
ill. vadgas kapacitdsa). Tisztelettel szeretnék mindenkit lebeszélni az ilyesfajta prébédlkozédsrol. FT
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Az st-vagas tehat egy kézenfekvd eszkoz annak bizonyitdsara, hogy a folyamnagysag nem lehet
nagyobb egy adott mennyiségnél. Valdjadban ennél jobb bizonyiték nem is kell: a maximalis folyamnagy-
sdg pontosan megegyezik a minimélis vagaskapacitassal. Ezt mondja ki az alabbi ,max-flow min-cut”
(MFMC) tétel.

Ford-Fulkerson tétel: Ha (G, s, t, ¢) egy véges halézat, akkor 1étezik egy f folyam és egy s € X C
V(G)\{t} részhalmaz gy, hogy az m folyamnagysig azonos az X altal definidlt st-vdgds kapacitdsaval.

Biz.: Elgszor (a rend kedvéért) igazoljuk, hogy létezik maximadlis folyam, azaz olyan f folyam, melyre m; > myr
minden f’ folyamra. Nyilvdn az X = {s} 4ltal meghatdrozott vdgds véges kapacitésa fels korlat a lehetséges folyam-
nagysagokra. A lehetséges folyamnagysagok x szuprémuma tehdt véges. Azt kell megmutatni, hogy létezik = nagysigui
folyam. A szuprémum definicidja miatt 1éteznek f1, fo,... folyamok, melyekre limy—oc my, = x. Az fp sorozatnak a G
graf minden e élhez van olyan részsorozata, hogy a részsorozat az e élen konvergens. Véve a részsorozatok részsorozatait,
az eredeti f, sorozatnak olyan fy, részsorozatat kapjuk, melyre teljesiil, hogy G' minden e élére fyn, (e) konvergens. Jeldlje
f(e) az fn,;(e) sorozat hatarértékét. Mivel 0 < fp,(e) < c(e), ezért a renddr-elv (régebbi nevén csenddr-szabdly) miatt
0 < f(e) < c(e), és limesz f fiiggvényre a Kirchhoff-feltétel teljesiilése hasonléan kovetkezik. Azt kaptuk tehdt, hogy f
egy folyam. A folyamnagysdg definici6jabdl pedig az latszik, hogy = = limmy, = lim My, =My, tehat f csakugyan egy
maximalis folyam.

Legyen tehat f egy maximalis folyam. A célunk f segitségével egy ms kapacitdsu vigas megtalalasa.
Bevezetjiik a (Gy, s,t, cy) halézatot a Gy = (V(G), Ey) segédgréfon, melyre Ey := E;Zl‘”'e U E}rs2¢, ahol

E;lo"re — {uv f(uv) < c(uv)} E}Jissza = {vu 0 < f(uv)} .

G ¢-nek tehat elore és visszaélei vannak: az eléreélek GG azon élei, melyen még tovabb novelheto a folyam,
a visszaélek pedig G azon éleinek a forditottjai, melyeken a folyam pozitiv, tehdt csskkenthetd. (Ha egy
konkrét élre mind a két feltétel teljesiil, akkor azt el6re- és visszaélként is bevessziik a segédgrafba.) A
Gy segédgrafon definidljuk a

| c(uwv) = f(uv) ha uv el6reél
ep(uv) := { f(vu) ha uv visszaél

kapacitdsokat. Ha tehat van egy P irdnyitott it G-ben s-bél t-be (d.n.
javité 1t), akkor P eléreélein e-nal megnovelve f-t, P visszaéleinek megfor-
ditottjain e-nal csokkentve f-t egy, a Kirchhoff-szabalyt teljesité f’-t ka-
punk. Ha e-t alkalmasan valasztjuk (nevezetesen € a P 1t élein a ¢y kapaci- L ;
tasfiiggvény minimdlis értéke) akkor az eredeti kapacitdsfeltételek is fenn- ?é elng fe)ldsihzz}fggsjf
maradnak, tehdt f’ folyam lesz, melynek nagysdga my = mys +¢ > my, (Ngn ’t;rtglm;;’ javité utat.)
ellentmondésban f maximalitasaval.

Legyen tehat X a Gy¢-ben s-bél elérheté pontok halmaza. A fentiek alapjan ¢t ¢ X, azaz X egy
st-végést hatdroz meg. Mivel X-b8l nem 1ép ki G j-nek éle, ezért minden X-b8l V(G) \ X-be vezetd uv
élre f(uv) = c(uv), és minden V(G) \ X-bél X-be 1ép6 uv élen f(uv) = 0. Ha tehdt az elézd 4llitds
felhasznalasaval szdmitjuk ki az my folyamnagysdgot az X Aaltal definidlt st-vagds segitségével, akkor

my =>{flxv):z e X FveV(G)}->{flvx):z2 e X FveV(G)} = {c(zv):z € X Fve

V(G)}, ami éppen az X altal meghatdrozott st-vagds kapacitdsa. O
Ha a ¢ kapacitasok egészek, akkor a fenti bizonyitas egyben moédszert is kindl a maximalis folyam
keresésére: kiindulunk az fy = 0 folyambdl, és elkészitjiik az fo, f1, fo, ... folyamok sorozatat, melyekre

0=mys, <my <my, <...egészek. Ha f-t méar megtaldltuk, és fr minden élen egész értéket vett fel,
akkor a Gy, segédgrafban keresiink egy P utat s-bdl t-be, és fr41-t tgy kapjuk, hogy P mentén e-nyi
folyamot vezetiink, ahol € a P élei mentén a ¢y, kapacitdsfiiggvény minimalis értéke. (Pontosabban P
eléreélein e-nal noveljiik, visszaéleinek forditottjain e-nal csokkentjiik fi-t.) Eztéltal fr1q is egészfolyam
lesz, hisz az ¢ meghatdrozdsdhoz bizonyos cy, (€) (pozitiv egész) kapacitdsok minimumat kellett képezni.
Tehat my, < my,,,, és az my,,, folyamnagysdg is egész. Mivel a maximalis folyamnagysdgot barmely
vagaskapacitas feliilr6l korlatozza, elobb-utébb olyan f; folyamot kapunk, melyen méar nem tudunk a
fenti eljdrassal javitani. Ekkor tehat nincs a Gy, segédgrafban st-ut, létezik tehat my, kapacitdst vagés,
tehat az f; egészfolyam egytttal maximalis folyam is. Ezzel igazoltuk az Ford és Fulkerson aldbbi tételét.

Egészértékiiségi lemma: Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban minden e él ¢(e) kapacitdsa egész szdm, akkor
létezik olyan maximdlis f folyam, hogy f a G graf minden élén egész értéket vesz fel. 0

A fenti algoritmus akkor is véges eljaras, ha nem azt kotjiik ki a kapacitdsokrol, hogy egészek, hanem
csupan annyit, hogy raciondlisak. Ekkor ugyanis minden egyes javitaskor legalabb a kapacitdasok kozos
nevezOjének reciprokdval noveljiik a folyam nagysagat, amit nem tehetiink meg végtelen sokszor. Ha
azonban a ¢ kapacitasfiiggvény nem racionalis, akkor még akar az is megtorténhet, hogy minden fj-t
tudunk tovabb javitani, rdaddsul az my, folyamnagysdgok nem a maximalis folyamnagysaghoz, hanem
egy annal kisebb szamhoz konvergalnak. Egy masik kellemetlenség, hogy a fenti, nével6 utas algoritmus
sokszor sajnos nem elég hatékony. Az aldbbi tétel mindkét probléméara megoldést kinal.
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Edmonds-Karp tétel: Ha a (G, s, t, ¢) hélézatban a maximalis folyamot a javitéutas algoritmussal
keressiik, és mindig egy legkevesebb élbol all6 javité Gt mentén noveliink, akkor a maximalis folyam

meghatérozdsahoz sziitkséges 1épésszam feliilrdl becsiilhetd |V (G)| polinomjaval. O

Megjegyzés: Az Edmonds-Karp tétel tehat azt biztositja, hogy a legrévidebb javité utakon
maximalis mértékii javitdsokat végrehajtva gyorsan talaljunk maximalis folyamot.

Ha eszetleniil probalunk javitani, akkor indokolatlanul sok munkdaba keriilhet egy maximalis fo-
lyam megtaldldsa: az dbran lathaté hdlézatban felvaltva az sabt ill. sbat javité utakat valasztva mindig
csak egységnyit tudunk emelni a folyamnagysdgon, tehat az Edmonds-Karp algoritmus dltal két javi-
tds utdn megtalalt, 2- 1010 nagysigi maximalis folyamot csillagészati szamu 1épés utén taldljuk csak
meg.

A folyamprobléma kiterjeszthet6 arra az esetre is, ha tobb forrasbdl
tobb nyelébe akarunk folyamot vezetni, de nincs megkotés arra, hogy
melyik forrdsbdl melyik nyelébe érkezzék a folyam. Ha tehat s1, so, .. ., sg
a forrasok, ti,ta,...,t; a nyeldk, akkor bevezetiink egy-egy 1j s ill. ¢
csticsot, majd s-bdl minden s;-be ill. minden ¢;-b6l t-be vezetiink egy oo
kapacitasu aitf]. Exkor az 1j héalézatbeli folyamok éppen a tobbtermelds,

tobbfogyasztos folyamnak felelnek meg.

Ertelmezheté az a folyamprobléma is, ahol nemcsak
az éleknek, hanem a pontoknak is van kapacitasuk, ami
fels6 korlat a ponton atfoly6 folyammennyiségre. Ez a
probléma is visszavezethetd a szokasos folyamproblémé-
ra az alabbiak szerint.

Minden kapacitassal rendelkez6 v csticsbdl egy vy és egy vg; csicsot képeziink: a v-be befuto éleket a
vpe cstcsba vezetjiik, a v-bol kiindulé élek pedig a vg; cstcsbdl indulnak, tovabba bevezetiink egy vpevi;
élt a v csics kapacitdsaval. (Ezt az operédcidt a v pont széthizdsdnak nevezziik.) A pontszéthizdsokkal
létrejove halozat folyamai a pontkapacitasos halozat folyamainak felelnek meg, és viszont.

Lehetséges altaldnositas még, hogy a hélézatban irdnyitatlan élek is vannak, melyeken barmely irany-
ban folyhat folyam. Mint azt mér a szakasz elején jeleztiik, ekkor bevezetve két, ellentétesen iranyitott
élt az irdnyitatlan él két végpontja kozott, melyek kapacitdsa megyegyezik az elhagyott irdnyitatlan
él kapacitasaval, akkor a probléma ismételten visszavezethetd hédlézati folyamokra: minden hélézati fo-
lyamnak megfelel egy folyam az iranyitatlan éleket tartalmazé grafban, és minden, az iranyitatlan éleket
hasznal6 folyamnak megfelelnek folyamok a hélézatban. Ha azt szeretnénk, hogy kolcsondsen egyértel-
mi legyen a megfeleltetés, akkor azzal a megszoritdssal is élhetiink, hogy a konstrualt halézatban csak
olyan folyamokat néziink, melyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy barmely iranyitatlan élnek
megfelel§ két, oda-vissza irdnyitott él koziil legaldbb az egyiken 0 folyam folyik. A tovabbiakban élni

fogunk ezzel a feltevéssel.

Torténelem. Ford és Fulkerson munkdjdnak alapja az amerikai légier$ szamara 1955-ben készitett, titkos Harris-Ross
jelentés volt. Ebben a jelentésben az eurdpai vasuti halézatot egy 44 csucst, 105-élii graffal modellezték. Az egyes csticsok a
vasuti igazgatosagoknak, az élek pedig az ezek kozott futé vasiutvonalaknak feleltek meg. A CIA &ltal szolgaltatott adatok
alapjan minden élhez egy tonndban mért kapacitast tudtak rendelni, és az igy létrejott halézatban kerestek maximélis
folyamot, ill. minimélis vagast. A légier6 érdekl6désének homlokterében természetesen a minimalis viagas megtaldldsa
allt: a hideghdboru idején amerikai részrol redlis félelemnek tiint a Voros Hadsereg nyugat-eurdpai invézidja, és ennek
megallitdsara a logisztika hatékony romboldsa tiint az egyetlen lehet&ségnek. Azon til, hogy a titkos jelentésben megtaldljdk
a minimalis vagést (érdekesség, hogy ez Lengyelorszigot kettévagja, majd a Csehszlovak-Szovjet, ill. Magyar-Romén hatér
mentén halad), be is bizonyitjék, hogy ennél jobb nincs, ugyanis mutatnak egy azonos nagysdgu folyamot is a szovjet
tamaszpontokbdl Nyugat-Eurépaba. A légicsapédsok tervezését eldsegitendd, a jelentés egyuttal mddszert is ad egy hélézat
minimdlis vdgasdnak meghatarozasidra. Ross tabornok jol értette a hadsereg miikodését. A jelentésben hangstlyozta: a
javasolt j médszer nem forgatja fel fenekestiil az eddigi rendszert, mert a szamitégépet kezeld specialistak mellett tovabbra
is elengedhetetlen a jol képzett katonai szakérték munkaja.

Ford és Fulkerson az absztrakt hdlézati modellben kimondta és bebizonyitotta a maximalis folyam — minimaélis vagas
tételt, ami az ezutdn kialakulé kombinatorikus optimalizdlds tudomanyanak egyik alappillére lett, és ezaltal jelentés hatast
gyakorolt szdmos més tudomanyteriiletre, pl. a grafelméletre. A jelen jegyzetben a halézati folyamokra tdémaszkodva fogjuk
feldolgozni a kovetkezd két fejezetet (a Menger tételek ill. paros grafok péarositdsainak attekintését), amik bar jéval korabbi
eredmények, targyaldsuk a halézatok ismeretében sokkal egységesebb.

1.4.1 Menger tételei és grafok tobbszoros Osszefiiggosége

Def.: A G irdnyitott vagy irdnyitatlan graf u ponjdbdl v pontjdba futé P és Q utjait éldiszjunktaknak
vagy élidegennek (pontdiszjunktaknak vagy pontidegennek) nevezziik, ha E(P) N E(Q) =0 (ill. V(P) N

9Csalds! Egy halézatban az élek kapacitdsa véges. A végtelen azonban itt annyit jelent, hogy olyan (véges) kapacitdst
adunk az adott élnek, hogy az ne legyen semminek se korlatja. Konkrétan: az ss; él kapacitasa legyen tobb, mint amennyi
folyam az s;-bdl kifolyhat, és a t;t él kapacitdsa pedig legyen t6bb anndl, mint amennyi folyam t;-be érkezhet az odavezetd
éleken.
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V(Q) = {u, ’U}) Az éldiszjunkt (pontdiszjunkt) uv utak maximadlis szamat A(u,v)-vel (ill. k(u, v)-vel) jeloljiik.

Def.: Azt mondjuk hogy a G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf U ponthalmaza (ill. F' élhalmaza)
lefog minden uv utat, ha a G — U (ill. G — F) gréfban nem létezik u-bdl v-be (irdnyitott) tt.

Menger tételei:

1. Ha u és v a G irdnyitott graf kiilonbozd csicsai, akkor az élidegen uv utak (Ag(u,v)-vel jelslt)
maximalis szama azonos az uv utakat lefogé élek minimélis szaméaval.

2. Ha u és v a G irdnyftott graf kiilonbozd, nem szomszédos csicsai, akkor a pontidegen uv utak (ka (u, v)-
vel jelolt) maximdlis szdma azonos az uv utakat lefogd, u-tdl és v-t6l kiilonbozd csicsok minimaélis
szamaval.

3. Ha u és v a G irdnyitatlan graf kiilonboz6 cstcsai, akkor az élidegen uv utak (Ag(u,v)-vel jelolt)
maximalis szama azonos az uv utakat lefogd élek minimélis szdméaval.

4. Ha u és v a G iranyitatlan graf kiillonb6z6, nem szomszédos csicsai, akkor a pontidegen uv utak
(kg (u, v)-vel jelolt) maximdlis szdma azonos az wv utakat lefogd pontok minimdlis szdmaval.

Biz.: Vilagos, hogy a lefogé élek ill. pontok szdma mind a négy esetben legaldbb annyi, mint a szo6-
banforgoé utak szama, hisz a maximalis szamu it mindegyike egy-egy kiilonboz6 élt ill. pontot tartalmaz
a lefogdkbol. A tovabbiakban tehdt mind a négy esetben bebizonyitjuk, hogy a lefogd elemek szdma
legfeljebb annyi, mint a pont- ill. éldiszjunkt utak maximalis szama.

1. Definidljuk a (G, u, v, 1) hél6zatot. Ebben a hdlézatban minden wv egészfolyam 0-t vagy 1-t rendel
minden élhez. Legyen f ebben a hélézatban egy maximélis nagysagu folyam, és legyen X olyan ponthal-
maz, ami egy minimalis uv-vagast hataroz meg. Mivel minden él kapacitdsa egész, ezért az egészértéki-
ségi lemma miatt feltehetjiik, hogy f egészfolyam, és a nagysdga mondjuk k. Ez itt azt jelenti, hogy G
barmely élen vagy 0 vagy 1 mennyiségii folyam folyik. Az is igaz még, hogy az X ponthalmaz (ami u-t
tartalmazza de v-t nem) olyan vdgdst hatdroz meg, aminek a kapacitdsa k. Ez itt azt jelenti, hogy X-b&l
pontosan k él 1ép ki. Vildgos, hogy ezt a k élt elhagyva nem tudunk az X halmazbdl V' '\ X-be eljutni,
tehdt ez a k él minden wv utat lefog, vagyis az uv utakat lefogd élek minimalis szama legfeljebb k. A

tovabbiakban tehat nincs mas célunk, mint azt megmutatni, hogy létezik k éldiszjunkt uv 1t G-ben.
Megjegyzés: Az f maximadlis egészfolyamra gondolhatunk gy, mint a javité utas algoritmus &ltal szolgaltatott
folyamra, hiszen egész kapacitasok esetén az bizonyosan minden élen egész értéket vesz fel. Mivel minden él kapacitasa
egységnyi, ezért minden egyes javité Ut pontosan egy egységnyivel javitotta az aktualis folyamot, tehdt a javité utas
algoritmus pontosan k javité utat hasznalt f konstrukcigjdban. Csabité gondolat, hogy ezzel készen is vagyunk, hiszen ,,a k
javito utnak az egységnyi kapacitdisok miatt muszdj éldiszjunktnak lennie, ezért mdris megtaldltuk o keresett k éldiszjunkt
uv utat”. Sajnos azonban ez a kovetkeztetés hibas, de szerencsére nem menthetetleniil. Ha mondjuk valami kozmikus
szerencse folytan az f folyam konstrukciéjaban minden novel6 Ut csak eléreélekbdl allt, akkor helyes a kovetkeztetés. Ha
azonban a novel6 utakban visszaélek is szerepeltek, akkor még akdar az a furcsasdg is megtorténhet néhany novelés utan,
hogy a folyamban keletkezik egy minden méastdl diszjunkt irdnyitott kor, ahol pozitiv mennyiségli folyam aramlik korbe,
am sem a korbe befelé, sem a korbol kifelé nem folyik semmi. Amit az aldbbiakban bebizonyitunk, az voltaképpen az,
hogy tetszdleges f folyamhoz létezik olyan f’ folyam, ami f-fel azonos nagysigi, minden élkapacitést legfeljebb annyira
haszndl ki, mint f, rdaddsul f’ megkaphaté a néveld utas algoritmussal gy, hogy mindig csak el6reéleket haszndlunk.

Tekintsiik tehdt a fent definidlt, k nagysdgu f folyamot, és legyen E’ a G azon éleinek halmaza,
amiken 1 egységnyi folyam folyik. A Kirchoff-szabaly miatt minden u-tdl és v-tél kiilonb6z6 w csicsra
igaz, hogy E’-nek pontosan annyi éle mutat w-be, mint amennyi E’-beli él kilép w-bbl. Abbdl pedig,
hogy [ nagysdga k az kovetkezik, hogy u-bdl k-val tobb E’-beli 1ép ki, mint amennyi u-ba érkezik,
v-be pedig éppen k-val tobb éle érkezik E’-nek, mint amennyi kilép beléle. Tekintsiik a G* = (V, E*)
gréfot, ahol az E* élhalmazt gy kapjuk, hogy E’-hoz hozzdvesziink még k parhuzamos vu élt. A G*
graf konstrukciéja folytdn G* minden csicsanak megegyezik a kifoka és a befoka. Legyen K a G*-nak
az az irdanyitatlan értelemben vett komponense, ami az u cstcsot tartalmazza. A vu élek bevétele miatt
K tartalmazni fogja persze a v cstcsot is. Az FEuler-korsétakrol szolo tétel irdnyitott valtozata szerint
K-nak létezik Euler-korsétaja. Ha ebbdl a korsétabdl elhagyjuk az utélag bevett k& parhuzamos vu élt,
akkor a korséta k éldiszjunkt irdnyitott uv sétdra esik szét. Minden ilyen wv sétdbdl (esetleges korok
elhagydsa utan) kivélaszthaté egy-egy irdnyitott wv tt.

Azt kaptuk tehat, hogy létezik k éldiszjunkt irdnyitott wv 0t és egyuttal k éllel lefoghaté minden
irdnyitott uv 4t G-ben. Ezért az éldiszjunkt iranyitott uv utak maximélis szama legalabb annyi, mint
az Osszes iranyitott uv utat lefogd élek minimalis szama. A trividlis max < min egyenlStlenséggel ezt
egybevetve éppen a Menger tétel 1. része adddik.

2. Huzzunk szét minden u-to6l és v-t6l kiilonb6z6é = pontot G-

ben, azaz helyettesitsiik -t egy xp. és egy xp; ponttal, vezessiink
minden x-be futé élt egy, az xp csucsba érkezo éllel, minden z- L Lbe
bol kiindulé élt egy, az x; csicsbdl induld éllel, és hizzunk be ki

egy TpeTki €lt is.

Ha ezt G minden = # wu,v csticsdra elvégezziik, akkor az {gy kapott G’ gréfban k éldiszjunkt wv 1t
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pontosan k pontdiszjunkt utnak felel meg G-ben, és viszont.

A mér bebizonyitott (elsé) Menger tétel szerint tehat 1étezik G'-nek kg (u,v) éle, amik G’ minden
uv utjat lefogjak. Minden ilyen élnek kivalaszthato egy-egy végpontja, aminek a G-beli megfeleldje sem
nem u, sem pedig v. (Itt hasznédljuk ki, hogy u és v nem szomszédosak.) Vildgos, hogy ezaltal legfeljebb
ke (u,v) pontjat jeloljiik ki G-nek, rdadasul ezek a pontok a konstrukeié folytdn minden G-beli wv-utat
lefognak.

3. Készitsiik el a G’ irdnyitott grafot igy, hogy G minden élét oda és vissza is megirdanyitjuk! (G’-nek
tehat kétszer annyi (hurokéltdl kiilonbozd) éle lesz, mint G-nek.) Vildgos, hogy G’-ben 1étezik Ag(u,v)
darab éldiszjunkt, irdnyitott uv-ut, hiszen G-ben van ennyi, és azok irdnyitott valtozatai megteszik.
M4sfeldl, ha G'-ben van k darab éldiszjunkt, irdnyitott uv-it, akkor létezik k darab ilyen azzal a tulaj-
donsaggal is, hogy ezen utak nem hasznélnak ellentétesen irdanyitott éleket.

Ha ugyanis egy Py = (u...2y...v) Gt haszndlja az

ay élt, egy masik P, = (u...yx...v) Ut pedig az yx
élt, akkora P} = (u...x...v) illetve Py = (u...y...v)
utak ugyanazokat az éleket hasznaljak, mint P, és P,
kivéve xy-t és yax-t.
Ha tehat minden olyan élre elvégezziik a fenti konstrukeiét, melyet két 1t oda-vissza haszndl akkor G'-ben
kapunk & darab irdnyitott uv-utat, melyeknek a G-ben ugyanennyi (immadr) éldiszjunkt, irdnyitatlan wo-
ut felel meg. Azt kaptuk tehdt, hogy G’-ben az éldiszjunkt, irdnyitott uv-utak maximadlis szdma szintén
A (u,v).

A maér bizonyitott elsé Menger tétel miatt 1étezik tehat G’-ben Ag(u,v) él, ami minden G’-beli uv-
utat lefog. A konstrukcié folytan ezen élek G-beli, iranyitatlan megfeleléi lefognak minden irdnyitatlan
uv utat, rdaddsul ez a G-beli élhalmaz is legfeljebb Ag(u,v) méreti.

4. Alkalmazzuk itt is a 3. rész bizonyitdsdban hasznalt konstrukciét: képezziik a G’ grafot a G
éleinek oda-vissza irdnyitasaval. Vilagos, hogy az iranyitatlan pontdiszjunkt G-beli uv-utak kolcsénosen
egyértelmiien megfelelnek az irdnyitott, pontdiszjunkt G’-beli uv-utaknak. Tehat G’-ben az irdnyitott
pontdiszjunkt utak maximélis széma kg (uv). A méar bizonyitott, masodik Menger tétel alapjan 1étezik
G'-nek kg (u,v) pontja, melyek minden irdnyitott uv-utat lefognak. A konstrukeié folytdn ugyanezek a
pontok lefognak G-ben is minden irdnyitatlan uv-utat, és nekiink éppen ezt kellett bizonyitanunk. [

A Menger tételek bizonyitdsanak lényege, hogy kisebb-nagyobb atalakitdsok utdn az &llitas koz-
vetlentil adédik a halézati folyamok MFMC tételébdl, hiszen egy maximalis diszjunkt utrendszer egy
maximalis nagysagu egészfolyambdl, a minimalis lefogé halmaz pedig egy minimalis kapacitasi vagasbol
adddott. Ez a megfigyelés egy tjabb elonyét mutatja a fenti bizonyitdsnak: amennyiben mi egy maxima-
lis pont- vagy éldiszjunkt ttrendszerre illetve egy minimalis, minden utat lefogé pont- vagy élhalmazra
vagyunk kivancsiak, akkor nem kell mast tenni, mint meghatarozni az ismert médon egy maximalis
egészfolyamot illetve egy minimalis vagast a grafbol képzett halézatban.

Torténelem Menger 1927-ben publikilta a tételét, amely eredeti formdjaban az irdanyitatlan pontdiszjunkt véltozattal
volt ekvivalens. Kénig Dénes észrevette, hogy a tétel Menger altal adott bizonyitdsa hibds, és egyuttal ki is javitotta az
eredeti bizonyitdst: a hidnyzé lancszem a paros grafokra vonatkozé, hamarosan sorra keriil v = 7 egyenléség volt. Miutan
Konig levélben feltarta Mengernek a hibat, és elkiildte neki, hogyan lehet kijavitani azt, Menger valaszdban kozolte,
hogy tudott a dologrdl, és azt a késziil6 konyvében mar kijavitotta. Am, hogy hogyan, azt nem &arulta el. Az emlitett
konyvben valéban egy helyes bizonyitas szerepel, de Menger egy széval sem emliti, hogy az eredeti bizonyitdsa hidnyos.
Es természetesen Koénig nevét is hidba keresnénk ennél a résznél.

A Menger tétel Ford-Fulkerson alapi bizonyitdsdhoz nem hasznéltuk fel Kénig tételét, ellentétben az eredeti bizonyi-
téssal, amihez sziikség volt arra. Erdemes azonban l4tni e két tétel kapcsolatat is, ezért a kovetkezé szakaszban levezetjiik
a Koénig tételt Menger eredeti tételébol (Es igen: a vizsgdn ezt is elfogadjuk az ott kozolt bizonyitds helyett.)

Def.: Az irdnyitatlan G gréfot k-szorosan (pont)isszefiiggének (réviden k-dsszefiiggének) nevezziik,
ha G-nek legaldbb (k4 1) pontja van, és G sszefiiggd marad, barhogyan is hagyunk el bel6le legfeljebb
k — 1 pontot. A maximélis k-t, amire G k-osszefiiggd x(G) jeloli.

Def.: A G irdnyitatlan grifot k-szorosan élisszefiiggének (roviden k-élosszefiiggének) nevezzik, ha
G 0osszefiggd marad, barhogyan is hagyunk el beléle legfeljebb k£ — 1 élt. A maximalis k-t, amire G
k-élosszefiiggd A(G) jeloli.

Tétel: Az iranyitatlan G graf pontosan akkor k-osszefiiggd ha G-nek legaldbb (k + 1) pontja van, és
G barmely két, kiilonb6z6 pontja kozott 1étezik k pontidegen ut. G pontosan akkor k-élosszefiiggd, ha
G barmely két, kiilonb6z6 pontja kozt vezet k élidegen 1t.

Biz.: Az iranyitatlan Menger tételekbol konnyen adédik: ha barmely két pont kozott van k 1t, akkor
G nem eshet szét k-nal kevesebb pont ill. él elhagyasaval. Ha G k-élof, akkor semelyik két pont kozti
utakat sem fogja le k-ndl kevesebb él (azok elhagydsdval ugyanis G szétesne), ezért Menger 3. tétele
szerint tetszoleges két pont kozott létezik k élidegen tt. Ezzel a tétel éldiszjunkt valtozatdt igazoltuk.
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A pontdiszjunt esethez tegyiik fel indirekt, hogy G k-6f, és u-bdl v-be legfeljebb k — 1 pontdiszjunk 1t
talalhat6. Ha u és v nem szomszédosak, akkor Menger 4. tétele miatt az uv-utak lefoghatéak legfeljebb
k — 1 ponttal. Ezek elhagyédsaval G szétesne, de ez ellentmond G k-szoros Osszefiiggoségének.

Ha uv € E(G), akkor az wv 6l torlése utén keletkezd G graf legfeljebb k — 2 pontdiszjunkt uv utat
tartalmaz, tehat Menger 4. tétele szerint 1étezik k—2 pontja, aminek elhagyéasakor G’ szétesik. A szétesett
grafban ismét osszekdtve az u és v pontokat egy legalabb 3-ponti grafot kapunk (hisz G-nek legaldbb
k + 1 pontja volt), mely az uv él torlésétél szétesik. De ekkor az uwv él helyett u vagy v valamelyike
is torolhetd, hogy a graf szétessen. Ismét azt kaptuk, hogy G legfeljebb k — 1 alkalmas pont torlésével
szétesik, ami a k-szoros Osszefiiggéségnek mond ellent. 0

Tétel: (Menger) Ha G legaldbb 3-pontu graf akkor az aldbbi allitdsok ekvivalensek.

(1) G 2-6f, (2) G barmely 2 pontjén &t vezet kor. Ha G-nek nincs izoldlt pontja, akkor a fentiekkel
ekvivalens az is, hogy (3) G bérmely 2 élén &t vezet kor.

Biz.: (1) = (2). Ha G 2-6f, akkor barmely u,v pontja kozott van két pontidegen 1t, melyek egyiitt
egy u-t és v-t tartalmazo kort alkotnak.

(2) = (1). A kor tekinthetd két pontidegen 1it unidjanak, azaz barmely két pont kozott 1étezik legaldbb

2 pontidegen 1t, és az el6z8 tétel szerint (figyelembevéve, hogy G legaldbb 3-ponti), azt jelenti, hogy G

2-6f.

(3) = (2). Ha u-n és v-n keresztiil akarunk kort taldlni, akkor elegendd egy-egy u-ra és v-re illeszkedd

élen keresztiil kort taldlni, ami a (3) feltétel szerint létezik.

(1) = (3) G ugy is 2-6f marad, ha két élét felosztjuk egy-egy ponttal. (2) miatt 1étezik a feloszté pontokon

keresztiil kor, ami épp egy, a felosztott éleken keresztiili kornek felel meg. O
Dirac tétele: Ha G k-6f, és k > 2, akkor G barmely k pontjan keresztiil talalhaté kér G-ben. O

1.4.2 Parositasok és grafparaméterek

Def.: A G = (V, E) graf éleinek M részhalmaza figgetlen, mas széval M (részleges) pdrositds, ha
az M-beli élek végpontjai kiilonbozbek, azaz G minden cstcsdbdl legfeljebb egy M-beli él indul. Az M
parositas teljes pdrositds, ha M G minden pontjat fedi, azaz G minden csicséra illeszkedik egy M-beli
él.

Példa: Egy tanciskolaban tanulé fiuk ill. lanyok halmazai alkossdk a G péros graf szinosztalyait.
Fusson G-ben él két cstics kozott, ha az adott fit és lany hajlandd egyméssal tdncolni. Ekkor G minden
pérositasa egy lehetséges tancpartner-valasztasi szitudciot ir le. Ebben a modellben a hatékony oktatas
érdekében a tanctanar minél tobb élbél all6 parositast szeretne taldlni, mely optimélis esetben egy teljes
parositas.

Egy mésik lehetséges példa, ha a graf csicsai az egyetem termeinek ill. az ott foly6 eléaddsoknak
felelnek meg. Akkor van él egy teremnek és egy eléaddsnak megfeleld csics kozott, ha a terem alkalmas
az adott eloadas megtartasara. Egy adott pillanatban az egyetemen foly6 tevékenység egy parositast
indukal az elébb definialt segédgrafban.

Def.: A G = (V,E) graf X C V ponthalmaz szomszédainak J :
halmazét N(X) jelsli: N(X) := {v € V : 3z € X, melyre 2v € E} . NG -FAX A

Frobenius tétele: A G = (A, B; E) véges, paros grafnak pon-
tosan akkor létezik teljes parositdsa, ha |A| = |B] és | X| < |N(X)|
minden X C A ponthalmazra. / (”y ﬂ’\gi\g’N’(xi B

Hall tétele: A G = (A, B; E) véges, paros grafnak pontosan Seceoeecooo-ot-t -
akkor 1étezik A-t fed6 pdrositdsa, ha |X| < |N(X)| minden X C A
ponthalmazra.

A Frobenius tétel trividlisan kovetkezik a Hall tételbdl, igy elég ez utébbit igazolni. A Hall tételt
pedig a Konig tétel specidlis eseteként fogjuk belatni.

Def.: Adott G graf esetén v(G) jeloli a G fiiggetlen élhalmazai kozill a maximdlis méretét, azaz G
maximaélis parositasanak elemszamat.

Def.: A G graf pontjainak U halmaza lefogé ponthalmaz, ha G minden élének van U-beli végpontja.
A legkevesebb pontbdl 4116 lefogd ponthalmaz méretét 7(G) jeldli.

Allitas: Ha G véges graf, akkor v(G) < 7(G) . (Itt G nem feltétleniil paros graf.)

Biz.: Legyen M G-nek egy maximalis (v(G) élb8l 4l16) parositdsa. Ha U egy minimélis méretii lefogd
ponthalmaz, akkor lefogja M minden élét is, &m U minden pontja legfeljebb egy parositasélt fog le. Tehat
~(G) = U] > M| = »(G) . O

Koénig tétele: Ha G = (A, B; E) véges, paros graf, akkor v(G) = 7(G).
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Torténelem Frobenius 1912-ben publikilt egy determindnsokra vonatkozé eredményt, ami a grafok nyelvén fogal-
mazva a paros grafok teljes péarositasanak jellemzésével egyenértékii. Kénig 1915-ben ettdl az eredménytél fiiggetleniil
bizonyitotta a szébanforgd tételét, amit aztan elkiilldott Frobeniusnak. Frobenius kés6bb megjelentetett egy elemi bizo-
nyitast a sajat tételére, majd ugyanitt gy emlitette Kéniget, mint akinek az eredménye konnyen kovetkezik az 6vébdl.
Mindezen tul azt is megjegyezte, hogy ,az a grafelmélet masinéria, amin Kénig bizonyitdsa alapszik nem sokat segit

eredményébdl hasznalhatd, megtaldlhaté az & sajat, determindnsokrdl szél6 tételében”. Nos, az idé nem Frobeniust igazolta.

A Hall tétel bizonyitasa: A sziikségesség nyilvanvald: ha 1étezik A-t fed6 parositas, akkor minden
A-beli pontnak kiilonboz6 péarja van, tehat tetszoleges X C A esetén az X-beli elemek B-beli parjai az
N(X) egy |X| méretii részhalmazat alkotjak.

Az elégségességhez tegyiik fel, hogy | X| < |N(X)| minden X C A-ra.
Azt kell igazolnunk, hogy v(G) > |A|. Legyen U minimalis (azaz 7(G)
méretii) lefogé ponthalmaz, és legyen Uy := U N A, Ug := U N B. Mivel
U lefogja az X := A\ Ua-bdl indulé éleket, ezért N(X) C Up, tehdt
IN(X)| <|Ug|. A Kénig tétel ill. a Hall feltétel miatt

v(G) =7(G) =|U| = |Ual +|Us| = |Ua| + IN(X)| = [Ua| + |X| = [4] .O
A Koénig tétel bizonyitisa: Készitsiink el a G’ grafot az aldb-

biak szerint. Iranyitsuk G minden élét A-bdl B-be, vegyiink fel egy ] 1

s és t pontot, vezessiink s-bél élt A minden pontjaba, és vegyiink fel

egy-egy élt B minden pontjibdl t-be. Adjunk minden élnek kapaci- s

tasokat: az s-bél indulé ill. t-be érkezd éleké legyen 1, az A-bdl B-be _—
futéké pedig legyen oo (pontosabban |A| + 1). Tekintsiik a (G, s,t, ¢) 00
hélézatot, ahol ¢ az imént definidlt kapacitast jelenti. A B

Vegyiik észre, hogy ha G-ben van egy k méretli parositas, akkor létezik ebben a halézatban k nagysagu
egészfolyam: a péarositaséleknek megfelel$ éleken, az ezen élek A-beli végpontjaihoz vezetd s-bol induld
éleken, valamint a parositasélek B-beli végpontjaibdl t-be vezetd éleken legyen a folyam &ltal felvett
érték 1, minden egyéb élen 0. Az is konnyen lathatd, hogy a héldézatban minden egészfolyam ugy &ll
els, hogy néhény, A-bdl B-be vezetd fliggetlen élen a folyam 1 értéket vesz fel, ezeket az éleket s-bol
téaplaljuk, a kifoly6 folyamot pedig t-be engedjiik. A hélézatban tehat a maximalis egészfolyam értéke
v(G), és az egészértékiiségi lemma miatt a maximalis folyamérték is ugyanennyi.

A Ford-Fulkerson tétel szerint létezik tehat egy v(G) kapacitasu
vagas. Ha ezt a vagast az s-t tartalmazé X halmaz definidlja, akkor
X N A-bdl nem futhat G’-nek éle B\ X-be, hisz akkor a vigds
kapacitdsa oo volna. (Pontosabban legaldabb |A| + 1, de mér az is
tobb, mint v(G), hisz A egy lefogé halmaz, ahonnan v(G) < |A].)
Ez azt jelenti, hogy (A\ X)U (BN X) egy lefogd ponthalmaz, tehat
|[A\ X|+ |BNX| > 7(G). A hélézat konstrukciéjabol adédéan az
X altal definidlt vdgds kapacitédsa v(G) = [A\ X|+|BNX| > 7(G).
A Konig tétel elott bizonyitottuk, hogy v(G) < 7(G) 4ll, ahonnan )
v(G) = 7(G) adédik. O X

A Konig tétel iménti bizonyitdsabdl hatékony algoritmust kaphatunk egy paros graf maximélis pé-
rositasdnak ill. minimaélis lefogd ponthalmazanak megtalaldsara. Ha ugyanis a maximélis folyamok meg-
hatarozasara szolgdld javité utas mddszert a fenti konstrukciéra alkalmazzuk, és eltekintiink az s-re ill.
t-re illeszkedd élektdl, akkor az aldbbi eljaras adédik. Kiindulunk az iires parositasbdl, és azt javitgatjuk.
Ha mar talaltunk egy M parositast, akkor tekintjiikk az M-hez tartozé segédgrafot, azaz M éleit B-bol
A-ba iranyitjuk, G egyéb éleit pedig A-bdl B-be. Ha ebben a segédgrafban létezik egy P irdnyitott 1t
egy A-beli, az aktualis M parositas altal fedetlen pontbdl olyan B-beli pontba, melyet szintén nem fed
a parositas, akkor ezen az u.n. alterndlo uton az eddigi parositdséleket elhagyva, és P parositason kiviili
éleit bevéve (mds széval M helyett MAP-t tekintve), egy eggyel nagyobb méretii parositast kapunk.
Ha pedig nincs javité alterndld tt, akkor M maximélis parositds, és konnyen taldlhaté egy | M| csticsot
tartalmazo lefogé ponthalmaz is.

A Koénig tétel bizonyitdsa Menger tételével: Most hagyjuk meg a G grafot irdnyitatlannak, de vegyiik fel az
s és t pontokat, vezessiink s és A minden pontja ill. ¢ és B minden pontja kozott egy-egy élt. Vildgos, hogy ha létezik
G-ben k fiiggetlen él, akkor ezek segitségével taldlunk k pontdiszjunkt st-utat a fent konstrudlt G’ grafban. Mésfeldl, ha
ismeriink k pontdiszjunkt st-utat G’-ben, akkor az ezek dltal hasznalt G-beli élek fiiggetlenek. Tehdt a G-ben a fiiggetlen
élek maximélis szdma megegyezik G’-ben a pontdiszjunkt st-utak maximalis szdmdaval: v(G) = kg (s, t).

Minthogy G’-ben s és t nem szomszédosak, alkalmazhatjuk Menger 4. tételét, amely szerint a pontdiszjunkt st-utak
maximdlis szdma (kg (s,t)) megegyezik a minden st-utat lefogd, s-t8l és t-t6l kiilonbsz6 pontok minimélis szaméval.
Csupéan azt kell észrevenni, hogy G csticsainak egy U részhalmaza pontosan akkor fogja le G minden élét, ha ugyanez az
U ponthalmaz G’-ben lefog minden st-utat. Tehdt G-ben a lefogd pontok minimadlis szdma megegyezik a G’-ben minden
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st-utat lefogd, s-t6l és t-tél kiilonboz6 pontok minimélis szdméval: 7(G) = kg (s,t) = v(G), ahol az utébbi egyenldséget
a bizonyitas els6 részében lattuk be.

Torténelem Néha —helyteleniil— a fent ismertetett eljarast nevezik magyar mddszernek. Az ,igazi” magyar mdédszer az
amerikai Harold Kuhn taldlmanya. T6rtént ugyanis 1953-ban, hogy Kuhn éppen Kénig Dénes kényvét lapozgatta, amikoris
megakadt a szeme egy ldbjegyzeten, mely Egervary Jend egy 1931-bdl szarmazé magyar nyelvii cikkére hivatkozik, mint
a maximalis parositasokrdl szélé v = 7 tétel altalanositasara. Kuhnt pedig éppen az a probléma érdekelte, hogy hogyan
lehet egy péros grafban nem maximélis, hanem mazimdlis sulyd pérositast taldlni. (A maximdlis parositds a maximaélis
silytinak speciélis esete, amennyiben minden él silya pontosan 1.) Nos, a nyom helyesnek bizonyult: Egervéry cikkében
valéban errdl volt sz6. Am ahhoz, hogy ez kideriiljon, pinduri kis elszantsdgra volt sziikség: Kuhn egy magyar szétar és egy
nyelvtankonyv segitségével két hét alatt leforditotta maganak a cikket. A mddszer segitségével, a cikkben leirtak szerint
meghatarozott egy haromjegyii élsilyokkal rendelkezd, 24 csiicsi paros grafon egy maximaélis stilyu parositasat. Mivel
ehhez mindossze 3 orara volt sziiksége, ez meggydzte 6t a mddszer helyességérdl. Magat az algoritmust tehat Kuhn irta
le, de Egervary tiszteletére magyar mddszernek nevezte el, és azdta az egész vilag igy ismeri. Egyediil ezzel a nagylelkii
gesztussal Kuhn valészintileg jéval tobbet tett a hazai matematika nemzetkozi elismertségéért, mint Frobenius és Menger
egylittvéve.

A tovabbiakban nem feltétleniil paros grafok parositdsait, illetve a parositasok szempontjabol hasznos
paramétereit vizsgaljuk.

Def.: A G gréf pontjainak U részhalmaza figgetlen (vagy stabil), ha U nem feszit élt, azaz G minden
élének van nem U-beli végpontja. A G graf legtébb pontbdl 4116, fiiggetlen ponthalmazanak méretét a(G)
jeloli.

Def.: A G gréf éleinek I halmaza lefogd élhalmaz, ha G minden pontjabdl indul F-beli él. A G graf
legkevesebb élbél 4116, lefogd élhalmazanak méretét p(G) jeldli.

Megfigyelés: TetszOleges, véges G grifra o(G) < p(G) .
Biz.: Egy o(G) méretti fiiggetlen ponthalmaz lefogdsahoz legaldbb a(G) él sziikséges. O

Gallai tétele: Legyen G n-pontu graf.
1. Ha G-ben nincs hurokél, akkor 7(G) + a(G) =
2. Ha G-nek nincs izolalt pontja, akkor v(G) + (G)
Biz.: 1.: Kénnyen lathatd, hogy U C V(G) pontosan akkor lefogé ponthalmaz,
ha V(G) \ U fiiggetlen ponthalmaz. Az &llitds innen kozvetleniil adddik.

2.: Mivel G-nek létezik v(G) diszjunkt éle, ezek 2v(G) pontot fognak le. A maradék n — 2v(G) pont
mindegyike lefoghat6 egy-egy 1j éllel (hisz nincs izoldlt pont), azaz v(G) +n — 2v(G) = n — v(G) éllel
minden pont lefoghatd. Innen p(G) < n — v(G), ahonnan v(G) + p(G) < n adddik.

Masrészrol, konnyen lathatd, hogy ha F' minimalis méret{i lefogd élhalmaz, akkor F' kérmentes, és
nem tartalmaz 3 hosszi utat sem. Tehdt F diszjunkt csillagok uniéja. (A csillag olyan 6f graf, melynek
(legfeljebb) egy hijan minden pontjanak foka 1.) Ha a minimadlis lefogé élhalmazban k csillag van, akkor
e halmaz n — k élt tartalmaz, mdsrészt e halmaz tartalmaz k diszjunkt élt, tehat v(G) > k. Azt kaptuk,
hogy p(G)+v(G) > n—k+k = n, és innen a mésik irdnyu egyenldtlenség figyelembevételével kovetkezik
a tétel. O

A Gallai tétel egy lehetséges alkalmazédsa a
Koénig tétel. Ha a G véges, paros grafnak nincs izoldlt pontja, akkor a(G) = p(G)

Biz.: Péaros grafban hurokél nem lehet, igy az allitds kovetkezik Kénig el6z6 tételébdl és Gallai két
tételébdl: a(G) = |V(G)| — 7(G) = |[V(G)] — v(G) = p(G) . O

A maximdlis parositds méretének (azaz a v(G) grafparaméternek) a meghatdrozdsa nem csak péaros grafok esetén
érdekes. Ezért hasznos megfigyelés, hogy a javité alterndlé utakkal valé novelés (elméletileg) itt is maximadlis parositdst
ad. (A péros grafokon haszndlt alterndld ill. javité it fogalma értelemszertien kiterjed nem pdros grafokra is.)

Berge tétele: A G graf M pérositasa pontosan akkor maximadlis, ha nincs M-hez javité ut.

Biz.: Ha M nem maximalis, akkor létezik egy |M|-nél tébb élt tartalmazé N pdrositds. Az M U N élhalmaz egy
komponense vagy a két parositds kozos éle, vagy egy olyan M-alterndlé 1it, mely egyben N-alterndlé is egyuttal (dn.
M N-alterndlé 1t), vagy egy olyan kor, melynek élei felvaltva M ill. N-beliek (M N-alterndlé kér). Mivel |[N| > |M|, ezért
kell olyan M N-alterndl6 uitnak lennie, ami tobb N-beli élt tartalmaz, mint M-belit. Az ilyen 1t az M parositds javito utja.
O

Hogyan lehet bebizonyitani, hogy egy adott graf nem tartalmaz teljes parositast? Paros graf esetén
lattuk, hogy egy, a szinosztalyméretnél kisebb lefogdé ponthalmaz megfelel6 bizonyiték. J6 ez a bizonyiték
nem péros grafokra is, de pl. méar K5 esetén sem elég j6: v(K3) = 1 < 2 = 7(K3). Nem péros esetre a
kovetkezd allitds mutat egy lehetséges bizonyitékot. Egy G graf paratlan komponenseinek szdmét ¢, (G)
jeloli.
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Allitas: Ha a G véges grafnak létezik k olyan pontja, melyek
elhagydsa utdn tobb, mint k paratlan komponens keletkezik (azaz oo X 0
cp(G — X) > |X| valamely X C V(G)-re), akkor G-nek nincs 9 P e
0O a
Q

[e]

teljes pérositasa. O
Biz.: Ha G-nek van teljes parositdsa és X C V(G), akkor @
G — X minden paratlan komponensének van olyan v pontja, hogy
a v-t fedd parositdsél nem a komponensen beliil fut, azaz kilép c{o L c{O
a beldle. Ezen parositasél masik végpontja sziikségképp X-ben
van. Tehdt minden pératlan komponenshez tartozik egy-egy kii- Ps komponensek
16nb6z6 X-beli pont. O
A fenti allitas alkalmas megforditdsa is igaz.

O/

[e;

[e;

o OO

ol —t0 o°
N

ptn komponensek

Tutte tétele: A véges G grafnak pontosan akkor van teljes parositdsa, ha tetszéleges X C V(G)
esetén ¢, (G — X)) < |X]| teljestil. O

1.5 Grafok matrixai

Def.: A G = (V, E) (iranyitott) graf szomszédsdgi (adjacencia) mdtriza A(G) = (a);; € RV*V,
ahol a; j := az i-bdl j-be futd élek szama.

Megfigyelés: Ha G (irdnyitott) graf, akkor v pontjanak (ki)-foka az A(G) métrix v-hez tartozd
soraban levé elemek 6sszege. A v-hez tartozé oszlopdsszeg a v (be)-foka. Ha G irdnyitatlan, akkor A(G)
szimmetrikus: A(G) = A(G)T.

Tétel: Ha G = (V, E) (irdnyitott) graf, akkor az A¥ métrix (u,v) poziciéban all6 (A¥)Y eleme
megegyezik az u-bdl v-be vezetd, k éli sétak szaméval.

Biz.: Teljes indukciéval: k = 1-re ez A(G) definici6jabdl kozvetleniil kovetkezik. Tegyiik fel, hogy
A(G)*-ra mar bizonyitottuk az allitdst. Vildgos, hogy az u-bdl v-be vezetd (k + 1)-élii sétédk szama
> wev( @k 6l uw sétdk széma) - (& wv élek szdma) = > 1 (A(G)")Y - A(G)Y, = (A(G)*+1)2, ahol az
els6 egyenloség az indukcids feltevésbdl, mig a masodik a métrixok szorzasdnak definiciéjabdl adodik.Od

Kov.: Ha G egyszerti, iranyftatlan graf, akkor (A(G)?)2 = d(v) Yv € V(G) . a

Tétel: Ha G irdnyitatlan graf, és A\ az A(G) legnagyobb sajatértéke, akkor A1 < A(G) , tovdbbd ha G A-regularis,
akkor A = A1 . (Emlékeztetiink, hogy A(G) a legnagyobb G-beli fokszdmot jeldli.)

Biz.: Legyen z = (z1,®2,...,Tn) egy Ai-hez tartozé sajdtvektor, és legyen x), = max{z1,z2,...,2n}. Mivel z # 0,
ezért (esetleg a —z sajatvektorra attérve) feltehetd, hogy xj > 0. Ekkor A1z = A(G)p-z = D 1y g% < iy Qi T =
T - Do ag =k - d(vg) < Az .

Maésrészt, ha G A-reguldris, akkor 1 a A sé-hez tartozé sv, ugyanis a fenti egyenlétlenségek végig egyenlSséggel
teljesiilnek.

Def.: A G = (V, E) irdnyitott gréf illeszkedési (incidencia) mdtriza B(G) € RV>*E amire

1 ha v az e kezd6pontja 1 ha v az e véepontia
(B(G)): =< —1  hawv az e végpontja irdnyitatlanra (B(QG))S = 1. PO
v 11 v 0  egyébként.
0 egyébként |

Tétel: A G irdnyitott graf B(G) illeszkedési matrixdnak néhdny oszlopa pontosan akkor linedrisan
fliggetlen, ha a megfeleld élek iranyitatlan megfelel6i erd6t alkotnak.

Biz.: Egy kornek megelel6 oszlopvektorok megfeleld, +1 egyiitthatokkal vett linearis kombindcidja
a nullvektort adja, ezért minden fiiggetlen oszloprendszer erdének felel meg.

Ha egy oszloprendszer erdonek felel meg, akkor egy tetszoleges, levélbol indulé él fiiggetlen a tobbi
oszloptdl, hisz a levélhez tartozo koordinatdban a tobbi oszlop 0, a vizsgalt oszlop pedig nem. Ezen él
elhagyasaval egy kisebb erdét kapunk; ennek éleihez tartozo oszlopokrdl pedig indukciéval bizonyithato,
hogy a lineéarisan fliggetlenek. 0

Ko6v.: Ha G irdnyitott, hurokélmentes, n-pontt graf ¢ komponenssel, akkor r(B(G)) =n —c .

Biz.: B(G) rangja azonos B(G) oszloprangjaval, azaz feszit& erdejének élszémaval, amin —c¢. O

Tétel: Ha B a G graf B(G) illeszkedési métrixabél egy sor elhagydsaval keletkezd métrix, akkor det(BBT) a G
feszitéfainak szama.

A bizonyitashoz sziikséges az alabbi, a determindnsok szorzdstételét altalanosité segédtétel.
Lemma: (Binet-Cauchy tétel) Ha M € RMxIml N ¢ RI™Ix["] ¢s pn < m, akkor det(M - N) = ZHe([m]) det(NH) .

det(Myr) , ahol NH az N mx H-beli oszlopai, My pedig az M mx H-beli sorai meghatarozta részmétrix. d

A B métrix oszlopainak egy részhalmazdt pontosan akkor alkot reguldris matrixot (az eldz8 tétel szerint), ha az
adott oszlopok egy feszitéfdnak felelnek meg. Ekkor pedig a determindns +1, u.i. pontosan egy nemnulla kifejtési tag
van. (Az elhagyott sornak megfelel6 pontot gydkérnek tekintve, minden oszlophoz azt a sort vdlasztjuk, ami az oszlopnak
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megfelels él gyckértsl tavolabbi végpontjshoz tartozik.) A BT mdtrix ugyanezen sorrészhalmazhoz tartozé részmétrixdnak

a determindnsa ugyanannyi, ezért H € (nfl)—re

H Ty _ |1 ha H feszitofa
det(B7) - det(Bpy) = { 0 ha H nem feszitofa ,
ezért a Binet-Cauchy tétel miatt det(B - BT) csakugyan G feszitéfainak szdma. O

Kov.: Cayley tétel: A K, grafnak n™~2 feszitéfaja van.
Biz.: A az el6z6 tétel szerint BBT métrix determinsa adja a feszit6fik szamat, ahol a B a métrix gy keletkezik,
hogy a B(Ky,) illeszkedési matrixbdl egy sort elhagyunk. A métrixszorzéas definiciéja miatt a (BBT)Y = d(v) =n — 1, ill.

u # vre (BBT)® = d(v) = —1. [gy

1 1 1 1 11 1...1
e “In-1 -1 —1 0 n 0 0
-1 n—-1 — |1 n—1 — 0 n :nn—2 O
-1
-1 —-1n-1 -1 - 0



2. fejezet

Szamelmélet

2.1 Oszthatoésag, primek, k6zos osztok

Def.: Az a,b egész szdmokrol azt mondjuk, hogy a osztja b-t, illetve b az a tébbszordse, (jeldlése a | b),
ha b = aq valamely g egész szamra. Vildgos, hogy n # 0 esetén +1,4n | n, ezek az n trividlis osztéi. Az
n azon osztéit, amelyek nem trivialisak, valodi osztoknak nevezziik.

Példa: 1| —-7,19]0,-319,012,0] 0.

Def.: A p € Z szdm felbonthatatlan (néha irreducibilis, émagyarul tdrzsszam), ha |p| # 1 és p-t csak
trividlis médon tudjuk egészek szorzataként elééllitani, azaz p = ab (a,b € Z) esetén |a| = 1 vagy |b] = 1.
Ugyanezt ugy is mondhatjuk, hogy p akkor felbonthatatlan, ha p-nek csak trividlis osztéi vannakl, és
p#1ill.p#£ 18

Példa: 2, —5, 11 felbonthatatlanok, a —1 ill. a =9 = 3 - (—3) pedig nem azok.

Megjegyzés: Korabban azt tanitottdk, hogy a most definidlt szdmok a primszamok. Ez igy nem
pontos. Latni fogjuk, hogy a primek definicidja egészen mas, mint a felbonthatatlanoké. Jollehet, az
egészek korében a két fogalom azonos szamhalmazt definidl, a felbonthatatlan és prim tulajdonsag mas
»szamkorokben” értelmezve, nem feltétleniil ugyanazt jelenti. A lényeg, amire itt ra szeretnék mutatni,
hogy tudjunk arrél, hogy méas a prim és més a felbonthatatlan definiciéja, és korantsem trivialis, hogy
egészek korében a két fogalom egybeesik.

Allitas: Barmely z egész szam elésll felbonthatatlan szamok szorzataként ha |z| > 1.

Biz.: |z| szerinti teljes indukcidt alkalmazunk. Vildgos, hogy |z| = 2 esetén z felbonthatatlan, és mint
egytényezos szorzat megfelel. Tegyiik fel, hogy k-ig mar bizonyitottunk, azaz minden olyan szamra igaz a
tétel, aminek az abszolut értéke legfeljebb k. Legyen |z| = k+ 1. Ha z felbonthatatlan, akkor z megfelel,
mint egy egytényezds szorzat. Ha z nem felbonthatatlan, akkor z nemtrividlis modon felbomlik z = ab
alakban, ahol 1 < |a| < k és 1 < |b|] < k. Az indukcids feltevés értelmében a és b is el6all felbonthatatlan
szamok szorzataként, ezért ez a szorzatukra, z-re is igaz. O

A szamelmélet alaptétele: Ha egy z egész szdmra |z| > 1, akkor z el84ll felbonthatatlan szamok
szorzataként, és a z ilyen eldallitasai csak a tényezok sorrendjében és eldjeleiben kiilonbozhetnek.

Példa: A —24 néhény lehetséges elédllitdsa —24 =2-3-(=2)-2=(=3)-(=2) - (=2)-2 = (-2)*-3,
és ezek csakugyan az elgjelekben és a sorrendben kiilonboznek csupan.

Def.: Az 1 < n € N szam kanonikus alakjin egy olyan n = p{* - p3? - ... - p* el6allitast értiink,
amiben pi,pa,...,pr killonbozd (pozitiv) felbonthatatlanok és az aq, o, ..., ax szdmok pedig pozitiv
egészek. Idonként szokés azt is feltenni, hogy p; < p2 < ... < pg.

Az imént bizonyitott allitds miatt minden 1-nél nagyobb egésznek létezik kanonikus alakja és ez a
kanonikus alak a szamelmélet alaptétele szerint a sorrendtdl eltekintve egyértelmii.

A szdmelmélet alaptétele nem axiéma. Béarmennyire is magatol értetéddnek érezziik (elsésorban az
altaldnos- és kozépiskolds silykolds miatt), bizonyitdsra szorul. Az aldbbi bizonyitds egyittal arra is
ramutat, hogy mi az az ok, ami miatt az egészek alkotta szamkorben igaz a tétel.

A szamelmélet alaptételének bizonyitdsa: A mdr bizonyitott allitds szerint a vizsgdlt szdmok
eléallnak felbonthatatlanok szorzataként. Mivel egy szdm pontosan akkor felbonthatatlan, ha az ellen-
tettje felbonthatatlan, elegendd pozitiv egészekre szoritkoznunk a bizonyitasban. A felbontds egyértel-
miiségéhez tehat csak azt kell igazolni, hogy ha z = py -ps - ... Dk = q1 - q2 - ... - q két eloallités,

IHelyteleniil ezt ugy szokds mondani, hogy p-nek csak az 1 és énmaga az osztéja. Helyesen: csak a +1 és a +p.
21d6nként ez is kimarad a definiciébél.

26
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amelyekre p1 < py < ... < pi és q1 < q2 < q, teljesiil, akkor k = [ és a p; = ¢; minden i-re. Ezt is z
szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha z = 2, akkor z felbonthatatlan, nincs mit igazolunk. Tegyiik
fel tehat, hogy a z-nél kisebb szamokra mar megmutattuk a felbontas egyértelmiiségét. Tekintsiik a fenti
Z=p1-P2.-.. Pk =q1-q2 ... q felbontdsokat. Az dltalanossigot az sem korlatozza, ha kikotjiik, hogy

P1 < q1.

I. eset: p; = ¢;. Ekkor pil =Pop3c... Pr=¢q2-q3-... q. Mivel pil < z, az indukcids &llitas szerint
k=1éps=qo,p3s=qs,...,Pr = q. fgy p1 = ¢q1 miatt z-re is igaz az indukcids allités.
II. eset: p1 < q1.
Ekkor
z=pi-p2-..pk=(@Q—p1)-G - q+tp-q@ ... q,
tehat
pip2-p3- o PE—G2 gz @)= (0 —p1) g =2

Vildgos, hogy 2z’ < z, ezért z’-re tudjuk, hogy igaz a szamelmélet alaptétele. A fenti két felirds alapjan
elkészithetjitk a z’ felbonthatatlanok szorzataként torténd kétféle felirdsat, mégpedig gy, hogy a bal
oldalon a (p2p3-...-pr—q2-q3-...-q), a jobb oldalon pedig a (g1 — p1) tényez&t helyettesitjiik egy-egy
felbonthatatlanok szorzataként torténd elééllitasukkal. E két felirasbdl a bal oldalon p; lesz az egyik
tényez0, igy az indukcids feltevés szerint pi-nek szerepelnie kell a jobb oldalon is. Mivel p; mindegyik
gi-nél kisebb ezért pi-nek az (¢ — p1) felbontdsaban kell szerepelnie. Ekkor azonban py | ¢1 — p1, ezért
p1 | g1, és ez 1 < p; < ¢ miatt ellentmond ¢; felbonthatatlansdgénak. Az ellentmondds azt mutatja,
hogy a II. eset nem valésulhat meg, és ezzel az indukcids bizonyitast befejeztiik. O

Megjegyzés: Min mulik a fenti bizonyitas? A kulcs a II. eset gondolatmenete. Itt van ugyanis sziikségiink a szamhal-
mazunkon a természetes rendezésre. Lényegében azt mutatjuk ugyanis meg, hogy ha van egy olyan szdm, amire a felbontés
nem egyértelmi, akkor van egy mésik ilyen szam is, és ez a masik kisebb, mint amit épp vizsgalunk. Mas széval barmely
»rossz” szamndl van kisebb ,rossz” szam is, ami természetes szdmokon lehetetlenség.

A bizonyitas lelke tehat a szdmkor ,természetes rendezése”. Ennek a rendezésnek pontosan arra a tulajdonsigara van
sziikségiink, amibdl az is kovetkezik, hogy van ,maradékos osztds”, azaz minden a > b esetén létezik egy a = q-b+ m
feliras, ahol 0 < m < b. Ezért a fenti bizonyitds minden olyan struktirdban elmondhatd, ahol van maradékos osztés.
A felbonthatatlansdg definicigjanak értelemszerii médositasdval a szamelmélet alaptétele igaz marad pl. az G.n. Gauss-
egészekre, azaz az a + bi alaki komplex szamokra, ahol a,b € Z és az egész egyiitthatés polinomok korében, jéllehet ez
utébbi struktiraban nincs maradékos osztas.

Itt az ideje, hogy végre megtudjuk mik is a primek.

Def.: A p € Z szdm prim, ha tetszdleges a,b € Z-re teljesiil, hogy p | ab = p | a vagy p | b.

Szavakban: egy szam akkor prim, ha csak gy tud osztani egy szorzatot, ha a szorzat valamelyik
tényez0jét osztja. A szdmelmélet alaptételének fontos kovetkezménye a prim és a felbonthatatlan ugyan-
azokat a szamokat jelenti.

Ko6v.: 1. Ha a p egész szam prim, akkor p felbonthatatlan.

2. Ha a p egész szam felbonthatatlan, akkor p prim.

Biz.: 1. Tegyiik fel, hogy p prim és tegyiik fel, hogy felbomlik p = a - b alakban. Ekkor persze p | ab,
gy a primtulajdonsdg miatt p | a vagy p | b, és az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy p | a.
Ekkor azonban a = p -k és p # 0 # a miatt |p| < |a| < |a| - |b] = |ab|] = |p| kovetkezik, tehdt végig
egyenl6ség all, vagyis a = £p. Igy p barmely felbontasa trividlis, azaz p felbonthatatlan. Figyeljik meg,
hogy ez az allitas fliggetlen volt a szamelmélet alaptételétol.

2. Most tegyiik fel azt, hogy p felbonthatatlan és p | ab. Mivel z = % egész, ezért z-nek egy felbont-
hatatlanok szorzataként torténé eléallitasat p-vel megszorozva az ab egy felbonthatatlanok szorzataként
valé eléallitasat kapjuk. A szamelmélet alaptétele szerint ekkor a +p tényezének az ab tetszéleges olyan
szorzattabontasaban szerepelni kell, ahol a tényezdk felbonthatatlanok. Specialisan abban a felbontasban
is, amit ugy kapunk, hogy vessziik az a ill. a b egy-egy felbonthatatlanok szorzataként torténo eléallita-
sat, és ezeket Osszeszorozzuk. Ezek szerint tehat p szerepel az a vagy a b felbonthatatlanok szorzataként
torténd eldéllitdsdban, igy p | a vagy p | b. Ez pedig éppen a p primtulajdonségét igazolja. O

Megjegyzés: Altaldban is igaz, hogy ahol igaz a szdmelmélet alaptétele, ott a primek és a felbonthatatlanok ugyan-
azok. Mivel mind a Gauss-egészek, mind az egész egylitthatés polinomok részstruktiraként tartalmazzak Z-t, érdekes
megvizsgalni, mik az ottani primek. Az egész egyiitthatés polinomok kérében a primeket irreducibilisnek szokds nevezni.
A 0-foki irreducibilis polinomok éppen a szokdsos primek, de irreducibilis pl a 2z + 7 vagy az z? — 3z + 1 is. A Gauss
egészek korében viszont az az érdekesség is el6fordul, hogy egy egész prim nem Gauss-prim. Pl. 2 = (1 4 i)(1 — i) vagy
5 = (2+1)(2—1). Egész pontosan minden 4k+3 alaku prim Gauss-prim is, de az sszes t6bbi prim két konjugélt Gauss-prim
szorzatara bonthaté.

A valés ill. a komplex egyiitthatés polinomok olyan tovabbi struktirdk, amikben van maradékos osztds, igy igaz a
szamelmélet alaptétele. Lattuk, hogy a p(z) = 22 — 3z + 1 irreducibilis az egészek felett. Ugyanez a polinom a valésak felett
felbomlik két gyoktényezd szorzatdra p(x) = (x — a1)(x — ) alakban, ahol ay és az a két gybke a p polinomnak, és e
gyoktényez6k nyilvdn nem bonthaték tovabbi polinomok szorzatdra nemtrividlis médon. Az algebra alaptétele (miszerint
minden n-edfokid polinomnak (multiplicitdssal szédmolva) pontosan n komplex gyoke van) tgy is fogalmazhat6, hogy a
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komplex egyiitthatds polinomok kézott a primek pontosan az els6 fokd polinomok. (Ez a gyoktényezok kiemelhet&ségébdl
latszik.)

A valés egyiitthatés 22 — 3z 4 4 polinomnak nincs valés gydke, ezért irreducibilis a valds egyiitthatés polinomok
korében. Persze nem az a komplex egyiitthatésok kozott, ahol az els6fokiiak a primek. Mivel egy valds egyiitthatés p
polinom minden komplex gyokének a konjugaltja is gyok, ezért a két gyoktényezd szorzata (ami egy mésodfoku valds
egyiitthatds polinom) irreducibilis faktora lesz a p polinomnak. Ebbél az kévetkezik, hogy a valés egyiitthatés polinomok
korében a primek az elséfoki és a valds gyokkel nem rendelkezé mésodfoki polinomok.

Természetesen az aprobetiis részt nem kell tudni a vizsgan. De abban reménykedek, egyeseknek talan nem érdektelen,
ha a matematika viszonylag tavolinak t{iné teriiletei kozott kapcsolatot latnak. A tobbiektdl elnézést kérek. FT

A szamelmélet alaptétele altal biztositott kanonikus alak segitségével jellemezhetd az oszthatosag.

Allitas: A d € N szdm pontosan akkor osztéja a n € N szamnak, ha d kanonikus alakjaban kizardlag
n kanonikus alakjaban megtaldlhaté primek szerepelnek, és minden ilyen p, prim kitevéje legfeljebb
annyi d-ben, mint n-ben.

Biz.: Ha d | n, akkor n = d - d’ valamely d’ egészre. Az n kanonikus alakjét gy kapjuk, hogy
Osszeszorozzuk d és d’ kanonikus alakjit, vagyis a sziikséges feltétel teljsesiil. Az elégségesség igazoldsahoz
tegyiik fel, hogy a kanonikus alakok az allitasban leirt tulajdonsaggal rendelkeznek, azaz n = pi* - p5? -

o pRt és d = pit -p§2-...-p£k,és B < ;. Ekkor n = d - p{* =" -pg‘Z_BZ-...-pg’“_ﬁ’“,tehatd|n. O

Innen aztan remekiil kiszdmithatjuk egy szam osztéinak szdmat a kanonikus alak segitségével.

Ko6v.: Legyen n = Hle p;" az n szdm kanonikus alakja. Az n pozitiv osztéinak szdma d(n) =

H§:1(ai +1). Az n pozitiv osztéinak dsszege o(n) = le %

Biz.: Barmely d | n oszté kanonikus alakja olyan, hogy azt alkalmas primekkel megszorozva n
kanonikus alakjat kapjuk, azaz d = Hle pf * ahol 0 < 6; < «y teljesiil minden i-re. Vildgos, hogy
minden osztéhoz tartozik egy (01, ..., Ok) kitevOsorozat, és kiilonboz6 kitevisorozatok (a primfelbontds
egyértelmiisége miatt) kiilonbozé osztékhoz tartoznak. (A d = 1 osztéhoz pl. a csupa-0 sorozat tartozik.)
Vagyis a pozitiv osztdk szama azonos a lehetséges (01, ..., Ok) sorozatok szémdval, ahonnan d(n) =

Hle(ai + 1) adédik, hisz minden [; a tébbi kitevotdl fiiggetleniil «; + 1 érték valamelyikét veszi fel.
Vildgos, hogy az osztdk ésszege o(n) = (1+p1+pi+...+p7 )L +p2+p3+...+052) ... (L+pp+p2+...+pp") =

aj+1
-1 . . . . , . J . P A . . . . P

le plpi_l , hisz minden o0szt6 egyértelmiien all el6, mint az els6 szorzat egy kifejtési tagja, mig a masodik egyenléség

a mértani sorozatok Osszegzésével adodik. O

Def.: Legyen a,b € Z olyan, hogy a # 0 vagy b # 0 teljesiil. Az a és b szamok (a,b)-vel jelslt
legnagyobb kézds osztdja a legnagyobb olyan szam, mely osztéja a-nak és b-nek is.
Az a,b szamokat relativ primnek mondjuk, ha (a,b) = 1.

Az a,b € Z szdmok legkisebb kozos tobbszorose az a legkisebb n € N szdm, amire a | n és b | n all.
Jelolése: [a, b].

Példa: (15,24) = 3, (—22,18) = 2, (—20,0) = 20 és (0,0) nem értelmezett, hisz a kozds oszték Z
halmazédnak nincs legnagyobb eleme. [—5, —17] = 85, [-9,0] = 0 és [0,0] = 0.

Az oszték kanonikus alakjara vonatkozé allitds segitségével konnyen kiszamithatjuk a legnagyobb
kozos osztot ill. a legkisebb kozos tobbszorost.

Allitas: Ha a = Pt opst . opptill b= pfl py° ~p§jl (ahol a; = 0 és 3; = 0 is megengedett), akkor

)

(a,b) = pinin(oq,ﬁﬂ .pIQnin(azﬁﬂ . .pI];ﬂin(Otkak) ill.[a, b] = prlnax(al,ﬁl) .pgﬂax(a27ﬁ2) . 'pzlaX(ak7Bk)

mas szoval a Inko-hoz a kanonikus alakokban szerepld kézos primeket kell a kisebb hatvényon, a lkkt-hoz
pedig a kanonikus alakokban szerepl6é valamennyi primet a nagyobb hatvanyon kell 6sszeszorozni.
Tetszbleges a, b pozitiv egészekre ab = (a,b) - [a, b].

Biz.: Ha d kozos osztd, akkor d kanonikus alakjaban csak az a és b kanonikus alakjaban szerepld
kozos primek szerepelhetnek, legfeljebb a kisebbik kitevon, ezért az Inko-ra adott képlet helyes. A lkkt-
nek a és b is osztdja, ezért a kanonikus alakban minden a-ban vagy b-ben el6fordulé primnek legalabb

az a ill. b-beli kitevon kell szerepelnie, ez pedig a masodik képletet indokolja.
A szorzatra vonatkozé azonossdg azért igaz, mert minden prim ugyanazon a hatvanyon szerepel a jobb- ill. baloldal
kanonikus alakjéban. O

Ha a kanonikus alak nincs kéznél, akkor is boldogulhatunk a legnagyobb kozos osztoval.

Allitas: Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a — b, b).

Biz.: Tegyiik fel, hogy d az a és b kozos osztdja, azaz d | a és d | b. Ekkor d | a —b, azaz d az a — b-nek
és a b-nek is kozos osztéja. Ha pedig d az a — b-nek és a b-nek is kozos osztdja, azaz d | a — b és d | b,
akkor d | a — b+ b = a, tehdt d ekkor az a-nak és a b-nek is kozos osztdja.

Azt kaptuk, hogy ugyanazok a szdmok lesznek az a és b kozos osztdi, amik az a — b-nek és a b-nek
kozos 0sztoi, tehdt e kozos osztdk legnagyobbika megegyezik. g

Ko6v.: Ha a és b egészek, akkor (a,b) = (a — b,b) = (a — 2b,b) = ... = (a — kb, b). O

Két szam legnagyobb kozos osztdja hatékonyan meghatarozhato.
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Euklideszi algoritmus: Input: a, b egészek (mondjuk b < a). Output: (a,bd).

Legyen ag := a, a1 := b. Ha mar meghataroztuk az ag > a1 > ... > a; szdmokat, akkor legyen
a;—1 = ¢;a; + a;y+1, azaz osszuk el maradékosan a;_i-t a;-vel és legyen a;y1 a maradék, amire tehat
0 < a;41 < a; teljesiil. Az eljaras akkor ér véget, ha ax41 = 0. Ekkor az algoritmus vélasza (a,b) = ay.

Az euklideszi algoritmus helyességének igazolasa: Az euklideszi algoritmus azért ér véget, azaz
el6bb-utébb ag+1 = 0 lesz, mert (a;) nemnegativ egészek csokkend sorozata, tehat az eljaras 1épésszamara
lag| fels6 becslés. Mivel a;—1 — qia; = a;y1, ezért az el6zd kovetkezmény miatt (a,b) = (ag,a1) =
(a0 — qrar, a1) = (az,a1) = (a1,a2) = (a1 — qaa2, a2) = (az,a3) = ... = (ag, ak+1) = (ak,0) = ai. O

Megjegyzés: Az euklideszi algoritmus valéjaban ennél sokkal hatékonyabb: beldthaté, hogy aita < % ezért a

szitkséges maradékos osztdsok szama legfeljebb 2 - logs(ao), vagyis ag bindris jegyeinek szdmdval ardnyos. SOt: ha az
euklideszi algoritmusban az a; s maradékot gy vdlasztjuk, hogy — L%%J < ajpa < (%‘;1] teljesiiljon (amit szintén

ai+1
2

Az Euklideszi algoritmus segitségével egy mésik fontos allitdst is igazolunk.

Tétel: Tetszbleges a > b egész szamokhoz 1éteznek k és | egészek, melyekre (a,b) = k-a+1-b.
Szavakban: barmely két egész legnagyobb kozos osztdja el6all a két egész szam egészkombindcio’jakéntﬁ

Biz.: Hajtsuk végre az Euklideszi algoritmust az a és b szamokra. Vilagos, hogy az ap =1-a+0-b
ésaz a; =0-a+1-bszamok elbdllnak az a és a b egészkombinacidjaként. A teljes indukcidhoz tegyiik
fel, hogy az ag, a1, .. .,a; szamokra mar bebizonyitottuk ugyanezt.

Az Euklideszi algoritmus definicidja alapjdn a;,—1 = ¢;a; +a;+1. Mivel a; az a és b egészkombinacidja,
ezért q;a; is el6dll az a és b egészkombinaciéjaként. Nyilvanvald, hogy egészkombindcidk kiilonbsége
egészkombindcié {gy a;41 = a;—1 — q;a; is az a és b egészkombindcidja lesz. Ezek szerint ap = (a,b) is
el6all az a és b egészkombindciéjaként. O

Végiil a primszamokrdl kozliink néhany hasznos ismeretet.

Tétel: A primszamok szdma végtelen.

Biz.: Elegend6 azt megmutatni, hogy minden 2 < n € N-re létezik n-nél nagyobb primszam. Mivel

megtehetiink), akkor |a;42| < | | is teljesiilni fog, amitdl az algoritmus elméleti hatékonysdga tovabb novekszik.

n!az 1,2,...,n szamok mindegyikével oszthatd, ezért N :=n!+ 1 az 1,2,...,n szdmok mindegyikéhez
relativ prim, tehdt N nem oszthatoé egyetlen n-nél kisebb primmel sem. Vagyis N kanonikus alakjaban
kizarélag n-nél nagyobb primek fordulnak elé. g

Tétel: Tetszblegesen hosszu sorozat képezhetd szomszédos dsszetett szamokbdl, azaz barmely n € N-
re létezik olyan N, melyre az N + 1, N 4+ 2,..., N + n szdmok mindegyike Gsszetett.
Biz.: Legyen N := (n+1)!+ 1. Ekkor tetsz6leges 2 < k <n+1lesetén k | (n+1)!+k =N+ (k—1),

tehdt N + 1, N 4+ 2,..., N + n szamok mindegyike Gsszetett. O
A primek eloszlasarol szélnak a kovetkezd allitasok.
Csebisev tétel: Tetszdleges n pozitiv egészre 1étezik p prim, melyre n < p < 2n. O
Dirichlet tétel: Ha a és d relativ prim, akkor az a,a + d,a + 2d, . .. szdmtani sorban végtelen sok
prim fordul el6. ]

Goldbach sejtés: Minden 2-nél nagyobb paros szam el6all két prim 6sszegeként.
A Goldbach sejtésbél azonnal kdvetkezik a Csebisev tétel: ha 2n + 2 mondjuk p + g alakban all el8, akkor p és ¢ koziil
a nagyobbik n + 1 és 2n kozé esik. 7(z)

Nagy primszamtétel: zlL{I;o — =1,
Inx
ahol In az e alapu logaritmust, 7(z) pedig az z-nél nem nagyobb primek szdmét jelsli. O

Def.: Az a,b szdmok ikerprimek, ha primek, és kiilonbségiik 2.
Megoldatlan probléma annak eldéntése, hogy véges vagy végtelen sok ikerprim van-e.

Torténelem Az els6 elemi bizonyitast a Csebisev tételre Erdds P4l taldlta még kozépiskolas kordban.

A primszamtétel bizonyitdsa tobb 1épésben tortént. Az utolsé 1épést egymastdl fiiggetleniil Hadamard és de la Vallée
Poussin tették meg 1896-ban. 1949-ben szintén furcsa holtverseny alakult ki az els6 elemi (fels6bb analizist nem hasz-
nald) bizonyitdsok tekintetében: a befuték Atle Selberg és Erdds Pél voltak, akik egymds eredményeire tdmaszkodtak a
bizonyitdsaikban. A két szerzé kozott az eredmény Erdds altali bejelentését kovetGen csif vita tdmadt. Selberg a bizonyi-
tasért Fields érmet kapott, Erdds a kevésbé tekintélyes Cole dijat vehette at. Erdekesség7 hogy a Selberg &ltal bevezetett
médszerrel késébb Chen igazolta a Goldbach sejtéssel kapcsolatos egyik legjobb ismert eredményt, mely szerint minden
pozitiv, paros szam el6all egy prim és egy olyan szam Osszegeként, amelynek legfeljebb két primosztéja van.

2.2 Kongruenciak, linearis kongruenciadk megoldasa

Sokszor bizonyul hasznosnak az a megfigyelés, hogy egész szamok Osszegének paritdsa csak az Osszeg tagjainak paritasatol
fiigg. (Pl egy Osszeg csak dgy lehet pdratlan, ha pédratlan szamu (legalébb egy) paratlan tagja van.) Azonban nem csak
a kettével valé oszthatésdgbdl szarmazhatnak érdekes eredmények, hanem sziikség lehet idénként arra, hogy méds osztéd
szerint prébdljuk osztdlyozni az egészeket, és a szerint szamoljunk veliik. Ezt a gondolatot formalizaljuk az aldbbiakban.

3Ttt az egészkombindcié kifejezés a linedris kombindciéra rimel. Arrél van ugyanis szé, hogy mig lineédris kombinaciéban
tetszOleges skalarok lehetnek az Gsszeg tagjainak egytitthatoi, itt most csak egészek lehetnek az egytitthatok.
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Def.: a,b,m € Z, 0 < m esetén azt mondjuk, hogy a kongruens b modulo m (jelolése a = b (mod m),
roviden a = b(m)), ham | a —b.

Példa: 2 =17(5) . A 2-vel kongruens szamok modulo 5 a 2,7,12,17,22,...ill. =3, -8, —-13,—18, ...

TetszOleges m > 2 egész esetén az egész szamok 7 halmaza m diszjunkt osztdly unidjara bomlik
fel, mégpedig gy, hogy 0 < ¢ < m — 1 esetén az i-dik osztalyban az k- m + ¢ alakd szdmok vannak,
ahol k végigfut az egészeken. (Mds széval, az i-dik osztdlyba az m-mel osztva i maradékot adé szdmok
tartoznak.) Ezeket az osztalyokat az m szerinti (vagy méasképpen modulo m) maradékosztdalyoknak ne-
vezziik. A maradékosztalyok jelentOsége az, hogy ha két szdm azonos maradékosztdlyba esik (modulo
m), akkor kongruensek egymaéssal modulo m, ha pedig kiilonboz6 maradékosztélybdl valk, akkor nem
kongruensek.

Allitas: 1. Ha a = b(m) és ¢ = d(m) akkor a + ¢ = b+ d(m) és ac = bd(m), azaz két kongruencia
osszeadhato és Gsszeszorozhato.
2Had|aésd|bésa=b(m), akkor § = g(ﬁ), azaz kongruencia osztdsakor nemcsak a kongruencia
két oldaldt osztjuk, hanem a modulust is (az oszté és a modulus legnagyobb kozos osztdjaval).

Biz.: 1. Tudjuk, hogy m | a—bésm | c—d. Ezért m | a—b+c—d =a+c— (b+d), azaz
a+c=b+d(m). Az is igaz, hogy m | ¢c(a — b) + b(c — d) = ac — bd, azaz ac = bd(m).

2. Legyen a = d'd,b = b/d, D = (m,d), d = d'D és m = m/D. Ekkor az a = b(m) kongruencia
a'd' D =b'd D(m’'D) alakot 6lt, ami definicié szerint azt jelenti, hogy m’D | o’d’'D—b'd'D = (o’ —b")d' D,
azaz m' | (a/ —b')d" adédik. Mivel D az m és d legnagyobb kozos osztéja, ezért az m’ = 5 és a d' = %
szédmoknak mar nem lehet kozos primosztéjuk. Tehdt m’ | o' — V' is igaz, ami éppen azt jelenti, hogy
a =V (m'), azaz § = g((é”ﬁ)). O

Sokszor az a célunk, hogy egy kongruencian ekvivalens atalakitdst végezziink, azaz ne csak a kovet-
keztetésiink legyen helyes, hanem az utébb kapott kongruenciabdl az eredeti is kovetkezzen. Errél szol
az alabbi allitas.

Kov.: 1. Az a = b(m) kongruencia pontosan akkor teljesiil, ha a + k = b + k(m).

2. Ha d relativ prim az m-hez, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens a ad = bd(m) kongruencidval,
tehat kongruencia szorzasa csak akkor ekvivalens atalakitas, ha a modulushoz relativ prim szammal
szorzunk.

3. Az d > 0 rogzitett egész, akkor az a = b(m) kongruencia ekvivalens a ad = bd(md) kongruencidval.

Biz.: 1. Az, hogy az egyik kongruenciabdl kovetkezik a masik, a k = k(m) ill. a —k = —k(m)
kongruencia hozzdadasaval adodik.

2. Az a = b(m) kongruencidt a d = d(m) kongruencidval beszorozva ad = bd(m) adddik. Az osztdsra
vonatkozé allitds miatt pedig az ad = bd(m) kongruencidbél a = b(ﬁ) kovetkezik, ami (m,d) = 1
miatt a = b(m) alakot &lt.

B.a=bm) < ml|la—b < md|(a—b)d < md|ad—bd < ad = bd(md). O

Tehat egy kongruencian ekvivalens atalakitas mindkét oldalhoz konstanst hozzaadni, a modulushoz
relativ primmel szorozni mindkét oldalt a modulus valtozatlanul hagyasaval ill. az egész kongruenciat
(a modulust is beleértve) egy szdmmal végigszorozni vagy leosztani. Rétériink ezek utdn a linedris
kongruencidk targyaldséara.

Def.: Linedris kongruencidn egy ax = b(m) kongruencidt értiink, ahol a és b adott egészek, m pedig
adott pozitiv egész. (Az m = 1 eset nem tul izgalmas, dltaldban m > 2-vel fogunk foglalkozni.) A linedris
kongruencia megolddsa azt jelenti, hogy meghatdrozzuk mindazon egészeket, melyeket = helyébe {rva a
kongruencia igaz lesz.

Amikor egy linearis kongruenciaval dolgozunk, akkor altalaban ugy végziink miiveleteket, hogy a
kongruencia mindkét oldaval ugyanazt tessziik. Az aldbbi tétel segitségével konnyen elonthetd, hany
megoldasa van egy adott linearis kongruencianak.

Tétel: Az ax = b(m) kongruencia esetén pontosan akkor oldhaté meg, ha (a,m) | b. A kongruencia
megoldashalmaza (a, m) darab maradékosztaly modulo m.

Biz.: Legyen d := (a,m), a = a’d,m = m'/d. Ha az ax = b(m) kongruencia megoldhatd, akkor
d|m|ax—>,igy d|a|axr miatt d | ax — (ax — b) = b kovetkezik. Ezzel a sziikségességet igazoltuk.

Tegyiik fel tehdt, hogy d | b. A kongruenciat (a modulust is beleértve) d-vel végigosztva ekvivalens
atalakitdsként végziink, és azt kapjuk, hogy o’z = kb'(m’), ahol b’ = g. Mivel d az m és a legnagyobb
kozos osztdja, ezért a leosztds utén (a’,m’) = 1 &ll. Az Euklideszi algoritmus utdn lattuk, hogy az
Euklideszi algoritmus segitségével a Inko el6dll egész kombinacidként, azaz kiszamithatunk olyan k és
[ egész szamokat, amire ka’ + Im’ = 1. Vildgos, hogy k-nak és m’-nek nem lehet kozos p primosztdja,
hiszen ha volna, akkor p | ka’ + Iim’ = 1 éllna. Ezért k és m/ relativ prl’mekE

4Ez utébbi megéllapitds az eléaddson nem hangzott el.
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A d'z = v'(m’) kongruencidnak a modulushoz relativ prim k-val toérténé megszorzdsa ekvivalens
atalakitds, azaz ka’'x = kb'(m'), ami k és | valasztdsa miatt (1 — Im/)x = kb’ (m’) alakba {rhaté. A
kongruencidhoz hozzdadva az Im'z = 0(m') kongruenciat azt kapjuk, hogy = = kb'(m’). Az elvégzett
atalakitasok ekvivalens volta miatt az ax = b kongruencia megoldasai pontosan azok az x egész szamok,
amik modulo m’ a kb'-vel egy maradékosztalyba tartoznak.

Hatra van még, hogy a megolddsokat modulo m adjuk meg. Minthogy m = m/d, ezért minden m’
szerinti maradékosztaly pontosan d darab m szerinti maradékosztaly unidja, a konkrét esetben az aldbbi
reprezentéansokkal irhaté fel a megoldds: @ = kb'(m), vagy « = kb' +m/(m), vagy « = kb+ 2m/(m), vagy
o vagy x = kb + (d — 1)m/(m). O

Megjegyzés: Az a’x = b/ (m’) kongruenciat az Euklideszi algoritmusbél kapott k szdmmal térténd beszorzdssal kaptuk
meg. Ha nekiink nem linedris kongruenciat, hanem az ax = b linearis egyenletet kellene megoldanunk, akkor a megoldas
az a-val valé osztds lenne, amit szerencsésebb tgy tekinteni, mint az a reciprokdval torténd szorzast. Az a reciproka a
szokdsos szorzas esetén természetesen % A linedris kongruencia fenti megoldasakor kapott k-val torténd beszorzés teljesen
hasonléan miikadik, hiszen itt is azt kapjuk, hogy ka’ = 1(m’), tehét a szébanforgé k tekinthetd az a’ reciprokdnak modulo
m’. A fenti bizonyitds gondolatmenetébdl az is adédik, hogy pontosan az m-hez relativ prim szdmoknak van modulo m
reciproka.

Tehat, mig az ax = b egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha a-nak van reciproka vagy a = 0 és b = 0, addig linedris
kongruencidkra ez igy mdédosul, hogy az ax = b(m) akkor megoldhaté, ha a-nak van ,modulo m reciproka” vagy ha a-nak
nincs (mert (a,m) # 1), akkor b-nek is ,legaldbb annyira” nincs reciproka, azaz (a,m) | (b, m).

Gyakran oldunk meg konkrét (mondjuk ax = b(m)) linedris kongruencidt ekvivalens dtalakitdsok
segitségével. Ennek soran az alabbi atalakitdsokat végezziik.

1. Az a-t vagy a b-t vele kongruens masik szammal helyettesitjiik.

2. Ha (a,b) > 1, akkor osztunk (sziikség esetén az m modulust is)

3. A modulushoz relativ primmel szorzunk (és a modulust nem bantjuk).

Az atalakitasok soran a cél az a egyiitthatd abszolut értékének csokkentése, egészen 1-ig.

Példa: Megoldand6 a

622 = 24(36) kongruencia. Mivel 62 = 26(36),ezért a
26x = 24(36) kongruencidt kapjuk. (26,36) = 2, tehdt osztunk:
132 = 12(18) adddik. Sajnos nem szorozhatunk 2, 3 ill. 4-gyel, {gy inkdbb 13 = —5(18)-t helyettesitiink:
—5x =12(18) , majd szorzunk (—1)-gyel, mert nem szeretjiik a negativ egyiitthatét.
Sbx = —12(18) ismét helyettesitiink:
S5x = 6(18) Most j6 lenne 4-gyel szorozni, hogy 2 legyen az egyiitthato,

de ezt nem tehetjiik, hisz a 2 nem relativ prim 18-hoz.
Viszont {ligyesen észrevessziik, hogy 7-tel szorozhatunk:

35x = 42(18) és megint helyettesitiink:
—x =6(18) , szorzunk (—1)-gyel:
x=-6=12(18) . Most mar csak a 36 modulusra kell attérni:
x =12(36) vagy = = 12 + 18 = 30(36), gyOztiink.

2.3 Redukalt maradékrendszer, Euler-Fermat tétel

Most, hogy meg tudunk oldani linearis kongruenciat, olyan hasznos tételeket mutatunk be, amik a
modulo m szamitdsok soran lesznek segitségiinkre. Az elsé szerint egy maradékosztaly elemeinek a
modulussal vett legnagyobb ko6zos osztdjuk megegyezik.

Megfigyelés: Ha a = b(m), akkor (a,m) = (b,m). Speciélisan, ha egy maradékosztaly valamely
eleme relativ prim az m modulushoz, akkor annak a maradékosztalynak minden eleme relativ prim
m-hez.

Biz.: Tudjuk, hogy m | a — b, ezért b = a + km valamely k egészre. Az Euklideszi algoritmus el6tt
bizonyitott tétel szerint viszont (a,m) = (a +m,m) = (a +2m,m) = ... = (a + km,m) = (b,m) O

Def.: Rogzitett m > 1 egész esetén az m elemi T = {a1, aq, ..., a,} halmazt modulo m teljes ma-
radékrendszernek nevezzik, ha T minden m szerinti maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz.
Az R C Z halmaz pedig redukadlt maradékrendszer modulo m, ha R minden olyan modulo m mara-
dékosztalybol, mely elemei relativ primek m-hez pontosan egy elemet tartalmaz. A modulo m redukalt
maradékrendszer méretét, azaz azoknak az m szerinti maradékosztdlyoknak a szamat, amik m-hez relativ
prim szamot tartalmaznak @(m)-mel jeloljiik.

Példa: Teljes maradékrendszer modulo m a {0,1,2,...,m—1} vagy az {1,2,..., m} halmaz. Modulo
10 teljes maradékrendszer a {100, 21, —21,42, —42,13,—13,44, 55,66} halmaz.

Megfigyelés: Redukalt maradékrendszert pl. gy kapunk , hogy egy teljes maradékrendszerbdl el-
hagyjuk a modulushoz nem relativ prim elemeket. Ezek szerint redukalt maradékrendszert alkotnak az



32 2. SZAMELMELET

1 és m kozotti, m-hez relativ prim egészek. Ezért a ¢(m) fiiggvényt definidlhattuk volna gy is, mint az
1 és m kozé es6, m-hez relativ prim szamok szamat. Ha p prim, akkor 1 és p — 1 kozott minden egész
relativ prim p-hez, ezért ¢(p) =p — 1.

A relativ prim maradékosztalyok fontos tulajdonsaga, hogy két ilyen maradékosztdly szorzata is
relativ prim maradékosztaly lesz. Ennél joval tobb is igaz.

Tétel: Legyen (a,m) = 1és k € Z. Ha R = {r1,72,...74(m)} redukalt maradékrendszer modulo
m és T = {t1,t2,...,t,} pedig teljes maradékrendszer modulo m, akkor aR := {ari,ars,...ar,m)}
redukélt maradékrendszer modulo m, aT = {at1,ats, ..., aty,} és T+ k = {t1 + k,ta+ k,... .ty + k}
pedig teljes maradékrendszerek modulo m.

Biz.: Azt kell igazolni, hogy az ar;-k paronként kiilonb6z6, m-hez relativ prim maradékosztélyokhoz
tartoznak, hisz ekkor sziikségképpen minden relativ prim maradékosztalybdl pontosan egy reprezentans
szerepel. Minden ar; relativ prim maradékosztdlyba tartozik, mert m-nek sem a-val, sem r;-vel nincs ko-
z6s primosztdja, igy (m, ar;) = 1. E maradékosztélyok pedig kiilonbozéek, hiszen ha ar; = ar;(m), akkor
a-val oszthatunk az osztdsrdl szolé kovetkezmény szerint, azaz r; = r;(m), ahonnan i = j kévetkezik.

Az aT és T + k halmazok teljes maradékredszer volta hasonléan igazolhaté. Mindkét halmaz m
elemt, ezért csak azt kell igazolni, hogy elemeik kiillénb6z6 m szerinti maradékosztalyokba tartoznak.
Ha pl at; = atj(m), akkor (a, m) miatt oszthatunk a-val, és t; = t;(m), amibél T TMR volta miatt i = j
kovetkezik. Hasonléan, ha t; + k = t; + k(m), akkor t; = t;(m), azaz i = j. O

A fenti megfigyelésbél kovetkezik a kongruencidk elméletének egyik legfontosabb tétele, mellyel meg-
hatarozhaté a korabban hivatkozott modulo m reciprok.

Euler-Fermat tétel: Ha (a,m) = 1, akkor a*("™ = 1(m).

Biz.: Legyen R = {r1,72,...7,(m)} redukélt maradékrendszer modulo m. Az el6z6 megfigyelés
szerint aR := {ary,ary,...ary(y,)} is redukalt maradékrendszer modulo m. Mivel kongruencidkat lehet
szorozni, ezért [[; 7 = [, ari(m), ami azt jelenti, hogy [[, i = a®™ [, ri(m). Mivel (m,[[,m:) =1, a
modulus valtoztatasa nélkiil tuduk osztani, azaz a®(™ = 1(m), ami épp a bizonyitandé &llitas. O

Kov.: (kis Fermat tétel) Ha p prim, akkor barmely a egészre o = a(p).

Biz.: Vildgos, hogy ¢(p) = p — 1 (hisz 1-t6]l p — 1-ig minden egész relativ prim p-hez), ezért ha
(a,p) = 1, akkor a?~! = 1(p), ahonnan a? = a(p). Ha (a,p) # 1, akkor p primtulajdonsiga miatt p | a,
azaz a = 0(p), és a? =0 = a(p). O

Megjegyzés: Az Euler-Fermat tétel egyik jelentdsége, hogy kovetkezik beléle a redukalt maradékrendszerben a re-
ciprok 1étezése, melyet a késébbiek miatt inverznek fogunk hivni. Ha tehat R egy redukalt maradékrendszer modulo m,
akkor azt mondjuk, hogy ' € R az r € R inveze, ha 7/ = 1(m). Az Euler-Fermat tétel szerint tehdt minden r € R-nek
létezik inverze, hiszen r - r#(m)=1 = pe(m) = 1(m), vagyis a r’ = r¢("™)~1(m) vélasztds megfelels. Vildgos, hogy ha r
inverze r’, akkor r’ inverze r lesz. Az is kénnyen adédik, hogy minden r € R-nek pontosan egy inverze van: tegyiik fel
ugyanis, hogy rr’ = 1(m) és rr* = 1(m) valamely r’,r* € R esetén. Ekkor rr/ = rr*(m), és (r,m) = 1 miatt oszthatunk
r-rel: 7/ = r*(m), de ebbél 1/ = r* kivetkezik. Erdemes még azt is 14tni, hogy az 1 és a —1 énmaguk inverzei.

Léttuk, hogy ¢(p) = p — 1, ha p prim. Ahhoz, hogy az Euler-Fermat tételt valéban haszndlni tudjuk
(pl. az inverz kiszdmitdsdra), j6 ha ki tudjuk szdmitani p(m)-t tetszoleges m modulusra. Primhatvany-
modulusra kénnyti dolgunk van: ha m = p® valamely p primre, akkor a és m pontosan akkor relativ
primek , ha p 1 a. Ezért ¢(m) nem mds, mint 1 és m kozott a p-vel nem oszthaté egészek szdma. A p-vel
oszthatéak szdma 2 = p* L gy p(p®) = p* — p*~L.

Tétel: Ha (m,n) = 1 akkor p(mn) = p(m)p(n).

Biz.: Azt kell meghatérozni, hogy a T'={0,1,2,...,mn — 1} halmazban hdny mn-hez relativ prim
van. Egy a szam pontosan akkor relativ prim mn-hez, ha a m-hez is és n-hez is relativ prim. A kérdés
tehat ugy is fogalmazhatd, hogy T halmazban m-hez relativ primek kézott hany szam relativ prim n-hez.

0 1 o .. T Tm=2 m—1
m m+1 m+j| ... |2m—2 2m —1
im im+1lim+2 ... m+g| ... (t+1)m-—1
(n=1)m|(n—1)m+1 oo Jn=1m+4| ... nm — 1

frjuk fel a T' halmaz elemeit névekvo sorrendben egy olyan tédblazatba, melynek n sora és m oszlopa
van. Ekkor az i-dik sor j-dik eleme (i — 1)m + j — 1 lesz. Ha tehét rogzitiink egy oszlopot (vagyis
egy j-t), akkor az ottani elemek azonos maradékosztdlyban lesznek modulo m. Mivel a tdbldzat m
oszlopanak mindegyike mas-mas mod m maradékosztalynak felel meg, ezért a tablizatban az m-hez
relat{v prim szdmok pontosan ¢(m) oszlopot toltenek ki. Vizsgdljunk egy oszlopot, azaz rogzitsiink egy
j-t, és nézzik a j-dik oszlop meghatdrozta {j —1,m+j—1,2m+j—1,...,(n —1)m+ j — 1} halmazt.
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Ezek a szdmok gy keletkeznek, hogy az T,, = {0,1,...,n — 1} mod n teljes maradékrendszer minden

elemét végigszorozzuk m-mel, majd hozzdadunk mindegyikiikh6z (5 — 1)-et. Mivel (n,m) = 1, ezért

minden oszlop egy teljes maradékrendszert alkot modulo n. Vagyis minden oszlopban pontosan ¢(n)

db n-hez relativ prim elem talalhaté. Eszerint a tablazatban az olyan elemek, melyek m-hez is és n-hez

is relativ primek, ¢(m) oszlopban helyezkednek el, mindegyik oszlopban pontosan ¢(n) db. A keresett

elemek szdma tehdt o(mn) = p(m)p(n). O
Kév.: Han = Hle p;" az n kanonikus alakja, akkor

w(n):ﬁ(p?up?i_l):n 1T (1%>

i=1 p|n, prim

Biz.: A kanonikus alakban taldlhaté primoszték k szdma szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. A
k =1 esetet mar lattuk. Egyébként n = p{* Hfﬁ it és (pf“,HfZQ pit) =1, igy az elézé tétel szering

¢(n) = @(P?I)SD(HLQ pit) = (pi" — i’ 1) Hf;g(}%al —py 1) = Hle(p?” —p 1). A mésodik formula
abbdl adédik, hogy p* —p*~' = p*(1 — 7). O

Wilson tétel: Ha p prim, akkor (p — 1)! = —1(p).

Biz.: Minden 1 < a < p — 1 egészhez tartozik egy 1 < b < p — 1 egész, melyre ab = 1(p), hiszen az ax = 1(p)
kongruenciat pontosan egy modulo p maradékosztaly oldja meg. Kénnyen lathaté, hogy ha a-hoz b tartozik, akkor b-hez
a tartozik, tehat az 1,2,...,p — 1 szdmok gy rendezhetéek parokba, hogy minden par szorzata 1-et ad maradékul p-vel
osztva.

A péarokba rendezés azért nem egészen pontos, mert bizonyos szdmok esetleg 6nmagukkal dllnak parban. Ezekre az a
szadmokra a® = 1(p) teljesiil, azaz p | a® — 1 = (a + 1)(a — 1), ahonnan p primtulajdonsidga miatt p | a + 1 vagy p | a — 1
adédik. Eszerint az 6nmagukkal parban allé szamok kizarédlag a 1 és a p — 1 lesznek.

Rendezziik 4t a (p—1)! =1-2-...-(p— 1) tényezdit igy, hogy parosival dlljanak a fenti értelemben egymashoz tartozé
szamok. Ekkor mindgn par szorzata 1 lesz modulo p, és lesznek még a paratlanul maradt 1 illetve a p — 1 tényezék. Mas
széval (p — 1)l = lpTd ‘1-(p—1)=p—1= —1(p) adddik, és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

A fenti gondolatmenetet felhaszndlva az az altaldnosabb tény is igazolhatd, hogy ha 1-t6l (m — 1)-ig dsszeszorozzuk
az m-hez relativ prim szdmokat, akkor a szorzat 1 vagy —1 maradékot ad m-mel osztva. Ha (a faktoridlisokndl maradva)
azt szeretnénk tudni, milyen maradékot ad n-nel osztva az (n — 1)!, akkor ezt §sszetett n-ekre is kénnyen megkaphatjuk.
Ha n felbonthaté két kiilénboz8 nemtrividlis a és b osztdjanak szorzatdra, akkor n = ab | (n — 1)! miatt (n — 1)! = 0(n).
Ha n nem ilyen 8sszetett szdm, akkor n egy p prim négyzete, de ekkor p > 2 esetén n | p-2p | (n — 1)! miatt szintén
(n — 1)! = 0(n) adddik, mig a kimaradé egyetlen eset a p = 2, amikoris n = 4, és (n — 1)! = 2(n).



3. fejezet

Altaldnos algebra

3.1 Algebrai strukturak, csoportok

Def.: A H halmazon értelmezett n-vdltozés miuveleten egy tetszéleges f : H™ — H leképezést értiink,
azaz minden, H elemeibdl képzett rendezett n-eshez (pl. (h1, he, ..., hy)-hez) H-nak egy bizonyos elemét
(itt f(h1,ha,..., hy)-t) rendeljiik.

Megjegyzés: Rendszerint kétvaltozos miiveletekkel fogunk foglalkozni. Ilyen esetben a miivelet jelét
az Osszemfilvelt elemek kozé (és nem elé) irjuk, azaz nem +(2,2)-r6l, hanem 2 + 2-r6l beszéliink. Ez a
konvencié a tovabbiakban nem fog félreértést okozni.

Példa: Kétvaltozos miivelet pl. a valds szamokon az dsszeadés, szorzas, kivonds. A pozitiv szamokon
az osztas és a hatvdnyozds. Egyvdltozos miiveletnek tekinthetd pl. az ellentett képzése (z-hez —zx-t
rendeliink), a pozitiv szdmokon a reciprok vagy a 18 alapt logaritmus. Nullavaltozés miivelet pl. az
egészeken az, hogy 5. Haromvéltozds miivelet a valds szdmokon amely az x,y, z szdmokhoz x(y + z) +

3
logy\2:c+\3+5
behelyettesités). Egyvaltozés miivelet a derivdlds, vagy a [0, z] intervallumon térténd integralds.

Nem mfivelet (ebben az értelemben) a hatvdnyozas a valés szédmokon, mert (—1)% = /=1 nem valés
szam. Nem miivelet a valés szamokon az osztds sem, mert a % nem valds szam.

Def.: Ha f; egy, a H halmazon értelmezett n;-valtozés miivelet minden ¢ € I esetén, akkor az
S = (H,{f; :i € I}) part algebrai struktirdnak mondjuk.

Példa: Algebrai struktira a valds szamok halmaza az 8sszeaddsra és kivondsra ((R, {+, —})). Szintén
algebrai struktira a pozitiv szamok halmaza a szorzasra, mint kétvaltozés miiveletre nézve, de algebrai
struktira (R, 4) is.

A tovabbiakban specialis algebrai strukturakat fogunk tanulmanyozni. A szdmunkra érdekes struk-
tardk kizardlag olyanok, melyeken a miivelet kétvéltozds. A félcsoportokon és csoportokon egy, mig a

gylriikon és testeken két miiveletet lesz értelmezve.

-t rendel. A valds polinomokon kétvaltozés miivelet az dsszeadds, ill. a kompozicié (ami itt a

3.1.1 Félcsoportok és csoportok

Lattuk, hogy a miveletekre az egyetlen 1ényegi megkotés, hogy ne vezessenek ki az adott struktirabdl,
igy aztan az ezekkel kapott algebrai struktiurak annyira altalanosak, nem is varhato, hogy jol hasznal-
haté, mély tételeket kapjunk. Célszert tehat tovabbi megkotéseket tenni a vizsgalt strukturdkra. Erre
a legtermészetesebb mdd, hogy a miiveletektol kiilonb6z6 tulajdonsagokat varunk el.

Def.: A H halmazon értelmezett, 2-véltozds * miivelet asszociativ (magyarul dtzdrdjelezhetd), ha

tetsz6leges x,y,z € H elemekre z * (y x z) = (z xy) *x z all. A x mfiivelet kommutativ (magyarul
feleserélhetd), ha tetszbleges x,y € H elemekre x xy = y * x teljesiil.
Példa:

e A valés szamokon értelmezett + miivelet asszociativ és kommutativ,

e a pozitiv szamokon értelmezett hatvdnyozds nem asszociativ és nem kommutativ (hisz 2(2%) =

256 # 64 = (22)3ill. 23 =8 £ 9 = 32),
e a polinomok kompozicidja (egymdsba helyettesitése) asszociativ, de nem kommutativ (hisz

[(pog)or](z) = plg(r(z))) = [po(gor)](z) de (pog)(z) = p(g(z)) # q(p(x)) = (g0 p)(z)

altaldban),

34
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e mig a valds szdmokon értelmezett szamtani kézép miivelet kommutativ, de nem asszociativ (hisz

axbi=25t =0 —pug de (0x0)x1=0,5#0,25=0%(0x1)).

Def.: Az S = (H, *) struktira félcsoport, ha x a H-n asszociativ. Ha * kommutativ is, akkor S Abel
félcsoport.

Def.: Legyen % kétvéltozds miivelet H-n. Az e € H elem az x miivelet egységeleme, ha exh = hxe = h
a H tetszoleges h elemére.

Megfigyelés: Ha az S struktira x miuveletének van egységeleme, akkor egyetlen egységeleme van.

Biz.: Tegyiik fel, hogy e, ¢’ € H egyardnt egységelemek, ekkor e = exe’ = ¢’ . O

Def.: Ha az § = (H, ) struktirdban e € H a * miivelet egységeleme, és hx b/ = I/ x h = e, akkor
az mondjuk, hogy h’ a h inverze a x miiveletre. (Egyittal h a b’ inverze x-ra nézve.)

Példa: A (R, {+,}) struktirdban az dsszeadds egységeleme a 0, az x elem inverze —x. A szorzds
egységeleme az 1, az x # 0 elem inverze az %

Def.: A § = (G, -) struktira csoport, ha (1) S félcsoport, (2) a - mfiveletnek 1étezik egységeleme, és
(3) minden g € G elemnek 1étezik inverze a - miiveletre.

Megjegyzés: Ha a csoportmiiveletet - jeloli, és a csoport megadédsakor ennek elhagyédsa nem okoz
félreértést, akkor a fenti csoportot egyszertien G-vel jeloljiik. Ha nem okoz félreértést, akkor a - miiveleti
jelet a miiveleteknél sem {rjuk ki, igy pl. a gh jelentése a g és h Osszemiivelésének (6sszeszorzdsdnak)
eredménye, azaz g - h. A csoportban ezen konvencié értelmében beszélhetiink hatvényozasrdl: egy g
elem n-dik hatvdnya nem més, mint az elemet n-szer 6sszeszorozzuk (egészen pontosan dsszemiiveljiik)
onmagaval. A 0-dik hatvanyt az egységelemként definidljuk, a (—n)-dik hatvany pedig a g~! inverzelem
n-dik hatvdnya. A G csoport rendje |G|. A G csoport Abel csoport, ha G csoportmiivelete kommutativ.

Példa:

o (R, +),(Z,+),(R\ {0},-), (R™** (az n x k méretii valés matrixok az (elemenkénti) dsszeaddsra),
+) Abel csoportok.

e Ha Z,, jeloli a modulo n maradékosztalyok halmazat, akkor Z, a +,-ra (modulo n 6sszeaddsra)
csoportot alkot. Az egységelem a 0 maradékosztaly.

e A 7, halmazon a modulo n szorzés is egy asszociativ miivelet, rddaddsul az 1 maradékosztaly
egységelem erre a miiveletre. De pl. a 0 maradékosztalynak nincs iverze, igy a (Z,,, -) nem csoport,
csak egységelemes félcsoport. Ha azonban Z} jeloli az n-hez prim maradékosztalyok halmazat,
akkor belathatd, hogy Z; zart a szorzasra, és ebben a struktiraban nemcsak egységelem van, de
minden elemnek inverze is: az a maradékosztalydnak inverze az Euler-Fermat tétel miatt az a®(") 1

*

maradékosztalya lesz. A (ZF,-,) tehat (Abel) csoport.
e Nim Osszeadds, csiensziidzii (remélem, erre is lesz id6m)

Megfigyelés: Ha G csoport, akkor G minden elemének egyértelmi inverze van.

Biz.: Ha z és y a g inverzei és e a G egységeleme, akkor x = ze = z(gy) = (xg)y=ey =y . O

Példa: Lattuk, hogy R Abel csoport az dsszeaddsra, és konnyen lathatd, hogy a pozitiv valésak Abel
csoportot alkotnak a szorzasra nézve. (Utébbi esetben egységelem az 1, inverz a reciprok.) Erdemes azt
is 14tni, hogy ez a két csoport lényegében ugyanaz: a (mondjuk 2 alapi) log fiiggvény olyan bijekcidt
létesit a pozitiv és a valds szamok kozott, ahol a szorzdsbdl dsszeadds lesz: log(a - b) = log(a) + log(b).
Csoportoknak az ilyesfajta azonossagarol szél az alabbi definicid.

Def.: (1) Két csoport (mondjuk G és H) izomorf, ha van koztiik miivelettarté bijekcid, azaz 1étezik
egy ¢ : G — H bijekcid, melyre tetszéleges g, g' € G esetén ¢(g - g') = ¢(g) - #(¢') all. (Figyeljiik meg,
hogy a baloldali szorzds a GG, a jobboldali pedig a H miivelete.)

(2) A G csoport H részhalmaza a G részcsoportja (jelolése H < G), ha H maga is csoport a G csoport-
miiveletére.

Megfigyelés: TetszOleges G csoport részcsoportjainak metszete is G részcsoportja.

Def.: Tetszbleges K C G &ltal generdlt (K) csoport a G csoport K-t tartalmazd részesoportjainak
metszete.

Megfigyelés: Ha G csoport, akkor tetszéleges K C G esetén (K) a G csoport egy részcsoportja.

3.1.2 Ciklikus csoportok

Def.: Az olyan csoportot, melyet valamely eleme general, ciklikus csoportnak nevezziik.
A G csoport g elemének rendje a g dltal generdlt (g) részcsoport elemszdma.
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Az elem rendjének definicidja gy is kimondhaté, hogy a g elem rendje az a legkisebb n szam, melyre

g" = e. Ha ugyanis létezik ilyen n, akkor, g=! = ¢g" ™', és a g,9% ¢°, ..., g" elemek kiilsnboz6ek (hisz ha
g = ¢’, akkor g7 = e), ezért (g) n-elemfl. Ha pedig nem létezik ilyen n, akkor a g, g2, ¢°, ... elemek
mind kiilonbozéek, ezért (g) végtelen.

Ha (G,-) ciklikus csoport, melyet g € G general, akkor G minden eleme el6all g'(= g-g-... g

[i-szer]) alakban, ahol i € Z. Ha G rendje véges, akkor elegendd a pozitiv i kitevikre szoritkozni. Ha G
végtelen, akkor a generdtorelemnek semelyik hatvanya sem egységelem, mert egyébként a generatorelem
csak véges sok elemet generdlna.

Hényfélék lehetnek a ciklikus csoportok, azaz izomorfia erejéig hogy néznek ki a ciklikus csopor-
tok? Nyilvanvald, hogy ha két ciklikus csoport rendje kiilonb6zo, akkor nem izomorfak. Ha azonban
|G| = |H| =n a G és H ciklikus csoportra, akkor G = H. Legyen ugyanis ¢ ill. h a G ill H generator-
eleme. Ekkor g" ill. A a G ill. H egységeleme, a két csoport minden eleme g° ill. h? alaki, és konnyen
lathaté, hogy (g%) := h' izomorfizmus. Tehat a véges ciklikus csoportot az elemszdma izomorfia erejéig
meghatarozza. Az n-elemi ciklikus csoportot C), jeloli, és kénnyen lathaté, hogy C,, = Z,, ahol Z,
a (Zn,+) csoportot jeloli, ahol Z,, a modulo n maradékosztalyok halmaza. Minden véges ciklikus cso-
portot lefrtunk tehat. Ha G végtelen ciklikus csoport, akkor a g generatorelem semelyik hatvanya sem
egységelem, mert egyébként g véges csoportot generdlna. Mivel a g altal generélt e, g°, g~* elemek rész-
csoportot alkotnak (e az egységelem), ezért g éppen ezt a részcsoportot generdlja, igy ez a részcsoport
maga a csoport. Azt kaptuk tehdt, hogy minden végtelen, ciklikus csoport a (Z, +) csoporttal izomorf.

Tétel: Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Biz.: Legyen a G ciklikus csoport egy generatoreleme g, és legyen H < G részcsoport. Tekintsiik a minimdlis 0 < k-
t, melyre g* € H (ilyen létezik, ha H nem a trividlis, egyelemfi csoport (ami persze ciklikus)). Megmutatjuk, hogy g*
generélja H-t, amibél azonnal adédik, hogy H ciklikus. Nyilvan g* generalja az e, g**, g— % eclemeket tetszOleges pozitiv
egész i esetén. Tegyiik fel, hogy a H részcsoport g' elemét g® nem generélja, azaz k { 1. Osszuk el I-t k-val maradékosan,
azaz | = ak + 7, ahol 1 < r < k. Mivel g¥,g! € H, ezért g - ((gF)~1)e = goktr . g—ak = gaktr—ak — gv c [ ami
ellentmond k vélasztdsinak. Tehat H-t g5 csakugyan generalja, vagyis H valéban ciklikus. O

3.1.3 Diédercsoportok

Fontos példak csoportokra a szimmetridk alkotta csoportok. Legyen X egy halmaz, és tekintsiik f : X — X bijekcidknak
egy olyan F nemiires halmazdt, mely zdrt a kompziciéra, vagyis f, g € F esetén fog € F, ahol fog(z) := f(g(x)) Vz € X,
tovabba, minden f € F bijekcié f~1 inverze is F-ben van. A fiiggvénykompozicié miivelet definicié szerint asszociativ. A
fenti vélasztds éppen azt a célt szolgélta, hogy legyen egység és inverz, igy e miatt (F, o) csoport. A csoport egységeleme
az id identikus (azaz a minden pontot helybenhagyd) leképezés (ez azért F-beli, mert id = f o f~1 tetszéleges f € F-re),
a kompoziciéra vonatkozé inverz az adott fiiggvény inverze lesz, a kompoziciémiivelet asszociativitdsa pedig kozvetleniil
adddik a definiciébdl.

Az egyik legfontosabb példa a fenti szimmetriacsoportra a D,, diédercsoport, amikoris X a sik egy
szabdlyos, n oldald sokszoge, a D, csoport elemei az X egybevigdsdgai (azaz a sik mindazon egybevdgd-
sagai, melyek az X sokszoget (mint halmazt) fixen hagyjdk), a csoportmiivelet pedig az egybevigdsdgok
egymads utdani elvégzéseﬂ Az egyik ilyen egybevagdsag a sokszog kozéppontja koriili 2%-szégﬁ f forgatas,
egy masik lehetséges egybevagdsig a sokszog egy szimmetriatengelyére valo t titkkrozés. Lényeges tulaj-
donsdga a diédercsoportnak, hogy n > 2-re nem kommutativ (u.i. to f # fot). Az f és ¢ szimmetridk
a sokszog minden szimmetridjat generaljak, hiszen a koriiljarastaré egybevagdsagok kozéppont koriili
forgatasok, a koriiljarasvaltéak pedig ugy kaphatoak, hogy elészor tiikroziink, majd forgatunk. A D,
diédercsoportnak tehat 2n eleme van.

Atot=rid, f* = fofo...oflnszer] =idill. fot =to f* 1 azonossigok teljesiilése egyszertien ellenérizhetd.
Ebbdl az latszik, hogy Dy, minden eleme vagy f¥, vagy t o f¥ alakii valamely 0 < k < n-re: ha ugyanis f és ¢ is szerepel a

kompziciéban, akkor a t-ket baloldalra csoportosithatjuk a harmadik azonossdg miatt. Lassuk a D3 diédercsoport példajan,
hogy néz ez ki a gyakorlatban!

1Van 4m itt egy bosszanté konvencié. Nevezetesen, hogy az egybevagésigok voltaképpen fiiggvények, marpedig egy
fiiggvény felirdsakor az argumentumot a fiiggvény jele utdn irjuk (zardjelek kozott): f(z) médon. A fiiggvénykompozicié
definicidja szerint az f og fiiggvény egy x értékhez az (fog)(z) := f(g(x)) értéket rendeli. Ott okoz ez zavart, hogy ha csak
az fog kifejezést latjuk, azt gondolhatnank, hogy eldszor kell az f-t és csak utdna a g fiiggvényt alkalmazni. Lattuk, hogy
ennek épp a forditottja igaz. A lényeg tehdt, hogy a o kompoziciémiveletnél jobbrél balra haladva kell a fiiggvényeket
sorban kiértékelni, ha minket a kompoziciéfiiggvény konkrét jelentése érdekel. Szamolni a kompoziciéval, mint miivelettel
azonban hajszilpontosan tugy kell, mint barmely méas miivelettel.
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A szabélyos hdromszognek ¢, ¢ és t” jeloli a hdrom szimmetriaten-
gelyét, ill. f a kozéppontja koriili %’T szogli forgatdst (az dbran lathatd
médon). Tudjuk, hogy t? = id = f3, tovabbd kénnyen ellenérizhetd,
hogy fot =to f2 =1t és ebbdl kivetkezben f2ot = fo(fot) =
fo(tof?)=(fot)of?=(tof?)of?=toft=tof=1t"4ll
Tehat a D3 diédercsoport hat egybevagésaga az id, f, f2,t,t' =to f2
és at” =to f. Ezen Osszefiiggések felhaszndldsdval megkaphaté a D3
csoport szorzétdablaja is.

[ 1] 7l I 1 r=io/7] 7 =to7
id]] id f I t tof?Z=+t tof=t"
il f 2 id fot=t] fot' =fo(tof?)=t"| fot'=fo(tof)=t
23 id fI fPot=t"[fPot =fPo(tof)=t|fPot" =f%0(tof) =1
tl| t tof=t" tofZ=1 tot=id| tot' =to(tof?)=f? tot' =to(tof)=f
t]| tof=[tof?=tof?= tot= tot' =id ot =
(tof?)of=t| (tof?)ofP=t"|(tof?)ot=Ff (tof?)o(tof) =f?
t” t” t"Of: tnofz: t”Ot: t"Otl: t"OtN:id
(tof)of=t (tof)of?=t|(tof)ot=f? (tof)o(tof)=f

Erdemes megfigyelni, hogy a forgatdsok (f hatvényai) a D,, egy ciklikus részcsoportjét alkotjdk.

3.1.4 Permutaciocsoportok

Korabban mar vizsgaltuk n elem lehetséges permutacidinak szamét; most a permutéciok csoportstrukti-
rajat vessziik szemiigyre. Vildgos, hogy az {1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijekciék zdrtak a kompoziciéra
és az inverzképzésre, ezért az {1,2,...,n} halmaz permutécidi szimmetriacsoportot alkotnak a kompo-
ziciéra.

Def.: Az S,, szimmetrikus csoport {1,2,...,n} halmaz permutdciéi alkotta csoport a fiiggvénykom-
pozicié miveletre nézve.

Példa: Erdemes megnézni, hogyan hat konkrétan a fiiggvénykompozicié a permutéciékon. Egy m
permutédciét gy adunk meg, hogy 1-tél n-ig minden i-re meghatdrozzuk (mondjuk egy tabldzattal
megadva) (i) értékét. Emlékeztetiink, hogy a 7o o permutécié kiszdmitasakor elészor alkalmazzuk a o
permutéciot, és aztdn a w-t. Konkrétan, ha példaul

112(3|4|5 , _1)2|3|4|5 _ 1{2{3|4|5 , .
7r—24315 és 0—32154 akkor 7700—34251 adodik.

Annak igazolasdhoz, hogy a permutaciékon a kompozicié csakugyan csoportot hatdroz meg, csupan
annyit kell 1atni, hogy a kompozici6, mint kétvéltozés miivelet asszociativ (ez vildgos), létezik egység-
elem (az identikus (mindent helybenhagy6) leképezés egy permutdcio, és ezzel akdr jobbrdl, akar balrdl
komponélunk, egységként viselkedik), ill., hogy minden 7 permutéciénak létezik egy 7! inverze, amire
mon ! =77lor =id, de az inverzleképezés (ami szintén permuticié) latnivaléan rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

A diédercsoportok utan tehat a szimmetrikus csoport a masodik fontos példa a szimmetriacsoportra.
Korabbi tanulmanyainkat kamatoztatandé megfigyelhetjiik, hogy az S, szimmetrikus csoport rendje az
{1,2,...,n} permutdcidinak szama, vagyis n! . Lattuk, hogy a diédercsoport sem volt kommutativ, és
mivel a D, diédercsoport tekintheté a szabalyos n-szog csicsain haté permutaciok egy halmazénak,
ezért D, < S,, igy aztdn S, sem kommutativ n > 2-re.

Kovetkezé célunk a permutdciok hatvanyait megvizsgédlni, hogy konkrét permutaciok rendjét meghatarozhassuk. Le-
gyen i € {1,2,...,n}, 0 € Sy, és tekintsiik az i, 0 (i), 02(i),03(3), ... elemeket. Ezek az elemek (tehat azok, melyekbe a
o permutdcié i-t elviszi) az ¢ o szerinti orbitjdt alkotjdk. o bijektivitdsa miatt az orbitot alkoté sorozatban az elemek
ciklikusan ismétlédnek, azaz o71* (i) = 07 (4), ahol k az orbit mérete. Ha tehdt lefrjuk az (i, 0(i), 02 (i), 03 (i), ... o*~1(i))
elemeket, akkor ¢ orbitjdnak minden egyes elemérél latjuk, hogy a o a felsorolds kovetkezd elemébe viszi (az utolsét az
elsébe). Az fenti ciklikus sorrend a o permutédcié egy ciklusa. Mivel két elem orbitja vagy diszjunkt, vagy azonos, ezért
igaz az aldbbi megfigyelés.

Tétel: Minden permutécio felirhaté diszjunkt ciklusok szorzataként. O

A gyakorlatban is alkalmazzuk ezt a felirdst, azaz ahelyett, hogy a o permutaciét az értelmezési tartomany minden
elemén megadnédnk, csupdn egymds mellé irjuk a ciklusokat, melyek kéziil (ha n ismert) az egypontiakat (vagyis a fix
pontokat) kihagyjuk. {gy pl a fenti példdban szereplé permutéciok felirdsa m = (124) ill. ¢ = (13)(45) lenne. Ciklikus
permutdcionak neveziink egy permutaciot, ha pontosan egy ciklusa van. Ha a o permutéciét hatvanyozzuk, akkor az elemek
a ciklusukon beliil mozognak, mégpedig minden elem kitevényit 1ép jobbra. Ebbél latszik, hogyan lehet meghatdrozni o
legkisebb hatvanyét, mely minden elemet helyben hagy, vagyis azt a legisebb k kitevét, melyre o = id az egységelem.

Tétel: Ha o ciklusai k1, ka2, ..., k; méretiiek, akkor o rendje a ki, ko, ... k; szdmok legkisebb koz0s tobbszorose. O
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Transzpozicionak nevezziik az olyan permutaciét, melynek fix pontjain kiviil egyetlen, kételemii ciklusa van, azaz a
permutdcié két elemet felcserél, a tobbit fixen hagyja.

Allitas: A tranzpozicick generaljak az S, szimmetrikus csoportot.

Biz.: Minden permutécié diszjunkt ciklusok szorzata, ezért elegendé megmutatni, hogy barmely ciklus el64ll olyan
transzpozicick szorzataként, melyek csak a ciklus elemeit haszndljdk. Mivel az (i1,42,...,7) ciklikus permutédcié a
(31, 1), (41,%%—1), - - -, (i1, 92) transzpoziciék szorzata, ezért az allitast igazoltuk. O

Ertelmes kérdés, hogy legalabb hany transzpozicié kell S, generdldsahoz. Minden transzpoziciénak megfelel egy él
az {1,2,...,n} ponthalmazon. Transzpozicidk egy halmazdnak tehdt egy n-pontu graf felel meg. Vildgos, hogy ha egy
ilyen graf nem Osszefiiggd, akkor a szébanforgd transzpoziciék nem generaljdk Sp-t, sét: altaldban nem generalnak egyet-
len olyan permutdciét sem, mely a komponensek kozott (is) hat. Tehdt minden, transzpoziciékbdl 4llé6 generdtorrend-
szernek Osszefliggd graf felel meg, vagyis legaldbb n — 1 transzpozicié kell S, generalasdhoz. Ennyi egyébként elegendd
is: az (1,2),(1,3),...,(1,n) transzpoziciék alkalmas kompozicidjival tetsz8leges Sp-beli permutdcié elééllithaté. Ennek
belatasahoz elegendd azt megmutatni, hogy a fenti n — 1 transzpozicié segitségével minden mas transzpozicié elball,
hisz azok mar —mint lattuk— minden permutédciét generdlnak. Konkrétan az (i, j) transzpozicié egy lehetséges eléallitasa
(4,9) = (1,7) o (1,4) o (1, 7).

Def.: Az S,, szimmetrikus csoport részcsoportjait permutdcidcsoportnak nevezziik.

Hényfélék lehetnek a permutécidcsoportok? A valasz, hogy a permutédcidécsoportok (izomorfia erejéig)
minden (véges) csoportot felslelnek.

Cayley tétel: Minden véges G csoport izomorf egy alkalmas permutaciocsoporttal.

Biz.: Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy G m-edrendii, és G elemei az 1,2,...,n szamok. Ekkor G
minden g elemének megfeleltethetd egy oy permutécié az aldbbiak szerint: o4(i) := g- 4. Ellendrizziik, hogy a megfeleltetés
miivelettarté: og4, = og o op,. Csakugyan, tetszbleges i € {1,2,...,n} esetén oy (i) = (gh)i = g(hi) = g(on(i)) =

og(0p (1)) = og 0 op(i). Az kell még, hogy a g — o4 leképezés injektiv, azaz g # h esetén o4 # oy,. De ez is igaz, mivel
og(e) = ge = g # h = he = op(e). Tehat a {oy : g € G} permutdcidk az S, szimmetrikus csoport egy G-vel izomorf
részcsoportjat alkotjak. O

3.1.5 A csoportelmélet alapjai

Ebben a részben véges csoportokkal foglalkozunk.
Def.: A G csoport K és H részhalmazainak komplexusszorzatin

HK :={hk:he H ke K}CG

halmazt értjitk. Ha H < G és g € G, akkor a gH (Hg) komplexusszorzat a H részcsoport baloldali
(jobboldali) mellékosztilya. Ha a € gH (a € Hg), akkor a-t a gH (Hg) mellékosztaly reprezentdnsdnak
nevezziik.

Példa: Tetszbleges n > 1 pozitiv egész esetén H = (nZ,+) < (Z,+) = G, ahol nZ := {nz : z € Z}
az n tobbszoroseit jeloli. Egy adott k € Z esetén a G csoport k szerinti baloldali mellékosztédlya a k+nZ
halmaz lesz, vagyis mindazon egészek, melyek k-val kongruensek modulo n.

Egy részcsoport mellékosztalyainak figyelemremélté struktiraja van.

Megfigyelés: Legyen H < G > ¢g,¢" . Ekkor (1) g € Hg, (2) ¢ € Hg= Hg=Hg', (3) Hg=H¢g'
vagy HgNHg' =0 (4) |H| = |Hyg|

Biz.: (1):e€ H=g=eg€ Hyg .

(2): ¢’ = hg valamely h € H-ra, ezért Hg' = H(hg) = (Hh)g C Hg. Mivel g = h™'g’, ezért g € Hg',
igy az el6z8 gondolatmenet szerint Hg C Hg' is igaz.

(3): (2) miatt, ha g* € HgnN Hy', akkor Hg= Hg* = Hyg'.

(4): Ha h,h' € H és h # I/, akkor hg # h'g, ezért a h — hg bijekcié H és H g kozott. O

Kov.: (Lagrange tétel) Ha H < G, akkor |H| | |G|. Speciédlisan, G bdrmely g elemének rendje (a g
altal generalt részcsoport elemszama) osztja G rendjét.

Biz.: Az eléz6 megfigyelés szerint a G csoport néhdny H szerinti (jobboldali) mellékosztély unidja,

és minden mellékosztély |H| elemet tartalmaz. O
Ko6v.: Ha G csoport, akkor barmely g € G elemének rendje a G csoport rendjének osztéja.
Biz.: A g elem rendje a (g) részcsoport rendje, mely a Lagrange tétel miatt |G| osztéja. O

Def.: A H < G részcsoport indeze a |G| és |H| hanyadosa, jele |G : H|.
Ko6v.: Minden primrendii csoport ciklikus.
Biz.: Barmely, e # g € G elem a Lagrange tétel miatt kénytelen az egész csoportot generdlni. 0

3.2 Gyirik, testek

Eddig egymiiveletes struktiurakkal foglalkoztunk. Ha azonban a Z, Q, R vagy C szamhalmazokrdl szeret-
nénk tébbet tudni, érdemes mindkét alapmiiveletet (az 6sszeaddst és a szorzdst is) figyelembe venni. Ez
(is) indokolja az olyan algebrai struktirdk vizsgédlatdt, ahol két kétvaltozos miivelet értelmezett.
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Def.: A (R, {+,}) algebrai struktira gydrd, ha (R,+) Abel csoport, (R,-) félcsoport, tovabba tel-
jesiilnek a disztributiv azonossdgok: a(b+ ¢) = ab+ ac ill. (a + b)c = ac + be (Va,b,c € R). Ha réviden
csak R gyur(it mondunk, akkor konvencié szerint R két miivelete + és - a fentiek szerint.

Az R gytrt kommutativ, ha a szorzés kommutativ. Az R gyiri osszeaddsanak egységelemét nullelemnek
nevezziik, és 0-val jeloljiikk. Az R gyliriiben az a € R elem inverzét az dsszeadasra —a jeloli. Az R gytirt
egységelemes, ha a szorzasmiiveletnek van egysége, melyet (ha van) 1 jelol.

Megfigyelés: Ha R gyfirti, és a,b € R, akkor 0a = a0 = 0 ill. (—a)b = —ab = a(-b).

Biz.: A disztributivitds miatt 0 = 0a + (—0a) = (0 + 0)a + (—0a) = 0a + 0a + (—0a) = Oa. Innen
—ab=—ab+0 = —ab+0b= —ab+ (a+(—a))b = —ab+ab+(—a)b= (—a)b. Az a0 = 0 ill. —ab = a(-b)
azonossagok hasonléan kovetkeznek a baldisztributivitasbol g

Példa: (1) Z,Q, R, C gyfiriik. N nem gy{ir(i, mert nem csoport az dsszeaddsra (nincs inverz).

(2)
(3) A mod m maradékosztélyok szintén.

(4) Az n x n-es (raciondlis, valés vagy komplex) mdtrixok is gytir(it alkotnak.

(5) Az egész egyiitthatds polinomok detto.

(6) A Gauss egészek (az a + bi alaku szamok, ahol a, b € Z) ugyancsak gyfirti.

(7) Tetszbleges H halmazra (P(H),{Vv,N}) a H halmaz Boole gyiirdje, ahol V a szimmetrikus kiilénb-
séget jeloli: AVB := (A\ B) U (B \ A). Itt a nullelem az 0, az egység pedig a H.

Def.: Az R gylrtiben a a # 0 elem nulloszto, ha létezik olyan 0 % b € R, melyre ab = 0. Az R
gylri nullosztdmentes, ha R-ben nincs nulloszté. Az R gytir( integritdsi tartomdny, ha kommutativ és
nullosztémentes.

Példa: (1) nZ kommutativ és nullosztémentes, ezért integritdsi tartomany.

(2) Z,, nem nullosztémentes, ha vannak olyan a,b € Z,, szdmok, melyekre a # 0 # b (azaz a £ 0 %
b(mod n)) és ab = 0(mod n), azaz ha n dsszetett. Ha n = p prim, akkor a primtulajdonsig miatt, ha
ab = 0, azaz ab = 0(p), vagyis p | ab, akkor p | a vagy p | b, igy a = 0 vagy b = 0 (a Z, gytriben(!)).
Tehat Z, nullosztémentes, igy integritdsi tartomény.

(3) Az R™™ métrixgyliriiben A nullosztd, ha létezik olyan B matrix, melyre AB = 0. Ez pontosan
akkor van, ha az Ax = 0 egyenletnek van nemtrivialis megoldésa, azaz, ha A szingularis.

(4) A (P(H),{v,N}) Boole gylirliben H minden val4di részhalmaza nulloszd, mert AN (H \ A) =0 .

Def.: Az R gyliri részgyiirije az (R, {+,-}) olyan részstruktirdja, mely gylirti. (Csupan a miivele-
tekre valé zartsagot és az ellentettek meglétét (tkp a kivondsra valé zdrtsigot) kell ellendrizni.)

Megfigyelés: Ha n € Z, akkor nZ a Z részgytrtje. A Z gyliri minden részgytriije nZ alaka.

Biz.: Lattuk kordbban, hogy nZ gytiri. Ha R a Z részgytiriije, akkor (R, +) részcsoportja a (Z, +) csoportnak. Mivel az
utébbi csoport ciklikus, ezért minden részcsoportja is az, tehdt R-t egyetlen elem (mondjuk az n) generélja, ezért R = nZ.

]

Léttuk, hogy a gyliriiben tudunk kivonni, azaz egy elem ellentettjét hozzdadni (a — b := a + (=b)).
Felettébb bosszantd, hogy osztani nem tudunk, azaz nem tudunk egy elem ellentettjével szorozni, hiszen
a szorzas nem csoport- (csak félcsoport-) miivelet, igy nincs a szorzésra nézve inverz. Nyugodjunk meg: a
szokésos szdmkorokben (R, C) sem tudunk osztani, mert az osztds nem algebrai értelemben vett miivelet,
hisz nem tudunk barmely két szamot elosztani. Altaldban sem varhatjuk, hogy a gytriiben a szorzéasra
nézve minden elemnek legyen inverze, hisz ha a x a 0 inverze, akkor 1 = 0z = (0+0)z = Oz + 0z = 1+1,
ahonnan 0 = 1 adédik. Innen 0 = Oa = la = a, azaz a gylri{ trividlis, csak a 0 elembdl all. Kideriil,
hogy a szorzas invertalhatésaganak nem kell ennél jobban sériilnie.

Def.: A T gylirii ferdetest, ha (T \ {0}, ) csoport. Ha a szorzds kommutativ, akkor T test.

Példa: (1) Q,R,C testek. (Lattuk, hogy kommutativ gylirti. Minden nemnulla szdmnak van recip-
roka, {gy a szorzds is csoport a nemnulla szamokon.)
(2) Ha p prim, akkor Z, test, melynek a szokésos jel6lése ). (Lattuk, hogy Z, kommutativ gylrd, és
az Euler-Fermat tételbdl adédik a reciprok kiszémitdsa.) Ha m nem prim, akkor (lattuk) van Z,,-ben
nulloszté, tehat Z,, nem test.
(3) A walds polinomok hanyadosteste a kovetkezd. R(x) :
Byr._ ;Ds-i-qT il p

{§ i p,q € Rlz],q # 0}. A miiveletek:
:= L% . (A polinomok hdnyadosteste a legsziikebb, az R[z] gyfiriit (azaz a valds
polinomok gyurUJet) tartalmazé test. Ugyanazzal a konstrukciéval kapjuk, mint raciondlis szamtestet,
mely a legsziikebb, az egészek gyfirtijét tartalmazd test.)

(4) Az {a + b\/§ a,b € Q) halmaz is test, hiszen (a + bv/2)~ =G +bf) (a+b\‘;§;’(£b\/§) = Z;_bz\g =

5 2b2 + o 2b2 V2 miatt létezik inverz. (Itt hasznaltuk, hogy ha a,b € Q, akkor a? # 202, Igaz az is,
hogy a példabeli v/2 helyett allhatna /% is (0<teQq).




4. fejezet

Szamitasi algoritmusok, kriptografia

4.1 Algoritmusok bonyolultsaga

A gyakorlatban szdmos problémat szamitégéppel, algoritmikus tton oldunk meg. Gyakran tobb ut is
kinalkozik a cél elérésére, és nyilvan azt érdemes vélasztani, ami az adott problémét a leghatékonyabban
kezeli. Ilyenkor 6ssze kell hasonlitanunk kiilonb6z6 algoritmusokat, de maskor is fontos lehet, hogy egy
eljardas gyorsasdgarol tudjunk valamit mondani. Egy algoritmust képzelhetiink tgy, hogy egy midlta-
lunk megadott bemenethez egy kimenetet allit el6. A bemenetet gondolhatjuk a ,kérdésnek”, amit az
algoritmusnak feltesziink, a kimenet pedig a feltett kérdésre a ,valasz”. Nyilvan, minél ,nehezebb” a
kérdés, annal tobb idét érdemes hagyni a szamitégépnek a valaszra, azaz, annal tobb 1épést tehet az
adott algoritmus. Hogyan kell hat a kérdés ,,nehézségét” mérni? Egy célszertinek latszé modszer az input
»hossza”: tehat az, hogy hany bit a bemenet, vagyis milyen hosszan irtuk le a problémat az algorit-
mus nyelvén. Az algoritmus meghataroz tehat egy f : N — N fiiggvényt. Ez a fiiggvény minden n-re
meghatérozza azt az f(n)-t, ami az algoritmus legnagyobb 1épésszdma egy n hosszii bemenet esetén.
(Feltételezziik, hogy az algoritmus minden bemeneten elébb-utébb megdll.) Ha egy A ill. A" algoritmus
f il f7 1épésszamfiiggvényeire minden n esetén f(n) < f/(n) all, akkor bizonyos értelemberl] jogos az
A algoritmust hatékonyabbnak tekinteni, mint az A’ algoritmust. Mi van azonban akkor, ha bizonyos
n-ekre f(n) < f’(n), mas n-ekre pedig f(n) > f’(n)? Nos, ekkor az érdekel minket, hogy az input
méretének novekedtével milyen gyorsan né az algoritmus lépésszdama. A motivacié e mogott az, hogy
nagyméretii feladatokat szeretnénk megoldani, és mig révid input esetén a nagyobb lépésszam kompen-
zalhato jobb szamitégéppel, a bemenet méretének névekedtével ez nem tehetd meg. Konkrétabban: ha az
A algoritmus lépésszéma n hosszt inputon 10°-n, az A’-é pedig 27, akkor n < 21 esetén az A’ algoritmus
hatékonyabb, n > 22-re pedig az A. Ha tehdt mondjuk 10'° 1épést tudunk megengedni az algoritmus-
nak, hogy beldthaté idén beliil eredményt kapjunk, akkor az A algoritmus n < 10° méret{i bemenetken
miikodik, mig az A’ algoritmus szdméara n < log, 100 < 10g2(103)% = Plog,10° < L.10 < 34
all, azaz méar a 34 hosszi bemenettel sem képes megbirkézni a program. A fenti példdban a lényeges
kiilonbség a két algoritmus kozott az volt, hogy mig az elsé maximalis 1épésszama az inputméret po-
linomjaval volt becsiilhetd, addig a mésik algoritmus futasideje exponencidlis fiiggvénye is lehetett a
bemenet hosszdnak. Paradox médon jobbnak tekintiink tehat egy 10107 . p10*° lépésszamu algoritmust,

10
mint egy (14 1/1010"")7/10"" fut4sidejiit, még akkor is, ha a gyakorlatban az elébbi mar n = 2 méretii
bemenet esetén is kivitelezhetetlen, mig az utobbi akkor is miikodik, ha a bemenet mérete a hihetetleniil
hatalmas szamok vilagdbdl vald. Még egyszer tehat az Allatfarmba il16 szabély:

‘A polinomialis algoritmus jé, az exponencialis algoritmus rossz.‘

(A rend kedvéért tegyiik hozzd, hogy ez igy nem igaz. Itt és most azonban polinomidlis 1épésszamu
algoritmusok érdekesek a szdmunkra.) Egy algoritmust a tovdbbiakban polinomidlisnak (néha, kissé
félreérthetéen hatékonynak) neveziink, ha lépésszama (igy kozvetve a futdsideje) a bemenet méretének
polinomjaval felilrél becsiilhetd.

I Tehdt rosszabb egy A algoritmus, ami az inputok 99,99%-4n szinte azonnal végez, de néhany szerencsétlen inputon
»elszall”, mint az az A’ algoritmus ami minden inputon sokat er6lkédik, de azért mindig megbizhatéan végez. Ez pl. akkor
lehet kiilonésen indokolt, ha az a fontos, hogy beldthaté idén beliil megoldjuk a problémét (pl., hogy kiszémitsuk az {irhajé
palyamddositdsat, a szembejovd meteor miatt, vagy atomerdmiivet vezéreljiink), mert az id&tillépések nem ,atlagolédnak
ki”: egyetlen szerencsétlen input, és game over.

40
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4.1.1 Néhany egyszerii eljaras bonyolultsaga

Megvizsgalunk néhany, szdmokkal operalé algoritmust hatékonysag szempontjibdl. Az algoritmus be-
menete tehdt néhdny (dltaldban két) szdm, ezekkel végziink miiveletet. Elészor is gondoljuk meg, mi
egy szam hossza. Itt az ésszer eljards a szamot a szokdsos modon megadni, ha nem is épp 10-es, de
2-es vagy mondjuk 16-os szédmrendszerben. Ekkor n hossza log, n ill. log; 4 n lesz, amik (mivel konstans
szorzéban kiilonboznek) az algoritmus polinomidlis voltdt nem befolydsoljédk. (Sét, a polinom fokat sem,
csupan a fOegyiitthaté valtozik.) Mi tehdt szémrendszeralapi megaddsban gondolkodunk, ekkor egy n
és m szdm egyiittes mérete logn + logm lesz. A kérdés tehat, hogy ennek a szdmnak milyen fiiggvénye
egy-egy miivelet lépésszama.

Osszeadas: Az altaldnos iskoldban tanult, frasbeli 6sszeadds remekiil mitkédik més szémrendesze-
rekben is. A miiveletigény minden helyiértéknél legfeljebb 2, hisz két szamot adunk Ossze az adott
helyiértéken, plusz még egy esetleges maradékot az elézé helyiértékbél. A lépésszamra fels6 korlat tehat
a 2 -max(logn,logm) < 2 - (logn + logm), ami linedris, vagyis polinomidlis. A kivondsra hasonlé igaz.

Szorzéas: A szokasos frasbeli szorzds miikodik, és megvaldsithaté logn db 6sszeaddssal, ahol minden
osszeadandé az m egy egyjegyl szammal Osszeszorzott tobbszorose. Egy egyjegyl szammal m-t 2logm
lépésben Ossze lehet szorozni, ugyanis minden jegyet szorozni kell, és az esetleges maradékot a szorzathoz
hozzdadni. Tehdt az 6sszlépésszam 2(logn)(logm) < (logn + logm)?, vagyis a szorzés polinomiélis. Az
irasbeli osztas is polinom idében elvégezhetd, de szérozni kell pindurit, mikor megbecsiiljiik a soron
kovetkezd hanyadost.

Hatvanyozés: Az n™ szam jegyeinek szama kb k - 2!, ahol k és [ az n ill. m jegyeinek szama 2-es
szamrendszerben. Mivel itt a bemenet mérete k41, ezért a végeredményt még leirni sem tudjuk a bemenet
hosszanak polinomjaval becsiilhetd 1épésben. fgy, mivel mar az eredmény megaddsa is exponencidlisan
sok ido6t igényel, nem létezik a hatvanyozasra polinomialis algoritmus.

Hatvényozés modulo m: Az input n, k és m, a cél pedig n*(mod m) meghatarozasa.

Legyen k = > k2, azaz k = ... kokiko, a kettes szdmrendszerbeli alak. Sorra kiszdmoljuk az

ng, N1, N2, . .. szémokat, ahol ng = n(m), ny = n?(m),...,n; = n® (m). Az niy1-t az n; = ni(m)
alapjan egy szorzassal és egy maradékos osztassal kaphatjuk, rdaddsul n; mérete mindig legfeljebb logm
lesz. Tehat egy n; kiszamitasa egy legfeljebb log m méretii szam négyzetre emelését és a legfeljebb 2 logm
méreti eredmény maradékos osztdsat igényli. A sziikséges n;-k kiszdmitasdhoz mindezt log k-szor kell
megtenni. Az n* meghatdrozasit pedig n* = [[5°, n*? = [[°, nf*(m) alapjén tovabbi, legfeljebb log k
db, legfeljebb logm méretii szam szorzasaval és logk db, legfeljebb 2logm méreti szdm maradékos
osztasaval kapjuk.

Példa: Ha pl az n?® (mod m)-t szeretnénk kiszdmitani, akkor kiszdmitjuk an n (mod m), n
(mod m), n* = (n?)? (mod m), n® == (n*)? (mod m), és n'® = (n®)? (mod m) értékeket modulo
m, ami négy szorzédssal (ahol a tényez8k m-nél nem nagyobbak) és 6t (m-mel vald) maradékos osztéds-
sal jar. Ezutdn n?? = n'6 . nt . n?

2

n* - n*-n (mod m) miatt tovdbbi hdrom szorzds (a tényezdk m-nél nem
nagyobbak) és hdrom maradékos osztés szolgaltatja a végeredményt.

A modulo m hatvényozds tehit 6sszességében is polinomidlis eljaras.

Euklideszi algoritmus: Az euklideszi algoritmus egy lépésében adott a; 11 < a; esetén kell egy
maradékos osztast végezni, és meghatarozni azt a 0 < a;492 < a;41-t, melyre a; = g;j+1 - aj41 + a;42 all.
Az a; mérete legfeljebb akkora, mint ag és a; mérete koziil a nagyobbik, tehdt az euklideszi algoritmus
minden lépése polinomidlis id6t igényel. A nagy észrevétel, hogy a; 12 < %, ezért a fentieket legfeljebb
log ap-szor kell elvégezni, amitdl az eljards polinomialis marad.

4.2 Primtesztelés

Egy adott n € N szdmrdl kell eldonteniink, hogy prim-e. A bemenet mérete logn, ennek polinomja
lehet a 1épésszdm. Nem polinomiélis tehdt sem az erathosztenészi szita (lépésszdma n-ben linedris, ami
log n-ben exponencidlis), sem a nafv médszer (ebben 1-t61 /n-ig ellendrizziik az oszthatésdgot v/n-ben
linedris szdmu osztdssal).

A primtesztelés kemény did. Létezik ugyan ra olyan determinisztikus algoritmus, ami egyittal polino-
midlis is, de ilyet csak a legutébbi idében taldltak. Ehelyett mutatunk egy sokkal gyakorlatibb médszert,
aminek az a hibaja, hogy nem ad haldlbiztos eredményt. Megengedjiik ugyanis a véletlen vélasztast is
az algoritmus futdsa sordn, amibél az kovetkezik, hogy az eljaras nem lesz tévedhetetlen. A mddszer
azonban csak egy irdnyban tévedhet, azaz egy primet sosem mond Gsszetettnek de egy Osszetett szamot
esetleg (,csillagdszatian” kis valdszintliséggel) primnek gondolhat. A teszt alapja az Euler-Fermat tétel.



42 4. SZAMITASI ALGORITMUSOK, KRIPTOGRAFIA

Eszerint, ha egy n szam prim, akkor k"~! = 1(n) minden (k,n) = 1 esetén. Ha tehat (k,n) = 1 és
k"=1 # 1(n), akkor bizonyosan tudjuk, hogy n osszetett, jéllehet, n egyetlen osztéjat sem ismerjiik.
Az ilyen k szamot az n szam druldjanak nevezziik, hisz segitségével megtudtuk hogy n nem prim. Egy
mésik lehetGség n Osszetettségérol meggydzodni, hogy taldlunk egy olyan 0 < k < m szdmot, amire
(k,n) # 1. Ekkor az euklideszi algoritmus az n egy valddi osztéjat is megtaldlja, ezért k még tovabbi
informéciét ad n-rél. Az ilyen k szamok az n leleplezdi. Akércsak a aruldkra, a leleplezékre is igaz hogy
k"= # 1 (mod n), hiszen k"~! nem relativ prim n-hez ha k sem volt az, tehat nem lehet a redukalt
maradékrendszer eleme sem.

Persze az is megtorténhet, hogy n dsszetett, és egy 0 < k < n szdmra k"' = 1(n) all. Ekkor k az
n cinkosa, hisz nem arulja el, hogy n Osszetett. Igaz viszont, hogy ha van arulé, akkor az 1,2,...,n—1
szémok kozott legaldbb annyi drulé van, mint cinkos (és akkor a leleplez6krél még nem is beszéltiink).

Allitas: Hal < ¢ < co < ... < ¢ <naznszim cinkosai, és a az n egy aruldja, akkor acy, acs, . .. ac
az n szém paronként (modulo n) kiilonbézé rulsifl

Biz.: Ha ac; = ac;(n), akkor (a,n) = 1 miatt ¢; = ¢;j(n), azaz ¢; = ¢;, tehdt az acy, acs, . . . ac; szdmok
valéban kiilonbozé maradékosztalyokbél valsk. Mivel ¢!~ = 1(n) és a™ ! # 1(n), ezért (ac;)" ! =
a" "ttt = g™ £ 1(n), tehat a fenti szdmok csakugyan aruldk. O

A primtesztelésre egy lehetséges mddszer tehat a kovetkezo. Véletleniil valasztunk egy 0 < k < n
szamot. Ha k druléja vagy leleplezdje n-nek, azaz k"~! # 1 (mod n), akkor kész vagyunk, n dsszetett.
Ha k cinkos, akkor n-rél azt valészintisitjiik, hogy prim. Ezen az elgondolason alapszik a Fermat-teszt.

Fermat-teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if k=1 # 1(n) then STOP: n nem prim.
else STOP: tgy tilinik, n prim

end if

end

Persze a Fermat-teszt hibazhat, de az el6z6 allitas szerint a hibaja csak az lehet, hogy egy Osszetettet
szamot primnek mond. Raadasul, ha n-nek van druléja, akkor a hiba valészintisége legfeljebb % Ha
tehét m-szer valasztunk (egymadstdl fiiggetlen) véletlen szdmokat, akkor a hiba valdszintisége legfeljebb
2%,1 lesz, ami mar m = 100-ra is elhanyagolhatdé a hardverhibabdl ered6 tévedés valdszintiségéhez képest.
Jegyezziik meg, hogy a tobbszér (mondjuk 100-szor) megismételt Fermat-teszt polinomiélis szdmi, po-

linomialis id6ben elvégezhetd 1épést hasznal.

Van azonban a Fermat-tesztnek egy hibdja. Csak akkor miikodik, ha n-nek létezik &ruléja. Vannak azonban olyan
szamok (az U.n. dlprimek, vagy més néven Carmichael szdmok), amiknek csak cinkosai és leleplezdi vannak (utébbiak
elenyész6 szdmban). Az ismételt Fermat-teszt ezeket a szdmokat majdnem biztosan primnek taldlja. Olyan mddszert
szeretnénk tehdt, ami a mégoly ritka dlprimekre is teljesen megbizhatéan miikédik. A Fermat-teszt a f6 lépésében azt
ellenérzi, vajon teljesiil-e, hogy n | k"1 — 1. Ha ugyanis n prim, akkor ez minden 0 < k < n-re teljesiil. Ennél azonban
tobb is igaz. Ha t.i. n — 1 = 2% . ¢, ahol ¢ paratlan, akkor az (z + y)(xz — y) = 2% — y? azonossag tobbszori alkalmazasabél
az adédik, hogy

Rl o=k o= (2T o)k T ) = (2T o )R T e (R T ) =L =
= (k7= 1) (K7 + DE+ DE 1) k7 41) (41)

Tehat ha n = p prim, akkor p a () jobboldaldnak valamelyik tényezdjét is osztja. Hidba oszthaté tehdt a baloldal
n-nel: ha a jobboldal egyetlen tényezdéje sem n tobbszorose, akkor n bizonyosan Osszetett, és k az n szam egy Carmichel
értelemben vett druldjdl. Igaz, hogy minden 8sszetett szam redukalt maradékrendszerének legaldbb %—edrésze Carmichael
értelemben vett druls. Ezért a (@) jobboldaldn &ll6 szorzat tényezdinek n-nel valé oszthatdésdgat vizsgdlé Miller- Rabin
teszt egy Osszetett szamrdl legaldbb % valészinliséggel azonnal megéllapitja, hogy nem prim.

A Miller-Rabin tesztet fiiggetleniil valasztott véletlen szamokkal 50-szer megismételve a hiba valdszintisége gyakorlati-
lag O-ra csokken. A Miller-Rabin teszt hatékonysdgardl érdemes megemliteni, hogy sokkal jobb, mint ahogy azt az elméleti
becslés mutatja: mindossze egyetlen olyan osszetett szam van 1 és 2,5 - 1010 kozott, aminek k& = 2,3,5,7 mindegyike
Carmichael-cinkosa. Az 6sszes tobbi Osszetett szam kiszlirhet6 négy Miller-Rabin teszt elvégzésével a fenti k értékekre.

2Egyébként a fenti bizonyitdsnal kicsit t6bb igaz: a modulo n redukalt maradékrenszer a szorzésra csoport, és a cinkosok
ennek részcsoportjat alkotjdk. Ha van aruld, akkor a részcsoport indexe legalabb 2, igy a részcsoport mérete legfeljebb fele
a csoporténak. A sziikséges fogalmakat a csoportelmélet résznél targyaljuk.

3Figyeljiikk meg, hogy ha k cinkos, de Carmichael értelemben vett &ruls, akkor az (B jobboldaldn &ll6 tényezék
valamelyike leleplezd, igy az Euklideszi algoritmussal megtaldlhaté n egy osztdja is.
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Miller-Rabin teszt
Bemenet: n € N. Kimenet: dontés, hogy n prim-e
begin
Legyen 0 < k < n véletlen szam
if k9 = 1(n) then STOP: n vszg prim.
else i:=0, loop while i<t
if k29 = —1(n) then STOP: n vszg prim
else i:=i+1; end if
end loop
end if
STOP: n nem prim.
end

4.3 Nyilvanos kulcst titkosirasok

A nyilvanos kulesu titkosirds az egyiranyu fiiggvény létezésére épit. A pontos definicié helyett nagy-
jabdl azt lehet mondani, hogy egyirdnyd figgvénynek neveziink egy f : {1,2,....,n} — {1,2,...,n}
filggvényt, ha f bijekcid, mely hatékonyan (azaz polinomidlis id6ben, és a gyakorlatban is gyorsan)
szamithaté, azonban a forditott iranyd f~! leképezés kiszamitdsa pusztan f ismeretében reménytelen.
(PL. ha megvan a telefonkonyv, akkor egy adott személyhez hamar telefonszdmot tudok rendelni, de
egy telefonszamhoz az el6fizeté megtalalasa mar korantsem ilyen hatékony csupan a telefonkdnyvben
bogaréaszva). Elképzelhetd, hogy f egyirdnyt fiiggvény, és f~1 is kiszdmitaséra is 1étezik hatékony elj4-
ras. Persze ennek megtaldldsa pusztan f ismeretében (az egyirdnytsédg definicija szerint) reménytelen.
Utébbi fiiggvényeket nevezziik kiskapus egyirdnyt figgvényeknek. Rossz hir, hogy bar a nyilvdnos kul-
csu titkosirasi rendszerek biztonsaga a kiskapus egyiranyu fiiggvények 1étezésére épit, nem tudjuk teljes
bizonyossaggal, vajon csakugyan léteznek-e kiskapus egyirdnyu fiiggvények. Vannak azonban fiiggvé-
nyek, melyekrdl azt sejtjik, hogy ilyenek, de bebizonyitani ezt nem tudjuk. (fgy aztan mindig van min
dolgozniuk a rejtjelfejté szakembereknek.)

Egy titkosirasi rendszernél rogzitiink egy Y-val jelolt ABC-t: ennek a jeleivel {rjuk le az iizene-
teinket. A kédolandé M iizenetrdl (M, mint message) feltehetd, hogy t bet{ibdl 4ll, azaz M € XF,
hiszen a hosszabb iizenetet ¢ hosszusdgui blokkokra vaghatjuk, és minden blokkot kiilén iizenetnek
tekinthetiink. Feltehetjiik, hogy X! szavai 1 és ||t kozotti természetes szdmoknak felelnek meg (pl.
> = {0, 1} esetén a bindris alak egy ilyen megfeleltetés, egyébként az iizenetet egy |X| alapd szdmrend-
szerben felirt szémnak tekintjiik). A nyilvdnos kulcst titkosirdsi rendszert egy olyan kiskapus egyirdnyd
f{12,...,n} — {1,2,...,n} fiiggvény irja le, melyre n > |Xf|. Ezt a leképezést egy t.n. nyilvinos
kulcs segitségével egyértelmiien megadjuk, és barki szamara hozzaférhetévé tessziik. Feltételezziik to-
vébb4, hogy az A-nak nevezett cimzett, akinek a titkositott informéciét el akarjuk juttatni, képes f~!
hatékony szamitasara, mert rendelkezik az f~!-t leiré titkos kulccsal. Ha tehat el szeretnénk juttatni
A-nak egy M iizenetet, nincs mas dolgunk, mint kiszdmitani M’ = f(M)-t, amit a nyilvdnos kulcs
ismeretében kénnyen megtehetiink. Ezutdn M’-t bétran elkiildhetjiik A-nak. Ebb6l A hatékonyan ki
tudja szamitani f~1(M’) = f=1(f(M)) = M-t, vagyis el tudja olvasni a pontos iizenetet. Barki més,
aki utkozben lehallgatja az M’ kédolt iizenetet, nem tudja abbdl M-t kihdmozni, hisz még f-t ismerve
sem tudja f~!(M)-t megtaldlni. A lehallgaté minddssze arra képes, hogy ha valamilyen égi sugallat
folytan megsejti, mi is az iizenet, akkor ellendrizni tudja, csakugyan azt kiildték-e el. Nem &art azért picit
ovatosnak lenni. Ha példaul a lehallgatd tudja, hogy az iizenet egy harci cselekmény kezdénapjat jelzi,
akkor a nyilvdnos kulcs ismeretében kiszdmithatja az f(hétfs), f(kedd), ..., f(vasdrnap) értékeket, és
ha ezek egyikét fogta el, akkor mindent tud. Széval nem érdemes ilyen butdn iizenni. Szerencsére van-
nak technikak, melyekkel ez a fajta tdmadds kivédhetd. (Pl. minden t-es blokk egy kelléen nagyméretii
végszelete véletlen jeleket tartalmaz.)

A nyilvanos kulcsu titkosirds alkalmas a digitdlis aldirds megvaldsitasara is, azaz segitségével bizo-
nyithatd, hogy egy adott iizenet kitol érkezett. Nevezetesen, tegyiik fel, hogy minden szereplének van egy
kiskapus egyirdny fiiggvénye, pl. A-é f4, mig B-é f. Ha most B ald akarja frni az M (titkositott vagy
titkositatlan) tizenetet, akkor A-nak az M' = fg L(M)-t kiildi el. Ezt A vissza tudja fejteni a nyilvanos
fB leképezés ismeretében, hiszen fp(M') = fp(fz'(M)) = M. Riadésul a cimzett barki més (pl. a
birdsdg) szémaéra is bizonyitani tudja, hogy az iizenetben egyfelél az 4ll, amit &llit, mésrészt, hogy az
iizenet B-t6l ered. Ha ugyanis A felfedi M-t, és M'-t, akkor barki ellendrizheti B nyilvanos kulcsdnak
ismeretében, hogy M = fp(M’), vagyis, hogy B val6ban aldirta az M iizenetet. Ha pedig M egy A-nak
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szént titkos iizenet volt, azaz M = fa(M*), ahol M* az igazi iizenet, akkor f4 nyilvdnos volta miatt
béarki ldhatja, hogy M az M* titkositott valtozata. Az el6bbiek szerint bizonyithato, hogy az M ké-
dolt tizenetet B aldirta, tehat a digitdlis alairas titkositott tizenetek esetén is hasznalhaté. Fontos, hogy
a bizonyitashoz csak a nyilvanos kulcsokra van sziikség: egyik félnek sem sziikséges felfednie a titkos
kulcsét.

Nézziik meg, hogyan lehet a fenti sémat megvaldsitani, azaz hogyan lehet egy kiskapus egyiranytunak
sejtett fiiggvényt megadni. Az alabbiakban a nyilvanos kulcsi RSAH rendszert vazoljuk.

Ahhoz, hogy bérki is titkositott levelet tudjon kiildeni az A cimzettnek, A el6zoleg valaszt két kellGen
nagy primszamot, mondjuk p-t és ¢-t. A kelléen nagy azt jelenti, hogy a tudomany aktudlis alldsa szerint
reménytelen legyen a n := pq szorzat faktorizéldsa, tovabbd n > |3!| is teljesiiljon. (Ez utébbi tgy
teljesithetd, hogy az tizenetdarabok ¢ hosszét alkalmasan vélasztjuk.) Legyen m := p(n) = (% —1)(¢g—1)
és valasszuk az 1 < e < n szadmot gy, hogy (e,m) = 1 teljesiiljon (ilyen e konnyen taldlhatdl), és legyen
f(M) := M¢(mod n). Ha ez megvan, akkor A kozhirré teszi a nyilvdnos kulcsit, azaz mindenki széméra
hozzaférhetové teszi az n és e szamokat, hiszen ennek segitségével barki hatékonyan tudja f-t szamitani,
azaz képes lesz A szdmara titkos iizenetet kiildeni. Hangsulyozzuk, hogy A titokban tartja a p,q és m
szamokat.

Természetesen A kivancsi arra, mit tartalmaznak a neki cimzett titkos iizenetek, ezért sziiksége van
arra, hogy az f~! leképezést hatékonyan tudja szdmitani. Ehhez elészor megoldja d-re az ed = 1(m)
kongruencidt, amit (e,m) = 1 miatt egyértelmiien (és hatékonyan) megtehet. Annak, aki nem ismeri
m-t, ez a feladat —igy hissziik— reménytelen, igy azt feltételezziik, hogy A-n kiviil senki sem képes n
és e alapjan d-t kiszdmitani. (L&tjuk persze, hogy ha az n-t valaki faktorizalja, akkor m-t majd d-t
konnytszerrel kiszamithatja. A titkosirasi rendszer megtoréséhez azonban még csak erre sincs sziikség:
elég, ha valahogyan megszerzi m-t, mert d méar akkor is meghatarozhaté. Ha tehat A bolcsen jar el, akkor
nyomban azutédn, hogy d-t kiszamitotta, megsemmisiti minden addigi szamitasat, kiilonos tekintettel a
P, q és m szdmokra.)

A d meghatarozdsdval A megkapta az (n,d) titkos kulcsot, amit élete drdn is megériz. Az inverzleké-
pezés ugyanis pontosan ugy mikodik, mint a nyilvanos kulesi titkositas, csak persze a nyilvanos helyett
a titkos kulccsal. Konkrétan: ha A egy X = f(M) titkositott iizenetet kap, akkor a dekdédolt iizenet
f1(X) = X9 (mod n). Valéban:

Xd: (f(M))dE (Me)d:Med:Mlerl :Mlm-M: (Mm)l M= 1Z-MEM (mod n) ,

az Euler-Fermat tétel miatt. (A fenti szdmoldsndl az (X,n) = 1 feltételezéssel éltiink. Beldthatd, hogy
a fenti inverztulajdonsdg a mégoly valészintitlen p | X és g | X esetekben is igaz.) Tehdt az (n,d) titkos
kulcs ismeretében az inverzleképezés is hatékonyan szamithatd, ahogyan ezt egy kiskapus egyiranyu
fiiggvénytél elvarjuk. Azt is lattuk, hogy (n,d) hatékonyan megkaphaté p, ¢ és e ismeretében.

Miért gondoljuk, hogy a fent leirt f fiiggvény valéban kiskapus egyirdanyt fiiggvény? Csupén az egy-
irdnytsag szorul indokldsra, a kiskaput lattuk. Tobb jel mutat arra, hogy ha e-t j6l valasztjuk (ennek
mikéntje nem fér bele a jelen jegyzet kereteibe; lényeg, hogy létezik dltaldnosan elfogadott mddszer, mely
biztositja, hogy e alkalmas legyen), akkor n és e ismeretébdl d meghatdrozasa hasonléan nehéz, mint n
primtényezékre bontasa. Az altaldnos hiedelem szerint pedig ez reménytelen, ha a p és ¢ primszdmok
kelléen nagyok. (Jelenleg a legaldbb 200-jegytiekben hisznek). (Természetesen ezért van, hogy eldszor a
primeket valasztjuk, és azokbdl adédik n.) Csak az van hétra, hogy miként taldlunk alkalmas p és ¢ pri-
meket. A primeket rdadasul ugy kell talalni, hogy minden primet lehetéleg egyforma eséllyel valasszunk,
hisz ha bizonyos primekhez til nagy valdsziniiséggel nytilunk, akkor ez kénnyit a kédtors helyzetén. Az
els6 otlet, hogy préba szerencse alapon keresiink primet, azaz vélasztunk egy (kell6en nagy) véletlen
szamot: ha prim, gyoztiink, ha nem, (jat hizunk. Ez a mddszer valéban miikédik, ehhez persze sziikség
van egy hatékony primtesztre (ilyet mér lattunk), masrészt az is kovetelmény, hogy ne kelljen til sok
véletlen szamot generalni, mig valahdra egy primnél kotiink ki. Szerencsére ez is teljesiil: a primszamtétel
egy erésebb alakja szerint a primek stirtisége n kozelében nagyon jé kozelitéssel ﬁ, azaz €191 (azaz a 200
jegyll szdmok) kornyékén véletlen szamokat valasztva kb. Wlo valészintiséggel primet taldlunk. Vagyis

4 A név a rendszert kifejleszté Rivest, Shamir és Adleman neveinek kezdSbetiiibl szarmazik. E hirom szerzé mutatott ra
elészor a digitdlis aldiras lehetOségére, és irt le elGszor egy a mai napig kiskapus egyiranyu fiiggvénynek gondolt leképezést.

5Ttt sem &rt észnél lenni: iigyetlen vélasztdsnal a rendszer tdmadhatéva vélik. (Pl. az e = 1 egy matematikailag korrekt,
4m hiperbuta vélasztds.) Van arra vonatkozé &ltaldnos irdnyelv, hogyan érdemes e-t valasztani ahhoz, hogy a rendszer
biztonsdga ettél ne sériiljon. (Vagy egy kicsit pesszimistdbban fogalmazva: ne ettdl sériiljon.) Természetesen, ahogy egyre
djabb tdmadasi mddszereket eszelnek ki (és hoznak nyilvédnossdgra), Ggy az ,dltaldnos irdnyelv” is idénkénti médositasra
szorul. Arany életiik van az elméleti kriptolégusoknak.
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500 - k prébalkozas utan kb e~ a valészinfisége annak, hogy nem akadt prim a horograﬁ.

Torténelem: Ha sok idém lesz, errdl is irok még...

6 A prébalkozdsok véarhaté szama jelent8s mértékben csokken, ha kiszfirjiik a kis primekkel oszthaté (legegyszeriibb
esetben a pdros) szdmokat, azokat rogton eldobjuk, és nem teszteljiik.
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