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A maxvissza sorrendhez tartozé élhalmazok (ismétlés)
> Legyen vi, vo,...,Vv, a G csicsainak egy maxvissza sorrendje.
Az élcimkézés definidldsahoz irdnyitsunk minden élt balrdl
jobbra, azaz a sorrendben korabbi csiicsabdl a késGbbibe.
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P Innen azonnal adédik a Nagamochi-lbaraki algoritmus
kulcslemmadja, de a ritka tand létezését is igazolni tudjuk.



Ritka tani k-szoros élosszefliggdségre
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Az élcimkézési lemma eros valtozata

Def: G =(V,E), u,ve V,UCV, E' C E esetén (U, E’) egy
u-t és v-t szeparald vegyes vagas, hau,vg Uésa G— U —E'
graf nem tartalmaz uv-utat. Az (U, E’) vegyes vigds mérete
|U| + |E"|.

Megj: A vegyes vagas tekinthet6 a csiicsok piros-fehér-zold
szinezésének: az U-beli csiicsok fehérek, E’ pedig a piros és zold
csucsokat osszekotd élekbdl all.

A vegyes vagas pontosan a piros-zold csticsparokat szeparalja.
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Ha uv & E, akkor Menger idevagé tétele az uv-utak lefoghatdk
k(u, v) ponttal, ezért van k(u, v) méretli pontvdgds, ami egyuttal
vegyes vagasnak is tekinthetd.

Ha pedig uv € E, akkor G’ = G — uv-ben van k — 1 méretii, u-t és
v-t szeparald pontvagds, és ezt az uv éllel kiegészitve a G egy k
méretll, u-t és v-t szeparald vegyes vagdasat kapjuk. O
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Tfh G egyszerii és vi, vs, ..., Vv, egy maxvissza sorrendje.
Ha v;, vj az Fi egyazon komponensébe esnek, akkor x(vj, vj) > k.

Megj: (1) A tételben szereplé s(vj, v;) > k allitds nem csak a G
gréfra igaz, hanem a G’ = (V(G), FL U Fp U... U Fy) részgréfra is.
Ugyanis vy, vo.... a G’ csicsainak is maxvissza sorrendje, ezért v;
és vj a G’ graf k-as cimkéjii élei dltal alkotott feszité erdejének is
ugyanabba a komponensébe esntek.

(2) Ha G egyszerii, akkor a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus
kulcslemmajanal tobb is igaz. Nevezetesen, ha vi,v,...,v,a G
cstcsainak egy maxvissza sorrendje, akkor k(v,—1, vp) > d(vy).
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alkotott feszité erd6 ugyanazon komponensébe esnek. Az indukcids
feltevés miatt tehat
U+ |E"| > U+ |E"\ F1| +1 > k — 1+ 1= k, szuper.
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F1-beli 4t tartamlaz fehér csicsot, ami vq-bol zold csicsba vezet.
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Ha v;, vj az Fy egyazon komponensébe esnek, akkor x(vj, vj) > k.

Biz: Feltehetd, hogy G of. Indukcié k-ra: k =1v. (k—1) — k:
Tek. egy vjvj-szepardlé (U, E') vegyes vagdst. Az indukcié miatt a
Go graf minden v;vj-szepardld vegyes vdgdsa legalabb k — 1 méretii.
l. eset E' N Fy # (), azaz Fi-nek van pz éle. v
Il. eset E' N F; = (), azaz Fi-nek nincs pz éle. P-z szincserével
feltehetd, hogy v; nem zold. Fi-ben nincs pz él, ezért minden olyan
F1-beli 4t tartamlaz fehér csicsot, ami vq-bol zold csicsba vezet.
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Tfh G egyszerli és vy, va, ..., v, egy maxvissza sorrendje.

Ha v;, vj az Fy egyazon komponensébe esnek, akkor x(vj, vj) > k.

Biz: Feltehetd, hogy G of. Indukcié k-ra: k =1v. (k—1) — k:
Tek. egy vjvj-szepardlé (U, E') vegyes vagdst. Az indukcié miatt a
Go graf minden v;vj-szepardld vegyes vdgdsa legalabb k — 1 méretii.
l. eset E' N Fy # (), azaz Fi-nek van pz éle. v
Il. eset E' N F; = (), azaz Fi-nek nincs pz éle. P-z szincserével
feltehetd, hogy v; nem zold. Fi-ben nincs pz él, ezért minden olyan
F1-beli 4t tartamlaz fehér csicsot, ami vq-bol zold csicsba vezet.
Legyen u a maxvissza sorrend elsé fehér csiicsa. Minden zold cstics
u utan all a maxvissza sorrendben. Legyen v az u tetsz. zold
szomszédja. Ha uv & F1, akkor F1 viv-0tjan nem lenne fehér
csucs. Ezért uv € F1. Ha u-t atszinezziik pirosra, akkor a kapott
vegyes vagas ponthalmaza 1-gyel csokken, élhalmaza pedig csak
Fi-beli élekkel béviil. Ezért (U — u, E') a G, egy vegyes vagésa, igy
|U +|E|=1+|U—-u|)+|E'|>1+k—1=k, gybzelem. [J



Ritka tanu k-szoros pontosszefuiggdségre

Def: Az F C E élhalmaz a G = (V, E) egyszerii graf k-szoros
osszefiiggdségének tandja, ha a G’ = (V, F) graf k-6sszefiiggd.
Ertelmes cél egy minél kevesebb élbdl 4ll6 tand keresése.



Ritka tanu k-szoros pontosszefuiggdségre

Def: Az F C E élhalmaz a G = (V, E) egyszerii graf k-szoros
osszefiiggdségének tandja, ha a G’ = (V, F) graf k-6sszefiiggd.
Ertelmes cél egy minél kevesebb éIbdl allé tant keresése.

Ha G k-0Osszefliggd, akkor G k-Gsszefiiggoségének van

egy legfeliebb kn — (1) élbél 4116 tandja, ahol n = |V/(G)|.



Ritka tanu k-szoros pontosszefuiggdségre

Def: Az F C E élhalmaz a G = (V, E) egyszerii graf k-szoros
osszefiiggdségének tandja, ha a G’ = (V, F) graf k-6sszefiiggd.
Ertelmes cél egy minél kevesebb éIbdl allé tant keresése.

Ha G k-0Osszefliggd, akkor G k-Gsszefiiggoségének van
egy legfeliebb kn — (1) élbél 4116 tandja, ahol n = |V/(G)|.

Biz: Legyen vi, va, ..., v, maxvissza sorrend és G’ = (V, F),
ahol F = FL UFU...U Fy a legfeljebb k cimkéjii élek halmaza.

Igazoljuk, hogy tetsz. (U, E') vegyes vagésra |U| + |E' N F| > k.
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I. eset E' C F. Ekkor |U|+ |E'NF|=|U|+|E'|>kaG
k-szoros Osszefliggbsége folytan.

Il. eset v;v; € E'\ F. Ekkor a vegyes vagas szeparélja v;-t és vj-t,
és a v;v; €l cimkéje legaldbb k + 1. fgy vi €s vj Fi-nak ugyanabba
a komponensébe esnek. Az élcimkézési lemma erds valtozata miatt
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vagas legaldbb k méretl, hurra.
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Def: Az F C E élhalmaz a G = (V, E) egyszerii graf k-szoros
osszefiiggdségének tandja, ha a G’ = (V, F) graf k-6sszefiiggd.
Ertelmes cél egy minél kevesebb éIbdl allé tant keresése.

Ha G k-0Osszefliggd, akkor G k-Gsszefiiggoségének van
egy legfeliebb kn — (1) élbél 4116 tandja, ahol n = |V/(G)|.

Biz: Legyen vi, va, ..., v, maxvissza sorrend és G’ = (V, F),
ahol F = FL UFU...U Fy a legfeljebb k cimkéjii élek halmaza.
Igazoljuk, hogy tetsz. (U, E') vegyes vagésra |U| + |E' N F| > k.

I. eset E' C F. Ekkor |U|+ |E'NF|=|U|+|E'|>kaG
k-szoros Osszefliggbsége folytan.

Il. eset v;v; € E'\ F. Ekkor a vegyes vagas szeparélja v;-t és vj-t,
és a v;v; €l cimkéje legaldbb k + 1. fgy vi €s vj Fi-nak ugyanabba
a komponensébe esnek. Az élcimkézési lemma erds valtozata miatt
kG (vi, vj) > k tehdt G'-ben minden vj-t és vj-t szepardld vegyes
vagas legalabb k méretli, hurrd. Utolsé [épés: |F| becslése.
Ha v az F; gyokere, akkor v izolalt Fj i-ben. Ezért |F1| < n—1,
\Fal <n—2,..., |Fe| <n—k igy |F| < kn— ("31). O



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.
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merevkorl grafot kapunk. (Merevkorii graf minorjai merevkoriiek.)
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Biz: Legyen C a G egy legalabb 4 élbol allé kore, v pedig a C
elsé csticsa a szimplicidlis sorrendben. A sorrend szimplicialitdsa
miatt v-nek a C koron fekvé szomszédai ossze vannak kotve
egymassal. Tehat C-nek van hdrja, G csakugyan merevkord.
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Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.
Ha G merevkorii, akkor G tetsz6leges maxvissza
sorrendjének megforditdsa a G egy szimplicidlis sorrendje.

Biz: Legyen vi,va,..., vy, ... a G egy maxvissza sorrendje,
legyen i < n-re vjv, € E(G). Megmutatjuk, hogy v; szomszédos v,
minden v;-t megel6z6 szomszédjaval. Ekkor vi,vo, ..., v, v, egy

maxvissza sorrendje az ezen csicsok dltal feszitett G’ merevkorii
grafnak. Az élcimkézési lemma er6s valtozata miatt kgr(vi, vi) =
= dg/(vn) = k, azaz G'-ben vezet v, és v; kozott k bpd Ut.
Hurmenti roviditésekkel ezek az utak hidrmentesnek valaszthatdk.
Minden ilyen Gt kort zar be vjv,-nel és mivel G’ merevkorii,
minden ilyen Gt kétéli. fgy Vp minden v;-t megel6z6 szomszédja
szomszédos vj-vel. A forditott maxvissza sorrend szimplicidlis. [



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
listaszinezési szama megegyezik G maximalis klikkméretével.



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
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(2) G minden f. részgrafja is merevkor(, igy (1) miatt G perfekt.



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
listaszinezési szama megegyezik G maximalis klikkméretével.
Ha G merevkort, akkor

(1) w(G) < x(G) < xe(G) = w(G), fgy x(G) = w(G).
(2) G minden f. részgrafja is merevkor(, igy (1) miatt G perfekt.

Teétel biz: Az w(G) < x(G) < x¢(G) egyenlétlenség trividlis,
ezért csak x¢(G) < w(G) teljesiiléség kell igazolni.
Legyenek megadva G minden csiicsdhoz w(G) méretii szinlistak, és
mohén szineziink G egy vi, vo, ..., Vv, maxvissza sorrendjében.
Mivel forditott szimplicidlis sorrendben dolgozunk, tetsz v;
szinezésekor a v; mar megszinezett szomszédai vj-vel egyiitt egy
legfejebb w(G) méretii klikket alkotnak. Ezért a v; listdjaban
taldlhaté w(G) lehetséges szinbél legfeljebb w(G) — 1 szint
hasznaltunk fel a v; kordbban szinezett szomszédaira, igy aztan
vi-nek is tudunk jé szint vélasztani. O



Merevkorli grafok eloallitasa

A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslcsa.
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A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslicsa.

Biz: Elégségesség.
Thf G eléall az F fa részfainak metszetgrafjaként. Legyen r az F
(tetsz. vélasztott) gyokércsiicsa, és legyen minden F’ részfa
gyokere az F'-nek az F gyokeréhez legkozelebbi csiicsa. Legyen C
a G egy tetsz. kore, és legyen v a kor azon csticsa, amelyiknek
megfelelé F' részfa gyokere a lehetd legtdvolabb van r-tél. Ekkor
akkor v szomszédai a C koron szomszédosak egymdssal, tehat G
merevkorll, az elégségességet igazoltuk.
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A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslcsa.

Biz:



Merevkorl grafok elédllitasa

A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslicsa.

Biz: Sziikségesség.
n szerinti indukciéval igazoljuk, hogy az n csiicsii merevkori
grafoknak van részfareprezentacidja. Az n = 1 eset trividlis. Legyen
G n cstcst merevkori graf, és tfh n — 1 cstcsra mar igazoltuk a
részfareprezentdcid létezést. Legyen v a G egy szimplicidlis cslicsa,
és tekintsiik a G — v indukcié miatt |étez6 részfareprezentacidjat.
Itt v szomszédai pként metsz részfiknak felelnek meg, ezért ezen
részfaknak van egy kozos csticsa. (Konkrétan az r-tél legtdvolabbi
gyokerii részfa gyokere.) Err6l a kozos csticsrdl lelégatunk egy
levelet, ezt hozzdvessziik minden széban forgd részfihoz, majd a
v-hez tartozd részfa az egypontd levél lesz. Konnyen Idthaté hogy
igy G egy részfareprezentacidjat kapjuk. O
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>

Merevkorli grafok = részfak metszetstruktirai



Mit tanultunk ma?

Az élcimkézési lemmaban E(G)-t feszitéfakra particionaljuk.
A Nagamochi-lbaraki-algoritmus kulcslemmdja innen adédik.
A < k cimkéjii élek a k-szoros élosszefliggbséget tandsitjak.

Az élcimkézési lemma erbsebb valtozata (vegyes vagasokkal).

Ha V/(G)-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkorii.
Minden merevkorll graf cstcsainak van szimplicidlis sorrendje.

>
>
>
| 2
> A legfeljebb k cimkéjii élek a k-OsszefliggOséget is tanusitjak.
>
>
> Merevkorl graf listaszinezési és kromatikus szima megegyezik.
>

Merevkorli grafok = részfak metszetstruktirai

Jonapot



