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» Grafokkal kapcsolatos fogalmak
> iranyitatlan/iranyitott graf,
> (ki/be)fok (3, p, d),
P Osszefuiggbség, komponens, tobbszoros Osszefliggdség
(A(6), w(G)),
> kor, vagds, fa, feszitéfa (ffa), feszitd erdd
> Jelolések G = (V, E) graf esetén.
> |(X)={uv e E:uveX}azXCV iltal feszitett
(indukalt) élek, i(X) := |/(X)].
> E(X)=E\I(V —X)az X CV dltal lefogott élek,
e(X) = |E(X).
> A\ Bill. AU {x} helyett gyakran A — B-till. A+ x-et irunk.
» Ha c: E — R, akkor F C E esetén
E(F) :=>{c(f): f € F} az bsszegfv.
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Tfh G of. A mkffak struktarajat vizsgaljuk. Tth

c(E) ={ci,c,...,c} ahol a1 < & < ... < ¢ és legyen
Ei:={ec E:c(e) <c}, G =(V,E).

Tétel: A G graf F feszitéfdja pontosan akkor mkkfa, ha minden
1 <</ esetén F tartalmazza a G; egy feszitd erdejét.

Biz: =: Tfh F mkffa, és F nem tartalmazza G; feszit6 erdejét.
Ekkor F N Ej-hez hozzavehetiink egy E;-beli e élt ugy, hogy

e + F N E; kormentes maradjon. Az F + e graf pontosan egy kort
tartalmaz, és ennek a kornek biztosan van egy E;-hez nem tartozé
(tehdt e-nél dragabb) f éle. Ekkor F — f 4 e egy F-nél olcsébb
feszit6fa, ami ellentmond annak, hogy F mkffa.
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Tétel: A G graf F feszitéfdja pontosan akkor mkkfa, ha minden
1 <</ esetén F tartalmazza a G; egy feszitd erdejét.

Biz: <: Tfh F N E; a G; feszitd erdeje Vi. Legyen F’ tetsz.
feszitéfa és F = {f1, o, ..., fpa } il ' ={f],f],...,f_,}, ahol
c(f) <c(fh) <...<c(fpr)ill. c(f]) <c(f)) <...<c(f ).
Indirekt tfh c(f}) > c(f/) = ¢; valamelyik j-re. Ekkor

|F N E;| <j<|F' NE;l, ami ellentmonds, hisz F N E; a G; egy
feszitd erdeJe Ezért c(f;) < c(f/) teljesiil V1 <j < n—1, tehdt
&(F) = Y071 e(f)) < X071 e(f)) = &(F'), fgy F csakugyan
mkffa.
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Tétel: A G graf F feszitéfdja pontosan akkor mkkfa, ha minden
1 <</ esetén F tartalmazza a G; egy feszitd erdejét.

Kov: (F a G mkffija) <= (minden c esetén teljesiil, hogy F
legfeljebb ¢ koltségli élei a G graf legfeljebb ¢ koltségii éleibdl allé
G, részgrafjanak egy feszité erdejét alkotjdk).



Minimalis koltségli feszitofak keresése

Egy mkffa kereséséhez G éleit 3 szinnel (p,f,z) szinezziik.
Eredetileg minden él fehér.

Piros szabaly: Ha egy C kornek nincs piros éle, akkor C egyik
legdragabb fehér élét (e-t) pirosra szinezziik. (Jel: P(C) =e.)
Zold szabaly: Ha egy @ vagasban nincs zold él, akkor @ egyik
legolcsdbb fehér élét (e-t) zoldre szinezziik. (Jel: Z(Q) = e.)
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Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

B: Ha uv pirosra festése piros vagast hoz létre, akkor a szinezés
elétt bmely uv-t tartalmazé kornek volt piros éle.%

Ha wuv zoldre festése zold kort hoz |étre, akkor e szinezés elott
minden uv-t tartalmazé vagasnak volt zold éle.4 O

u
v
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(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.
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Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.

B: Ha uv fehér és van zold uv-ut, akkor a piros szabaly
alkalmazhatd, ha nincs ilyen ut, akkor a zold szabdly.

u
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legdragabb fehér élét (e-t) pirosra szinezziik. (Jel: P(C) =e.)
Zold szabaly: Ha egy @ vagasban nincs zold él, akkor Q egyik
legolcsdbb fehér élét (e-t) zoldre szinezziik. (Jel: Z(Q) = e.)
Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.

(3) Ha P(C) = e, akkor e a C egyik legdragabb éle.

B: Ha C-nek nincs zold éle, vildgos. Kiilonben legyen f a C
legdragdbb zold élei kozil az utolsénak kiszinezett, mondjuk
Z(Q) = f. Ekkor |C N Q| > 2 miatt C-nek van f-nél nem olcsébb
fehér éle, tehat c(e) > c(f). O
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(3) Ha P(C) = e, akkor e a C egyik legdragabb éle.

(4) Ha Z(Q) = e, akkor e a Q egyik legolcsébb éle.

B: Ha Q-nak nincs piros éle, vildgos. Kiilonben legyen f a Q
legolcsdbb piros élei koziil az utolsdnak kiszinezett, mondjuk

P(C) = f. Ekkor |C N Q| > 2 miatt Q-nak van f-nél nem drégébb
fehér éle, tehat c(e) < ¢(f). O
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Egy mkffa kereséséhez G éleit 3 szinnel (p,f,z) szinezziik.
Eredetileg minden él fehér.

Piros szabaly: Ha egy C kornek nincs piros éle, akkor C egyik
legdragabb fehér élét (e-t) pirosra szinezziik. (Jel: P(C) =e.)
Zold szabaly: Ha egy @ vagasban nincs zold él, akkor Q egyik
legolcsdbb fehér élét (e-t) zoldre szinezziik. (Jel: Z(Q) = e.)
Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.

(3) Ha P(C) = e, akkor e a C egyik legdragabb éle.

(4) Ha Z(Q) = e, akkor e a Q egyik legolcsébb éle.

(5) Ha mér nincs fehér él, akkor a zold élek mkffat alkotnak.
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Eredetileg minden él fehér.

Piros szabaly: Ha egy C kornek nincs piros éle, akkor C egyik
legdragabb fehér élét (e-t) pirosra szinezziik. (Jel: P(C) =e.)
Zold szabaly: Ha egy @ vagasban nincs zold él, akkor Q egyik
legolcsdbb fehér élét (e-t) zoldre szinezziik. (Jel: Z(Q) = e.)
Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.

(3) Ha P(C) = e, akkor e a C egyik legdragabb éle.

(4) Ha Z(Q) = e, akkor e a Q egyik legolcsébb éle.

(5) Ha mér nincs fehér él, akkor a zold élek mkffat alkotnak.

B: A zold élek Z halmaza kormentes grafot alkot, és mivel nincs
piros vagds, ezért a (V, Z) of is, azaz ffa. Ha Z nem mkffa, akkor
valamelyik G;-nek nem tartalmazza feszité erdejét a mkffa
kordbbbi jellemzése miatt. Ezért G;-nek van egy Q piros vigasa.
Legyen P(C) = uv ezen vagas utolsénak pirosra festett éle. (3)
miatt C C E;, igy |Q N C| > 2 miatt C-nek volt piros éle.% O
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(4) Ha Z(Q) = e, akkor e a Q egyik legolcsébb éle.

(5) Ha mér nincs fehér él, akkor a zold élek mkffat alkotnak.
Kov: A mohé algoritmus helyessége.

Mohé algoritmus: E = {e1,...,en}, c(e1) < ... < c(em).

Fo =10, és F;11 = F; ha F; + ej;1 tartalmaz kort, egyébként
Fir1 = Fi + eiy+1. Output: Fp,.
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Kov: A mohé algoritmus helyessége.

Mohé algoritmus: E = {e1,...,en}, c(e1) < ... < c(em).

Fo =10, és F;11 = F; ha F; + ej;1 tartalmaz kort, egyébként

Fir1 = Fi + eiy+1. Output: Fp,.

Megf: Ha Fi;1 = F; + ej;1, akkor ejy1 az F; egyik komponensébdl
kilépb legolcsdbb él, igy a zold szabdly szerint zoldre festhetd. [
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Minimalis koltségli feszitofak keresése

Egy mkffa kereséséhez G éleit 3 szinnel (p,f,z) szinezziik.
Eredetileg minden él fehér.

Piros szabaly: Ha egy C kornek nincs piros éle, akkor C egyik
legdragabb fehér élét (e-t) pirosra szinezziik. (Jel: P(C) =e.)
Zold szabaly: Ha egy @ vagasban nincs zold él, akkor Q egyik
legolcsdbb fehér élét (e-t) zoldre szinezziik. (Jel: Z(Q) = e.)
Megf: (1) Nem jon létre se piros vagds, se zold kor.

(2) Amig van fehér él, alkalmazhaté valamelyik szabaly.

(3) Ha P(C) = e, akkor e a C egyik legdragabb éle.

(4) Ha Z(Q) = e, akkor e a Q egyik legolcsébb éle.

(5) Ha mér nincs fehér él, akkor a zold élek mkffat alkotnak.
Kov: A mohé algoritmus helyessége.

Kov: Az dvatos (csak a piros szabélyt alkalmazd), Bortivka, Prim
algoritmusok helyessége.



Részfapakolasok

Dirac tétele: Adott az F fa részfainak F rendszere. Jeldlje v az
F-beli paronként diszjunkt fak maximalis szdmat, 7 pedig az F
elemeit lefogd csticsok minimélis szamat. Ekkor v = 7.
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Biz: Vildgos, hogy 7 > v. Legyen r az F talppontja, és F minden
F részfajanak talppontja az F r-hez legkozelebbi csticsa. Az F
elemein a talppontjaik r-t6l valé tavolsdganak csokkend
(pontosabban nemndvekvd) sorrendjében végighaladva mohdn
vélasztott diszjunkt részfik talppontjai lefogjdk F minden
részfajat. Ezért v > 7, igy a kordbbi 7 > v miatt v = 7. O
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Dirac tétele: Adott az F fa részfainak F rendszere. Jeldlje v az
F-beli paronként diszjunkt fak maximalis szdmat, 7 pedig az F
elemeit lefogd csticsok minimélis szamat. Ekkor v = 7.
Biz: Vildgos, hogy 7 > v. Legyen r az F talppontja, és F minden
F részfajanak talppontja az F r-hez legkozelebbi csticsa. Az F
elemein a talppontjaik r-t6l valé tavolsdganak csokkend
(pontosabban nemndvekvd) sorrendjében végighaladva mohdn
vélasztott diszjunkt részfik talppontjai lefogjdk F minden
részfajat. Ezért v > 7, igy a kordbbi 7 > v miatt v = 7. O
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Fokszamkorlatos iranyitasok

Tétel: Legyen G = (V,E) és f : V — N fokszdmkorlat. Ekkor
pontosan akkor létezik G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre

p(v) > f(v) teljesiil minden v € V-re, ha £(X) < e(X) teljesiil
minden X C V esetén.
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Fokszamkorlatos iranyitasok

Tétel: Legyen G = (V,E) és f : V — N fokszdmkorlat. Ekkor
pontosan akkor létezik G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre

p(v) > f(v) teljesiil minden v € V-re, ha £(X) < e(X) teljesiil
minden X C V esetén.

Biz: =: f(X) < j(X) < e(X).

<: Tetszbleges irdnyitads esetén v hibdja max(0, f(v) — p(v)). Ha
egy irdnyitas osszhibdja 0, akkor az megfelel. Ha pedig az dsszhiba
pozitiv, akkor ezt egy irdnyitott (it megforditdsaval csokkentjiik.
Tfh v hibas, azaz p(v) < f(v). Legyen X := {v-bdl irdnyitott tton
elérhetd csiicsok}. Ekkor j(X) = e(X) > f(X), ezért van olyan

u € X, amire f(u) < p(u). Egy vu-it megforditasival az Gsszhiba
csokken. G O
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>
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Koszonom a figyelmet!



