Grafok és algoritmusok
ZH javitékulcs (2019. 05. 06.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy V = {vy,vq,...,v,} ill. U = {uy, ug,...,u,} a G teljes paros graf szinosztélyai és minden
1<i<nil 1<j<k<nesetén viu; <,, viuy teljesiil. (Azaz a V szinosztély cstcsainak preferenciai az
U szinosztalyon ugyanazt a rendezést adjdk.) Hény stabil parositdsa van G-nek?
Mivel paros grafrol van sz, létezik G-nek legalabb egy stabil parositasa. (1 pont)
Ha lenne két kiilonbo6z6 is, akkor az éran tanultak szerint a két parositas szimmetrikus kiilonbsége tartalmaz-
na egy alternalé kort, ami mentén haladva mindig egyre jobb élek kivetkeznek az adott cstics preferencidja

szerint. (4 pont)
Ekkor azonban a korben szerepl6 wu; csicsok indexeinek az adott koriiljardas mentén szigortian csokkennie
kell, (4 pont)
ami lehetetlen, igy pontosan egy stabil parositas van a széban forgé grafban. (1 pont)
Avagy:

Pontosan egyetlen ilyen stabil parositas létezik, és ezt n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 1 eset
trivialis. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy n-nél kisebb értékekre mar igazoltuk az allitast, és a feladatban leirt grafot vizsgaljuk.
Minden wv; csics szamara a v;u; €l a legjobb, ezért az 6ran tanult lemma szerint a stabil parositdsok
halmazénak megvaltoztatasa nélkiil térolheté minden olyan wjv; él, amely u; szdmdara nem a legjobb. (3

pont)

Ha —mondjuk— u; szamara legjobb az wu,v; él, akkor ugyancsak a lemma miatt ugy torélheték az v,-bol
indulé tovabbi élek, hogy ez megintcsak nem valtoztat a stabil parositasok halmazan. (3 pont)
Ezek utan az w;v; él a grafunk egy komponense lesz, a maradék graf pedig egy olyan K,_;,_1, amelyre
indukcié miatt tudjuk, hogy pontosan egy stabil parositasa van. (2 pont)
Ezek szerint a kiindulasi grafunknak is pontosan egy stabil parositasa lesz, ez pedig az indkcids lépést
igazolja. (1 pont)
Avagy:

Az 6ran volt, hogy paros grafban mindig van stabil parositas. (1 pont)
Az oran azt is tanitottak, hogy két kiilonb6z6 stabil parositas esetén ha minden fit a két parositasbdl a
szamara jobbik élt valasztja, akkor tijabb stabil parositast kapunk, amely ugyanazt a halmazt fedi. (3
pont)

Ha a fitk a V' halmazt alkotjak, akkor két kiilonbozo stabil parositas esetén a fenti konstrukcidéval nem
kaphatunk pérositast (nemhogy stabilat), hiszen lesz olyan lany, akit két fiu is vélasztani fog. (5 pont)
Ezért pontosan egy stabil parositdsa van a feladatban leirt grafnak. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G paros graf minden egyes e éléhez adott egy 2- A(G) szinbél allé L, szinlista. Igazoljuk,
hogy minden e élhez valaszthaté két szin az L. szinlistabdl ugy, hogy kozos csicesal rendelkezo élekhez ne
valasszunk azonos szint.

Az 6ran tanitottak Galvin tételét, amely szerint tetszOleges paros graf él-listaszinezési szama megegyezik a

maximalis fokszammal. (3 pont)
Helyettesitsiik G minden e élét két parhuzamos éllel az adott végpontok kozott, és tartozzon minden ilyen
ujonnan bevezetett élhez ugyanaz a szinlista, ami e-hez tartozott. (3 pont)

Az igy kapott G’ grafban a maximalis fokszam éppen 2- A(G) lesz, igy Galvin tétele miatt él-listaszinezhet6
a megadott szinlistakbol. (3 pont)




Ez a szinezés voltaképp az eredeti graf minden e éléhez pontosan két szint rendel 1gy, hogy kozos csticesal
rendelkez6 élekhez rendelt szinek kozott nincs kozos. Ezért a feladatban leirt tulajdonsagu szinvélasztas
valéban végrehajthatd. (1 pont)

. Legyenek a G graf cstcsai uq,us, ..., u, valamint vy, vs, ..., v, élei pedig u vy, ugvs, ..., U,_1v,_1 valamint
minden 1 < i < j <n esetén fusson él u; és u; ill. v; és v; kozott. Lehet-e uy és vy (valamilyen sorrendben)
a GG csucsainak alkalmas maxvissza sorrendjében az utolsd két cstics?

Az éran olyat tanitottak, hogy ha x és y egy maxvissza sorrendben az utols6 két csics, akkor A(z,y) = d(y)
teljestil. (3 pont)
Ezért d(u;) = d(v1) = n miatt (1 pont)
ha wu; és v lenne az utolsé két cstics egy maxvissza sorrendben, akkor A(uy,v1) = n teljesiilne. (2 pont)
Tekintettel azonban arra, hogy az u vy, usve, ..., U, 10,1 €lek egy n — 1 élbdl allé olyan vagast alkotnak,
amely szeparalja ui-et v1-t6l, (2 pont)
AMug,v1) < n—1 teljesiil. (1 pont)
Ezek szerint nincs olyan maxvissza sorrendje a GG csucsainak, amelyben az utolsé két csics uy és vy. (1
pont)

. Tegyiik fel, hogy a G graf barmely két kiillonb6z6 w, v cstcsara A(u, v) = 42 teljesiil. Hogyan kaphat6 meg
a G minimalis vagasait leiré kaktuszbdl a G graf egy Gomory-Hu féja?

A GH-fanak miden cstcspérra kell reprezentélnia egy-egy minimalis vagast, ami a feladatbeli feltevés miatt

pontosan 42 nagysagu. (2 pont)
Ezért a cél az, hogy olyan fat taldljunk a G graf csicshalmazan, amelynek barmely élét elhagyva a fa két
keletkez$ komponense kaktuszvigdsként is megkaphato. (2 pont)
Ha a kaktusz minden korébdl elhagyunk egy-egy élt, akkor egy olyan F” fa marad, aminek barmely élét
elhagyva a két keletkez6 komponens a G egy minimélis vagasat hatarozza meg. (2 pont)
Mivel a kaktusz minden csticsparra reprezentalja 0sszes minimalis vagast, ezért a kaktusz minden csticsa a
G graf egyetlen cstcsainak vagy az iireshalmaznak felel meg. (2 pont)
Induljunk ki az F’ fabol. Ha egy élének valamelyik végpontja az iireshalmaznak felel meg, akkor azt az élt
hiizzuk 6ssze, majd innen folytassuk ugyanezt az eljardst. (1 pont)
Ha mar nem lehet ilyen médon tovabbi élt 6sszehiizni, akkor pontosan egy fenti tulajdonsagokkal rendelkezo
fat kaptunk, ami tehat G egy Gomory-Hu fija. (1 pont)

. Tegylik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggé G grafnak u és v nem szomszédos, 6todfoki csicsai. Bizonyitsuk
be, hogy G-nek van olyan ux és vy éle, amelyre az ezen élek torlésével és egy xy él behuzasaval 1étrejovo
G — ux — vy + vy graf 4-szeresen élosszefiiggo.

Egy uv él behtizasaval az el6allo G + uv graf szintén 4-szeresen élosszefiiggd, (1 pont)
rdadasul d(u) = d(v) = 6, ami paros. (1 pont)
Lovész 6rén tanult leemelési tétele miatt az u és a v csucs is teljesen leemelhetd (mondjuk ebben a sorrend-
ben). Az igy kapott G’ gréaf a leemelési tétel miatt 4-szeresen élosszsefiiggé marad. (3 pont)
Legyen ux az az él, amivel az uv élt emeltiik le az u teljes leemelésekor, vy pedig az az él, amivel az imént
létrejott uz élt emeltiik le a v teljes leemelésekor. (1 pont)

Ha most az u teljes leemelésekor kapott va-t6l kiillonbozo két élt, valamint a v teljes leemelésekor kapott
xy-t0l kiilonbozo két élt Osszecsipjiik, akkor az oran tanultak miatt tovabbra is 4-szeresen élosszefiiggo
grafot kapunk. (3 pont)
Az igy kapott graf pedig a konstrukcio folytan izomorf a feladatban szereplé G —ux — vy + xy gréffal, ezzel
a feladat allitasat igazoltuk. (1 pont)



Grafok és algoritmusok
ZH javitékulcs (2019. 05. 06.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

2
2 1
1. Véltozik-e attdl a stabil parositasok szama, ha az dbran 2
lathaté grafbol toroljik (a) az e illetve (b) az f élt7? 3 3
ool p2 L1 2 1
2
Az e torlésétdl nem valtozik a stabil parositasok halmaza, ugyanis az éran tanult kulcslemma miatt az e él
torolhetd a bal fels6 vizszintes él miatt. (5 pont)
Ha viszont az f élt toroljiik, akkor a fliggoleges élekbdl allo, eredetileg nem stabil parositas stabilla valik.
Tehét f torlésekor véltozik a stabil parositasok halmaza. (5 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G paros graf minden egyes e éléhez adott egy k(e) pozitiv egész érték és egy legalabb K
szinbdl &ll6 L, szinlista, ahol K = maxvev(a) D _cep(v) k(€)- 1gazoljuk, hogy minden e élhez valaszthato k(e)
db szin az L, szinlistabol gy, hogy a kozos csuccesal rendelkezd élekhez csupa kiilonbozo szint valasszunk.

Az 6ran tanitottak Galvin tételét, amely szerint tetszOleges paros graf él-listaszinezési szama megegyezik a
maximalis fokszammal. (3 pont)
Helyettesitsiik G minden e élét k(e) parhuzamos éllel az adott végpontok kozott, és tartozzon minden ilyen
ujonnan bevezetett élhez ugyanaz a szinlista, mint ami e-hez tartozott. (3 pont)
Az igy kapott G’ gréafban a maximalis fokszam éppen a feladatban definidlt K érték lesz, igy Galvin tétele
miatt él-listaszinezhetd a megadott szinlistakbdl. (3 pont)
Ez a szinezés voltaképp az eredeti graf minden e éléhez pontosan k(e) szint rendel, mégpedit gy, hogy
kozos csuccesal rendelkezd élekhez rendelt szinek kozott nincs kozos. Ezért a feladatban leirt tulajdonsagu
szinvalasztas valéban elvégezhetd. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy ha A(u,v) = d(v) teljesiil a G egyszerti graf két kiilonb6z6 u és v csucséra, akkor a v
csics bizonyosan a vy vagy vy cstcs valamelyike. Bizonyitsuk be, hogy ha |V (G)| > 2, akkor v; és vy nem
szomszédosak G-ben.

A maxvissza sorrendben a két utolsé csics mindig rendelkezik a feladatban megfogalmazott tulajdonsaggal,

(3 pont)
ezért a feladat feltételébdl az kovetkezik, hogy G barmely maxvissza sorrendjében v, vagy v az utolsé csics.
(3 pont)
Ha v és vy szomszédosak lennének, akkor egy maxvissza sorrend kezdodhetne e két csucesal, (2 pont)
azonban ekkor |V| > 2 miatt egy harmadik cstics lenne a sorrend utolsé eleme. Ez ellentmondas, tehat a
két csiics nem szomszédos. (2 pont)

4. Bizonyitsuk be, hogy minden véges, irdnyitatlan G' grafnak vannak olyan u és v kiilonb6z6 csucsai, hogy a
G’ = G + wv grafra Aa(x,y) = Ag(x,y) teljesiil minden olyan esetben amikor {z,y} # {u,v}.

Tekintsiik G egy ' Gomory-Hu fajat és legyen uv a Gomory-Hu fanak egy olyan éle, ami GG-ben egy legna-

gyobb vagéast hataroz meg. (4 pont)
Ekkor F' a G + uv grafnak is Gomory-Hu faja lesz azzal a valtoztatassal, hogy F' uv éle eggyel nagyobb
kapacitdsu vagast reprezentdl, (2 pont)

ugyanis a GH fa altal reprezentélt minden més vagas érintetlen marad, és az 4j él behtzasatol az élossze-
fiiggdség nem csokkenhetett. (2 pont)




Mivel tetszoleges két csucs kozti élosszefiiggoséget a GH fanak a két csiicsot 0sszekotd utjan a minimalis
érték reprezentalja, ezért az uv él behuzasaval kizardlag e két csucs élosszefiiggsége novekedett. Nekiink
pedig pontosan ezt kellett igazolni. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggd G grafnak u, v és w paronként nem szomszédos, hatodfok csticsai.
Bizonyitsuk be, hogy talalhaté e csticsoknak két-két szomszédja tugy, hogy a G — uuy — uus — vvy — Vg —
wWw; — Wws + uwy + uwy + vuy + vug + wuy + wuy graf 4-osszefiiggd marad. (6 élt torliink, és 6-ot hizunk
be.)

Lovész 6ran tanult leemelési tétele alkalmazhatd, hiszen \(G) > 4 > 2, és u, v ill. w fokszdma paros. Ezért
az u, v és w teljes leemelésekor a kapott G’ graf tovabbra is 4-szeresen élosszefiiggd marad. (4 pont)
A G graf tehat tgy jon létre, hogy a G — u — v — w grafba behizunk még kilenc élt: 3-at az u, 3-at a v, és
3-at a w szomszédai kozott. (1 pont)
E kilenc élbol harmat-héarmat alkalmas médon Osszecsipve pontosan olyan grafot kapunk, amilyet a feladat
el6ir. (2 pont)
A 2k-élof grafok eléallitasarol tanult tétel miatt harom él Gsszecsipése megorzi a 4-szoros élosszefiiggoséget,
igy a fent megkaptt graf valoban 4-szeresen élof lesz, amint a feladat éllitotta. (3 pont)



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2020. 05. 22.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G péros grafnak A = {ay,as,...,a,} az egyik szinosztélya, tovdbba ha G két élére
ba; < ba; teljesiil, akkor 7 < j. Bizonyitsuk be, hogy G-nek pontosan egy stabil parositasa van.
Az éran tanult Gale-Shapley-tétel szerint G-nek (mivel paros graf) van teljes pdrositésa. (1 pont)

Ha G-nek volna két kiilénbozo stabil parositasa, akkor azok szimmetrikus kiilonbsége nemiires, igy az éran
tanultak szerint barmelyik komponense egy olyan paros hossziisagi kor, amin koérbe tudunk haladni mindig

a jobbik élen tovdbbhaladva. (3 pont)
Legyen a; egy ilyen C' kornek a legkisebb indexti eleme az A szinosztalybol. Ekkor az a; mindkét szomszédja
a;-t preferalja a szomszédai koziil, ami ellentmond a preferencidk ciklikus voltdnak (5 pont)
Ezért nem létezhet ilyen C' preferenciakér, azaz G barmely két stabil parositasa megegyezik. Nekiink pedig
pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)
Avagy.

Legyen a1b, az a; szamara legjobb él. Mivel ez az él b; szamara is a legjobb a feladat feltétele szerint, ezért
a kulcslemma miatt minden a;-bdl és b1-bdl indulé élt torclhetiink az a;b; kivételével anélkiil, hogy ettol a

stabil parositdsok halmaza megvaltozna.. (3 pont)
A torlések utan kapott graf egyik kompnense az a;b; él lesz. Ezen komponens elhagyasaval pedig olyan graf
marad, amire szintén teljesiil a feladatbeli feltétel. (3 pont)
Ezért folytathatjuk a kulcslemma alkalmazasat, és hasonléan torolhetiink egy asby él végpontjaibdl induld
minden mas élt. (2 pont)
fgy folytatva az eljarast, mindvégig a kulcslemma szerinti éltorléseket végezve el6bb-utébb egy parositashoz
jutunk. (1 pont)

Ez a parositéds pedig az eredeti G gréaf egyetlen stabil parositdsa a kulcslemmérdl sz616 tétel miatt. (1 pont)

2. Van-e a bal olali &bran lathaté grafnak olyan maxvissza sorrendje, amelyikben az utolsé két csics j és k7
a

Az éran azt tanitottak, hogy A(v,_1v,) = d(vy,) teljesiil, ha v,_; a maxvissza sorrend utolsé el6tti, v, pedig

ugyanannak a maxvissza sorrendnek az utolsé csicsa. (3 pont)
Alapos szdmolds mutatja, hogy d(j) = 4 és d(k) = 3, (2 pont)
mikdzben az fg és jk élek elhagyasatél G két olyan komponensre esik szét, amelyek egyike j-t, a masik
pedig k-t tartalmazza. (3 pont)
Ezek szerint A(j, k) < 2, igy A(j, k) < 2 nem lehet sem d(j)-vel, sem pedig d(k)-val egyenld. Ezért aztédn j
és k nem lehet G egyetlen maxvissza sorrendjének utolsd két csicsa. (2 pont)

3. A G grafrdl azt tudjuk, hogy a Nagamochi-Ibaraki és a Karger algoritmus altal megtalalt minimalis vagasok
kiilonbozok. A fenti jobb oldali abra G egy Gomory-Hu fdjat mutatja. Hatarozzuk meg a Gomory-Hu fa fg
éle altal reprezentalt G-beli vagas értékét.

Mivel a két algoritmus két kiilonb6z6 minimalis vagast talal, ezért G-nek legalabb két kiilonbéz6 minimalis
vagasa van. (1 pont)




Tudjuk, hogy a GH fa barmely cstiicsparra tartalmaz az adott cstcspart elvalaszté minimalis vagast. Ezért
a GH fa valamelyik éle reprezentalni fogja G egy minimélis vagasat is. (3 pont)
Minthogy G-nek legalabb két mimimalis vagasa van, ezért barmelyik minimélis vagasat is tekintjiik, lesz
olyan (u,v) pontpar G-ben, amit ez a minimélis vagds nem vélaszt el egymdstdl, azonban egy mésik mini-

malis vagéds viszont igen. (2 pont)
A GH fa reprezentdl egy az (u,v) pontpart szeparalé minimélis végést, ezért a GH fdnak kell lennie a fent
emlitetten tul legaldbb egy madsik olyan élének is, amire a minimélis vagas értéke van rairva. (2 pont)

Mivel a GH fa éleire irt legkisebb szam a 4 és ez csupan egyetlen élhez van rendelve, ezért G élosszefiiggo-
sége (azaz G minimalis vagasanak értéke) \(G) = 4, és GH fanak kell lennie legaldbb még egy 4-él{i vagést
reprezentald élének. Ez az él pedig csakis fg lehet. Ezért a GH fa fg éle egy 4 éli vagast reprezental.

(2 pont)

. A lenti abra mutatja a G graf Gomory-Hu fajat, az fg élre most 42 van irva. Hatarozzuk meg, legkevesebb
hany élt kell G-bdl torolni ahhoz, hogy az igy kapott grafnak ne legyen semmiféle fiilfelbontésa, azaz G-t
ne lehessen egy csicsbdl eloallitani fiillek egymés utani felragasztasaval.

A gyakorlaton azt tanultuk, hogy egy grafnak pontosan akkor van fiilfelbontédsa, ha 2-szeresen élosszefiiggd.

(2 pont)
Ezért ugy kell G-bdl a leheto legkevesebb €élt torolni, hogy a maradék graf ne legyen kétszeresen élosszefiiggd,
azaz elvagd éle legyen. (2 pont)
Ezt pedig ugy tudjuk elérni, hogy G egy vagasabdl egy hijan minden élt torliink. (1 pont)
Akkor jarunk tehat a legjobban, ha ezt G egy minimalis vagasara végezziik el. (1 pont)
A Gomory-Ha fa altal meghatarozott vagasok kozott van minimélis vagas, (3 pont)

ezért G minimalis vagasa 4 élt tartalmaz, vagyis a feladat kérdésére 3 a valaszt: legaldbb ennyi élt kell
elhagyni ahhoz, hogy a kapott grafnak ne legyen fiilfelbontdsa. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a (D, s, t, g) hdlézatban minden g(e) élkapacitas oszthaté 42-vel. Bizonyitsuk be, hogy ha a
z folyam nagyséaga 42 tobbszorose, akkor van olyan z-vel azonos nagysagu z’ folyam is ebben a halézatban,
amire z(e) a G minden e éle esetén oszthatd 42-vel.

Tekintsiik a (D, s, t, i) hélézatot. Ebben egyfel6l minden élkapacitds egész, (2 pont)
masrészt pedig 55 ebben egy egész nagysdgi, megengedett folyam. (2 pont)
A folyamok kerekitési lemmaéja szerint tehat ;5-nek van olyan z* kerekitése, ami minden élen egész értéket
vesz fel, és nagysdga megegyezik 5 nagysagaval. (3 pont)
Ekkor a 2’ = 42 - z* megengedett folyam lesz az eredeti (D, s,t, g) hélézatban, (1 pont)
tovabba z* egész volta miatt 2z’ minden éléhez 42-vel oszthaté értéket rendel, (1 pont)
végiil pedig 2’ nagysaga 42-szerese z* nagysaganak, azaz megegyezik z nagysagaval. Ezzel igazoltuk a feladat
allitasat. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy G 0Osszefiiggd, merevkori, 99-reguldris graf. Hatarozzuk meg G élkromatikus szamat,
X (G)-t.

Mivel G merevkori, az éran tanultak szerint van szimplicidlis csicsa, mondjuk v. Mivel d(v) = 99, ezért
v és a szomszédai egy 100 pontu K klikket alkotnak. A K klikk minden csticsnak 99 szomszédja van K-n
beliil, tehat K-bol nem 1ép ki él a G 99-regularitdasa folytan. A G graf Gsszefiiggd a feltétel szerint, ezért
a most megtalalt K klikk maga a G graf. A Baranyai-tétel kapcsan lattuk, hogy x(Ks,) = 2n — 1, azaz
X(G) = x(K) = x(K100) = 99.

Megjegyzés A fenti bizonyitas hibaja, hogy felhasznélja a G graf egyszertiségét. Konnyti olyan grafot talalni,
amire teljesiilnek a feladatban megkivant feltételek, de az élkromatikus szama mégsem 99. Vegyiink pl. egy
olyan Cs-at, aminek két cstucsparja kozott 49, a harmadik par kozt pedig 50 parhuzamos él fut. Két ilyen
grafot 6sszekotve a 98-adfoku csucsaiknal olyan merevkori grafot kapunk, aminek az élkromatikus szama
148. Nem mentség, hogy merevkori grafok vizsgalatakor altalaban egyszert grafokkal szokas foglalkozni.
Ijgyogy erre a feladatra mindenki megkapja a teljes érte jaré pontszamot. Elnézést kériink a hibas kittizés
miatt és gratuldlunk az ezt megfigyel6 hallgaténak.



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
pZH javitékulcs (2020. 05. 29.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G grafnak v olyan csicsa, hogy G minden uv élére az uv él az u csiucs legrosszabb
valasztasa. Bizonyitsuk be, hogy ha wuv egy M stabil parositas éle, akkor az uv él a G minden stabil
parositasaban szerepel.

Tegyiik fel, hogy M’ a G egy stabil parositésa, és tekintsiik az S = MAM’ szimmetrikus kiilonbséget. (2

pont)

Ha uv ¢ M’, akkor uv az S egyik C' komponensébe esikaz, és az éran tanultak miatt C' a G egy olyan kore,
aminek a mentén a preferencidk egyiranyuiak. (4 pont)
Legyen u és u' a v két szomszédja C' mentén. Ekkor uwv és u'v is a legrosszabb él w ill. u’ szerint, ami
ellentmond annak, hogy C' mentén a preferencidk egyiranyuiak. (3 pont)

S-nek nincs tehat az uwv élt tartalmazé komponense, ami uv € M miatt csak igy torténhet meg, ha uv € M.
Tetsz6leges M’ stabil parositas tartalmazza tehéat az uv élt, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (1
pont)

2. Tegytik fel, hogy wuq,us, ..., u, és v1,v9,...,v, a G graf két olyan maxvissza sorrendje, amire u,_, = v,
és u, = v,_1 teljesiil, azaz a két utolsd csics ugyanaz, de forditott sorrendben. Bizonyitsuk be, hogy
d(un—1) = d(uy).

Az 6ran azt tanultuk, hogy ha a maxvissza sorrend ..., u,_1,u,-re végzédik, akkor d(u,) = A(u,_1,uy)
teljestil. (3 pont)
Hasonlé okbdl d(vy,) = AM(vp—1, vn), (2 pont)
azaz d(up) = Mup—1,Un) = MU, Un—1) = AN(Vp—1,v,) = d(vy,). Gy6ztiink. (5 pont)
Avagy.

Mivel {uq, ug, ..., Up_o} = {v1,02,...,0h o} = Y(G)\{un,l, u, } =: X, ezért a maxvissza sorrend definicidja
folytan d(u,, X) = d(v,, X), hisz barmelyik csUccsal folytathaté a maxvissza sorrend. (5 pont)

Ezért d(u,) = d(uy, X) + d(up, v,) = d(v,, X) + d(uy, v,) = d(v,). Vivéat! (5 pont)

3. Hatarozzuk meg a mellékelt dbran lathaté graf egy minimdlis vagasat a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus
segitségével gy, hogy amikor egy 1épés sordn tobb csiucsbol is lehet valasztani, mindig azt valasztjuk,
amelyik ABC rendben a legelsd lehet.

Az algoritmus minden fazisaban egy maxvissza sorrendet keresiink a feladatbeli névsormegkotéssel, majd
az utolsé csicsot Osszeolvasztjuk az utolso eléttivel. Az adott fazis vagasjeloltje a maxvissza sorrend utolséd

cstcsa lesz. (3 pont)
Az algoritmus konkrét végrehajtasa az dbran lathaté. A piros szamok a maxvissza sorrendet, a szaggatott
vonalak a vagésjelolteket mutatjik. (6 pont)

Ezek szerint G' egy minimalis vagasat a legkevesebb élt elvago vagasjeloltbdl kapjuk, ami a konkrét esetben
a{f,g}till az {a,b,c,d, e, h} csicsok kozott futd két élbél all. (1 pont)




. A mellékelt abra mutatja a G' graf Gomory-Hu fajat. Hatarozzuk meg az
fg él behuzasaval létrejové G' = G + fg graf egy Gomory-Hu fajat és a
)\G/(a, k?) ill. )\Gl(b7 Z) értékeket.

Az dbran lathaté GH fa altal reprezentdlt vagasok nem valtoznak az fg él altal reprezentalt kivételével.
Mivel egy él behuzasa nem csokkentheti semelyik pontpar kozt az élosszefiiggoséget, ezért fg kivételével a
GH fa minden éle egy a két végpontot szeparalé minimélis vagast reprezental G’-ben is. (3 pont)
Az fg él behizdsanak hatdsara A(f,g) pontosan eggyel né meg, és G barmelyik f-et és g-t szeparald
minimélis vdgasa az fg él hozzavétele utan G’-ben is egy f-et és g-t szeparalé minimaélis vdgas lesz. (2 pont)
Ezért G’ GH faja csupan annyiban kiilonbozik G GH fajatél, hogy az fg él nem 7, hanem 8 élii vagést

reprezentdl. (1 pont)
Két pontot szeparalé minimalis vagast megkaphatjuk, mint a két pontot a GH fan 6sszekoto ut élei altal
reprezentalt vagasok koziil a legkevesebb élt tartalmazot. (2 pont)
Ezért A(a, k) =4 (1 pont)
és A\(b,1) = 8. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a (D, s,t, g) hdlézatban minden g(e) élkapacitds egész szam és z egy olyan folyam, aminek
m, nagysaga egész. Bizonyitsuk be, hogy létezik minden z(e) értéknek olyan z’'(e) (felfelé vagy lefelé)
kerekitése, amire 2’ is megengedett folyam marad, nagysiga z-ével egyezik meg (azaz m, = m’) és egy elére
megadott f élre 2/(f) = [z(f)].

Az oran igazoltuk a folyamok kerekitési tételét, ami szerint bizonyosan létezik olyan folyam, ami az f-en
felvett érték felfelé kerekitésén kiviil rendelkezik a tobbi sziikséges tulajdonséggal. (1 pont)
Ennek a tételnek a bizonyitasat kovetve igazolhatd a feladat allitasa. Figyeljiik meg, hogy egyetlen cstcsra
sem illeszkedhet pontosan egy tortél (azaz olyan él, amin nem egész nagysagu folyam folyik). Nemtermindlis
csucsokra ez a folyammegmaraddas miatt, az s és t termindlokra pedig a folyamnagysag egész volta miatt
igaz. (2 pont)
Ezért ha van tortél, akkor azok irdnyitatlan megfelel6i tartalmaznak kort. (2 pont)
Lehetséges e kor élein a folyam alatal felvett értékeket gy mddositani e-nal, hogy a Kirchhoff szabdly
tovabbra is teljesiiljon a nemtermindlis csucsokra, a folyamnagysag ne valtozzon, de egyetlen élen se ugorjon
at a folyamérték egész szamot, valamint legaldbb egy tortélre az ott folyé folyam egésszé valjon (azaz az
eredeti folyamérték felfelé vagy lefelé kerekedjen). (2 pont)
Figyeljiik meg, hogy az ¢ valaszthat6 vigy is, hogy az f élen felvett folyamérték sose csokkenjen. (2 pont)
A fent leirt 1épéseket addig végezve, mig van az aktudlis folyamnak tortéle elébb-utobb egészfolyamhoz
jutunk, ami rendelkezik a feladatban megkivant minden tulajdonsaggal. (1 pont)

A megoldas soran az 6ran szerepelt allitasok helyes felidézése esetén az drai bizonyitast nem sziikséges a
megoldasban megismételni.



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2021. 05. 07.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utobbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Jelolje a véges (de nem feltétleniil paros) G graf minden e = uv éle esetén v(e) azt, hogy az e él hanyadik
a =<, preferenciarendezésben, és legyen r(e) = u(e) + v(e). Tegyiik fel, hogy r(e) = 42 teljesiil G barmely e
élére. Hatarozzuk meg G csicsainak fokszamat, és bizonyitsuk be, hogy G-nek van stabil parositasa.

Ha az uv élre u(e) = 1, akkor r(e) = 42 miatt v(e) = 41, ezért d(v) > 41. Ha d(v) > 42 volna, akkor lenne
olyan f él, amire v(f) = 42, és ekkor r(f) > 42 volna, ami lehetetlen. Ezért d(v) = 41 minden olyan v
csicsra, amihez 1étezik olyan e = uv él, hogy u(e) = 1. (2 pont)
Legyen v tetszoleges csicsa G-nek, és induljunk el a v-bdl indulé legjobb él mentén, majd haladjunk tovabb
mindig az adott cstcsbdl induld legjobb él mentén. Minden csticsba a legrosszabb (41-dik legjobb) él mentén
érkeziink meg, és G végessége folytan elobb-utébb olyan cstucsba jutunk, ahol mar jartunk. Ez csakis a v

lehet, tehét d(v) = 41 teljesiil G barmely v nemizolalt csicséra. (3 pont)
Tekintsiik G azon e = uwv éleinek M halmazat, amire u(e) = v(e) = 21. Vildgos, hogy M a G egy parositésa.
(3 pont)

Tegyiik fel, hogy az f = xy él blokkolja M-et. Ekkor x(f) < 21 és y(f) < 21, ezért r(f) < 21 + 21 = 42,
ami ellentmondas. Ezek szerint M-hez nincs blokkold él, tehat M stabil parositas. Ezzel pedig igazoltuk a
feladatban szerepld allitast. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az n-ponti G graf egy maxvissza sorrendjéhez tartozé élcimkézés szerint G-nek pontosan
4n — 4 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be, hogy G 4-él6sszefiiggo.

Az tanultuk, hogy az i-es cimkéjli csicsok egy feszité erdejét adjék annak a grafnak, amit G-bdl az i-nél

kisebb cimkéji élek torlésével kapunk. (2 pont)
Ezek szerint baremly i-re az ¢ cimkéju élek szama legfeljebb n — 1, hiszen G barmely feszitofajanak ennyi
az élszdma. (1 pont)
Ha tehat a legfeljebb 4-es cimkéjii élek szama 4n — 4, akkor az l-es, 2-es, 3-as és 4-es cimkéji élekbdl
egyarant n — 1 van, (2 pont)
ezért a vizsgalt élek G-nek négy éldiszjunkt feszitéfajat alkotjak. (2 pont)
Ha tehat G-bdl legfeljebb 3 élt hagyunk el, akkor a 4 feszit6fa valamelyikét nem bantjuk, ezért a kapott
graf osszefiiggd marad. (2 pont)
Azt kaptuk, hogy G barmely 3 élének torlését tuléli, ezért G 4-élosszefiiggd, nekiink pedig pontosan ezt
kellett igazolnunk. (1 pont)

3. Nevezziik a G grafot dupldn faktorkritikusnak (roviditve DFK), ha G bérmely két csticsat elhagyva, a
keletkezo grafnak van teljes parositasa. Tegyiik fel, hogy G és Gy kozos csucesal nem rendelkezé6 DFK
grafok. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy u; csucsat azonositjuk Gy egy us csucsaval és G egy vy csucsat
azonositjuk Gy egy vo csticsaval, akkor az igy kapott G graf is DFK.

Megmutatjuk, hogy G-nek tetszéleges u, v csicsait elhagyva a kapott grafnak lesz teljes parositasa. (1 pont)
Ha u,v € V(Gy), akkor tekintsiik a Gy — uy — vg egy M teljes parositasat és a G; — u — v egy N teljes
parositasat. A grafok DFK tulajdonsdga miatt vannak ilyen teljes parositasok. Ekkor M UN a G —u — v
egy teljes parositasa. (4 pont)
Az u,v € V(G5) eset hasonlbéan igazolhatd. (1 pont)
Az az eset marad, amikor u € V(Gy) és v € V(Gy). Legyen ekkor M a Gy —v — vy és N a G; —u — uy
graf teljes parositasa. A grafok DFK tulajdonsaga miatt vannak ilyen teljes parositasok. Ekkor M U N a
G —u — v egy teljes parositasa. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat. (4 pont)




4. A G graf Gomory-Hu-faja lathaté az abran. Hatarozzuk meg, legkevesebb hany élt kell behtizni G-be ahhoz,
hogy az igy kapott G’ grafnak legyen 4-élosszefiigegé iranyitasa.
a

Nash-Williams tanult tétele szerint egy véges, iranyitatlan G grafnak pontosan akkor van 4-élosszefiiggd
iranyitdsa, ha G irdnyitatlan értelemben 8-élosszefiiggd. (3 pont)
A cél tehdt az, hogy G-t minimadlis szamu él behuzédsaval 8-élosszefiiggévé tegyiik. (2 pont)
A Gomory-Hu-fénak egyetlen olyan éle van, ami 8-nél kisebb (konkrétan 5 élbol 4ll6) vagast hataroz meg.
Ezért legalabb 8 — 5 = 3 élt mindenképp be kell hiizni G-be a 8-szoros élosszefiiggéség eléréséhez. (2 pont)
A GH-fa fg éle altal meghatarozott vagas az egyik oldalon az a,e, f,i és j csicsokat tartalmazza, a masik
oldalon az 6sszes tobbit. Ha tehat G egy végasa kettévagja az {a, e, f,, j} halmazt vagy a komplementerét,
akkor G ezen vagasa biztosan legalabb 8 élt tartalmaz. G-nek ezért csupan egyetlen olyan vagasa lehet, ami
8-nal kevesebb élt tartalmaz, konkrétan a Gomory-Hu-fa fg éle altal meghatarozott 5-éli vagas. (1 pont)
Ezért ha ezen vagas két oldal kozé behtizunk 3 tovébbi élt, akkor G-bdl egy 8-élosszefiiggs grafot kapunk.

(1 pont)
A keresett minimélis élszam tehat 3. (1 pont)

5. Tegyiik fel, hogy u és v a 4-szeresen élosszefiiggd G negyedfoku csicsai. Bizonyitsuk be, hogy u és v
kicserélhetnek két szomszédot a 4-szeres élosszefliggdség megtartasaval, azaz talalhato u-nak két szomszédja
(mondjuk a és b) illetve v-nek két szomszédja (mondjuk c és d) tgy, hogy a G — ua — ub — ve — vd + uc +
ud 4+ va + vd graf is 4-szeresen élosszefiiggo.

Mivel G 4-él6sszefliggd és d(u) és d(v) parosak, Lovész teljes leemelésrdl sz616 tétele alkalmazhatd. (2 pont)
Jelolje G" az u, majd a v csics teljes leemelésével kapott, a tétel értelmében szintén 4-élosszefiiggd grafot.

(3 pont)
Tanitottak, hogy egy 2k-élosszefiiggo grafban k él 6sszecsipése megorzi a 2k-€16f tulajdonsagot, ezért a teljes
leemelések utdn kapott graf 4-élosszefiiggd. (2 pont)

Ha u és v nem voltak szomszédosak, akkor 4 1j él keletkezett: ketté (mondjuk piros) u szomszédain, és
mésik ketté (mondjuk zold) v szomszédain. Ha most 6sszecsipjiik mindkét piros élt egy-egy zold éllel, akkor
ezzel elérjiik a kivant allapot, azaz, hogy u és v gy cseréljenek ki két szomszédot, hogy a kapott graf 4-élof
maradjon. (2 pont)
Ha u és v nem voltak szomszédosak, akkor a teljse leemelés utdn harom él keletkezett, egy (mondjuk piros)
u szomszédain, egy (mondjuk zold) v szomszédain, és egy (mondjuk fehér), ami u és v egy-egy szomszédjat
koti 6ssze. Ha most Osszecsipjiik a piros és a zold élt, majd az Osszecsipett csicesbdl induld egyik élt a fehér
éllel, akkor ismét célt ériink. (1 pont)



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
pZH javitékules (2021. 05. 14.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Jelolje a G paros graf minden e = uw éle esetén v(e) azt, hogy az e él hdnyadik a <, preferenciarendezésben,
és legyen r(e) = u(e) + v(e). Tegyiik fel, hogy r(e) = 42 teljesiil G barmely e élére. Bizonyitsuk be, hogy G
minden e élét tartalmazza G egy alkalmas stabil parositasa.

Megmutatjuk el6szor, hogy G minden nemizolalt csicsa 41-foku. Legyen v € V(G), és induljunk el v-bél,

mindig az adott cstcs legjobb élén tovabbhaladva. Az r(e) = 42 feltétel miatt minden csicsba a 41-dik
legjobb élen érkeziink meg, és el6bb-utébb olyan csiicsba jutunk, ahol mar jartunk. Ez a cstcs pedig csakis

v lehet, tehat d(v) > 41 (3 pont)
Ha d(v) > 41, akkor lenne oyan e él, amire v(e) = 42, és ezért r(e) > 42, ami ellentmondds. Tehét G izolalt
pontoktol eltekintve 42-regularis. (3 pont)

Legyenek A és B a G graf szinosztalyai, és 1 < i < 41 esetén legyen M; := {e = ab € E(G) : a(e) = i}.
Vildgos, hogy E(G) = My U My U ... U My, ezért elegend6 azt igazolni, hogy minden M; stabil parositéas

G-ben. (2 pont)
M, pérositas, hisz midnden A-beli csiicsbdl legfeljebb 1 M-beli él indul (az i-dik legjobb), és minden B-beli
csucs is legfeljebb 1 M-beli élre illeszkedik (a (42 — 7)-dik legjobbra). (1 pont)

Ha pedig az f = ab él blokkolna az M, parositast, akkor a(f) < i és b(f) < 42 — 4, ahonnan az r(f) <
i+ 42 — i = 42 ellentmodnés adddna. M; tehat stabil parositds, és ez igazolja a feladat allitdsat. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy az n-ponti G graf nem 4-élosszefiiggd, és egy maxvissza sorrendjéhez tartozé élcimkézés
szerint G-nek pontosan 4n — 5 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be, hogy G-nek
egyetlen egy haroméli vagasa van.

Az tanultuk, hogy az i-es cimkéjli cstuicsok egy feszité erdejét adjak annak a grafnak, amit G-bol az i-nél

kisebb cimkéjii élek torlésével kapunk. (2 pont)
Ezek szerint baremly i-re az ¢ cimkéjii élek szama legfeljebb n — 1, hiszen ennyi G' barmely feszitofajanak
élszama. (1 pont)

Ha tehat a legfeljebb 4-es cimkéjii élek szama 4n — 5, akkor az 1-es, 2-es és 3-as cimkéji élekbdl n — 1 van,
a 4-es cimkéjii élek szama pedig n — 2, azaz ezen utobbi élek egy két komponenso feszité erdét alkotnak.

(2 pont)
Tudjuk, hogy G nem 4-élosszefiiggd, ezért G-nek van legfeljebb 3 élt tartalmazoé vagasa. (1 pont)
Raadasul G-nek barmely vagasat is tekintjiik, az tartalmaz egy-egy élt az 1-es, 2-es illetve 3-as cimkéjii élek
alkotta feszitéfak mindegyikébol. (1 pont)

Ezért ha G egy véagésa legfeljebb 3 élt tartalmaz, akkor ez a vigéds nem tartalmaz 4-es cimkéjii élt. (1 pont)
Mivel a 4-es cimkéjii élek egy két komponensti feszité erdét alkotnak, ezért G-nek egyetlenegy olyan vagasa
van, ami nem tartalmaz 4-es cimkéjii élt (konkrétan e komponensek altal meghatérozott vagas), és G-nek
kizarélag ez az egy vagasa lehet 3-élu. (2 pont)

3. Legkevesebb hany élt kell behtzni a K, ,,1; teljes paros gratba, hogy faktorkritikus grafot kapjunk?

A K, n41 graf nem faktorkritikus, mert az n pontd szinosztalybdl csicsot elhagyva nem lesz a kapott
K1 n41 grafnak teljes parositdsa, ezért legaldbb egy élt be kell hiizni a faktorkritikussag eléréséhez. (3 pont)
Ha azonban az n + 1 csticsbol all6 szinosztaly két csucsat osszekotjiik, akkor az igy kapott G’ grafnak lesz
egy 2n + 1 csicsbdl allé Hamilton-kore. (4 pont)
Mivel Cy,, 1 faktorkritikus, ezért G’ is faktorkritikus, tehat egy él behtzasaval elérheté a kivént cél. (2 pont)
A kérdésre a vélasz tehdt, hogy legkevesebb egy él behuzdsa sziikséges. (1 pont)




4. Bizonyitsuk be, hogy barmely n-ponti, iranyitatlan, véges G grafba behuzhaté n — 1 él gy, hogy az igy
kapott G’ grafra Ag/(u,v) = Ag(u,v) + 1 teljesiiljon G minden u, v csticsara. (Parhuzamos él behuzasa is
megengedett.)

Legyen F' a G Gomory-Hu-fdja. Megmutatjuk, hogy ha behtizzuk G-be az F' n — 1 élét, akkor az igy kapott
G’ grafra fenndl a kivant tulajdonsag. (3 pont)
A G tetszleges u, v csicsai esetén Menger tétele miatt G-ben van Ag(u,v) paronként éldiszjunkt wv-t.
Mivel a behuzott élek feszitéfat alkotnak, azok is tartalmaznak egy uv-utat, ezért G'-ben talalhaté A(u, v)+1
paronként éldiszjunkt 1t, ezért Ao (u,v) > Ag(u,v) + 1. (3 pont)
Tekintsiik az F' Gomory-Hu-fa azon f élét, ami egy Ag(u,v) nagysagu uv-vagast hatdroz meg G-ben. Az f
altal meghatédrozott vagas a G’ grafban Ag(u,v) + 1 élt tartalmaz, ezért A\g/(u,v) < Ag(u,v) + 1. (3 pont)
A két megfigyelést dsszevetve kapjuk, hogy Ag/(u,v) = Ag(u,v) + 1 teljesiil G barmely két u, v csticséra,
nekiink pedig pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (1 pont)

5. Tegyiik fel, hogy az M n x m méretli matrix minden eleme egy R3-beli vektor, tovabba hogy a métrix
minden sordaban és oszlopdban az ott szereplé vektorok dsszege egész vektor, azaz Z3 eleme. Igaz-e, hogy
az M matrixban 4ll6 minden egyes vektor helyettesitheté egy egész vektorral gy, hogy e cserék hatasara
egyetlen sor- illetve oszloposszeg se valtozzon meg?

Képezziik az My, M, és Ms métrixokat az M matrixbol ugy, hogy az egyes mezokben allé vektorokat az

els6, masodik ill. harmadik koordinatajukkal helyettesitjiik. (1 pont)
A feladat feltétele miatt mindharom M; matrixra teljesiil, hogy barmely sordsszege és barmely oszlopOsszege
egész. (3 pont)

A tablazatkerekitési lemmét az imént definidlt M; matrixokra alkalmazva az M/ métrixokat kapjuk. (3 pont)
Képezziik az M' métrixot az M/ matrixokbdl gy, hogy M’ minden elemének els6, masodik ill. harmadik
koordinatdjat az M! métrix megfelel eleme tartalmazza. (2 pont)
A konstrukei6 folytan M’ elemei egész vektorok, tovabba M’ sor- és oszloposszegei megegyeznek M megfe-
lele6 sor- és oszloposszegeivel, igazoltuk tehat a kivant tulajdonsagt matrix létezését. (1 pont)



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2022. 05. 17.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a GG graf minden csicsa kék vagy sarga, és tegyiik fel tovabba, hogy G minden paratlan
kore tartalmaz kék és sarga csucsot is. Tudjuk, hogy G minden v csicsahoz olyan <, linearis rendezés
tartozik a v-re illeszkedd élek E(v) halmazan amiben minden kék cstcsba futé él megel6z minden sarga
csucsba vezeto élt. Bizonyitsuk be, hogy G-nek ezen preferenciak mellett van stabil parositdsa.

Mivel minden paratlan kor tartalmaz kék és sarga csicsot is, ezért mind a kék, mind a sarga csticsok paros

grafot feszitenek. (1 pont)
Ezen kiviil definici6 szerint paros grafot alkotnak a kék és sarga cstucsokat 0sszekoto élek is. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt tehat a kék csicsok feszitette részgrafnak taldlhatd egy M, stabil pérositésa,

(2 pont)
ami G minden Mi-gyel kozos csticesal rendelkezd élét dominalja a stabilitas és a preferencidkra kimondott
feltételek miatt. (2 pont)
Az M, altal fedetlen csicsokon a kék-sarga élek paros grafot alkotnak, legyen M, ennek egy stabil parositasa.

(1 pont)
Vildgos, hogy M; UM, pérosités, és az is latszik, hogy M; UM, minden olyan élt domindl, ami nem diszjunkt
My U Ms-tol. (1 pont)

Ezek utan mar csak az My U Ms-vel kozos végponttal nem rendelkezo élek dominaldasardl kell gondoskodni.
Ezen élek mindkét végpontja sarga, tovabba ezek az élek is paros grafot alkotnak, ezért talalhaté hozzajuk

egy Mj stabil péarositas. (1 pont)
Mivel az M;U M, U M; péarositas G minden més élét dominalja, ezért csakugyan van G-nek stabil parositasa,
épp ahogy azt a feladat is 4llitja. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a legaldbb 3 cstcst hurokélmentes, de nem feltétleniil egyszerti G grafnak nincs két azonos
fokszamu csucsa. Igazoljuk, hogy van G-nek olyan csicsa, ami G egyetlen maxvissza sorrendjében sem az
utolsé.

Jelolje n a G graf csucsainak szamat. Az éran azt tanitottak, hogy ha v,_1 és v, a maxvissza sorrend két

utolsé csucsa, akkor A(v,—1,v,) = d(v,,) koztiik a lokélis élosszefliggdség. (3 pont)
A Gomory-Hu fardl tanultak miatt G barmely két cstcsa kozotti élosszefiiggdség megegyezik a Gomory-Hu
fa n — 1 élének valamelyikére irt szdmmal. (4 pont)
Ezért G csucsai kozott a lokdlis élosszefiiggdség legfeljebb (n — 1)-féle lehet, vagyis G cstucsainak n-féle
fokszdma kozott lesz olyan, ami nem egyezik meg egyetlen A(u, v)-vel sem. (2 pont)
Az ilyen fokszamu cstcs nem lehet maxvissza sorrend utolsé cstucsa sem. (1 pont)

Az utolsé 7 pont masképp is megszerezheto.

Ha v a G maximadlis fokszamu csicsa, akkor A(u,v) < min(d(u),d(v)) miatt A(u,v) # d(v) teljesiil G
barmely u # v cstcséra. (6 pont)
Ezek szerint v egyetlen maxvissza sorrendnek se lehet utolsd csicsa. (1 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G graf minden u # v csicsahoz 1étezik G-nek olyan M, maximélis parositdasa, ami nem
fedi u-t. Bizonyitsuk be, hogy ha G — v 6sszefiiggd, akkor G-nek olyan M, maximalis parositdsa is van, ami
v-t nem fedi.

A feltétel azt mondja ki, hogy u € D(G) teljesiil G minden u # v csucséra. (2 pont)
Nekiink azt kell igazolnunk, hogy v € D(G) is teljesiil. (1 pont)
Ha v a G izolélt cstcsa, akkor D(G) definicidja miatt v € D(G). (1 pont)




Ha v nem izolélt, akkor van v-nek D(G)-beli szomszédja. Ezért v € A(G) vagy v € D(G). (1 pont)
Ha v € A(G), akkor A(G) = {v}. Mivel nincs G-nek teljes parositdsa, és X = A(G) minimalizilja a Berge-
Tutte-formulét, ezért 1 = |[A(G)| < o(G — A(@)). Igy o(G — v) > 2, vagyis G — v nem dsszefiiggd. (4 pont)
A feltétel szerint G — v Osszefiiggd, ezért v € D(G) teljesiil, ahogy azt a feladat allitja. (1 pont)

a b Colled
17
. Az dbran a G graf egy Gomory-Hu faja lathaté. Mennyi a G' = 22 11 f. = g 16 4;%

G + jk grafban a Ag/(a, d) lokdlis élosszefiiggség?

17\ 77

A Gomory-Hu fa definicigjabdl adédéan Ag(a,d) = 5, hiszen 5 a legkisebb cimke az GH fa ad-utja mentén.

(3 pont)
Egy él behuzasanak hatésara ez a lokalis élosszefiiggdség természetesen nem csokkenhet, és novekedni is
legfeljebb csak 1-gyel tud. Ezért 5 < Ag/(a,d) < 6. (1 pont)
Ha A¢r(a,d) = 5, akkor G'-nek (és igy G-nek is) van olyan 5-6s vagdsa, ami nem szepardlja a behuzott él j
és k végpontjait. Egy ilyen vagasnak kiilonboznie kell a GH fa fg éle altal meghatérozott vagastol, hiszen
az szeparalja j-t és k-t. E hipotetikus vdgasnak tehdt szeparalnia kell G két olyan cstcsat (mondjuk u-t
és v-t) is, amit a GH-fa 5-0s vagdsa nem szeparal. Mivel a GH fa minden fg-t6l kiilonboz6 éléhez 5-nél
nagyobb végas tartozik, ezért \g(u,v) > 5. (5 pont)
Ezek szerint 5 < Ag(a, d), amibél a fenti megfigyeléseink miatt A\ (a,d) = 6 adédik. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha A € R™* tetsz6leges matrix, akkor A minden eleme kerekithetd gy felfelé vagy
lefelé, hogy A minden sor- és oszlopOsszege is felfelé vagy lefelé kerekedjék.

Egészitsiik ki A-t egy sorral és oszloppal, és irjunk az 1j helyekre 0 < 2 < 1 szamokat gy, hogy a kiegészi-
tett matrix minden sor és oszlopdsszege egész legyen. (4 pont)
Kerekitsiik az igy kapott matrix elemeit a tanult tabldzat-kerekitési lemmaéban szereplé médon. (3 pont)
Ha egy kiegészit6 elem felfelé kerekedett, akkor az eredeti matrix adott sor- vagy oszloposszegét lefelé kere-
kitettiik, a felfelé kerekedo elem pedig az adott sor- vagy oszloposszeg lefelé kerekedését vonja maga utan.

(3 pont)
Hab a tortan, hogy a hozzaadott sarokelem kerekedése miatt az A méatrix Gsszes elemének Gsszege is kere-
kedett. (0 pont)

Avagy.

Kell6en nagy M pozitiv egészt hozzdadva A minden eleméhez feltehetd, hogy a kapott A" matrix minden
eleme pozitiv. A tovabbiakban A’ kerekitésével foglalkozunk: ha ez sikeriil, akkor ugyanolyan irdnyban kell
A elemeit is kerekiteni, és ezaltal a sor- ill. oszloposszegek is kerekednek, hisz n - M-mel ill. k- M-mel lesznek
kisebbek az A’-beli megfeleld tsszegeknél. (4 pont)
Az A’ matrixbdl a szokdsos médon péaros grafot, majd abbdl halézatot készitiink. E hal6zaton az x folyamot
szintén a szokasos médon definialjuk: A’ elemei a megfeleld élen felvett folyamértékeket jelentik, a termind-
lokra illeszked6 élek altal hordozott folyam pedig egyértelmiien adddik. (3 pont)
A folyamokrdl sz6l6 kerekitési lemma szerint kerekitve az = folyamot, a kapott 2’ folyamnak az A’ elemei-
hez tartozé értékei pontosan azt irjak le, hogyan kell az A" méatrix elemeit kerekiteni. Mivel a terminédlokra
illeszked6 élek az A’ sor- ill. oszlopOsszegeinek felelnek meg, ezért azok is kerekednek, ahogy ezt a feladat
eléirta. (3 pont)



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
pZH javitékulcs (2022. 05. 20.)

Az itmutato mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G graf minden csicsa piros vagy zold, és tegyiik fel tovabba, hogy G minden paratlan
kore tartalmaz piros és zold csicsot is. Tudjuk, hogy G minden v csticsdhoz olyan =<, linearis rendezés
tartozik a v-re illeszkedd élek E(v) halmazan amiben minden v-vel azonos szinii csicsba futé él megeléz
minden v-étdl kiilonbozd szind csicsba vezetd élt. Bizonyitsuk be, hogy G-nek ezen preferencidk mellett
van stabil parositasa.

Mivel minden paratlan kor tartalmaz piros és zold csicsot is, ezért mind a piros, mind a z6ld csticsok paros

grafot feszitenek. (1 pont)
Ezen kiviil definici6 szerint paros grafot alkotnak a piros és zold cstucsokat 6sszekoto élek is. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt tehat a piros csucsok feszitette részgrafnak talalhato egy M, stabil parositéasa,
a zold csucsok feszitette grafnak pedig egy M, stabil parositasa. (3 pont)
A preferenciakrol szolé feltevés miatt M, U M, dominal minden olyan élt, aminek a két végpontja azonos
szinti, és ezeken til azokat az éleket is amelyekkel van kozos cstcsa. (2 pont)
Mar csak M, U M, altal fedetlen (és egyébként piros-zold) éleket kell domindlni. Az ezen élek alkotta G’
graf is paros, a Gale-Shapley-tétel miatt van tehat G'-nek egy M, stabil parositasa. (2 pont)
A konstrukciébdl adédéan M, U M, U M, olyan parositds G-ben, ami minden élt domindl, tehat G-nek
csakugyan van stabil parositasa, ahogy azt a feladat is allitja. (1 pont)
Avagy.

Ha Irving algoritmusaval keresiink stabil parositast, akkor az egyetlen oka annak, hogy az algoritmus ne
talaljon ilyet az, ha az algoritmus olyan rotdciora akad, ami egy paratlan preferenciakor. (4 pont)
Megmutatjuk, hogy ilyen preferenciakor nincs G-ben, ezért Irving algoritmusa bizonyosan egy stabil paro-
sitds megtaldldsa utén &ll le. (2 pont)

A feladat feltételei szerint G minden paratlan korének van piros és zold csucsa is. Indirekt bizonyitunk,
tegyiik fel, hogy C' egy paratlan preferenciakér. Mivel C' paratlan, C' csicsai nem szinezhetok felvaltva
pirosra és zoldre. Ezért C-nek van két szomszédos egyszinii cstcsa, és C-nek van olyan csicsa is, aminek
a szine kiilonbozik e csicsok szinétdl. Barmelyik iranyban is haladunk korbe C-n, lesz két olyan egymést
koveto él; amelyekre a korabbi él jobb a késébbinél, és két olyan is, ahol a késobbi él jobb a korabbinal.
Ezek szerint C' nem lehet paratlan preferenciakor, és nekiink pontosan erre volt sziikségiink. (4 pont)

2. Tegyliik fel, hogy az n-ponti G graf egy maxvissza sorrendjéhez tartozé élcimkézés szerint G-nek pontosan
4n — 4 olyan éle van, ami legfeljebb 4-es cimkét kap. Bizonyitsuk be, hogy G minden éle kiszinezhet6 a
piros vagy zold szin valamelyikével gy, hogy a piros és a zold élek alkotta részgrafok mindegyikének legyen
fillfelbontasa.

Azt tanitottdk az éran, hogy az azonos cimkét kapo élek feszito erdejét alkotjdk a kisebb cimkéju élek

torlésével keletkez6 grafnak. (2 pont)
Mivel egy feszité erdonek legfeljebb n—1 éle lehet, és ennyi is csak akkor, ha feszitofardl van szo, a legfeljebb
4-es cimkét kapo élek a G graf 4 éldiszjunkt feszitéfajat alkotjak. (2 pont)

Szinezziik a legfeljebb 2-es cimkét kapé éleket pirosra, a 2-nél nagyobb cimkéjlieket pedig zoldre. (2 pont)
Mivel barmely két cstics kozott taldlhaté két éldiszjunkt piros 1t (az 1-es és 2-es cimkémii élek alkotta két
feszitofan) és két éldiszjunkt zold Ut (a 3-as és 4-es cimkéjii élek alkotta masik két feszitéfan), ezért a piros
és a zold élek is 2-élosszefiiggd grafot alkotnak a G graf n csucsan. (2 pont)
A tanultak szerint tehat mind a piros, mind a zold élek alkotta grafnak van fiilfelbontasa, és ezzel igazoltuk
a feladat allitasat. (2 pont)




3. Tegyiik fel, hogy a 999 csiicsi G graf v csiicsa G minden mas csucsaval 6ssze van kotve, tovabba, hogy
G-nek van olyan maximalis méretil parositasa, ami nem fedi v-t. Legyen u a GG egy v-t0l kiilonbozo cstcsa.
Hatdrozzuk meg v(G — u)-t, azaz a G — u graf maximalis parositdsanak méretét.

Ha G egy M maximélis parositasa elkeriili v-t, akkor M fedi a v minden szomszédjat, hiszen ha nem igy

volna, akkor M-et bévithetnénk egy v-bél indul6 éllel. (2 pont)
Mivel v apex, ezért a v-t elkeriil§ teljes parositds G minden v-t6l kiilonb6z6 csicsét fedi, azaz | M| = 9992—_1 =
499. (2 pont)
A G —u gréf egy M’ parositdsat megkaphatjuk gy, hogy M-bél toroljik az u-t fedé uu’ élt. Ekkor |M'| =
|M| — 1 = 498. (2 pont)

Mivel v apex, ezért vu’ € E(G), tehat G—u-nak M"U{vu'} egy 499 méretii parositasa. Ezért v(G—u) >

Vildgos, hogy v(G — u) < @ = % = 499,
a két utébbi 6sszefiiggésbél pedig v(G — u) = 499 adddik.

4. Az abran a G graf egy Gomory-Hu fdja lathaté. Tegyiik fel, hogy
ih € E(G). Hatérozzuk meg a Ag/ (b, ¢) élosszefiiggéséget a hi él 17
torlésével keletkez6 G = G — hi grafban!

Mivel G" a G-bdl egyetlen él torlésével keletkezik, ezért a lokalis élosszefiiggoség legfeljebb 1-gyel csokkenhet:

)\G/(b, C) > Ag(b, C) — 1. (2 pont)
A G Gomory-Hu fajardl leolvashato, hogy Ag (b, c) = 16, (2 pont)
ezért Ag/(b,c) > 16 — 1 = 15, (1 pont)
tovabba E({c,d,h}) egy 16 nagysagu, b-t és c-t szeparal6 vagas G-ben. (2 pont)
Mivel G' a hi él torlésével keletkezett, ezért a ¢, d és h pontok indukalta vagds G'-ben 16 — 1 = 15 nagysagu.

(2 pont)
Ezek szerint A/ (b, ¢) = 15. (1 pont)

5. Tegyiik fel, hogy a (D, s,t,g) halézatban a c koltségfiiggvényre nézve z; egy 42 nagysagu, 42 koltségii, 2o
pedig egy 90 nagysagu, 102 koltségli st-folyam. Bizonyitsuk be, hogy ebben a halézatban a 66 nagysagu
minimalis koltségli st-folyam koltsége legfeljebb 77.

Legyen z = #1322, (2 pont)
Ekkor z megengedett st-folyam. (1 pont)
A z nagysiga m, = mzl;mzz = 42490 _ g¢, (3 pont)
A 2 koltsége pedig c(z) = C(Zl)—gc(zz) = 24102 — 72 < 77. (3 pont)
Van tehét a halézatban 66-nagysagu, legfeljebb 77-koltségli st-folyam, ezért a minimalis koltségili, 66 nagy-
sagu folyam koltsége legfeljebb 77. (1 pont)

Konnyen lathaté, hogy 2/ = %22 egy 66 nagysagi, és 9. 102 < 77 koltségli st-folyam, és ezzel a z/-vel is

90
hasonléan lehet érvelni.



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2023. 05. 26.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbél. Ha ez utébbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G graf cstcsait ugy szineztiik ki az 1,2, ..., k szinekkel, hogy G minden éle kiillénb6z6
szinl csucsokat kot Ossze. Tegyiik fel tovabbd, hogy a G cstcsaihoz tartozo preferencidk olyanok, hogy ha
w,uw € E(G) és c¢(v) < c(w), akkor uwv <, uvw, azaz u szdmara az uv él jobb, mint az ww él. Bizonyitsuk
be, hogy G-nek van stabil parositasa.

A G grafnak biztosan van stabil félparositasa, amit pl az Irving-algoritmussal kaphatunk meg. (1 pont)
Ha ez nem stabil parositas, akkor bizonyosan tartalmaz olyan % silyu éleket, amelyek paratlan hosszisagu
preferenciakort alkotnak. (2 pont)
Indirekt igazoljuk, hogy G-ben nincs paratlan preferenciakor. Tth u.i., hogy vy, vo, ... vopyq ilyen kort
alkotnak, azaz v1vy >y, VaU3 =y UsUs 0y . ey V2kg1V1 (1 pont)
Ezért c(v1) > c(vg) > ... > c(varr1) > c(va) > ... c(van) > c(vy), (3 pont)
igy végig egyenléségnek kell dllnia, specidliasan c(v) = c(vy). Ez vivy € E(G) miatt ellentmond annak,
hogy ¢ a GG csucsainak egy helyes szinezése. (2 pont)
Nincs tehat G-ben paratlan hosszisagu preferenciakor, ezért G minden stabil félparositasa valgjaban stabil
félparositds. Ezzel a feladat allitdsat igazoltuk. (1 pont)

Az éltorlési lemmaval is dolgozhatunk.

Az éltorlési lemmaval toroljiink G-bdl annyi élt, amennyit csak lehet. Ha mar nem lehet igy tovabbi élt
torolni, akkor a kapott G’ graf barmely e = uwv élére a tanultak szerint teljesiil, hogy e pontosan akkor a

legjobb éle u-nak, ha e a legrosszabb éle v-nek. (3 pont)
Tekintsiik G’-ben a csticsok legjobb éleinek L halmazat! A fent emlitett tulajdonsdg miatt L megegyezik a
cstcsok legrosszabb éleinek halmazaval. (1 pont)
Minden (nemizoldlt) v csicsra pontosan egy legjobb és egy legrosszabb él illeszkedik, ezért az L-beli élek
preferenciakoroket alkotnak. (1 pont)
Legyen pl vy, v9, ..., v; egy ilyen preferenciakor, azaz v1vy >y, VoUs >y, UsUs >y, - .. >y, VkU1. (1 pont)
A szinezésre vonatkozd szabély miatt c(vy) > c(vs) > ... > c(vy) ill. ¢(ve) > c(vg) > ... > c(vg) adddik,
ahonnan c(vy) = c(vs) = ... ill. ¢(vg) = c(vy) = ... teljesiil a masodszomszédos csiicsok szineire. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G’ tetsz6leges v csicsara a v-bél indulé legjobb ill. legrosszabb él ugyanabba a szinosz-
talyba fut. (1 pont)
Ezért a G’ graf barmelyik komponense csak két szinosztalybol tartalmazhat csicsot, vagyis G’ minden kom-
ponense — ekkor persze maga G’ is — péaros graf. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt G'-nek létezik egy M stabil parositasa, és az éltorlési lemma miatt M a G-nek
is stabil parositasa. (1 pont)

2. Igazoljuk, hogy ha G k-regularis graf, akkor talalhaté G-ben k paronként éldiszjunkt Ut alkalmas u és v
csucsok kozott.

Legyen vy, vg,...,v, a G graf egy maxvissza sorrendje. Az éran azt tanitottdk, hogy A v,_1v,) = d(v,)

(4 pont)
= k, hiszen a G graf k-regularis. (3 pont)
Menger tanult tétele szerint ez azt jelenti, hogy u = v,_1 és v = v,, kozott vezet k paronként éldiszjunkt
ut, és nekiink pontosan ezt kellett igazolni. (3 pont)

3. Tegyiik fel, hogy a G graf két komponensbol all: az egyik Cyo, a masik K77;. Legkevesebb hany élt kell
behtizni G-be ahhoz, hogy faktorkritikus grafot kapjunk?




A G graf nem faktorkritikus, ugyanis a Cyy komponensbél egy csticsot elhagyva két paratlan komponest
kapunk, nem lesz benne teljes parositas. (1 pont)
Ezért legalabb egy élt be kell hiizni a két komponens kozé a faktorkritikus tulajdonsag eléréséhez. (2 pont)
Ha csupan egyetlen e élt htiizunk be, akkor ezen él Cyp-beli végpontjat elhagyva ismét egy két paratlan

komponensbél allé graf teljes parositasat keressiik. (2 pont)
A keresett minimum tehét legaldbb 2. (1 pont)
Ha azonban a két komponens kozé két diszjunkt élt hiizunk be, akkor a kapott grafnak lesz Hamilton-kére.
Ez a Hamilton-kor paratlan sok csticsot tartalmaz, igy faktorkritikus. (2 pont)
Faktorkritikus grafhoz tovabbi éleket adva faktorkritikus grafot kapunk, ezért G-hez a fenti médon hozzé-
adott két élt faktorkritikus grafot eredményez. (1 pont)
A sziikséges minimalis élszam tehat pontosan kettd. (1 pont)

Akkor is faktorkritikus graf adédik, ha a két hozzdadott élnek a K7; komponensben kozos csticsa van. Ez
pl abbdl latszik, hogy az igy kapott grafnak van paratlan fiilfelbontasa.

. Hatarozzuk meg az dbran lathato G graf egy Gomory-Hu fajat! \0 /
e
A keresett GH-fa a mellékelt abran lathato. (3 pont)
Konnyen ellenérizheto, hogy a fa élein szereplo szamok az egyes faélek altal megha-
tarozott vagasok élszamait adjik meg. (1 pont)
Az is konnyen latszik, hogy a b, ¢, d cstiicsok mindegyikébol vezet 5 éldiszjunkt 1t
bérmely mésik csicsba, (2 pont)
illetve a és e kozott vezet 6 éldiszjunkt t. (2 pont)
Ezért Ma,e) =6 és \(x,y) =5 teljesiil minden més {a, b}-t6l kiilonbozé {x,y} pontparra. (1 pont)
Ezek szerint az abran lathaté fa nem csupan a pontparok kozotti élosszefiiggoséget, hanem a minimalis
vagasokat is helyesen reprezentdlja, az valoban GH-fdja a kérdezett grafnak. (1 pont)

. Legyenek a G graf csucsai az (x,y) racspontok, ahol 1 < z < nill. 1 < y < n. G élei a szomszédos
racspontokat kotik ossze, azaz (z,y) szomszédai (v — 1,y), (z + 1,y), (x,y — 1) ill. (z,y + 1) (amennyiben
ezek G csucsai). Tegyiik fel, hogy G éleire tigy irtunk nemnegativ szdmokat, hogy G barmely v csticsa
esetén a v-re illeszkedd vizszintes élekre irt szamok Osszege megegyezik a v-re illeszkedo fiiggdleges élekre
irt szamok Osszegével. Bizonyitsuk be, hogy az élekre irt szdimok mindegyikét lehet gy (felfelé vagy lefelé)
kerekiteni, hogy ez utébbi tulajdonsag a kerekités utan is teljesiiljon.

A G gréf éleit lehet tgy irdnyitani, hogy a graf lerajzoldasakor keletkez6 (n — 1) X (n — 1) méreti sakktabla
vildgos mezeinek élei pozitiv, sotét mezdinek élei pedig negativ koriiljaras szerint legyenek korbeiranyitva.
Ekkor ha G egy v cstcsdba egy vizszintes él befelé mutat, akkor minden vizszintes él befelé mutat G-be,
és minden fliggoleges kifelé, ha pedig egy vizszintes kifelé mutat, akkor minden vizszintes kifelé és minden

fiiggbleges befelé. (4 pont)
Vegyiink fel még egy izolalt s és t csticsot. Az igy kapott hélézatban az élekre irt szamok egy megengedett
st-folyamot irnak le. (1 pont)

Alkalmazhatjuk a tanult folyamkerekitési lemmat. Ha ennek megfeleléen kerekitjiik az élekre irt szamokat,
akkor minden élre az eredetileg odairt szam felfelé vagy lefelé kerekitett valtozata keriil, és a vizszintes
élekre irt szamok Osszege meg fog egyezni a fliggdleges élekre irtakéval. Nekiink pontosan ilyen kerekités
létezését kellett igazolnunk. (5 pont)

Természetesen miikodik az érai bizonyitas lemasolasa is, amikoris tortélekbol allo kort keresiink, és annak
a mentén javitunk minden 1épésben.



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2023. 05. 26.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utobbi ki-
deriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben
jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a G graf éleit ugy szineztiik ki az 1,2, ..., k szinekkel, hogy G azonos szinii éleinek nincs
kozos csticsa. Tegyiik fel tovabbd, hogy a G cstcsaihoz tartozé preferencidk olyanok, hogy ha c(e) < ¢(f)
teljesiil egy v cstcsbdl induld e és f él szineire, akkor e <, f, azaz v szamara az e él jobb, mint az f él.
Bizonyitsuk be, hogy G-nek pontosan egy stabil parositdsa van.

A G grafnak biztosan van stabil félparositasa, amit pl az Irving-algoritmussal kaphatunk meg. (2 pont)
Ha ez nem stabil parositas, akkor bizonyosan tartalmaz olyan % sulyu éleket, amelyek paratlan hosszisagu
preferenciakort alkotnak. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy egyéltalan nincs preferenciakor G-ben. EbbOl nem csak az kovetkezik, hogy minden
stabil félparositas valéjaban stabil parositas, hanem az is, hogy a stabil parositas egyértelmi, hiszen bar-
mely két stabil parositas szimmetrikus kiilonbsége preferenciakérokbdl all. (2 pont)
Tth, hogy vy,v9,...,v; a G egy preferenciakore, azaz v1vy >y, VaUs >yg UsUs >y, - .. >y, UgV1. (1 pont)
Ekkor c(v1vg) > c¢(vgug) > ... > ¢(vgvr) > e(vivg), ami ellentmondads, és ezzel az allitast igazoltuk. (3 pont)

Az éltorlési lemmaval is dolgozhatunk.

Az l-es szinl élek a csucsaik legjobb élei, ezért az éltorlési lemma miatt minden olyan nem 1-es szini él
torolhetd, aminek van 1-es szini éllel koézos cstucsa. (3 pont)

Miutan ezeket az éltorléseket elvégeztiik, az 1-es szinii élek 6néllé komoponenseket alkotnak. 2 pont)
Ezt kovetoen ugyanez elmondhaté a 2-es szinli, majd a 3-as szinfi, stb élekrdl. (3 pont)
Tehat ha méar nem tudunk az éltorlési lemmaval tovabbi élt torolni, akkor a kapott G graf élei egy péarositast
alkotnak. (1 pont)
Mivel az éltorlési lemma szerint végzett éltorlés nem véltoztat a stabil parositasok halmazan, ezért a kapott
G’ graf élhalmaza a G’ és igy a kiindulasi G grafnak is az egyetlen stabil parositésa. (1 pont)

2. Hatarozzuk meg az abran lathato G graf egy minimalis vagasat a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével
ugy, hogy amikor tobbféle cstics koziil valaszthatunk, mindig az ABC-ben legelsé lehetoséget valasztjuk.

bede f gh

cfe 1

Az algoritmus minden fazisdban egy maxvissza sorrendet keresiink a feladatbeli névsormegkotéssel, majd
az utolsé cstcsot Osszeolvasztjuk az utolso eléttivel. Az adott fazis vagasjeloltje a maxvissza sorrend utolsd




cstcsa lesz. (3 pont)
Az algoritmus konkrét végrehajtasa az dbran lathato. A piros szamok a maxvissza sorrendet, a szaggatott

vonal a vagdsjeloltet mutatjak. (6 pont)
Ezek szerint G egy minimalis vagasat a legkevesebb élt elvagd vagasjeloltbol kapjuk, ami a konkrét esetben
a{b,c, f,g} ill. az {a,d, e, h} csicsok koézott futd két élbol All. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a 101 cstcsu Osszefiiggd G graf minden e éle esetén a G maximadlis méretli parositasai
kozott van olyan, ami e-t tartalmazza, és talalhato olyan is, ami nem tartalmazza e-t. Igazoljuk, hogy az
Edmonds-Gallai felbontdsban szerepld A(G) fiiggetlen ponthalmaz és C(G) = ().

Mivel G-nek 101 csticsa van, ezért D(G) # (). Ha D(G) = V(G), akkor az allitds trivialis. Feltehetjiik tehat,

hogy D(G) # 0, igy G osszefiiggdsége folytdn A(G) # 0. (1 pont)
Maximalis parositdsban minden A(G)-beli csics parja D(G)-beli, ezért A(G) altal feszitett él nem lehet
maximalis parositdsban, ilyen él tehat nincs. (3 pont)
Szintén nincs A(G) és C(G) kozott vezetd él, hisz ilyen él sem szerepelhet G maximadlis péarositasaban.

(3 pont)
Ezért ha C(G) nemiires, akkor G nem Osszefiiggd. (2 pont)
Ezek szerint C(G) = () és A(G) csakugyan fiiggetlen ponthalmaz G-ben. (1 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy minden irdnyitatlan grafnak talalhatok olyan w,v kiilonb6z6 csicsai, amire az uv él
behtizasaval kapott G’ = G + uv graf tetszoleges x,y csucsaira teljesiil, hogy A/ (z,y) = Ag(x,y), kivéve
)\G/(u, U) = AG‘(U7U> + 1.

Legyen uv a G graf Gomory-Hu fajanak egy legnagyobb vagdst meghatarozo éle. (2 pont)
Ha a G grafba behizunk egy uv élt, akkor ettél A\(u,v) 1-gyel novekszik, és G minden u-t és v-t szeparald
minimalis vagdsa u-t és v-t szeparalé minimalis vagas marad az élbehtizas utan is. (3 pont)
Barmely mas x,y pontpart tekintiink G-ben, a G graf GH-fija reprezental olyan z-et és y-t szeparald
minimalis vagast, ami nem szeparalja az u és v csicsokat. (3 pont)
Ezért az uv él behtizésa utan az ilyen pontpéarok élosszefiiggésége nem véaltozik. (1 pont)
Ez igazolja a feladat allitésat. (1 pont)

Tkp azt bizonyitottuk, hogy ha behizzuk G-be a GH-fa legdragabb élét, akkor az 1j graf GH-fajat meg-
kaphatjuk G GH-f4jabdl tigy, hogy a behuzott élre irt szamot 1-gyel megndveljiik.

. Van-e olyan minimélis koltségli st-folyam az abran lathaté ha- S
l6zatban, aminek optimalitdsat bizonyitja az a 7 potencidl,
amelyre 7(s) = 0,7(a) = w(c) = 3, 7(b) = w(d) = 5 valamint

7(t) =97

(A zéardjelben &ll6 szamok kapacitdst, az onmagukban allok pedig koltséget jelentenek.)

Az optimalitési kritérium szerint ha egy x folyam esetén teljesiil, hogy az olcsé élek telitettek, és a dragakon

pedig 0 folyam folyik, akkor x minimélis koltségii folyam. (2 pont)
Olcesé élek az sa, ab, dt, draga él pedig egyediil a bt. (2 pont)
Ezért ha az x folyamra és a 7 potencidlra teljesiilnek az optimalitési kritérium, akkor z(sa) = 2, z(ab) =
3,z(dt) =5 és x(bt) = 0. (2 pont)
A Kirchhoff-szabaly miatt ekkor xz(ca) = 1, 2(bd) = 3, x(cd) = 2 és x(sc) = 3. (2 pont)
Ezzel minden élhez meghataroztuk a hozza tartozé folyamértéket, és egytttal egy olyan megengedett x
folyamot kaptunk, (1 pont)

ami a feladatban megadott m potencidllal egyiitt teljesiti az optimalitasi kritériumot. Ezért a feladat kér-
désére igenld a vélasz. (1 pont)



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
ZH javitékulcs (2024. 05. 16.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezet0 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdol. Ha ez utdbbi
kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam csak részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a GG graf minden éle vagy piros vagy zo6ld, és G-ben minden paratlan kor tartalmaz piros
és zold élt is. Tegyiik fel tovabba, hogy a G csicsaihoz tartozé preferencidk olyanok, hogy abban minden
piros él megel6z minden zold élt. Bizonyitsuk be, hogy G-nek bizonyosan van stabil parositasa.

A G grafnak biztosan van stabil félparositasa, amit pl az Irving-algoritmussal kaphatunk meg. (1 pont)
Ha ez nem stabil parositas, akkor bizonyosan tartalmaz olyan % sulyu éleket, amelyek paratlan hosszisagu
preferenciakort alkotnak. (2 pont)
Indirekt igazoljuk, hogy G-ben nincs péaratlan preferenciakor. Tth u.i., hogy vy, vs, ..., vory1 egy ilyen C
kort alkotnak, azaz vivs <y, V2U3 <u; V3U4 <uy + -+ <ugyy V2kt101- (2 pont)
Mivel C-nek a feltevés miatt van piros és zold éle is, ezért van olyan, hogy v;_qv; zold, v;v;41 pedig piros.
Ekkor azonban v;v;_1 <, v;v;+1, ami ellentmondés (4 pont)
Nincs tehat G-ben paratlan hosszisagu preferenciakor, ezért G minden stabil félparositasa valgjaban stabil
pérositas. Ezzel a feladat dllitasat igazoltuk. (1 pont)

2. megoldas (Az éltorlési lemma segitségével)

Az éltorlési lemmaval toroljiink G-bdl annyi élt, amennyit csak lehet. Ha méar nem lehet igy tovabbi élt
torolni, akkor a kapott G’ graf barmely e = wv élére a tanultak szerint teljesiil, hogy e pontosan akkor a

legjobb éle u-nak, ha e a legrosszabb éle v-nek. (3 pont)
Tekintsiik G’-ben a csticsok legjobb éleinek L halmazat! A fent emlitett tulajdonsdg miatt L megegyezik a
cstcsok legrosszabb éleinek halmazaval. (1 pont)

Minden (nemizolélt) csiicsra pontosan egy legjobb és egy legrosszabb él illeszkedik, ezért G’ minden kom-
ponense vagy egyetlen L-beli él vagy L-beli élek alkotta diszjunkt preferenciakorsk feszitette graf. (1 pont)

Legyen pl vy, v9, ..., v; egy ilyen preferenciakor, azaz v1vy <y, V2U3 <ys UsUs <y, - .. <y, VkU1. (1 pont)
Az élek szinezésére vonatkozo szabdly miatt a preferenciakorben zold él nem kovethet pirosat, ezért minden
ilyen kor vagy csupa piros, vagy csupa zold é1bél 4ll. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G’ tetszéleges v csucsara a v-bol induld legjobb ill. legrosszabb él ugyanolyan szinii.

(1 pont)
Ezért a G’ graf barmelyik komponense csak egyféle szinii élt tartalmaz, vagyis G’ minden komponense —
ekkor persze maga GG’ is — paros graf. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt G'-nek létezik egy M stabil parositdsa, és az éltorlési lemma miatt M a G-nek
is stabil parositasa. (1 pont)

3. megoldas (A Gale-Shapley-tétel alapjén)

Tekintsiik a piros élek alkotta G’ részgrafot. A feltétel miatt ez paros graf, van tehat stabil péarositésa,

mondjuk Mp. (3 pont)
Ez az M, parositas G-ben dominal minden piros élt, és minden olyan zold élt is, aminek van M), altal fedett
végpontja. (2 pont)

Legyen G” a G azon feszitd részgrafja, amit az M, cstcsai altal le nem fogott (mint lattuk zold) élek
hataroznak meg. A feladatbeli feltétel miatt G” péaros graf, ezért a Gale-Shapley-tétel miatt van stabil

parositdsa, mondjuk M.,. (3 pont)
A konstrukeié folytdn M = M, U M, a G olyan péarositdsa, ami G minden M-tél kiilonb6z6 élét dominalja.
Mas széval M a G stabil parositdsa, nekiink pedig éppen ezt kellett igazolnunk. (2 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G egyszerii, 6sszefliggd graf barmely maxvissza sorrendjének megforditdsa szintén max-
vissza sorrendje G-nek. Mutassuk meg, hogy G reguléris.




Az tanitotték, hogy ha egy maxvissza sorrend u, v-re végzédik, akkor A(u,v) = d(v). (2 pont)
A feladat feltétele miatt ezért ha egy maxvissza sorrend v, u-val kezdédik, akkor szintén fenndll a A(u,v) =

d(v) Osszefiiggés. (3 pont)
Mivel G egyszerii és Osszefiiggd, ezért tetszoleges uv él esetén van olyan maxvissza sorrend, amiben az elsé
két cstcs u és v. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy tetszéleges uv € E(G) esetét d(v) = A(u,v) = A(v,u) = d(u), (1 pont)
innen pedig G Osszefiiggdsége miatt GG regularitasa adddik. (1 pont)

. Hatarozzuk meg a bal oldali abran lathaté graf egy Gomory-Hu
fajat! Van-e a bal oldali dbran lathaté grafnak olyan Gomory-Hu
faja, ami a jobb oldali grafnak is Gomory-Hu faja?

A cbd-ut éleinek elhagyasaval mindkét megadott grafnak egy-egy Hamilton korét kapjuk. Ezért a b, c és d
csucsok koziil barmely ketto kozott vezet harom paronként éldiszjunkt 1t, barmely mas csucspar kozott
pedig két élidegen 1t is vezet. (4 pont)
Figyeljiikk meg, hogy az oldalt lathaté Gomory-Hu fan barhogyan is valasztok két csicsot,
a két csics kozott a Gomory-Hu fa olyan minimalis vagast hataroz meg, aminek a nagy-
saga megegyezik a megadott grafokban a lokalis élosszefiiggdség fenti alsd becslésével.

(4 pont)
Ez azt jelenti, hogy az alabbi Gomory-Hu fa mindkét megadott grafnak Gomory-Hu féja,
igy a feladat kérdésére igenl6 a valasz. (2 pont)

. Nevezziik a G grafot duplan faktorkritikusnak (roviditve DFK ), ha G barmely csucsat elhagyva faktorkri-
tikus grafot kapunk. Igazoljuk, hogy ha G faktorkitikus graf, akkor DFK az a G’ graf, amit a G-bol egy 1]
csics (apex) hozzdadasaval kapunk, amit G minden csicséval dsszekotiink.

Azt kell megmutatni, hogy barhogyan is hagyunk el G’-bdl két csticsot, a kapott grafnak van teljes parositasa.

(2 pont)
Ha az egyik elhagyott cstcs az apex, akkor voltaképp G-bol hagytunk el egy csicsot, igy G faktorkritikus
volta miatt a kapott grafnak van teljes parositasa. (3 pont)
Ha pedig az eredeti G graf két cstucsat (mondjuk u-t és v-t) hagyjuk el, akkor G faktorkritikussidga miatt
G — u-nak van egy M teljes parositasa. (2 pont)
Ha most elhagyjuk a v cstcsot is, és a v csics M-beli parjat az apexhez kotjiik be, akkor M-bél a G' —u—v
egy teljes parositdsat kapjuk. Nekiink pedig pontosan egy ilyen parosités 1étezését kellet igazolnunk. (3 pont)

6 (10)

. Létezik-e a G gréaf élein olyan ¢ > 0 koltségfiiggvény, amire a
(G, s,t,g) hélézatban az dbran megadott = folyam minimalis kolt-
ségi?

(A zardjelben &ll6 szamok a kapacitdsokat, az énmagukban &ll6k
pedig az élen folyé folyamot jelolik.)

Ha az x folyam minimalis koltségii, akkor tartozik hozza olyan nemnegativ m potencial a csicsokon, amelyre
7(s) = 0 és amelyre minden draga élen (aminek a koltsége tobb a potencidlugrasnél) 0 folyam folyik, és
minden olcsé él (ahol az élkoltség kisebb a potencidlugrasnal) telitett. (3 pont)
Ha tehat olyan a koltségfiiggvény és a potencidl, hogy minden él koltsége megegyezik az adott él mentén a
potencidlugrassal, akkor barmely megengedett folyam minimalis koltségii. (2 pont)
Mivel minden élkoltségnek pozitivnak kell lennie, ezért ha gy valasztunk potencialt, hogy minden él mentén
pozitiv legyen a potencidlugras, akkor ezt a feltételt is konnyt teljesiteni. (2 pont)
A G graf DAG, csicsainak egy topologikus sorrendje pedig s, ¢, d, a, b, t. Legyen minden cstcs potencidlja
az adott cstics iménti sorrendben elfoglalt helyénél 1-gyel kisebb szam, és legyen minden él koltsége az adott
él altal megvaldsitott potencidlugrés. Ilyen valasztas mellett a grafnak nincs sem olesé sem draga éle, ezért
az imént definidlt koltségre minden megengedett folyam, igy specidlisan x is minimédlis koltségli. (7 pont)

A teljes megoldashoz nem sziikséges a 2+2 pontos rész. Ha tehat valaki ezek valamelyikére pontot kap,
akkor az utolsé részre elérhetd pontszama ennyivel csokken.

Az eredeti abra hibéas volt, dolgozatiras kozben tisztaztuk.



Grafok és algoritmusok (VISZA028)
pZH javitékulcs (2024. 05. 16.)

Az atmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatiku-
san az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megoldashoz
vezeto gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utobbi
kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam csak részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig
az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi
hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy a GG graf minden csiicsa és minden éle vagy piros vagy zold, és G-ben minden paratlan kor
tartalmaz piros és zold élt is. Tegyiik fel tovabba, hogy a G minden v csticsdhoz tartozo preferencidk olyanok,
hogy abban minden v-vel azonos szini cstucsba futé él megel6z minden v-t6l kiilonb6zé szint csticsba futd
élt, az azonos szini csucsokba futd élek kozott pedig a v szinével azonos szind élek megeléznek minden v
szinét6l kiilonboz6 szint élt. Bizonyitsuk be, hogy G-nek bizonyosan van stabil parositésa. (A példagraf a
preferenciara vonatkozo szabalyt illusztrélja.)
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A G grafnak biztosan van stabil félparositdsa, amit pl az Irving-algoritmussal kaphatunk meg. (1 pont)
Ha ez nem stabil parositas, akkor tartalmaz % sulyu preferenciakort. (2 pont)
Indirekt igazoljuk, hogy G-ben nincs paratlan preferenciakor. Tth u.i., hogy vy, ve, ..., ver 1 egy ilyen C
kort alkotnak, azaz vivy <y, V203 <yy V304 <oy - .- <ug,, V2kt1v1. Ha egy ilyen paratlan preferenciakérnek
van piros és zold csucsa is, akkor van harom egymast kévetd csucs, amelyek koziil az elso ketté azonos, a
harmadik pedig ettol kiilonbo6zo6 szinti. Ekkor a masodik cstcs az els6hoz vezeto élt preferalja a harmadikhoz
vezetdvel szemben, ami ellentmond a ciklikus preferencidknak. (3 pont)
Ha pedig a preferenciakér minden cstcsa azonos szinti, akkor a feladatbeli feltevés miatt a kor mindkétféle
szin élbol tartalmaz, igy lesz a kordn két egymast kovetd él, amik koziil az elsé szine megegyezik a kor
csucsainak szinével, a masodiké pedig kiilonbozik attél. Ekkor a két él kozos csicsa a ciklikus sorrendben

korabbi élt preferalja, ami ismét ellentmond a feltevésiinknek. (3 pont)
Nincs tehat G-ben paratlan hosszisagu preferenciakor, ezért G minden stabil félparositasa valéjaban stabil
parositas. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk. (1 pont)

2. megoldas (Az éltorlési lemma segitségével)
Az éltorlési lemmaval toroljiink G-bdl annyi élt, amennyit csak lehet. Ha méar nem lehet igy tovabbi élt
torolni, akkor a kapott G’ graf barmely e = wv élére a tanultak szerint teljesiil, hogy e pontosan akkor a

legjobb éle u-nak, ha e a legrosszabb éle v-nek. (3 pont)
Tekintsiik G’-ben a cstcsok legjobb éleinek L halmazat! A fent emlitett tulajdonsiag miatt L megegyezik a
csucsok legrosszabb éleinek halmazaval. (1 pont)

Minden (nemizolélt) csiicsra pontosan egy legjobb és egy legrosszabb él illeszkedik, ezért G’ minden kom-
ponense vagy egyetlen L-beli él vagy L-beli élek alkotta diszjunkt preferenciakorok feszitette graf. (1 pont)
Legyen pl v1, v, ..., v, egy ilyen preferenciakor, azaz vivs <y, VaUs <y UsVs <uy, - . <y, VU1 (1 pont)
Ha itt v; és v;1 azonos szintliek, akkor ennek a kornek, sot e kor komponensének minden csicsanak ugyan-
ilyen szinlinek kell lennie. Ha egy komponensben van két kiilonboz6 szinli csticsot 0sszekoto él, akkor ezen
csucsokon atmend preferenciakorben is minden él kiilonb6z6 szint csticsot kot Ossze, és ugyanez az egész
komponensen beliil is igaz. (1 pont)
Ezért G minden komponense vagy egyszinii csicsokbdl és ugyanilyen szinti élekbol, vagy egyszinii csticsokbdl
és ellentétes szint élekbdl &ll, vagy a komponens minden éle ellentétes szinii csticsokat kot ssze. (1 pont)

fgy aztan G’ minden komponense — igy persze maga G’ is — paros graf. (1 pont)
A Gale-Shapley-tétel miatt G'-nek létezik egy M stabil parositasa, és az éltorlési lemma miatt M a G-nek
is stabil parositasa. (1 pont)

3. megoldas (A Gale-Shapley-tétel alapjan)

Tekintsiik a piros cstcsok feszitette piros élek alkotta G, és a zold csicsok feszitette zold élek alkotta G,
részgrafokat. A feltétel miatt G, U G is paros graf, van tehat stabil parositdsa, mondjuk M. (2 pont)
Ez az M parositas domindlja G minden olyan élét, aminek van M-beli éllel kozos csicsa. (1 pont)




Alkossédk a G’ grafot az M-mel kozos csticesal nem rendelkezd olyan élek, amelyek két piros vagy két zold
csucsot kotnek ossze. A feladatbeli feltétel miatt G’ paros graf, ezért a Gale-Shapley-tétel miatt van stabil

parositasa, mondjuk M. (2 pont)
A feladatben kikotott feltétel miatt M’ domindl minden olyan M &ltal domindlatlan élt, aminek kozos
cstcsa van M'-vel. (2 pont)
Alkossédk a G gréfot a piros és zold csicsokat osszekotd, M U M'-vel kozos csicesal nem rendelkezé élek.
Mivel G” péros graf, ezért van egy M" stabil parositésa. (2 pont)
A konstrukcié folytdan M U M'U M” a G olyan parositasa, ami G minden mésik élét dominélja. Més szdval
M a G stabil péarositdsa, nekiink pedig éppen ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G gréfnak van (..., vy, ve)-re, (..., vy, v3)-1a, sth, (..., v,_1,v,)-re, valamint (..., v,,v1)-
re végz6dé maxvissza sorrendje is. Igazoljuk, hogy G regularis.

Az tanitotték, hogy ha egy maxvissza sorrend u, v-re végzédik, akkor A(u,v) = d(v). (2 pont)
Ebbél adédik, hogy A(v;, vir1) = d(viy1) teljesiil minden i-re, ahol az 6sszeaddst mod n értjiik. (2 pont)
Ezen kiviil az is igaz, hogy d(v;) > M v;v;11), hiszen a v;-bdl indulé élek szeparéljék vi-t v;11-tél. (3 pont)
Ezek szerint d(v1) > AMvivg) = d(ve) > AMwauz) = d(v3) > ... d(v,) > AMv,vr) = d(vq). (1 pont)
Sehol nem allhat tehdt a fenti lancban szigoru egyenlStlenség, igy aztan d(vq) = d(ve) = ... = d(v,), azaz
G csakugyan reguldris. (1 pont)
. Hatarozzuk meg a bal oldali &bran lathato graf egy Gomory-Hu . y ! . ) ’
fajt! Van-e a bal oldali 4bran lithaté grafnak olyan Gomory- JO”’ )@"
Hu fija, ami a jobb oldali grafnak is Gomory-Hu fdja? ‘ p h e p h !

Mindkét megadott grafnak van Euler-korsétédja, ezért igaz, hogy barmely két
cstcs kozott vezet két élidegen Tt. (3 pont)
Figyeljilk meg, hogy az aldbbi Gomory-Hu fan barmely két csicshoz a
Gomory-Hu fa olyan olyan vagast hataroz meg, aminek a két oldala kozott

mindkét megadott gréafban két él fut. (4 pont)
Ez azt jelenti, hogy az aldbbi Gomory-Hu fa mindkét megadott grafnak
Gomory-Hu faja, igy a feladat kérdésére igenld a vélasz. (2 pont)

. Tegyiik fel, hogy a G grafnak harom komponense van, mégpedig G, G4 és GG3, amelyek mindegyike faktor-
kritikus graf. Mutassuk meg, hogy a G graf tetszoleges uy,v1 € V(Gh), ug, vy € V(Gs) és ug, vz € V(G3)
esetén a G' = G + uqvy + usvz + uzvy graf szintén faktorkritikus.

Azt kell megmutatni, hogy barhogyan is hagyunk el G-bol egy v cstcsot, a kapott grafnak van teljes
pérositésa. (2 pont)
Feltehetd, hogy v € V(G1). Ekkor Gy, Gy és G3 faktorkritikussdga miatt van a G7 — v, 2 pont)
a Gy — ug ill. G3 — v3 grafoknak teljes parositasa. 4 pont)
E parositasokhoz az usvs élt hozzaadva a G — v graf egy teljes parositasat kapjuk. 2 pont)

b —~ —

. Van-e olyan 13 nagysagu st-folyam az abran lathaté halézatban,
ami minimalis koltségli minden olyan ¢ koltségfiiggvény mellett,
amire az abran feltiintetett st-folyam minimalis koltségii?

(A zardjelben &ll6 szamok a kapacitdsokat, az énmagukban &llok
pedig az élen folyé folyamot jelolik.)

Tegyiik fel, hogy a megadott x folyam a ¢ ktgfv-re minimalis koltségii. Ezért tartozik hozza olyan nemnega-
tiv m potencial a csticsokon, amelyre minden draga élen 0 folyam folyik, és minden olcsé él telitett, a tobbi
élre nincs megkotés. (3 pont)
Ha tehat az x folyamot csak a pozitiv folyamot hordozo, telitetlen éleken véltoztatjuk, akkor az x minimalis
koltségil tulajdonsagat igazold m potencial a megvaltoztatott 2’ folyam minimalis koltségli tulajdonsagat is
bizonyitja. (3 pont)
Az z-hez tartozo segédgrafban suzt olyan javito ut, ami kizardlag pozitiv folyamot hordozo, telitetlen élek-
bél all. Ennek az dtnak a mentén el tudunk kiildeni s-b8l ¢-be még tovabbi 2 egységnyi folyamot. (2 pont)
Ezaltal egy 13 nagysiagu st-folyamot kapunk, ami a korabbi megfigyelésiink szerint a ¢ koltségfiiggvény
mellett tovabbra is minimalis koltségii marad. A feladat kérdésére tehdt igenld a vélasz. (2 pont)



