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Fejezet 1

GRAFOK BEJARASA

1.1 Elérhetoség

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf. Sétan egy olyan wvo,er1,vi,ea,...,ex, vk sorozatot értink, amelyben
felvaltva kovetkeznek pontok és élek gy, hogy mindegyik e; él a v;—1 pontbdl vezet a v; pontba. A séta
zart, ha vo = vi. A szerepld élek szdma a séta hossza. Azt mondjuk, hogy vo a séta kezd&pontja, mig vy
a séta végpontja. Azt mondjuk, hogy D-ben vy elérhetd vo-bdl, ha létezik vy kezdbponti és v végpontu
séta. Amennyiben a sétdban nincs ismétlédés, titrdl beszéliink. Rovidség kedvéért egy s-bél t-be vezetd utat
st-itnak fogunk hivni. Egy olyan irdnyitott F' = (S, E) fdt, amelynek minden pontja elérhetd irdnyitott dton
s-b6l s-fenydnek neveziink. Azt mondjuk, hogy F fesziti S-t. Ha a fenyd részgrafja D-nek és az egész V'
halmazt tartalmazza, feszit6 s-fenyorél beszéliink. Fenyvesnek hivunk egy olyan irdnyitott erdét, melynek
komponensei fenyok.

Gyakorlat 1.1.1 FEgy irdnyitott fa akkor és csak akkor s-fenyd, ha az s € S pont befoka nulla a tobbi ponté
pedig egy.

Gyakorlat 1.1.2 FEgy s-t tartalmazo digrdf akkor és csak akkor s-fenyd, ha az s pontbdl kiindulva eld lehet
irdnyitott élek egyenkénti hozzdvételével dllitani ugy, hogy az aktudlisan hozzdadott €l feje uj pont, mig a téve
mdr meglévd.

Gyakorlat 1.1.3 Igazoljuk, hogy ha létezik s-bdl t-be séta, akkor létezik 1it is.

Azt mondjuk, hogy t elérhetd s-bol, ha létezik irdnyitott st-ut. Kérdés, hogy miként lehet hatékonyan
eldonteni, hogy létezik-e st-it? Ez valéjaban két kérdést is jelent. Egyrészt konstrudlnunk kell egy st-utat,
ha ilyen egyéltalan létezik. Mig ha nem létezik st-ut, gy ennek egy koénnyen ellendrizheté bizonyitékat
kell bemutatnunk. A triikk abbdl &4ll, hogy nem csupdn a t csics s-bél valé elérhetéségét vizsgaljuk, hanem
egyszerre valamennyi csucsét.

TETEL 1.1.1 Jelolje S a D = (V, A) digrdfban azon csicsok halmazdt, amelyek az s csicsabdl elérhetdk.
Ekkor S minden valédi, s-t tartalmazé S’ részhalmazdbdl vezet ki él, de S-b6l nem. Tovdbbd létezik S-t feszitd
s-fenyd.

Biz. Ha indirekt egy wv él kilépne S-bol, akkor v pont is elérhetd volna, hiszen u € S definicié szerint az,
vagyis létezik P 1t s-bol u-ba, amihez az uv élt hozzdvéve egy sv-utat kapnank, ellentmondédsban azzal, hogy
v nem elérheté. Ha az S’-bél nem lépne ki él, akkor semelyik S’-n kiviili pont nem volna elérhetd s-bél,
ellentmondasban S definiciéjaval.

Legyen F' egy nem bdvithetd s-fenyé. A/lh’tjuk7 hogy ennek S’ csicshalmaza éppen S. Mivel F' minden
pontja elérhets s-bdl, igy S’ C S. Ha indirekt S’ C S dllna, tigy az elsd rész szerint 1ép ki egy uv él S’-bdl.
De ezt F-hez véve egy nagyobb feny6t kapnank, ellentmondasban F' maximalis vélasztasaval. e

Hogyan lehet algoritmikusan megkonstrudlni a széban forgé S halmazt és F' feny6t? Az aldbbi cimkézési
technika segit. A digraf minden v pontjadhoz tartozzék egy R-cimke (Reach = elér), amely azt mutatja, hogy
az algoritmus futdsdnak egy adott pillanatdban v-t mar elértiik s-bél egy 1t mentén vagy sem. Amennyiben
nem, akkor az R-cimke tartalma NEM ELERT. Ha v-t mér elértiik, akkor R-cimkéjének tartalma ELERT
valamint azon utnak a legutolsé uv éle, amelyen elértiik v-t. Az egyetlen kivétel maga az s pont, amelynek
R-cimkéje mindig ELERT.

Ezen kiviil minden pontban fenntartunk egy S-cimkét (Scan = letapogat, dtvizsgél), amely azt jelzi, hogy
az adott pillanatban a v pontbdl vajon mar az Gsszes tovdbbmenési lehetdséget dtvizsgdltuk-e (azaz valamennyi
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vu € E élre az u csics mér elért), amikoris az S-cimke tartalma ATVIZSGALT, vagy pedig még van &t nem
vizsgélt vx él. Kezdetben minden S-cimke tartalma NEM ATVIZSGALT.

Az algoritmus 4ltaldnos lépésében kivalasztunk egy mér elért, de még 4t nem vizsgdlt u pontot (ami
induldskor persze csak az s pont lehet) és eldontjiik, hogy van-e olyan uv éle a digrédfnak, hogy v még nem
elért. Amennyiben nincs, akkor az u pontot ATVIZSGALT-nak deklaréljuk és az eljarast iteraljuk. Ha viszont
taldlunk ilyen v pontot, akkor v-t ELERT-nek nyilvanitjuk, az R-cimkéjébe betessziik az uv élt, és ismét az
eljarast iterdljuk. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mér minden elért pont atvizsgélt lesz.

Egyszeri feladat annak igazoldsa, hogy az algoritmus lefutdsa utan az ELERT pontok S halmazabdl nem
vezet kifelé él, tovabbd, hogy az elért pontok R-cimkéjébe irt élek egy s gyokerii fenyét alkotnak, melynek
ponthalmaza S.

Az eljirds az S meghatdrozasa utan folytathaté egy tetszéleges S-ben nem szereplé sp pont gyokérnek
val6 kijelolésével. Végiil egy fenyvest kapunk, melynek gyokerei s; := s,s2,..., és amely az Gsszes pontot
tartalmazza.

Az eljarasrdl annyit érdemes még tudni, hogy megfelel§ adatstruktira alkalmazdsdval a futési id6 lineéris,
azaz az élek szamaéval ardnyos. Tovabbi megjegyzés, hogy az eljards irdanyitatlan grafokra is alkalmazhaté.

Feladat 1.1.4 Egy pdros graf élei pirossal és kékkel vannak szinezve. Fejlesszink ki algoritmust annak
meghatdrozasara, hogy a graf két megadott pontja kézdtt létezik-e alterndlé piros-kék 1it.

1.1.1 Meélységi keresés

A cimkézési eljards sordn szabadsdgunk van a soron koévetkez6 maér elért, de még at nem vizsgalt pont
kivéalasztdsaban. Egy lehetséges stratégia az, amikor az algoritmus azt a még 4t nem vizsgalt pontot valasztja
ki, amelyiket a legkésObb értiik el. Ebben az esetben az eljardst mélységi keresésnek nevezzik (depth first
search: DFS). A DFS-nél minden pontnak van egy elérési id6pontja, amikor a pont ELERT lesz (tehdat
amikor az algoritmus el8szor taldlkozik az illetd ponttal), és van egy elhagydsi idépontja, amikor a pont
ATVIZSGALT lett (vagyis amikor a keresés utoljara taldlkozik a illet6 ponttal). Mind a ketté meghatédrozza a
pontok egy sorrendjét: az elérési és az elhagyasi sorrendet. A két sorrend Gsszefésiilésével kapjuk a pontok
kezelési sorendjét. Tehat a kezelési sorrendben minden pont kétszer fordul eld, és a két el6fordulas kozotti
ponthalmaz, amint az konnyen belathatd, két kiilonb6z6 pontra vagy diszjunkt vagy tartalmazkodé. Az ilyen
sorozatot lamindrisnak nevezziik. Ko&vetkezik, hogy ha s-bél minden pont elérhetd, akkor a sorozat elsé
és utols6 tagja az s gyokérpont. Egyébként egy lamindris sorozat, amelynek elsé és utolsé tagja s, mindig
egyértelmiien leir egy s gyokeri fenyét. Ezt rekurzivan definidlva gy kaphatjuk meg, hogy vesziink a sorozat-
nak egy z,y,y alaki hdrom egymdst kovetd elemébdl 4ll6 részét [ilyen van a laminaritds miatt], a két y-t
kihagyjuk, a maradékhoz megkonstrualjuk a feny6t, és végil hozzavessziik az xy élt.

Gyakorlat 1.1.5 Igazoljuk, hogy legaldbb hdromtagi lamindris sorozatnak (amelyben minden elem kétszer
fordul elé) van x,y,y alaki hdrom egymdst kovetd elembdl dllé része.

A DFS feny6 fontos tulajdonsiga, hogy minden zy élre az y elérési idOpontja megelézi az x elhagyési
idépontjdt. Specidlisan, osszefiiggd irdnyitatlan graf mélységi fdjdhoz nem tartozik keresztél. (Egy s gyokert
irdnyitatlan fa esetén egy xy nem-fa élt akkor hivunk keresztélnek, ha a fiban az x és y-t 6sszekotd egyértelmi
it s-hez (a fdban) legkozelebbi pontja kiillonbozik x-t6l és y-t6l.)

A DFS-nek szamos érdekes alkalmazdasa van. Segitségével lehet példdul linedris idében egy kétszer élosszefiiggd
graf er6sen Osszefiiggh irdnyitdsat megkapni: vegyiink egy s gyokeri mélységi fat, iranyitsuk a fa éleit s-t6l
kifelé, a nem-fa éleket pedig s felé. Mivel nincs keresztél, igy minden élt iranyitottunk.

Feladat 1.1.6 Igazoljuk, hogy ha a grdf 2-€élésszefiiggd, akkor az igy kapott irdnyitds erdsen dsszefiiggd.

A DFS masik alkalmazdsa aciklikus digrafban a pontok tn. topolégikus sorrendjének meghatérozdsara
szolgdl (a topolégikus sorrend olyan, amelyre vonatkozélag minden él visszafelé vezet.) Ennek érdekében
feltehetjiik, hogy a digrafnak van olyan s pontja, ahonnan minden mds pont elérhets. (Valéban, mert ha
nem ez a helyzet, akkor adjunk a digrathoz egy 1j s pontot, és vezessiink s-bél minden eredeti pontba élt.
fgy aciklikus digrafot kapunk, amely pontjainak topoldgikus sorrendjébél az tjonnan hozzdadott s-t kihagyva
megkapjuk az eredeti digraf pontjainak egy topolégikus sorrendjét.)

Feladat 1.1.7 Igazoljuk, hogy az elhagydsi sorrend topolégikus sorrendet ad.

Grafelméletbdl ismert, hogy tetszbleges G = (V, A) irdnyitott graf esetén, ha két pontot ekvivalensnek tekin-
tiink amennyiben mindketté elérheté a masikbdl irdnyitott iton, gy ekvivalencia relaciét kapunk. Ervényes,
hogy az ekvivalencia osztalyai erdsen Osszefiiggd részgrafokat feszitenek, amelyek mindegyikét egy-egy pontra
Osszehizva aciklikus digrafot kapunk. Az ekvivalencia osztdlyok &ltal feszitett digréfokat szokds a G digréaf
erésen Osszefiiggd komponenseinek nevezni.
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Gyakorlat 1.1.8 Igazoljuk, hogy egy mélységi kereséssel kapott feszité fenyves olyan, hogy a digrdf barmely C
erdsen 0sszefliggd komponensére megszoritva C-nek feszitd fenydjét adja (amelynek gyokere a C-nek a keresés
dltal legeldszor elért pontja,).

A topoldgikus sorrend meghatéirozasandl kicsit ravaszabb mddon lehet egy digraf erésen Osszefiiggd kom-
ponenseit elGallitani. Ismét feltehetjik, hogy egy s pontbdl minden pont elérhet. Az algoritmus két kiilon
fazisbdl all. Az elsé fazisban mélységi kereséssel hatdrozzuk meg az elhagyési sorrendet. A mésodik fazisban
tetszOleges keresési eljardssal (ami lehet a DFS is, de ezt mér nem hasznéljuk ki a bizonyitdsban) hatdrozzunk
meg egy forditott fenyvest dgy, hogy a soron kovetkezd gySkérpont mindig az els6 fazisban kapott elhagyasi
sorrend még nem szerepelt legutolsé tagja legyen. (Forditott feny6 alatt olyan irdnyitott fat értiink, amelyben
a gyokértdl eltekintve minden pont kifoka egy, mig a gyckéré nulla. Forditott fenyves olyan irdnyitott erdo,
amelynek minden komponense forditott feny6.)

Feladat 1.1.9 Igazoljuk, hogy a mdsodik fdazisban kapott forditott fenyves komponensei éppen a digrdf erdsen
0sszefiiggé komponensei lesznek.

A mélységi keresésnek elméleti alkalmazdsai is vannak.

Feladat 1.1.10 Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb két ponti, Osszefiiggs, egyszerd irdnyitatlan grdfban, ha
minden pont foka legaldbb hdarom, akkor létezik ugynevezett periférikus kér, azaz egy olyan hirmentes C kor,
amelynek pontjait elhagyva 6sszefiiggd grdfot kapunk.

(Segitség: az s gyokerli mélységi fahoz vélasszunk egy olyan xy nem-fa élt, amelynek s-hez kozelebbi x
pontja s-t6l a lehet6 legtavolabb van a faban, és ezen belil y a lehet6 legkozelebb. Ekkor az xy alapkore
periférikus.)

A periférikus koroknek fontos szerepiik van sikba rajzolhaté grafok sikba rajzoldséndl. Nevezetesen, nem
nehéz beldtni, hogy 3-0sszefiiggd sikgrafban egy kor akkor és csak akkor periférikus, ha a sikbadgyazasndl
tartoméanyt hatarol: ily mdédon a tartoményt tisztan kombinatorikusan lehet definidlni. Tutte bebizonyitotta,
hogy egy 3-0sszefiiggd sikgrafnak a kévetkez6 moédon lehet egy sikbarajzolasdt meghatarozni. Keresslink egy
C periférikus kort. Ennek pontjait helyezziik el a sikban gy, hogy konvex poligont feszitsenek. Tekintsiik
azt az egyenletrendszert, amely azt irja le, hogy a graf minden nem C-ben 1év0 csicsa a szomszédos csticsok
stulypontjaban van. Ezen egyenletrendszer megoldasa, amint azt Tutte bebizonyitotta, a pontoknak olyan elhe-
lyezését szolgiltatja, amelyben kiilénbo6z6 csicsoknak kiilonb6zé pontok felelnek meg, és a grafban szomszédos
csucsoknak megfeleltetett sikbeli pontokat szakaszokkal Gsszekotve a grafnak olyan sikba rajzolast kapjuk,
amelyben a korlatos tartoményok konvexek.

Feladat 1.1.11 Periférikus koroket haszndlva igazoljuk G. Dirac azon tételét, mely szerint egy grdf akkor
és csak akkor soros-pdrhuzamos, ha nem tartalmaz részgrafként felosztott teljes négyest. (A felosztott teljes
négyes a négyponti teljes grafbdl &ll eld tgy, hogy az éleket [a végpontoktdl eltekintve] diszjunkt utakkal
helyettesitjiik.)

(Definicié szerint egy soros-parhuzamos graf egy pontbdl kiindulva az aldbbi miiveletek tetszés szerinti
egymds uténi alkalmazdsdval all el6: (1) egy 4j él hozzdadédsa, melynek egyik vége régi pont, a méasik viszont
4j, (2) egy meglévd élt egy osztéponttal felosztunk, (3) egy meglévd éllel parhuzamos élt behizunk.)

Feladat 1.1.12 Tegyiik fel, hogy G = (V, A) irdnyitott, dsszefiggd Euler-grdf, azaz minden pontnak ugyanan-
nyi a befoka, mint a kifoka. Legyen s tetszdleges pont és F' s-gydkertd forditott feszitd fenyd. Az s-bél kiindulva
minden u pontndl tetszés szerint haladjunk tovdbb egy még nem haszndlt uv élen, csak arra igyelve, hogy
u # s esetén az u-bdl kilépd egyetlen F-beli élt csak akkor vegyiik igénybe, ha mdr mds lehetdségiink mincsen.
Az eljards akkor ér véget, amikor egy olyan ponthoz érink, amelynek mdr minden kimend élét haszndltuk.
Igazoljuk, hogy ez a végsé pont s és az eljards G-nek eqy Euler-bejardsdt szolgdltatja, azaz minden élt pontosan
egyszer haszndl.

1.1.2 Szélességi keresés

A cimkézési eljaras futdsa sordn egy masik lehetséges stratégia azt a még nem &atvizsgdlt pontot kivilasztani
az elért pontok koziil, amelyiket leghamarabb értiik el. Ebben az esetben szélességi keresésrdol beszéliink
(breadth first search: BFS). A BFS példdul alkalmas arra, hogy segitségével a pontok s-tél valé tavolsigét
egyszertien meghatarozzuk. Csupan azt a csekély moédositast kell a fenti algoritmusban végrehajtani, hogy
minden v pontra fenntartunk egy d(v) valtozét is, amely a mér elért pontokndl megmondja az s-tél valé
tavolsdgot. Kezdetben ez az s-ben 0, mindeniitt masutt co. Amikor az algoritmus sordn egy v pontot az uv él
mentén u-bdl elériink, akkor a d(v) értéket d(u) + 1-re 4llitjuk be. Valdjdban ez az algoritmus speciélis esete
Dijkstra kés6bb ismertetésre keriils eljarasanak, amely dltaldban nem-negativ silyozds esetén szamitja ki egy
v pontnak s-t6l valé tavolsagat.
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Gyakorlat 1.1.13 Igazoljuk, hogy a BFS algoritmus helyesen hatdrozza meg az s-t6l valo tavolsdgot.
Gyakorlat 1.1.14 Igazoljuk, hogy iranyitatlan grdifban a tdvolsdg fligguvény kielégiti a hdromszdg egyenlétlenséget.

A BFS keresés altaldnositdsa a lokdlis szélességi keresés (SFS: scan-first search). Ennek bevezetéséhez
nézziik a BFS algoritmusnak azt a 1épését, amikor a legkordbban elért, még nem &tvizsgélt pont az u. A
kovetkezd 1épések mindegyikében ugyanaz az u lesz a legkordbbi még at nem vizsgalt pont egészen addig,
amig a grafnak mér valamennyi uv élére a v pont a feny6hoéz nem tartozik (azaz elért). fgy ezeket a 1épéseket
egybe is vonhatjuk, vagyis a BFS algoritmus (x) veszi az u pontot, és a fenyébe teszi a grdfnak valamennyi olyan
uv €lét, amelynek v feje még nem volt elért. (Pontosabban, ha a grafban vannak parhuzamos élek is, akkor
az u-bél v-be mend parhuzamos élek egyikét tessziik a feny6be.) Mdrmost a lokdlis szélességi keresésnél
egy tetsz6leges (tehdt nem feltétleniil a legkordbban) elért, de még 4t nem vizsgdlt u pontot vélasztunk és
erre alkalmazzuk (x)-t. Ebbdl a szabdlybdl természetesen kovetkezik, hogy az dtvizsgdldsra vélasztott u pont
sziikségképpen a mar meglévé fenydnek végpontja illetleg a legelsd valasztdaskor a gyokere.

Legyen G = (V, E) hurok-mentes irdnyitatlan (!) gréf, amelyben azonban lehetnek parhuzamos élek is.
(A definicié irdnyitott grafokra is kiterjeszthetd, de az aldbbi alkalmazdsokban csak irdnyitatlan gréfok sz-
erepelnek.) Nevezziik G pontjainak egy {vi,...,v,} sorrendjét folytonosnak, ha G &sszefiiggd komponensei
folytonosan helyezkednek el, és G barmely komponensében a legelsé pont kivételével mindegyik mas pontbdl
vezet visszafelé él. Ez tehat egyrészt azt jelenti, hogy ha C a graf barmelyik komponensének ponthalmaza és
i < j < k indexek, akkor v;, v € C-bdl kovetkezik, hogy v; € C, mésrészt pedig ha v, € C' nem a legkisebb
indext pont C-ben, akkor létezik olyan j < h index, amelyre v; € C és vjup, € E.

A pontok minden sorrendjéhez hozzarendelhetiink egy F' erdét igy, hogy minden pontbdl, amelybdl megy
visszafelé él, vessziik a leginkdbb visszamend (azaz a sorrendben legkordbbi ponthoz vezet) élt. [Az igy kapott
részgraf valéban kormentes lesz.] Az F erdét nevezziik a sorrendhez tartozé erddnek. (Amennyiben a
leginkabb visszamen6 él tobb parhuzamos példanyban is a grafban van, akkor az egyik példédnyt vessziik F-be.
Ebben az értelemben F' nem egyértelmiien meghatdrozott.)

Gyakorlat 1.1.15 Igazoljuk, hogy folytonos sorrendhez tartozé erdd mazximdlis.

A lokélis szélességi keresésnél a pontokat egymaést kovetden vizsgdltuk. Az ezdltal meghatdrozott sorrendet
nevezziik a pontok atvizsgaldsi sorrendjének.

TETEL 1.1.2 G pontjainak egy sorrendje akkor és csak akkor folytonos, ha eqy lokdlis szélességi keresés
atvizsgdldsi sorrendje. FEgyszeri graf esetén a keresés dltal meghatdrozott erdd éppen a sorrendhez tartozd
erdd.

Biz. Tegyiik fel el6szor, hogy a v1, ..., v, sorrend SFS atvizsgalasi sorrend. Ha a graf komponensei K1, ..., Ky,
akkor a keresés csak akkor kezd egy 1ij komponenst bejarni, ha az aktualis komponensnek mar megtaldlt egy
feszité fajat. Tehat a graf komponensei a sorrendben Osszefiiggéen helyezkednek el. Ha v1, ..., v; jeloli egy kom-
ponensen beliil az atvizsgaldsi sorrendet, akkor a vy kivételével tetszéleges vy, pont akkor keriil atvizsgaldsra,
ha v, végpontja a mar addig felépitett F' részfanak. Jelolje e = vjui a részfdban a vi-bdl induld egyetlen élt.
Ekkor v; megel6zi a sorrendben vy-t, tehat a sorrend valéban folytonos. Ervényes tovabba, hogy v; a legelsd
olyan pont, amely szomszédos a grafban vi-val. Ha ugyanis volna egy v;-t megel6z6 v; pont, amely szomszédos
a grafban vg-val, akkor a lokdlis szélességi keresés szabdlya szerint a v;vx él a részfaba keriil, ellentmonddsban
e valasztasaval. Tehat a keresés dltal kapott fa minden éle a sorrendhez tartozé fa éle.

Megforditva, legyen most {v1,...,vn} folytonos sorrend. Feltehetjiik, hogy a graf Osszefiiggd. TetszOleges
pont, igy v1 is védlaszthaté egy lokdlis szélességi keresés elsé pontjaul. Legyen j a legnagyobb olyan index,
amelyhez van olyan lokélis szélességi keresés, amelyben az elsd j pont dtvizsgéldsi sorrendje {v1,...,v;}. Ekkor
1 < j < n. Készen vagyunk, ha j = n, ezért tegyiik fel, hogy j < n. Miutan a sorrend folytonos, v;41-bdl
vezet kisebb indexii ponthoz él. Legyen v; a legkisebb indexii ilyen pont. Amikor a v; pont atvizsgildsra
keriilt, akkor v;4 is bekeriilt a faba, tehdt van olyan a lokalis szélességi keresés, amely a v; pont atvizsgédldsa
utdn a vjy1-t vizsgalja at, ellentétben j maximalis valasztdsaval. e

March 9, 2009file: bejar
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1.2 A max-vissza sorrend

Legyen G = (V, E) hurok-mentes irdnyitatlan (!) graf, amelyben azonban lehetnek parhuzamos élek. Legyen w
nemnegativ silyozds az élhalmazon. dg(X,Y) :=d(X,Y) jeloli az X —Y és Y — X kozott vezets élek szamét,
illetve dw (X,Y) ezen élek Ossz-silydt. Legyen dg(X) := d(X) = d(X,V — X) és dw(X) = duw(X,V — X).
d(X) az X halmaz foka. Kozismert, hogy

dw(X)+dw(Y)=duw(XNY)+dw(XUY) + 2dy(X,Y) (1.1)
és a d,, szimmetrikussdga miatt
dw(X)—|—dw(Y):dw(X—Y)+dw(Y—X)—|—2Jw(X,Y), (1.2)

ahol dy(X,Y) := duw(X,V —Y), azaz dw(X,Y) az X NY és V — (X UY) kdzott vezetd élek silydsszege. w
nemnegativitasabol kovetkezik, hogy d., szubmoduldris.

Legyen Ay (z,y) := Aw(z,y; G) := min{dy,(X) : 2 € X CV — y}. Amennyiben w = 1, egyszertien A\(z,y)-
t frunk. (Menger tétele alapjan tudjuk, hogy ez egyenld az = és y kozott vezetd élidegen utak maximélis
szdméval, de erre a tényre nincs szitkséglink.) A A(z,y) értéket az x és y kozotti lokdlis élosszefiiggbségnek
nevezzikk. Legyen Ay(G) := min{dw(X) : 0 C X C V}. Au(G)-t a graf silyozott élosszefiiggfségének
nevezzik.

A @G gréaf pontjainak valamely v1, ..., v, sorrendjére jelolje V; az els6 i elembdl 4ll6 halmazt. Azt mondjuk,
hogy a sorrend max-vissza vagy legélis, ha

dw(vi, Vic1) > dw(vj, Vie1) (1.3)

fenndll minden {i,j} parra (2 <i < j < n). Az dn. max-vissza kereséssel meghatdrozhatunk egy max-vissza
sorrendet. A max-vissza keresés tetszOleges pontot valaszt vi-nek. Ha méar vy, ..., v;—1-t meghatdroztuk, a
maradék pontok koziil egy olyant vegyiink a sorrendbe i-ediknek, amelybdl a legnygyobb 6ssz-silyd élhalmaz
vezet Vi_1-be. Alkalmas adatstrukturat hasznalva egy max-vissza sorrend O(|E|log|E|) id6ben megtaldlhatd.

Gyakorlat 1.2.1 Legyen v1,...,vn a G grdf eqy maz-vissza sorrendje. Igazoljuk a kévetkezdket. (a) Ha e
tetszdleges vn-bdl induld €l, akkor vi,...,vn a G — e grdfnak is maz-vissza sorrendje. (b) Tetszbleges i, j-re
(1<i<j<mn) vi,...,v;,v; az ezen pontok dltal feszitett részgrdfnak maz-vissza sorrendje.

Lemma 1.2.1 Maz-vissza sorrend mindig folytonos. Ha F' a sorrendhez tartozo erdd, akkor ugyanaz a sorrend
az F éleinek kihagydsdval keletkezd G' .= G — E(F) grdfnak is maz-vissza sorrendje.

Biz. A lemma els6 része nyilvdanvalé. A mdésodik részhez tekintsiik a vi,...,v, max-vissza sorrendnek a
Vi—1 kezdd szeletét, amelyre tudjuk, hogy d(vi,Vi—1) > d(v;, Vi—1) (j > i). F éleinek kihagydsdval ez az
egyenlOtlenség csak akkor tudna elromlani, ha egyenlGség 4all, a baloldal eggyel csokken, a jobboldal pedig
nem. De ilyenkor v;-b6l vezet G-beli él V;_1-be, és ezért persze a v;-bdl visszafelé mend legkorabbi G-beli e él
vége is V;_1-ben van. Viszont e hozzatartozik F-hez, tehat az F' kihagyasakor a jobboldal is eggyel csokken.
[ ]

Egy G grafban barmely z, y pontpdrra nyilvan fenndll Ag(z,y) < min{dg(z),dc(y)}, és konnyt példit mu-
tatni arra, amikor az egyenl6tlenség szigord. (Mutassunk!) W. Mader azonban 1972-ben beldtta a kovetkezot.

TETEL 1.2.2 (Mader) Tetszdleges (legaldbb két-pontd) hurokmentes irdnyitatlan grdf tartalmaz két olyan
x,y pontot, amelyekre A (z,y) = da(x).

A kovetkezo tétel tartalma az, hogy a max-vissza sorrend utolsé két pontja ilyen.
TETEL 1.2.3 (Ibaraki és Nagamochi) Ha vi,...,v, maz-vissza sorrend, akkor A(vn,vn—1) = d(vy).

Biz. Legyen k := d(vn). Ha k = 0, akkor a tétel nyilvan igaz, hiszen A(vn,vn—1) = 0 = d(vn). Legyen
tehdt k > 1 és legyen Fi a sorrendhez tartozé erdd. Az elébbi gyakorlatban lattuk, hogy F} maximélis erd$
és a sorrend az Fi elhagydsa utdn keletkez6 grafra is max-vissza sorrend. fgy egymads utdn képezhetjik az
Fi, Fy, ..., F, maximdlis erd6ket, ahol tehat az F; erd6t ugy kapjuk, hogy minden v; pontra megvizsgaljuk,
hogy vezet-e vissza (azaz kisebb indexi{i ponthoz) belble legaldbb i él, és ha igen, akkor Fi-be vessziik a v;-bél
visszamené&ek koziil az i-edik legkordbbit. (Parhuzamos élek esetén elére lerdgzitjik az egymadssal parhuzamos
élek egy sorrendjét.) Kordbban megjegyeztiik, hogy a max-vissza sorrend folytonos. Ebbdl kévetkezik, hogy
az utolsé két pont Fi-nak ugyanahhoz a komponenséhez tartozik és ezért ugyanez igaz a tobbi Fj-re is. fgy
minden vp—1-t és vp-t elvdlaszté vigds mindegyik F;-bél tartalmaz legaldbb egy élt, vagyis legaldbb k = d(vx)
elemii, amibdl a tétel kovetkezik. o
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Ennek nyomdén lehet8ség nyilik a Nagamochi-Ibaraki algoritmus gyakorlati felgyorsitdsdra a w = 1 specidlis esetben azaltal, hogy
nem csak a max-vissza sorrend utolsé két pontjit lehet Ssszehtizni, hanem az Fj, erdd minden egyes komponensét egyszerre egy-egy
pontra hiizhatjuk, ahol k := d(vy). Mivel ezen komponensek pontjai kdzotti lokdlis é16sszefiiggdség legaldbb k, az ilyen Ssszehtizassal
k-ndl kisebb vdgdst biztosan nem sziintetiink meg. (Persze, ha olyan ”balszerencsénk” van, hogy az Fj-nak {vn,v, _1} az egyetlen
tébbpontii komponense, akkor fgy semmit sem nyeriink.) KELL EZ? HOVA?

Az aldbbiakban megvizsgdljuk a max-vissza sorrend alkalmazdsit minimaélis sulyd vagas meghatdrozaséra.
Az Ibaraki és Nagamochi altal 1992-ben publikélt eljardsban az a meglep, hogy a kordbbi ilyen céli médszerekkel
szemben egyaltalan nem hasznal maximalis folyamot kiszamité szubrutint.

A 1.2.3 tételbdl levezethetd az élsilyozott altaldnositdsa, amikor adott az élhalmazon egy nemnegativ w
fliggvény. Az igy nyert eredményre bemutatunk egy direkt bizonyitast.

TETEL 1.2.4 (Ibaraki és Nagamochi) Ay (vn,vn-1) = dw(Vn, Va—1) (= dw(vn)).

Biz. Természetesen a baloldal nem nagyobb, mint a jobb, ezért csak a > irdnyt kell igazolnunk. Tegyiik fel
indirekt, hogy a tétel nem igaz, és legyen GG minimaélis ellenpélda. Ekkor nyilvanvaléan n > 3.

Allitjuk, hogy dw(vn) = dw(Vn, Va—2), vagy ami ezzel ekvivalens, hogy v, és v,—1 koézott nincsen él. Ha
volna, akkor egy ilyen élt kihagyva a keletkez6 grafra nézve az adott sorrend tovabbra is max-vissza maradna,
igy a tétel mar alkalmazhatd, de akkor a tétel G-re is igaz volna.

A G — vy, grifra a tétel mar igaz, igy Aw(Vn—1,Vn—2) > Aw(Vn-1,Un—2;G — vn) > dw(Vn-1,Va-2) >
dw(Vn, Va—2) = dw(vn), ahol az utolsé egyenlétlenség a max-vissza sorrend definicidja miatt igaz. A tétel
a G — vp—1 grafra is igaz, gy Aw(Un,vn—2) > Aw(Un,vn-2;G — Vn-1) > dw(vn,Va—2) = dw(vn). Ebbdl
Aw(Vn, Un—1) > min{Aw (Vn, vn-2), (Aw(Wn—1,0n-2)} > duw(vn), ellentétben G ellenpélda voltdval. e

1.2.1 A Nagamochi-Ibaraki algoritmus minimalis vagas kiszamitasara

H. Nagamochi és T. Ibaraki algoritmusa a kovetkezé megfigyelésen alapul. Jeldlje G’ azt a grafot, amely G-
b6l keletkezik a v,—1 és v, pontok Osszehiizasaval. (Osszehﬁzéskor a keletkez6 hurokéleket mindig elhagyjuk.)
Ekkor nyilvan

Aw(G) = min{ Ay (Vn—1,n), M (G}, (1.4)

hiszen G vagéasait két osztdlyba lehet sorolni aszerint, hogy vn,—1-t és v,-t elvélasztjak-e vagy sem. Az el6z6
tétel alapjan azonban Ay (vn—1,vn) = dw(vn), {8y

A (G) = min{ A (G"), du (vn)}. (1.5)

Ezen megfontolasok igazoljak az aldbbi eljaras helyességét.

Legyen G := G és ismételjiik meg n — 1-szer a kovetkez6 eljardst. Tegyiik fel, hogy a G, grafot mér
megkonstrudltuk ¢ — 1 darab pontpdr 6sszehizéaséval (i = 1,...,n — 1). Hatdrozzuk meg a G; graf pontjainak
egy max-vissza sorrendjét, és jelolje ennek utolsé elemét x;. Tegylik egy listdra azt az X; C V halmazt,
amelynek elemei Gj-nek az x; pontjdba lettek hizva (azaz x; ésképét) valamint d.,(X;) szdmot, (azaz duw(X;)
a G; grafban az x; pontndl végz8dd élek Ossz-silya.) Az utolsé két pont Osszehizdsdval készitsik el G-
bél a Git1 gréfot. (1.5) ismételt alkalmazdsdval kapjuk, hogy Aw(G) = Aw(G1) = min{\, (G2),dw(X1)} =
min{Aw(G3),dw(X1),dw(X2)} = ... = min{dw(X1),dw(X2),...,dw(Xn-1)}. Ennek alapjdn az n — 1 iterdcié
utan keletkezett listardl kivélasztva azt az X; halmazt, amelyre d., (X;) a legkisebb, megkapjuk azt a halmazt,
amelyre d.,(X) a lehetd legkisebb.

Miutdn egy max-vissza sorrendet O(mlogm) lépésben meg lehet hatdrozni, a teljes algoritmus lépésszama
O(mnlogm).

Megjegyezziik, hogy Mader valéjaban az 1.2.2 tételnek azt a valamivel erésebb alakjit bizonyitotta, ami
szerint a szébanforgd x és y pontok szomszédosnak is vélaszthatdk (legaldbbis, ha a grafnak van egyéltaldn éle).
Val6ban, feltehet6, hogy a graf Gsszefliggé. Legyen v; a max-vissza sorrend maximdlis indexii olyan pontja,
amely szomszédos v,-nel. Az el6bbi gyakorlatban lattuk, hogy a vi,wve,...,v:, v, sorrend az ezen pontok altal
feszitett G’ graf max-vissza sorrendje. G’-re alkalmazva az 1.2.4 tételt kapjuk, hogy Ay, (vn,v;) = diy(vn, Vi), és
gy Aw(Vn, Vi) > Ay (Vn, vi) = diy (Vn, Vi) = dw(vn, Va1). (Az utolsé egyenl8ség azért igaz, mert a i valasztdsa
miatt a v,-nel szomszédos élek halmaza G’-ben és G-ben ugyanaz.

Feladat 1.2.2 Legyen a G = (V, E) grdfban s kivdlasztott csics. Hogyan kell mddositani a Nagamochi-Ibaraki
algoritmust, ha olyan minimdlis vdgdst kell taldlnunk, amely kilonbozik az [s,V — s] vdgdstél?

Maisik bizonyitas Mader 1.2.2 tételére. Legyen X olyan minimadlis elemszdmu halmaz, amelyre 1étezik X-ben
x pont és V — X-ben y pont, hogy Aw(z,y) = dw(X). Kimutatjuk, X egyelemii.

Indirekt, létezzék z € X — x. Legyen Z olyan xz-halmaz, amelyre A\ (z,2) = dw(Z). Ha y ¢ Z, akkor
Aw(Z,y) + Aw(2,2) = dw(X) +dw(Z2) > dw(XNZ) +dw(X UZ) > Au(z, 2) + Aw(z,y), amibél adédik, hogy
végig egyenlbség all, és igy dw (X N Z) = Aw(zx, 2), ellentmondédsban X minimélis valasztdsdval.
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Hay € Z, akkor Ay(z, y)+Aw(z, 2) = dw(X)+dw(Z) > dw(X—Z)+dw(Z—X) > Auw(z, y)+Iw(z, 2), amibél
adédik, hogy végig egyenldség all, és {gy dw(Z — X) = Aw(z, 2), ellentmonddsban X minimdlis vélasztdsival.
[ ]

Egy harmadik médszer segitségével bebizonyitjuk a 1.2.2 tétel enyhe dltaldnositasat.

TETEL 1.2.5 Ha G = (V, E) legaldbb hdrom pontd hurokmentes grdf, gy tetszéleges s pontjdhoz létezik két
s-t6l kiilonbozd x,y pont, melyekre d(x) = A(z,y).

Biz. |V|+ |E| szerinti indukcid. A tétel trividlis, ha G-nek hdrom pontja van, igy tegyiik fel, hogy |V| > 4, és
hogy G-nél kisebb grafokra a tétel érvényes. Amennyiben s-nek legfeljebb egy szomszédja van, hagyjuk el s-t
és legyen s’ az s szomszédja, vagy ha s-nek egyiltaldn nem volt szomszédja, akkor s’ a maradék G’ grafnak
legyen egy tetszOleges pontja. Indukciéval kész vagyunk.

Ha s-nek u és v két kiilonbo6z6 szomszédja, akkor egy s és u kozott vezeto e élt és egy s és v kozott vezetd f
élt helyettesitsiink egy 1j u és v kozott vezetd éllel. (Ezt a miiveletet nevezziik az e és f élek leemelésének.)
A keletkez6 G’ grafban indukcié alapjdn létezik = és y pontok, amelyekre A(z,y;G’') = dg/(z). De ekkor
da(z) > Mz,y; G) > Ma,y; G') = dg/(x) = dg(x), amib8l dg(x) = M=, y; G) kovetkezik. o

Megjegyezziik, hogy a 1.2.5 tételben azt mar nem varhatjuk el, hogy az x,y szomszédos is legyen: legyen
G tetszéleges s kozepl csillag. Ha viszont nem minden él s-bdl indul ki, akkor mar x és y vélaszthaté
szomszédosnak (és s-tél kiilonbozének), hiszen kihagyhatjuk azon pontokat, amelyek csak s-sel szomszédosak,
és akkor a max-vissza sorrendet s-sel kezdve az utolsé v, pont és annak legnagyobb indexti v; szomszédja jé
lesz.

1.2.2 Ritka tantk élosszefiigg6ségre

Egy gréaf definicié szerint akkor Osszefiiggd, ha barmely két pontja kézott vezet it. Hogyan tudunk valakit
meggydzni arrdl, hogy egy adott graf osszefiigg6? Konkrétabban, milyen igazolvanyt, tanisitvdnyt (réviden:
tanut) lehet egy graf mellé letenni, amelyre répillantva rogton elhissziik, hogy a graf osszefiigg6? Ilyen tantd
természetesen, ha valamennyi pontparra megadunk egy utat, amely a par két tagjat koti ossze. Ez elvileg jé
(:polinomidlis méretli tant), bér kissé terebélyes. Az n(n — 1)/2 1t helyett egyetlen feszité fa éppugy igazolja
az Osszefiigglséget és csak n — 1 élbél All.

Az §ltaldnosabb kérdés mérmost az, hogy magasabb élosszefliggség igazoldsdra mennyire kicsiny (ritka)
tanit tudunk taldlni. Adott 2-élosszefliggd graf legkisebb 2-élosszefiiggd részgrafjat (azaz az abszolit legkisebb
tanut) sajnos nem tudjuk polinom id6ben kiszdmitani, mert ez a feladat tartalmazza a Hamilton kor problémét,
igy NP-teljes. (Hogyan tartalmazza?) Az aldbbi 1.2.7 tétel szerint azonban a k-élosszefiiggéségnek mindig
létezik egy viszonylag kis méretii tandja, nevezetesen egy olyan, amelyik legfeljebb k(n — 1) élbdl 4ll.

Legyen G = (V, E) hurokmentes irdnyitatlan graf. Vélasszunk ki egymds utdn k& maximadlis erdét, azaz
el6szor vegylink egy F1 maximdlis erd6t (ami persze fa lesz, ha G Osszefiiggd), hagyjuk el az éleit, majd a
maradékbdl valasszunk ki egy F» maximélis erdot, hagyjuk el az éleit, stb., végiil valasszuk ki a maradékbdl
a maximalis Fj erd6t. (Mindegyik erd$ ponthalmaza a V lesz.) Jelblje a graf X és V — X részei kozott mend
élek 4ltal alkotott vdgdst B :=[X,V — X].

Lemma 1.2.6 Ha Ej, := F1 U...U Fy nem tartalmazza a B vagdst, akkor mindegyik F; tartalmaz €élt B-bdl.

Biz. Tegyiik fel, hogy Ej nem tartalmazza az e = zy € B élt. Mindegyik i-re az = és y pontok az Fj-nek
ugyanahhoz a komponenséhez tartoznak, mert ha ez valamelyik F;-re nem teljesiilne, igy i-t a legkisebb ilyen
indexnek vélasztva az e élt Fj-hez lehetne venni, ellentétben F; maximalitdsdval. De ez azt jelenti, hogy az
Fi-ben az x és y kozott vezet6 egyértelmi it haszndl élt B-bdl, azaz mind a k darab F; tartalmaz B-bdl élt. e

TETEL 1.2.7 Tetszbleges G = (V, E) k-szor élosszefiiggs grdf tartalmaz olyan Gy, = (V, Ey) k-élosszefiiggd
részgrdfot, amelynek legfeljebb k(n — 1) éle van.

Biz. A 1.2.6 lemméban szerepld Fi, ..., Fy erd8k Ej unidja j6 lesz. Nyilvan |Ey| legfeljebb k(n—1). Mivel G
a feltevés szerint k-élosszefiiggd, igy minden végasa legalabb k elemf, és ezért az 1.2.6 lemmabdl Gi = (V, Ex)-

nak is minden vagésban legaldbb k éle van. e

Feladat 1.2.3 Igazoljuk, hogy tetszéleges G irdnyitatlan grdf esetén az eldbbi bizonyitdsban szerepld Gi =
(V, Ex) grdf olyan, hogy minden x,y pontpdridra A(z,y; Gx) > min{k, A(z,y; G)}.

Feladat 1.2.4 Mutassuk meg, hogy az elébbi tételben a k(n — 1) helyett nem irhatunk kisebb szamot.

Gyakorlat 1.2.5 Mutassuk meg, hogy a (V, Ey) grdfnak a legfeljebb k — 1 €l vdgdsai pontosan ugyanazok,
mint az eredeti G grdf legfeljebb k — 1 €éld vagdsai.



8 FEJEZET 1. GRAFOK BEJARASA

Az 1.2.6 lemménak még egy érdekes algoritmikus alkalmazdasa a kévetkezd. Tegyiik fel, hogy egy G grafot
minimalis szamu 1j él hozzdadasaval k-élosszefliggévé akarunk tenni. Ez a feladat a fentiek alapjan ekvivalens
azzal, hogy a legfeljebb k(n — 1) éli (V, Ey) grafot tegyiik k-élosszefliggévé. (Ugyanis a kiinduldsi G gréfnak
és a fenti (V, E}) részgrafnak a k-nél kevesebb élii vdgdsai az el6bbi gyakorlat szerint ugyanazok. Marpedig
a k-él0sszefiigg6vé tevésnél csak ezek a vagdsok szdmitanak. A Vilogatott fejezetek a komb.opt.-ban cimii
el6adédsban targyaljuk Watanabe és Nakamura tételét, amely pontosan megmondja, hogy legkevesebb hény tj
él hozzdaddsdval lehet egy G gréfot k élosszefliggévé tenni.)

1.2.3 Ritka tanik pontosszefiiggéségre

Egy grafot akkor hivunk k-pontdsszefiiggdnek, ha barmely két pontja kozott vezet k belséleg pont-diszjunkt
ut. Kérdés, hogy a k-pontosszefliggéségnek létezik-e ritka tandja. Legyen (A, B,Z) a V ponthalmaz olyan
hérom részes particidja, ahol A, B nem-lires, Z viszont lehet iires. Jelolje az A és B kozott vezets élek
halmazat Ag(A, B), és legyen dr(A, B) := |Ag(A, B)|. Azt mondjuk, hogy a (Z,Ar(A,B)) par vegyes
vagast alkot, ahol Z a vegyes vigds pontjainak, Ag(A, B) pedig az éleinek a halmaza. A |Z| + dg(A, B)
szamot nevezziik a vegyes vagas elemszamanak. Menger tétele alapjan konnyen latszik, hogy G akkor és
csak akkor k-szor Osszefiiggd, ha minden vegyes vagasa legalabb k elemli. Azt mondjuk, hogy a vegyes vagds
elvdlaszt (szepardl) két pontot, ha az egyik pont A-ban a masik pedig B-ben van. Jeldlje x(z,y;G) a G
grafban a két pontot elvdlaszté minimadlis vegyes vagds elemszamét. (Menger tétele alapjén ez egyenld az x és
y kozott vezet6 belsbleg diszjunkt utak maximélis szdméval. Konnyt ldtni, hogy ha = és y nem szomszédos,
akkor k(z,y) az z-t és y-t Osszekotd utakat lefogd V — {z, y}-beli pontok minimadlis szdma.)

Az 1.2.6 lemma pont-osszefligg&ségre vonatkozé ellenpdrjat szeretnénk megfogalmazni. Legyen G = (V, E)
egyszerl iranyitatlan graf. Lokdlis szélességi kereséssel valasszunk ki egy maximalis F erdét és hagyjuk el G-
b6l az éleit, majd a maradékbdl ugyanigy egy F> maximalis erdot, stb. A kivalasztott erdéket Fi, Fa, . .., Fj-val
jeloltiik, és bevezettik az Ey, := Fi U...U Fy, Gy, = (V, Ey) jelolést is.

TETEL 1.2.8 Legyen xz és y két olyan pontja a G = (V, E) grdfnak, amely Fy-nak ugyanahhoz a kompo-
nenséhez tartozik. Ekkor k(z,y;Gr) > k.

Biz. k szerinti indukciét alkalmazunk. Ha k = 1, akkor az allitds trivialis. Feltehetjiik, hogy G 0Osszefiiggo,
azaz Fy (feszit6) fa. Legyen k > 2 és tekintsiink egy (A, B, Z) &altal definidlt vegyes végdst, amelyre z €
A,y € B. Az F;-k konstrukcidja miatt mindegyik F; maximélis, igy az x,y pontok az F;-nek ugyanahhoz a
komponenséhez tartoznak (i < k). Legyen G' := G — Fy és J:= Fo U ... U Fy,.

Amennyiben F tartalmazza Ag, (A, B) egy elemét, uigy alkalmazzuk az indukcids feltevést a G'-re valamint
az Fy, ..., F) erdSkre, k helyén k—1-gyel. Ennek alapjén |Z|+dg, (A, B) > |Z|+ds(A,B)+1 > (k—1)+1=k
és igy k(x,y; Gk) > k.

Tegyiik most fel, hogy Fi nem tartalmazza Ag, (A, B) egyik elemét sem. Az A és B nevének esetleges
felcserélésével elérhetjiik, hogy Fi-nek az r gyokere ne B-ben legyen. Legyen z1 a Z NV (C1)-nek az a pontja,
amely F épitésekor a legkorabban keriilt 4tvizsgédldsra. (Ilyen z1 azért van, mert Fi-ben nincs él A és B kozott.
Nyilvén, ha r € Z, akkor z1 = 7). Mivel F1 nem tartalmaz A-t és B-t 0sszeko6td élt, a lokélis szélességi keresés
szabalya és a z1 védlasztdsa miatt J-ben nincs él z1 és B kézdtt. Ez azt jelenti, hogy Aj(A, B) = A;(4’, B),
ahol A" := A+ z1. Legyen Z' := Z — 71 és alkalmazzuk az indukcids feltevést a G’ gréfra, és az Fs,..., Fy
erdSkre. Ennek alapjdn |Z| + dg, (A, B) =1+ |Z'|+ds;(A,B)=1+|Z'|+ds(A",B)>1+ (k—1)=k. e

Gyakorlat 1.2.6 Példdval mutassuk meg, hogy nem érvényes a kovetkezd: Legyen x és y két olyan pont,
amely Fi-nak ugyanahhoz a komponenséhez tartozik. Ekkor az Fi,...,F) erddk dltal meghatdrozott k darab x
és y kozotti ut belséleg pontdiszjunkt.

Kovetkezmény 1.2.9 Amennyiben Ej, nem tartalmazza a (Z, Ag(A, B)) vegyes vdgds minden élét, ugy |Z|+
dg, (A, B) > k, azaz a (Z, Ag, (A, B)) vegyes vdgdsnak legaldbb k eleme van.

Biz. Legyen e = zy egy nem tartalmazott él. Az F) maximalitdsa folytdn x és y az Fi-nak ugyanahhoz a
komponenséhez tartozik, igy az 1.2.8 tételbdl a kovetkezmény adodik. e

Az 1.2.9 kévetkezmény segitségével kapjuk az aldbbi k-Osszefliggéséget igazold ritka tantt.

TETEL 1.2.10 (W. Mader) Minden G = (V, E) k-6sszefiiggd grdf tartalmaz egqy Gy, = (V, Ey,) k-isszefiiggé
részgrdfot, amelyre |Ex| < (k— 1)k/2+ (n — k)k, aholn = |V|.

Biz. Feltehetd, hogy G egyszerli. Tekintsiik az 1.2.8 tétel elétt definidlt Fi, Fo, ..., Fi maximélis lokalis BFS
erdBket és legyen Ey := F1 U...U Fy. Az 1.2.9 kovetkezmény alapjan Gy = (V, Ej) k-szor Osszefiiggd. Jelolje
s; az F; erdd legelsé olyan gyokérpontjat, amelybdl indul ki Fj-nek éle. A lokilis BFS szabdlya szerint ha
j > i, akkor F; nem tartalmaz az s;-vel szomszédos élt, és ezért Fj-nek legfelijebb n — j éle lehet, vagyis
[Ex] < (n—1)+n—-2)4+...4(n—k)=(k—1)k/24+ (n — k)k éle van. e
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Feladat 1.2.7 Minden G = (V, E) k-0sszefiiggd pdros grif tartalmaz eqy G' = (V, E') k-0sszefiiggd részgrifot,
amelyre |E'| < k(n — k). Ervényes-e ugyanez hdromszég-mentes k-osszefiiggé grdfokra? Mutassuk meg, hogy
a korldt éles!

Feladat 1.2.8 Tetszéleges G esetén a fent definidlt Gy olyan, hogy x(z,y; Gx) > min{k, k(z,y; G)} fenndll
minden x,y pontpdrra.

Ervényes a 1.2.2 tétel ellenparja is.

TETEL 1.2.11 Minden legaldbb kétponti egyszerd grdfnak van két olyan x,y pontja, amelyekre k(z,y) =
d(x), éspedig egy maz-vissza sorrend utolsd két pontja, y = vn—1 és T = vy, ilyen.

Biz. Legyen k := d(v,) és tekintsiik a sorrendhez tartozé Fi, ..., Fy erd6ket. A Gy = (V, Ey) grafban (ahol
Ey = F1U...UFy) a 1.2.9 kovetkezmény szerint az utolsé két pont mindegyik erd6ben egy komponenshez
tartozik, ezért k(z,y) > k. Mivel k(z,y) < k trividlisan fenndll, az egyenléség kovetkezik. o

Feladat 1.2.9 Igazoljuk, hogy a 1.2.11 tételben x és y vdlaszthaté szomszédosnak is. (Ezt is Mader bi-
zonyitotta).

Kovetkezmény 1.2.12 Legyen a G grifnak legaldbb két pontja. Ha G élelhagydsra nézve minimdlis k-
€losszefliggd vagy k-pontidsszefiiggd, akkor létezik k foku pontja.

Biz. Egy max-vissza sorrend utolsé pontja mindkét esetben jé lesz. Valéban, a feltevés miatt minden pont
foka legaldbb k. Ha most indirekt v, foka k-ndl nagyobb lenne, akkor a v,-ben végzédé utolsé e él (azaz a lehetd
legnagyobb indexti ponthoz vezetd él) nem tartozna Fi-hoz, mérpedig kordbban lattuk, hogy (V, F1U...UFy)
k-osszefiiggd (k-él6sszefiiggd), ha a kiinduldsi G az, ami viszont ellentmonddsban volna a graf minimalitdsara
tett feltevéssel, hiszen ezek szerint G — e is k-Osszefiiggd (k-élosszefiiggd). o

Nem ismeretes az élosszefiiggéség meghatarozasara szolgdlé Nagamochi-Ibaraki algoritmushoz hasonlé olyan
eljards, amely a graf pont-osszefliggdségét hatirozza meg.

1.2.4 Merevkoru grafok

Egy G = (V,E) irdnyitatlan gréfot akkor neveziink merevkoriinek (chordal), ha minden legaldbb 4 éld
korében van hir. (Egy zy élt akkor mondunk egy C kor vagy dt hirjdnak, ha x és y nem koveti egymdst a
C mentén.)

Feladat 1.2.10 Igazoljuk, hogy egy intervallum rendszer metszetgrdfja merevkori. Mutassunk olyan merevkori
grafot, amely nem dll eld ilyen alakban. (A metszetgrafban minden intervallumnak megfelel egy pont és kett&t
akkor kotlink ossze, ha az dltaluk reprezentdlt intervallumok metszik egymaést.)

Egy graf pontjainak valamely sorrendjét nevezziik szimplicidlisnak, ha minden pont és a sorrendben
utdna kovetkezd gréfbeli szomszédjai klikket (teljes részgrafot) alkotnak. A graf egy pontjat szimplicidlisnak
nevezziik, ha grafbeli szomszédai klikket alkotnak.

Feladat 1.2.11 Igazoljuk, hogy ha egy grdf pontjainak van szimplicidlis sorrendje, akkor merevkord.
TETEL 1.2.13 (G. Dirac) G akkor és csak akkor merevkord, ha a pontjainak létezik szimplicidlis sorrendje.
A nem-trividlis irdny, vagyis a szimplicidlis sorrend létezése kovetkezik az aldbbibdl.

TETEL 1.2.14 (Yannakakis és Tarjan) Merevkord grdf maz-vissza sorrendje forditott szimplicidlis sor-
rend.

Biz. Mivel merevkort graf feszitett részgréafja is merevkori, elég azt bebizonyitani, hogy egy v1, ..., v, max-
vissza sorrend utolsé pontja szimplicidlis. Feltehetjiik, hogy G egyszerti. Legyen v; a v, akdrmelyik szomszédja
és jeldlje o a vy, azon szomszédainak szadmét, melyek a fenti sorrendben (szigorian) megeldzik vi-t. Jeldlje
Gin a v1,02,...,0;, v, pontok altal feszitett részgrafot. Tudjuk, hogy wvi,v2,...,vi,v, a Gin-nek max-vissza
sorrendje. Ezért a 1.2.11 tétel alapjan k(vn,v:;Gin) = d(vn, Vi) = ao+ 1, ahol V; = {v1,...,v;}. A Menger
tétel szerint 1étezik a G, grafban a+1 belséleg diszjunkt ut v, és v; kozott. Vilasszuk ezeket a legrovidebbnek
abban az értelemben, hogy hirmentesek legyenek. Mivel G merevkord, a v,v; él jelenléte miatt ezen utak
mind legfeljebb 2 éliiek, ami azt jelenti, hogy v; szomszédos a v, minden olyan v, szomszédjaval, amelyre
h < i. Ezzel bebizonyitottuk, hogy v, barmely két szomszédja egymassal is szomszédos, azaz v, szimplicidlis.
[ ]
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Feladat 1.2.12 Adjunk direkt bizonyitdst a 1.2.14 tételre.

A fentiek alapjan egy merevkorii graf pontjainak szimplicidlis sorrendjét linedris id6ben meg lehet hatarozni.
A szimplicidlis sorrend pedig arra j6, hogy segitségével polinom id6ben ki lehet szamitani egy pont-silyozott
merevkord graf maximadlis silyd klikkjét, illetve stabil részhalmazét. (Lésd a kétfazisi mohé algoritmusokrol
sz616 fejezet végét).

Feladat 1.2.13 Legyen F fa és Fi, Fa, ..., F, az ' részfainak egy rendszere. Legyen G olyan n ponti egyszeri
grdf, amelynek pontjai az F; részfiknak felelnek meg, és amelyben két pont akkor szomszédos, ha a nekik
megfeleld részfdknak van kozos pontja. Igazoljuk, hogy az igy kapott grdf merevkord, tovdbbd hogy minden
merevkori grdaf megkaphatd ilyen alakban.

file : ni, March 9, 2009
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1.3 Szimmetrikus szubmodularis figgvények minimalizalasa

Nagamochi és Ibaraki algoritmusdnak segitségével minimalizdlni tudjuk a de(X) halmazfiiggvényt a V' valédi
nemiires részhalmazai felett, ahol dg(X) egy G = (V, E) irdnyitatlan grafban az X és V — X kozotti élek
szamat jeloli.

Legyen most b szimmetrikus, nemnegativ, szubmoduléris fliggvény a V' részhalmazain. Nyilvan dg ilyen. M.
Queyranne (ejtsd: Ké-rdnn) megmutatta, hogy az NI algoritmus kiterjeszthet6 b(X) minimumdnak meghatérozésara,
ahol ) C X C V. Ennek segitségével példaul egy hipergraf minimalis vigdsat meg tudjuk hatdrozni. Vagy
egy tetszbleges b1 > 0 szubmodularis fiiggvényrdl el tudjuk donteni, hogy létezik-e a V' alaphalmaznak olyan
{X,Y} particidja, amelyre X = 0,Y = 0 és b1(X) + b1(Y) = b1(V): ehhez csupdn minimalizdlnunk kell
a b(X) := bi(X) + b1 (V — X) szimmetrikus szubmoduldrist fiiggvényt. A minimum a b szubmodularitdsa
miatt mindig legaldbb b1 (V'), tehat a kivdnt particié akkor létezik, ha a minimum pontosan b; (V). Abban a
specidlis esetben, amikor b1 egy matroid rangfiiggvénye, ez a feladat a matroid Gsszefliggéségének eldontésével
ekvivalens.

Bar az algoritmus alig tobb mint az NI algoritmus kopirozésa, helyességének Queyranne féle bizonyitasa
meglehetésen nehézkes. Szerencsére R. Rizzi igen egyszerli bizonyitdst taldlt és most az 6 megkozelitését
ismertetjiik.

Tetszéleges b halmazfiiggvényhez elkészithetjiik a diszjunkt X, Y halmazokon értelmezett d(X,Y) :=
dp(X,Y) == b(X) +b(Y) — b(X UY) fiiggvényt. Figyeljik meg, hogy amennyiben b(X) = dg(X), ugy
dp(X,Y) nem més, mint az X és Y kozott vezetd élek szdmanak kétszerese. Ez motivéalja az aldbbi definicidt.
A V elemeinek egy vi,...v, sorrendjét max-vissza sorrendnek neveziink, ha

d(vi, Vier) > d(v;, Vi) (L6)

fenndll minden {3, j} parra (2 <i < j < n), ahol V; := {v1,...,v;}. Figyeljik meg, hogy a b := d¢ specilis
esetben ez a definicié egybeesik a grafokndl mér megismert max-vissza sorrend definiciéjaval. Azt fogjuk
mondani, hogy az X halmaz elvdlasztja az u és v pontokat, ha pontosan az egyikiiket tartalmazza.

Lemma 1.3.1 Amennyiben A, B, X pdronként diszjunkt részhalmazai V-nek, gy
d(A, X) > d(B,X) esetén d(A,X UB) >d(B,X UA). (1.7)

Biz. A d(X,Y) definici6jat felhaszndlva kapjuk, hogy d(A4, X UB)+d(B,X) = [b(A)+b(XUB) —b(AUX U
B)] + [b(B) +b(X) — b(BU X)] = b(A) + b(B) + b(X) —b(AU X U B). Ha a jobb oldalon A és B szerepét
felcseréljiik, akkor persze ugyanazt kapjuk, igy d(A, X UB) +d(B,X) =d(B,X UA) +d(A, X), amibdl (1.7)
kovetkezik. (A lemmadahoz nem kellett feltenni b szubmodularitdsat!) e

Lemma 1.3.2 Amenyiben b szubmoduldris, igy d mindkét vdltozdjaban monoton névd, azaz

X' D X esetén d(X',Y)>d(X,Y) (1.8)

Y' DY esetén d(X,Y')>d(X,Y). (1.9

Biz. Szimmetria miatt elég az elsd tulajdonsdgot beldtni. d(X',Y) —d(X,Y) = [b(X') +b(Y) —b(X' UY)] —
BX)+b(Y)—b(XUY)] = [b(X)+bXUY)]—[B(X)+bX'UY)] = [b(X)+bXUY)] - [6(X' N(XUY))+
H(X'U(XUY))]>0.e

TETEL 1.3.3 (M. Queyranne) Hawvi,...,v, maz-vissza sorrend a b szimmetrikus szubmoduldris fliggvényre
nézve (n > 2), akkor b(vy) = min(b(X) : | X N {vn,vn-1} =1).

Biz. n szerinti indukcié. A tétel semmitmondd, ha n < 2. Ha n = 3, akkor d(vz,v1) > d(vs,v1) miatt
b(v1) + b(v2) —b({v1,v2}) > b(v1) + b(vs) — b({v1,v3}). Ebbdl és b szimmetridjabdl kapjuk, hogy b({v1,vs}) —
b(vs) = b(va2) — b({v1,v2}) = b(vs) — b({v1,vs}), azaz b(vs) < b({v1,vs}),

Tegyiik most fel, hogy m > 4. Az alaphalmaz két pontjdnak azonositdsakor a b-b6l keletkezd b’ hal-
mazfiiggvényt a természetes médon definidljuk: o'(X’) := b(X), ahol X az X' 8sképe. Ez nyilvan szim-
metrikus lesz és szubmoduléris. Jeldlje v;; a v; és v; azonositasdval keletkezé pontot és b;; a hozzdjuk tartozéd
figgvényt. Legyen d;j := dy,;.

Alh’tjuk, hogy a wvi2,v3,...,v, sorrend max-vissza bia-re nézve. Ehhez csak azt kell latni, hogy
di2(v3,v12) > di2(vi,v12) minden ¢ = 3,...,n-re. Kihaszndlva a definiciét és a max-vissza tulajdonsagot,
kapjulg hogy d12(v371}12) = d(v37 VQ) 2 d(vh ‘/2) = d12(1}¢7 1)12).

Allitjuk, hogy a vi,v23,v4,...,v, sorrend max-vissza a beg fliggvényre nézve. Valdban, das(vas,vi) =
d({vz,v3},v1) > d(ve,v1) > d(vi,v1) = daz(vi,v1). Itt az elsd egyenlStlenség a d monotonitdsa miatt, a
méasodik pedig a max-vissza tulajdonsdg miatt érvényes.
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Alh’tjuk, hogy a v2, v13, V4, . .., v, sorrend max-vissza a bis fliggvényre nézve. Valéban, d(vz,v1) > d(vs,v1)
és igy (1.7)-t, a max-vissza tulajdonsdgot, majd a monotonitdst haszndlva i > 4-re kapjuk, hogy d(va, {v1,vs3}) >
d(v37 {Uhvg}) Z d(’l)i7 {1}17 ’Uz}) Z d(’l)i7 ’Uz). Ebb61 d13(1}1371}2) = d({v17v3}7 ’Uz) Z d(’l)iﬂ}g) = d13(vi7 ’Uz).

Tetsz6leges X C V halmazra a vi,v2,v3 pontok kozott van ketté olyan, amelyet X nem valaszt el. Legyen
X olyan v,-t és vn—1-t elvdlaszté halmaz, amelyre b(X) minimdlis. Legyen 1 < ¢ < j < 3 olyan, hogy X
nem valasztja el v;-t és vj-t. Jelolje X' az X képét a v; és v; pontok azonositdsakor. A fenti hdrom 4llitds
nyoman vn—1 €s vy egy bjj-re nézve max-vissza sorrend utolsé két pontja, és igy indukcié alapjan kapjuk, hogy
b(X) = bi;(X') = bij(vs) = b(vy,). @

A tétel alapjan az algoritmus pontosan ugyanigy miikodik, mint a Nagamochi-Ibaraki algoritmus. ElGszor
meghatarozunk egy max-vissza sorrendet. Ennek utolsé pontjat feltessziik egy lista elsé helyére, majd az
utolsé két pontot azonositjuk és iterdljuk az eljardst n — 1-szer. A listara keriilt n — 1 pont mindegyike a V'
egy részhalmazanak felel meg, ezek koziil kivalasztjuk azt, amelynek b-értéke a legkisebb.

Megjegyzés. A bizonyitdsban csak azt hasznéltuk ki, hogy a d(X,Y) fiiggvény a két valtozdjdban szim-
metrikus, monoton noévé és teljesiti (1.7)-t. Ez azt jelenti, hogy ha egy ilyen kétvaltozés d fliggvénybdl
indulunk ki és definidljuk a b4(X) := d(X,V — X) halmazfiiggvényt, akkor ezt is tudjuk minimalizdlni, bar
egy ilyen halmazfliggvény nem feltétleniil szubmoduléris. Példdul, ha r(u,v) (u,v € V) nemnegativ, szim-
metrikus (azaz r(u,v) = r(v,u)) fiiggvény, akkor d(X,Y) := max{r(u,v) : u € X,v € Y} szimmetrikus,
monoton nové, és teljesiti (1.7)-t, de az R(X) halmazfiiggvény nem feltétleniil szubmoduldris.

Gyakorlat 1.3.1 Igazoljuk, hogy egy b halmazfiigguény akkor és csak akkor szubmoduldris, ha d, monoton
novd.

March 9, 2009file: rizzi



Fejezet 2

ARAMOK ES FOLYAMOK

Jeloljon D = (V, E) egy irdnyitott grafot. Tetszlleges © : E — Ry vektorra és S C V halmazra legyen
02(S) := Y (z(w) : uv € E,uv belép S-be) és legyen 4. (S) := go(V — S).

D-ben adott egy s forraspont és egy t nyelépont gy, hogy s-be nem 1ép be él és t-bél nem lép ki él. Folya-
mon egy olyan nemnegativ x : E — Ry vektort értiink, amely minden, s-t6l és ¢t-t0l kiilonb6z6 pontra teljesiti
a megmaraddsi szabdlyt (conservation rule), azaz g,(v) = d-(v) fenndll minden v € V — {s,t} csticsra.
Amennyiben még az x < g feltétel is teljesiil, megengedett folyamrdl beszéliink. Egy s-t tartalmazd, de t-t
nem tartalmazé X halmazt nevezziink st-halmaznak.

Tetsz8leges S st-halmaz és x folyam esetén 65 (S5)— 02 (5) = > (02(v)—02(v) : v € S) = 62(5)—0x(s) = 62(s).
Vagyis minden S st-halmazra a 65 (S) — 02(5) értékkel definidlt tiszta kidramlas fliggetlen S vélasztdsatol.
Ezt a koz6s, 0z (s)-sel (és gz (t)-vel) egyenld értéket nevezzik az = folyam nagysdgdanak. Az x(uv) szdm a
folyam értéke az uwv € A élen. Az x folyamot ut-folyamnak (kor-folyamnak) nevezziik, ha x csak egy
s-b8l t-be vezetd 1t (irdnyitott kor) mentén pozitiv.

Gyakorlat 2.0.2 Igazoljuk, hogy minden nem-negativ folyam kor- és t-folyamok nem-negativ kombindcidja.
Alapvet§ a kévetkez6 Fordtdl és Fulkersontdl szarmazé tétel.

TETEL 2.0.4 Akkor és csak akkor létezik k nagysdgi megengedett folyam, ha minden S st-halmazra §4(S) >
k. Ha e feltétel teljesiil, g egészértéki, k pedig egész, gy a folyam is vdlaszthatd egészértékiinek.

A tételt néha az aldbbi ekvivalens alakban emlitik. (Az MFMC elnevezés az angol Max-flow Min-cut
roviditése.)

TETEL 2.0.5 (MFMC) A megengedett st-folyamok mazimdlis nagysiga egyenld a 64(S) értékek mini-
mumdval, ahol a minimum az 6sszes st-halmazra megy. Ha g egészértéki, gy a mazimum egészértékii folya-
mon is felvétetik.

Az MFMC tételt el6szor raciondlis g kapacitas fliggvényre igazoljuk a Ford-Fulkerson nével§ utas algoritmus
segitségével.

2.1 A NOVELO UTAK MODSZERE

Legyen = megengedett folyam. Ekkor tetszbleges S st-halmaz esetén ax x folyam nagysdgéra érvényes az
aldbbi becslés. 65(s) = 82(s) — 0a(s) = D [0x(v) — 02(v) : v € S] = 82(9) — 02(S) < 4(S). Ebbél adédik,
hogy az 2.0.4 tételben a feltétel sziikségessége illetve az 2.0.5 tételben max < min egyenlétlenség.

Az is megallapithad, hogy egy x folyam bizonyosan maximélis nagysdgui, amennyiben létezik egy olyan S
st-halmaz, amelyre teljesiilnek az aldbbi optimalitasi feltételek.

(a) z(a) = g(a) minden a élre, amely kilép S-bdl, és
(b)  z(a) = 0 minden a élre, amely belép S-be.

Jelen célunk egy ilyen z folyam és S halmaz algoritmikus megkeresése. Ezt el6szor csak egészértékii (illetve
raciondlis) g kapacitds fiiggvény esetén tessziik meg, majd tetszéleges g-re.

A Fordtdl és Fulkersontdl szdrmazé algoritmus tetsz6leges x megengedett st-folyambdl indul ki (példdul
x = 0), és azt iterativan javitja. Készitsiink el egy D, = (V, A;) digrafot a kdvetkezéképp. Egy uv él Ay-hez

13



14 FEJEZET 2. ARAMOK ES FOLYAMOK

tartozik, ha vagy (i) uv € A és z(uv) < g(uv), és ekkor ezen élét D,-nek el6re élnek hivjuk, vagy (i) vu € A
és z(vu) > 0, és ekkor uv neve hatra él. Jeldlje S az s-bSl Dy-ben irdnyitott iton elérhetd pontok halmazat.

1. eset t € S, azaz t nem érhetd el s-bél. Mivel D, semelyik éle sem 1ép ki S-bél, ezért D-ben minden
S-bél kilépd él telitett (azaz z(uv) = g(uv)) és minden S-be belépd wv élen z(uv) = 0. Vagyis az (a) és (b)
optimalitdsi feltételek teljesiilnek és az algoritmus végetér: az adott = folyam nagysdga egyenld dq(S)-sel.

2. eset t € S, azaz t elérhetd s-bdl. Legyen P tetszOleges s-bol t-be vezetd iranyitott ut D,-ben.

Legyen A1 := min{g(uv) — z(uv) : uv elére éle P-nek} és Ay = min{z(v,u) : uv hétra éle P-nek}. Legyen
A = min{A;, Az}. Ekkor A pozitiv. Nevezziik P egy élét kritikusnak, ha A ezen az élen éretik el.

Moédositsuk z-t a kovetkezOképp. Ha wv elére éle P-nek, ugy a D uv élén néveljik x(uv)-t A-val. Ha
uv hétra éle P-nek, igy a D vu élén csokkentsiik z(vu)-t A-val. Konnyen ldthatd, hogy a mdédositott =’
megengedett folyam lesz, amelynek nagysiga A-val nagyobb, mint z-é. Kovetkezésképp, ha g egészértékii,
akkor a 2. eset csak véges sokszor fordulhat el8, vagyis véges sok novelés utan az 1. eset kovetkezik be, amikor
is az algoritmus véget ér. Tehat egész kapacitdsok esetén az MFMC tétel bizonyitast nyert.

Amennyiben g raciondlis, a nevezdk legkisebb kozos tobbszorosével a kapacitdsokat végigszorozva visszaju-
tunk az egész kapacitdsi esethez. e

Megjegyzendd, hogy ha g irraciondlis, akkor a fenti eljards nem biztosan ér véget véges sok lépésben
(amint az példdval demonstrilhaté). Masik hétrany, hogy még egész kapacitdsok esetén is az iterdciék szdma
aranyos lehet az el6fordulé legnagyobb kapacitdas nagysagaval. fgy az algoritmus bonyolultsiga az input
méretének exponenciélis fliggvényével ardnyos, azaz nem polinomidlis. (Egy szdm nagysédga a jegyei szdmdnak
exponencidlis fliggvénye.)

2.1.1 Skalazasi technika

Az aldbbiakban bemutatunk egy ligyes fogdst, amelynek segitségével bizonyos eljardsokat polinomidalis futds-
idejiivé lehet tenni. Haszndlatdt a maximalis folyam problémén szemléltetjiik, mert ott igen egyszeri, de
szamos alkalommal bonyolultabb koriilmények kozott is hasznélhaté.

Tételezziik fel, hogy a kapacitdsok egész szamok és kettes szamrendszerben vannak megadva. A leg-
nagyobb kapacitds alljon M jegybd8l. Osszesen M darab folyam problémat fogunk megoldani, mindegyik-
ben a megel6z6en megkapott maximalis folyamot hasznaljuk kiindulasi folyamként. Jelolje g; azt a kapcitas
fiiggvényt, amely tgy all eld, hogy minden élen az eredeti kapacitdsnak (balrdl) az elsé i jegyét tekintjiik, mig
a tobbit eltordljiik. Tegyiik fel, hogy a g¢; kapacitas fliggvényre nézve mar meghatdroztuk az x; maximalis
folyamot. Ekkor 2z; megengedett folyam a g;41-re nézve. A 2z;-bél kiindulva alkalmazzuk a fent leirt noveld
it médszert a g;4+1 kapacitas fiiggvényre vonatkozolag.

Miutdn minden e élre g;+1(e) értéke vagy 2g;(e) vagy 2¢gi(e)+1, legfeljebb élszamnyi novelés utan megkapjuk
az ;11 maximalis folyamot (a gi;1-re nézve). Osszesen tehat legfeljebb M|A| novelés segitségével megkon-
strudltunk egy eredeti kapacitasokra vonatkozé maximalis folyamot.

2.1.2 Legrovidebb novel6 utak

A fenti eljaras hatranya, hogy csak egész (és igy raciondlis) kapacitdsokra miikodik. Ezen nehézség lekiizdésére
J. Edmonds and R. Karp [1972] és E.A. Dinitz [1970] javasoltak, hogy minden iterdciéban a legkisebb élszdmui
novel6 utat valasszuk. Ez az egyszerli megszoritds lehetévé teszi, hogy a Ford-Fulkerson algoritmus bony-
olultsdgat |V| és |A| polinomjédval korldtozzuk, figgetleniil a kapacitdsok nagysdgétol. (Ezt persze ugy értve,
hogy a szdmokkal végzett alapmiiveleteket egyetlen lépésnek tekintjiik.)

TETEL 2.1.1 Ha a Ford-Fulkerson féle noveld utas algoritmusban mindig a legrévidebb néveld utat haszndljuk,
gy az eljdrds tetszdleges g kapacitds figguény esetén legfeljebb O(|V'||A|) névelés utin véget ér.

Biz. Jeldlje 0. (v) a v tdvolsdgat Dy-ben s-t6l. (Ha nincs egyéltalan s-bél v-be 1t, akkor o, (v) = 00). Legyen
P egy legrovidebb ut Dg-ben s-b6l ¢-be. Ekkor P mindegyik uv élére, o4 (v) = ox(u) + 1.

Lemma 2.1.2 Amikor P mentén végrehajtunk egy novelést, a o, (v) érték semmilyen v-re sem csdkken.

Biz. Nézziik meg milyen hatdssal van a novelés a D, segédgrafra. Mivel a folyamot D-nek csak olyan élein
véltoztattuk, melyek P éleinek felelnek meg, D, csupan P éleinél véaltozhat. Espedig, D!, lehetséges 1j élei P
élei megforditva, ugyanakkor P kritikus élei (ahol A felvétetik) eltlinnek D-b8l. A v pont s-t8l valé tdvolsdga
csak akkor csokkenhetne, ha olyan uw éleket adnank a segédgréfhoz, melyekre o (w) > o5(u) + 1, amibél a
lemma kovetkezik. o

A novelések sorozatat fazisokra bontjuk. Egy fézis sordn o, (t) ugyanaz marad. A lemma szerint legfeljebb
|V| — 1 fézis lehetséges.
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Lemma 2.1.83 Egy fdzison belil legfeljebb |A| novelésre kerilhet sor.

Biz. Jeldlje 0i(v) a v pont tavolsidgdt s-t6l az i fazis kezdetén az aktudlis segédgrafban. Nevezziink egy wv
élt i-szorosnak, ha o;(v) = o;(u) + 1. Az i-dik fdzis sordn csupén i-szoros éleket haszndlunk. Tudjuk, hogy
egy novelés legalabb egy i-szoros élt eltiintet az aktudlis segédgrafbdl és nem hoz be 1j i-szoros élt. Mivel a
segédgréfnak legfeljebb |A| darab i-szoros éle van, a lemma kovetkezik. o

Mindezeket Osszetéve kapjuk, hogy legfeljebb |V ||A| noévelésre van sziikségiink. e e

Ennek alapjan megéllapithatjuk, hogy az Edmonds-Karp és Dinitz féle algoritmus 06ssz-bonyolultsaga
O(|V||A]?), hiszen egyetlen névelés O(|A|) 1épést igényel.

Miutdn a fenti algoritmus futdsa sordn a rendelkezésre all6 legrévidebb noével6 utak koziil barmelyiket
vélaszthatjuk, a végil kapott maximaélis folyam filigg ezen véalasztasoktél. Nem igy a végss S!

Feladat 2.1.1 (a) A végiil kapott minimdlis 6 (S) vdgds fiiggetlen az algoritmus futdsdtél. (b) Ha X ésY
minimalizdlja az §4(Z) értéket az Gsszes st-halmazra, akkor X NY és X UY is minimalizdld st-halmazok. (c)
A minimalizdlé halmazok metszete S.

Feladat 2.1.2 Adott e élre hogyan lehet eldonteni, hogy (a) létezik-e olyan mazimdlis folyam, amely teliti e-t,
(b) minden maximdlis folyam teliti e-t.

Feladat 2.1.3 Algoritmikusan hatdrozzuk meg az ésszes {x,y} rendezett csicspdrt, amelyre létezik olyan X
halmaz, hogy s,z € X,y € V — X és X minimdlis vigdst hatdroz meg.

Feladat 2.1.4 Adott két kapacitds fiigguvény esetén algoritmikusan dontsik el, hogy létezik-e olyan S st-
halmaz, amely miondkét kapacitds-fligguényre nézve minimdlis vdgdst hatdroz meg.

Feladat 2.1.5 Adott c1 és ca kapacitds fiigguények esetén keressiink olyan ci-re nézve minimdlis st-vdgdst,
amely a ca-re nézve a lehetd legkisebb.

Feladat 2.1.6 Készitsiink algoritmust, amely adott koltségfiigguényre eldonti, hogy létezik-e k élidegen 1t s-bdl
t-be, melyek mindegyike minimalis koltségii.

Feladat 2.1.7 Digrdfban keressiink két diszjunkt halmazt, melyek egyike st-halmaz, mdsika t5-halmaz, gy
hogy befok dsszegiik minimalis.

2.1.3 Kombinatorikus alkalmazasok

Ismert, hogy az MFMC tételbdl konnyen levezetheté a Menger tételnek az irdnyitott él- és pontvaltozata is.
Hasznos megfogalmazni ezeknek az aldbbi kozos altalanositasét.

TETEL 2.1.4 (Menger: vegyes pont-él valtozat) Legyen D = (V, A) digrdf és legyenek k, | pozitiv egészek.
Akkor és csak akkor létezik D-ben kil élidegen 1t s-bdl t-be gy, hogy minden csicson legfeljebb | darab it ha-
lad keresztil, ha bdrhogy kihagyva egqy X C V — {s,t} halmazt (0 < |X| < k — 1), a maradékban minden
st-halmazbdl legaldbb (k — | X|)l €l lép ki.

Biz. Ha létezik a kivant utrendszer, akkor ennek legfeljebb | X| tagja haszndlhat X-beli pontot, tehdt a
maradék (k — |X|)l darab it D — X-ben halad, és ezért D — X minden st-halmazbdl halmazabdl legaldbb
(k — | X])l él kilép, vagyis a feltétel sziikséges.

Az elegenddség igazoldsidhoz feltehetjiik, hogy s-be nem 1ép be él és t-bdl nem 1ép ki. Haszndljuk a szokdsos
pont széthizds technikdt, azaz minden v € V csticsot helyettesitsiink két 1j csticcsal, melyeket jeldljon v’ és
v"". Vezessiink | parhuzamos élt v’-bdl v"’-be, torljiik s'-t és t”-t, végiil minden uv € A élre vezessiink egy
élt u”-b8l v'-be. Az igy keletkezé D' = (V', A") digrafban legyen a g kapacitéds fiiggvény azonosan 1. A tétel
feltételébdl adédik, hogy minden S C V' s"#-halmazra d,(S) > kl. Ezért az MFMC tétel miatt létezik ki
nagysagu folyam, amely egészértékii. Ez a folyam felbomlik korfolyamokra és kl utfolyamra, amely az eredeti
D digréfban a konstrukcié miatt kl élidegen tutnak felel meg gy, hogy minden csicson legfeljebb | halad
keresztiil. e

Figyeljiik meg, hogy az | = 1 specidlis esetben az iranyitott Menger tétel pontidegen valtozatat kapjuk k
darab bels6leg pontidegen st ut 1étezésérdl, mig a k = 1 esetben az élidegen valtozatot [ darab élidegen st it
1étezésérél. (Mivel ilyenkor Osszesen [ élidegen utat keresiink, az a kivdnsdg, hogy minden csicson legfeljebb
csak [ haladhat keresztiil automatikusan teljesiil, {gy kihagyhatd.)

TETEL 2.1.5 (Egawa, Kaneko, Matsumoto) Fgy D = (V,A) digrdf élei akkor és csak akkor
szinezhetdk ki dgy | szinnel, hogy mindegyik szinben létezzék k belséleg pontidegen 1t s-bél t-be, ha bdrhogyan
kihagyva egy X CV — {s,t} halmazt (0 < |X| < k—1), a maradékban minden st-halmazbdl legaldbb (k — | X|)l
€l lép ki.
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Biz. Mivel a feltétel ugyanaz, mint a 2.1.4 tételben szerepld feltétel, igy csak azt kell igazolnunk, hogy az
élek megkivant tulajdonsigu [-szinezése pontosan akkor létezik, ha 1étezik kil élidegen st-ut gy, hogy minden
csucson legfeljebb k 1t halad keresztiill. Mindenesetre az [l-szinezés létezése rogton maga utdn vonja a kil
élidegen 1t létezését, igy csak a forditott irdnnyal kell térédniink.

Tekintsiik tehat a 2.1.4 tétel altal biztositott kl élidegen utat. Feltehets, hogy a digrafban nincs is maés él,
mert azokat kitorolhetjiik. Ekkor minden v € V — {s,t} pont befoka megegyezik a kifokdval (és legfeljebb 1),
tovabba s-bél kl él 1ép ki és t-be ki él 1ép be.

Készitsiik el a kovetkezd pdros grafot. Minden v € V — {s,t} csicsot helyettesitsiink két 1j csicesal,
melyeket jeloljon v’ és v”. kozott. Az s pontot helyettesitsiik az si,..., s} 1j pontokkal, mig t-t a t7,... ¢t}
pontokkal. Vezessiink | — g(v) = | — 6(v) parhuzamos élt v’ és v” kozott. Minden uv élre vezessiink uv egy
élt u' és v" kozott. Végiil az s-bél kifutd kl darab élt osszuk k darab l-es csoportba tetszdlegesen és az i-dik
csoportban 16v6 [ darab sv él mindegyikére kossiik ossze s;-t v’-vel. Analég médon a t-be befuté ki élt osszuk
k darab I-es csoportba tetszdlegesen és az i-dik csoportban 16v6 [ darab ut él mindegyikére kossiik 6ssze u''-t
és t;-t. A keletkezd pédros graf minden csicsa l-ed foku lesz. fgy Koénig élszinezési tétele miatt ennek éle
felbonthaték [ darab teljes parositdsra. Konnyen ellendérizhetd, hogy egy teljes parositas éleinek megfeleld
élhalmaz az eredeti digrafban k bels6leg pontidegen utat definidl s-bdl t-be. o

TETEL 2.1.6 (Folkman és Fulkerson) Egy G = (S,T;E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik |
darab €lidegen k €éld pdrositds, ha
i(2) 2 Uk +12] = |U) (2.1)

fenndll U := SUT minden Z részhalmazdra, ahol i(Z) jeloli a Z dltal feszitett élek szdmdt.

Biz. Mivel egy M pérositas legfeljebb |U| — |Z] olyan élt tartalmaz, amelynek legalabb egyik végpontja nincs
Z-ben, gy legaldbb |[M| — (|U| — |Z|) darab |Z| &ltal feszitett élt tartalmaz. Igy, ha létezik | darab k &l
pérositds, akkor Z legaldbb I(k + |Z| — |U|) élt feszit, vagyis (2.1) sziikséges.

Az elegend8ség igazoldsdhoz készitsiink el egy D = (V, A) digrafot. Legyen V := U U{s,t}. Minden a € S
pontra vezessiink ! parhuzamos élt s-bdl a-ba, és minden b € S pontra vezessiink [ parhuzamos élt b-bél t-be.
Ezenkiviil G minden ab élét, ahol a € S, helyettesitsiik egy iranyitott ab éllel.

Allitas 2.1.7 D teljesiti a 2.1.5 tétel feltételeit.

Biz. Legyen X C U egy legfeljebb k — 1 elem® halmaz, és legyen Y C V — X egy st-halmaz. Legyen
Z:=(SNY)U(T—(XUY)). Az Y-b6l kilép§ D — X-beli éleket hdrom csoportba sorolhatjuk aszerint, hogy
a tovik s, a fejiik ¢, vagy Z fesziti ¢ket. Ennek megfeleléen dp_x(Y) =S — (X UY)|+UT NY|+i(Z) >
W = (XUZ)|+1U(k+12] = |U]) =I(k—|X]).

A 2.1.5 tétel szerint D éleit | szinnel szinezhetjiik gy hogy minden szinosztély tartalmaz k belséleg pon-
tidegen 1t s-bdl t-be. Mérpedig egy ilyen k utbdl all6 rendszer a G graf egy k éli parositdsanak felel meg. o
[ ]

2.2 AZ ELOFOLYAM ALGORITMUS

A Ford és Fulkerson altal bevezetett novelé utas médszer, illetve annak finomitott valtozata, az Edmonds-
Karp-Dinitz algoritmus segitségével erésen polinomidlis idében, nevezetesen O(nm?) lépésben meg tudtunk
hatérozni egy s-bol t-be men6 maximélis nagysagui folyamot és egy minimélis vagést, ahol n a csicsok szamat
jeloli, m pedig az élekét.

Az aldbbiakban bemutatunk egy ettdl gyokeresen kiilénboz6 eljarast, az igynevezett eléfolyam algorit-
must, amely minden szempontbdl feliilmilja a névelS utas médszert. Az eljards, amely A. Goldbergtél és R.E.
Tarjantdl szarmazik, elvileg is és gyakorlailag is hatékonyabb a néveld utas algoritmusnal. Nem hasznél néveld
utakat, nem haszndl segédgrafot, s6t még folyamokat sem! Mindegyik 1épése kicsiny, lokalis véltoztatdsbol
all (szemben a noveld utas eljardsnak egy egész it mentén torténd valtoztatdsdval), és helyességének illetve a
lépésszaméra adott korlatnak bizonyitdsa egyszerti.

Az eljards egyik kulcsa az, hogy folyam helyett annak egy relaxdcidjaval dolgozik. A D = (V, E) digraf
élhalmazén értelmezett x : £ — Ry fliggvényt el6folyamnak nevezziik, ha az s pont kivételével minden v
cstcsra v, (v) > 0, ahol v, (v) := 0.(v)—d(v). Egy t-t6l kiilénb6z6 v csicsot aktivnak mondunk, ha . (v) > 0,
mig ha v, (v) = 0 teljesiil, akkor passzivnak. Az x el6folyam akkor folyam, ha minden v € V — {s, ¢} csics
passziv. Egy e élt cs6kkenthet8nek (vagy pozitivnak) mondunk, ha z(e) > 0, és névelhetének (vagy
telitetlennek), ha z(e) < g(e). (Egy masik lehetséges interpretacié szerint minden v € V' — s pontbdl végtelen
kapacitdsi élt vezetiink t-be. Az igy keletkezd D’ graf egy folyama és egy D-beli el6folyam kozott egy-egy
értelmiien megfelel egymdsnak.)

Az eljardas masik lényegi része, hogy a csiucsokat egy h szintfliggvény segitségével szintekbe soroljuk; az
algoritmus sordn a csicsok id6énként fels6bb szintre 1épnek (lejjebb soha). Egy v csics aktudlis szintjét a



2.2. AZ ELOFOLYAM ALGORITMUS 17

h(v) > 0 szam jelzi. Az eljdrds sordn végig h(t) = 0 és h(s) = n, ahol n a csticsok szdma. Emiatt mindig van
olyan 0 < ¢ < n érték, amelyre a {v : h(v) = i} szint iires, azaz egy uv élt nevezziink felmendének illetve
lemendnek annak megfeleléen, hogy h(v) > h(u) vagy h(v) < h(u).

Az algoritmus bdrmely kézbensd dllapotdban adott egy z eléfolyam és egy h szint-fiiggvény, melyek a
kovetkez illeszkedési feltételeket teljesitik.

1. z(uv) > 0 esetén h(v) < h(u) + 1, azaz csokkenthetd él legfeljebb egy szintet 1ép fel.
2. z(uww) < g(uwv) esetén h(v) > h(u) — 1, azaz névelhetd él legfeljebb egy szintet 1ép le.

Mésként fogalmazva, felmend csdkkenthetd élre h(v) = h(u) + 1, és lemend novelhetd élre h(v) = h(u) — 1.
Az ilyen éleket nevezziik feszesnek. Az algoritmus csak feszes éleken fog el6folyamot valtoztatni. Miel6tt az
algoritmust ismertetnénk, megemlitjik az illeszkedési feltételek néhany egyszerti kovetkezményét.

Lemma 2.2.1 Ha az x elfolyam kielégiti az illeszkedési feltételeket, gy létezik olyan 0 < i < n inder,
amelyre a {v : h(v) = i} szint dres. Az S := {v: h(v) > i} halmazba nem lép be csokkenthetd él és S-bl nem
1ép ki novelhetd él. o

Kovetkezésképp, ha x torténetesen folyam, akkor s € S C V —t miatt x sziikségképpen maximalis nagysagu
folyam és a lemmabeli S halmaz minimaélis vagast hatdroz meg.

Lemma 2.2.2 Tetszdleges v # t aktiv pont szintje legfeljebb 2n — 2.

Biz. Indukciéval konnyen latszik, hogy minden eléfolyam elééallithaté irdanyitott korok és s-bol indulé irdnyitott
utak (karakterisztikus vektorainak) nemnegativ linedris kombinécidjaként. EbbSl adédik, hogy minden aktiv
pontba vezet s-b6l pozitiv (azaz csokkenthetd) élekbél 4ll6 irdnyitott ut. Mivel az 1. illeszkedési feltétel miatt
csokkenthetd él legfeljebb egy szintet 1ép fel és minden ¢-t nem haszndlé egyszeri ut legfeljebb n — 2 élbdl Aall,
ezért aktiv pont szintje legfeljebb n+n — 2. e

2.2.1 Az algoritmus lépései

Kiinduldskor minden v # s csucsra h(v) = 0, h(s) = n, tovabbd x(sv) = g(sv) minden s-b6l indulé élre, mig
az Osszes tobbi élre x(e) = 0. Ezen h és x nyilvan teljesitik az illeszkedési feltételeket. Az algoritmus minden
lépése vagy egyetlen pont szintjének eggyel torténdé megemelése vagy egyetlen él z-értékének mddositdsa.

Ha nem létezik aktiv csics, magyaran az aktudlis x el6folyam folyam, akkor az 2.2.1 lemmaéban latottak
szerint x maximalis folyam, és az algoritmus végetér.

Ha 1étezik aktiv csics, ugy vélasszunk ki egy maximdlis szintiit és jeloljik z-vel.

A. (Szintemelés) Ha nem létezik sem z-be felmend csokkenthetd él, sem z-bél lemend névelhetd él, akkor
helyezziik z-t eggyel magasabb szintre (azaz noveljiikk meg a h(z) értéket eggyel.)

B. (El6folyam médosités)

B1l. Ha létezik z-be belépd e = uz feszes él (azaz felmend csdkkenthetd él), ugy csokkentsik z(e)-t a
min{z(e),vz(z)} értékkel.

B2. Ha létezik z-bél kilépd e = zu feszes él (azaz lemend novelhetd él), igy noveljik x(e)-t a min{g(e) —
z(e),vz(2)} értékkel.

Két egymast kovetd szintemelés kozott végzett tevékenységet nevezziik az algoritmus egy fazisanak.
Miutdn csak aktiv pontnak emelkedik a szintje és minden aktiv pont szintje az 2.2.2 lemma szerint legfel-
jebb 2n — 2, szintemelés 6sszesen legfeljebb 2n2-szer fordulhat elé, vagyis legfeljebb 2n? fizis van.

Csak eléfolyam mdédositdskor keletkezhet 1ij aktiv pont éspedig a(z aktiv) z alatti w pont. Miutdn mindig
maximalis szintii aktiv pontot valasztunk, ha ez egyszer passzivd valik, akkor ugyanazon fézis sordan méar az
is marad. fgy egy fazis alatt minden élen az z-értéket legfeljebb egyszer mddositjuk. Kovetkezésképp az
algoritmus legfeljebb O(n?m) 1épés utdn végetér.

Jobb lépésszam becslés

Kicsit kortltekintébb becsléssel javithatunk a korldaton. Egy eléfolyam mddositdst nevezziink kiegyenlitonek,
ha a minimum v, (z)-n vétetik fel, azaz a mdédositds végrehajtdsa z-t passzivvd teszi. Ha a mddositds az e = wv
élen nem kiegyenlits, akkor e megszilinik feszesnek lenni. Nevezetesen, ha e felmend (lemend) él volt, akkor
Orajta az x-érték nulldra csokken (g(e)-re nd). Legkozelebb csak akkor lehet az e élen médositas, ha lemendvé
(felmen8vé) valtozott, tehat ha a h(u) (illetve h(v)) szint legaldbb kettével megemelkedett.

Mivel a legmagasabb szint kisebb, mint 2n, tetszOleges élen az egész algoritmus soran legfeljebb 2n nem-
kiegyenlité6 médositds fordulhat eld. fgy a nem-kiegyenlité6 mddositdsok teljes szama legfeljebb 2nm. Miutdn
egy fazis soran kiegyenlitd mdédositas legfeljebb n lehet, és a fazisok szdma legfeljebb 2n?, kapjuk, hogy a
kiegyenlité médositdsok teljes szdma legfeljebb 2n3. Ezeket Gsszevetve az algoritmus teljes lépésszdméra az
O(n®) becslés adédik.
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2.3 ARAMOK

Legyen f : E — R U{—oo} alsé kapacitéds, g : E — R U {+oo} fels6 kapacitds tigy, hogy f < g. Valamely
z : E — R vektorra és S C V részhalmazra legyen 0.(S) := Y (z(wv) : wv € E,uv belép S-be) és legyen
02(S) = 02(V — S). Az x vektort dramnak (circulation) nevezziik, ha teljesiil r4 megmaraddsi szabdly
(conservation rule), azaz 0-(v) = 0,(v) fenndll minden v csicsra. (Figyelem: az f-ben megengediink —oo
komponenst, ami persze csak annyit jelent, hogy az illet6 élen az dram értéke nincs alulrél korlatozva. Ez azt
is jelenti, hogy csak az olyan e élen rendeliink majd az f(e) < z(e) egyenlStlenséghez dudl valtozét, amelyen
az f(e) korldt véges. Analég médon a g-nek lehetnek 400 komponensei, de az x dram komponensei mindig
valésak. Az f alsé korldtban +oo-t, a g fels6 korldtban pedig —oo-t nem engediink meg. Néha el6irjuk, hogy az
f vagy a g komponensei egészértékiiek legyenek; ebbe beleértjiik a +oo-t is.) Az z dramot megengedettnek
(feasible) mondjuk, ha

f<z<g. (2.2)

Gyakorlat 2.3.1 (a) Igazoljuk, hogy x akkor és csak akkor dram, ha 9z(v) < 0 (v) fenndll minden v csidcsra.
(b) Ha x dram, akkor 02(Z) = 6.(Z) minden Z C 'V részhalmazra is fenndll.

Alapvet§ az aldbbi, Alan Hoffmantdl szdrmazé tétel.

TETEL 2.3.1 (Alan Hoffman, 1960) Akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha
07 (X) < 64(X) minden X CV halmazra. (2.3)
Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és (2.3) fenndll, akkor létezik egészértékii megengedett dram is.

Biz. (MFMC — Hoffman) Minden v € V csicsra legyen A\(v) := p5(v) —05(v). (Az itt kbvetkezd levezetésben
feltessziik, hogy f, g véges értékii: kis gyakorld feladat az dltaldnos eset kezelése.) Ha A mindenhol nulla, akkor
f megengedett dram, és készen vagyunk.

Ha X nem azonosan nulla, akkor az S = (v : A(v) > 0) és T' = (v : A(v) < 0) halmazok nem-iiresek.
Készitsiik el a D' = (V', A") digréfot ugy, hogy V' = V U {s,t} és A’ = AU (s,v) :v € SU ((v,t) : v €T).
Definidljuk a g’ kapacités fiiggvényt a kovetkez8képpen. g¢'(sv) := A(v) hav € S,¢’'(vt) := —A(v) hav € T,
és g'(a) := g(a) — f(a) ha a € A. Legyen M = > (A(v) : v € S). A kdvetkezd lemma a kapcsolatot irja le
egyrészt D megengedett dramai és D’ megengedett st folyamai kozott, masrészt D’ M-nél kisebb vagasai és
D (5.1)-et megsértd halmazai kozott.

Lemma 2.3.2 (a) Ha © M-nagysdgi megengedett st-folyam D'-ben (a g' kapacitdsra vonatkozéan), akkor
f+x (az eredeti A-ra megszoritva) megengedett dram.
(b) Ha 6y (X 4+ s) < M walamely X CV halmazra, akkor X megsérti a Hoffman féle (2.3) feltételt.

Biz. (a) A megengedettség, azaz f < f+x < g, kovetkezik a konstrukciébdl. A megmaraddsi szabély nyilvan
fenndll V' — (S UT) pontjaiban. Mivel x nagysidga M, minden s-bdl kilépé él telitett. fgy S-nek barmely v
pontjéra az eredeti grafban érvényes, hogy x(sv) + 0z (v) = 02(v), azaz p5(v) — 05 (v) + 02(v) = d(v), és igy
0f+2(v) = dp42(v), vagyis a megmaraddsi szabdly érvényes S pontjaiban is. A bizonyitds T pontjaira analdg
médon végezhetd el.

(b) A(S) =M > 6 (X +5) = 0g—5(X) + A(S — X) — A(T'N X), amibe A(S — X) = A(5) = A(SN X)-t
helyettesitve kapjuk, hogy 0 > d,— ¢ (X) = A(SNX) —ANTNX) = §g—5(X) = AMX) = g—s(X)+05(X) —0r(X),
vagyis 0g(X) < o7(X).

Feladat 2.3.2 Vezessik le Hoffman tételét az MFMC tételbdl, ha f-nek lehetnek {—oo}, g-nek pedig {+oo}
komponensei.

A fenti redukcié azt is mutatja, hogy egy maximaélis folyam illetve minimalis vagds meghatdrozédsara szolgald
algoritmus segitségével el lehet donteni, hogy teljesiil-e (2.3), és ha igen, akkor tudunk taldlni megengedett
aramot.

Megmutatjuk, hogy Hoffman tételébdl kénnyen kovetkezik az MFMC tétel (nemtrividlis irdnya).

Biz. (Hoffman — MFMC). Jeldlje my a szébanforgd minimum értékét. (Ez a minimum
nyilvdnvaléan 1étezik, merthogy véges sok szidm minimumdrdl van szé. Az viszont még ezen a ponton
nem vildgos, hogy létezik maximélis nagysdgi folyam.) Adjunk D-hez egy Uj e = ts élt és definidljuk

f(e) =mg,g(e) := {oo}. Az eredeti éleken legyen f mindenhol nulla.
Konnyen latszik, hogy most (2.3) fenndll, és igy az 2.3.1 tétel szerint létezik megengedett dram (amely
rdaddsul egészértéki, ha g az). Kihagyva a hozzdvett e élt, my nagysigui folyamot kapunk. e
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2.3.1 Haldézati matrixok

Fontos megjegyezni, hogy a halézati métrixokkal megadott poliéderek nemiirességének feladata megoldhaték
dram problémaként. Legyen D = (V, E) irdnyitott graf, F' feszit§ fa és legyen N := E — F' a nem-fa élek
halmaza. Legyen adott f = (fr, fn) és ¢ = (gr, gn) korlat, melyekre f < g. Jeldlje az F-hez tartozé (0, £1)-es
hélézati métrixot A, mig a D digraf (0, £1)-es pont-él incidencia matrixdt B. Legyen tovdbbd x = (zr,zn).

TETEL 2.3.3 A {z : fr < Azny < gr,fn < an < gn} poliéder akkor és csak akkor nemdiires, ha a
{z: Bz =0, f <z < g) megengedett dram poliéder nemdires.

Biz. Amennyiben x = (zp,xn) dram (azaz Bx = 0), gy konnyen latszik, hogy zr = Axzn, és persze
cx = cyry. Emiatt f < z < g ekvivalens a fr < Axzn < gr, fv < v < gn feltételekkel. Forditva,
tegyiik fel, hogy xn kielégiti ezen utébbi egyenlétlenségeket. Minden e € N nem-fa élhez legyen x. az (1, a.)
vektor, ahol a. az A métrix e-hez tartozé oszlopa. (M4dsszéval, xe. az e élhez tartozd C. alapkor 0, +1-es
incidencia vektora.) Ekkor persze x. aram, és igy az  := Y (zn(€)Xe : € € N) is dram, méghozz4 olyan, hogy
z(e) = zn(e), ha e € N. Lathatd, hogy fr < Axn < gr azzal ekvivalens, hogy fr(e) < z(e) < gr(e) minden
e € F élre fenndll. e

Gyakran az dramnél ltalanosabb fogalmat tekintenek. Példdul az x vektorra azt irjuk elé, hogy minden
v pontra g, (v) — 0z (v) = b(v), ahol b : V — R elére adott vektor. Vagy még éltaldnosabban, adott p: V —
RU{-o0},b:V — RU{oo} esetén (p < b) minden v csticsra legyen

p(v) < 02(v) — 02 (v) < b(v). (2.4)

Egy egyszerli fogdssal azonban ez a feladat dram probléméavé alakithaté. Nevezetesen, vegyilink fel egy 1j s
csucsot, és D valamennyi pontjdbol vezessiink egy-egy élt s-be. Egy uj vs élen legyen f(vs) := p(v), g(vs) :=
b(v). Jeldlje a kibdvitett élek halmazdt E’. Tetszbleges z : E — R vektorhoz legyen 2’ : E' — R a
kovetkez8képpen definidlva: z'(e) := z(e) hae € E, és 2'(e) := 0z (v) — 62 (v) ha e’ = vs (v € V). Hasonléképp
terjesszik ki f-t és g-t az 4j élekre: f(us) := p(u), g(us) := b(u). Kénnyen latszik, hogy x akkor és csak akkor
teljesiti (2.2)-t és (2.3)-t, ha 2’ megengedett dram.

Feladat 2.3.3 Hoffman tételének dltaldnositdsaként igazoljuk, hogy akkor és csak akkor létezik az (2.2)-t és
(2.4)-t kielégité x vektor, ha pf(X) — 64(X) < min(p(X),b(V — X)) fenndll minden X C V -re.

March 9, 2009umaxfo
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Fejezet 3

KOLTSEGES FOLYAMOK ES
ALKALMAZASAIK

Legyen adva D = (V, A) irdnyitott graf az s forrds- és a t nyel§ponttal. Adott még az éleken a g nem-
negativ kapacitds fliggvény és a ¢ nemnegativ koltségfiiggvény. Feltessziik, hogy g egészértékii. Korabban mér
lattuk, hogy miként lehet egy maximalis M nagysagui s-bdl t-be vezetd folyamot polinom id6ben kiszamitani.
Most minden 0 és M kozé esO k egészre szeretnénk taldlni egy olyan k£ nagysagu folyamot, melynek koltsége
minimalis. Egy z folyam koltségét a cz = > _[c(e)z(e) : e € A] skaldris szorzattal definidljuk. Azt mondjuk,
hogy a z st-folyam minimadlis koltségili folyam, ha z a legkisebb koltségli a megengedett, z-vel azonos
nagysagu st-folyamok koziil.

3.1 Minimalis koltségii folyam algoritmus

Az aldbbiakban ismertetjiik Ford és Fulkerson [1962] algoritmusédt. Legyen m : V — Z, olyan fiiggvény a
V-n, amelyre 7(s) = 0 < w(v) < «(t) minden v € V-re. Ilyen fiiggvényt potencidlnak hivunk. Hasznélni
fogjuk a kovetkezd jelolést. ¢(uv) = c(uv) — w(v) + w(u), ahol uv € A. Potencidlok segitségével egy z folyam
cz koltségére az alabbi alsé korldtot nyerhetjiik.

> e(uwv)z(uwv) = Y [r(v) — m(w)]z(uv) + Y c(uv)z(uwv) = w(t)k + Y_[c(uv)z(uv) : c(uv) < 0] + > [e(uv)z(uv) :
c(uv) > 0] > w(t)k + Y e(uv)g(uv) + 0.

Ebbdl kévetkezik, hogy egy z folyam bizonyosan minimalis koltségli, amennyiben létezik olyan 7 potencidl,
amelyre az egyenl6tlenség egyenlGséggel teljestil. Ez pontosan akkor van igy, ha fenndll a kévetkez6 két
optimalitési feltétel.

m(v) — w(u) < c(uv) = z(uwv) =0, (3)

m(v) — w(u) > c(uv) = z(uwv) = g(uv). (44)

[TetszOleges 7 potencidlra a w(v) — 7(u) potencidl kiilonbség egy semleges koltségfiiggvényt definidl az
élhalmazon abban az értelemben, hogy minden k nagysdgu folyamnak ugyanaz a koltsége, éspedig k(w(t) —
(s)). Igy, ha a ¢ koltségfiiggvényt egy potencidl kiilonbséggel eltoljuk, akkor a kapott c(uv) = c(uv) —
(m(v) — m(u)) koltségftiiggvény ekvivalens az eredetivel. Ennek alapjin az optimalitési feltételeket gy is lehet
interpretdlni, hogy egy z folyam akkor és csak akkor minimalis koltségii, ha 1étezik egy olyan ¢ ekvivalens
koltségfiiggvény, amely ha egy uv élen pozitiv, igy a folyam az élen az alsé korldton van, azaz z(uv) = 0, mig
ha ¢(uv) negativ, ugy a folyam a a fels6 korldton van, azaz z(uv) = g(uv).]

Ford és Fulkerson mddszere a maximélis folyam kiszamitdsira vonatkozé Ford-Fulkerson algoritmus fi-
nomitasanak tekintheté. Minden lehetséges egész k értékre megkonstrudlunk egy minimélis koltségli k nagysdgui
folyamot. Az eljards az azonosan nulla folyammal és az azonosan nulla potenciéllal indul. Ezutén a folyam
nagysagat noveljik egyenként, illetve menetk6zben néha a potencidlt noveljiik gy, hogy az optimalitasi
feltételek végig fennallnak. Az algoritmus akkor ér véget, amikor maximélis nagysagu folyamot illetve egy
minimalis vagéast kaptunk.

ITERATIV LEPES Az altalanos helyzetben adott a z folyam és a 7 potencial, és ezek kielégitik az (i) és (ii)
feltételeket. Megkonstrudlunk egy D' = (V, A’) segédgrafot a kovetkez8képpen. D’-nek kétféle éle van: elbre
és hatra. Egy uv él el6re €1, ha uwv € A, é(uv) = 0 és z(uv) < g(uv). Egy uv él hatra él, ha vu € A,¢(vu) =0
és z(vu) > 0.
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Legyen S az s-b8l D’'-ben irdnyitott titon elérheté pontok halmaza. Két eset lehetséges.

1. Eset t ¢ S, azaz t nem elérhetd s-bél.

Legyen &1 = min(c(uv) : uv € 61(9), 2(uwv) < g(uw)) és e2 = min(—¢&(uwwv) : uwv € §7(V = 9), z(uv) > 0),
ahol az iires halmazon vett minimumot oo-nek definidljuk. Legyen ¢ = min(e1,¢2). Az optimalitdsi feltételek
és az S definici6ja miatt & pozitiv.

Amennyiben ¢ = oo, akkor az algoritmus végetér. Ebben az esetben az S-bdl kilépd eredeti élek mind
telitettek, mig az S-be belépé eredeti élek mindegyikén a folyam nulla. [gy tehat 55 (S) = val(z), az aktualis
z folyam maximadlis nagysdgu és az S-bol kilépd élek halmaza minimélis vagast hatdroz meg.

Legyen most € < 0o, és médositsuk 7-t ugy, hogy minden v € V' — S-re noveljik 7(v)-t e-nal. Az S ésaze
definicigjabdl rogton kapjuk:

Allitds 3.1.1 A mdédositott potencidl és a vdltozatlanul hagyott z folyam kielégiti az optimalitdsi feltételeket.

Készitsiik el az 4j segédgrafot és ismételjiik meg az eljarast. Figyeljiik meg, hogy a segédgrafban a régi S
altal feszitett élek valtozatlanok maradnak és ezért az s-bol elért pontok halmaza szigordan b&vebb lesz, mint
S. Ezért az 1. eset legfeljebb |V| — 1-szeri el6forduldsa utdn biztosan vagy az € = oo kovetkezik be, vagypedig
az alabbi 2. eset.

2. Eset t € S, vagyis t elérhet§ s-bél. Legyen P a D’-ben egy s-b6l t-be vezetd irdnyftott it. Médositsuk
2-t a kovetkez8képpen. Legyen 2’ (uv) = z(uv) + 1, ha uv a P-nek el6re éle és legyen 2’ (uv) = z(uv) — 1, vu a
P-nek hatra éle.

A modositdsbdl adddik:

Allitds 3.1.2 A mdédositott folyam és vdltozatlanul hagyott potencidl kielégiti az optimalitdsi feltételeket.

Ezzel az algoritmus leirdsat be is fejeztiik. Mi mondhaté az eljards futasidejérdl? Lényegében M darab
novelésre van sziikségiink (2. eset), {gy az eljards polinomimadlis, amennyiben mind az M minimdlis koltségii
folyamot meg kell hataroznunk.

Elképzelhetd persze olyan helyzet is, amikor példaul csak egy maximalis nagysdgu minimélis koltségl
folyamot kell kiszamitanunk. Ebben az esetben az algoritmus természetesen nem biztosan polinomidlis, hiszen
lépésszama az M nagysdgaval ardnyos. De még ebben az esetben is két fontos specidlis eset kezelhetd.

Ha a legnagyobb kapacitds nem tilsdgosan nagy (nevezetesen, ha |V| polinomjaval korldtozhatd), akkor a
fenti eljaras nyilvan polinomidlis, fiiggetleniil attdl, hogy a ¢ koltség-fliggvény egészértékii-e vagy sem.

Tegyiik most fel, hogy a kapacitdsok tetszélegesek, a koltség-fliggvény egészértékii és "kicsi”. Ekkor az
algoritmus koévetkez6 modositasa erdsen polinomialis algoritmust eredményez. Tekintsiik az algoritmus egy
kozbens6 helyzetét, amikor egy 7 potencidl rendelkezésre dll. A szoros élek digrafjdban (egy wv él szoros, ha
¢(uv) = 0) szdmitsunk ki (a Max-flow Min-cut algoritmusssal) egy maximélis nagysdgu z folyamot és egy S
minim4lis ki-kapacitasi st-halmazt. Ha D-ben minden S-be belépd és S-bél kilépd él szoros, akkor S minimélis
vagast hatdroz meg és az aktudlis z folyam maximalis nagysigu, amely kielégiti az optimalitasi feltételeket.
Ebben az esetben az algoritmus véget ér.

Amennyiben D-nek létezik nem-szoros éle, amely S-be be- vagy kilép, akkor e, ahogy azt fentebb az 1.
esetnél kiszamitottuk, véges lesz. Moddositsuk 7m-t gy, mint az elébb, azaz minden v € V — S-re noveljiik
7(v)-t e-nal.

Azt allitjuk, hogy a 7 (t) érték a D digraf valamely (irdnyitatlan értelemben vett) s-bdl t-be vezetd titjdnak
a koltsége. Valéban, minden folyam-noveléskor a segédgrafban van olyan st dt, amely szoros élekbdl all.

Kovetkezik, hogy a kiilonbéz6 w(t) értékek szdma (vagyis az 1. eset el6forduldsainak szdma) feliilrél
korlatozhaté az élek Ossz-koltségével. Tehat az eljards polinomidlis, ha a ¢ egészértékil és legnagyobb értéke
|V| polinomjaval korldtozhaté.

Van olyan példa (sorozat), amely azt mutatja, hogy ha c-nek csak az egészértékiiségét tessziik fel, akkor az
algoritmus nem polinomialis.

Feladat 3.1.1 Igazoljuk, hogy tetszéleges c esetén a fenti algoritmus véges sok lépésben véget ér.

March 9, 2009file: uminfo
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3.2 Részbenrendezett halmazok lancai és antilancai

Legyen P = {p1,...,pn} részbenrendezett halmaz. Egy ldnc elemszdmat néha a ldnc hosszdanak nevezik. A
leghosszabb lanc hossza a részbenrendezett halmaz magassaga. A legnagyobb antildnc elemszéma részbenrendezett
halmaz szélessége.

3.2.1 A Dilworth tétel és polarisa

FEl6szor a magassédgra és a szélességre vonatkozdan két fontos tételt bizonyitunk. Az elsé meglehetdsen egyszerii
(néha a Dilworth tétel poldrisdnak hivjdk):

TETEL 3.2.1 (poléris Dilworth) A P-t fedd antilincok minimdlis ¢ = ¢(P) szdma egyenlé a leghosszabb
lanc hosszdval, vagyis P magassdgdval.

Biz. Vildgos, hogy max < min. Az egyenl8ség igazoldsdhoz jelolje A1 a minimadlis elemek halmazat. Ez
nyilvén antildnc. Jeldlje ¢’ a P’ := P — A; magassiagat. Indukciéval P’ felbonthaté ¢’ darab antildncra, igy P
felbonthaté ¢’ + 1 darab antildncra. Mésrészt P’ barmely eleme nagyobb, mint A; valamelyik eleme, és ezért
P’ barmely ldnca megnovelhetd egy Ai-beli elemmel, vagyis P-ben van ¢’ + 1 elemfi lanc.

A fenti induktiv bizonyitds konnyen algoritmussa alakithat6, amely megtaldl egy antildnc felbontést és egy
lancot, melyekre egyenlGség &ll.

Legyen A; a P minim4lis elemeinek halmaza. Legyen Ay az A; elhagydsa utdn a minimadlis elemek halmaza.
Ezt folytatva megkonstrudljuk az Ai,..., A, antildncokbdl all6 felbontdsat P-nek. Most visszafelé haladva
eldallitunk egy c elembdl all6 lancot. Legyen a. az A. antildnc tetszlleges eleme. Az a. elem nem Kkeriilt
bele A._1-be, ezért van A._i-nek egy a.-nél kisebb a._1 eleme. Ez az elem nem keriilt A._2-be, tehdt van
Ac—2-ben egy a.—2 elem, amely kisebb, mint a.—1. Ezt az eljardst folytatva, megkapunk egy ¢ elemii lancot.

Feladat 3.2.1 Igazoljuk, hogy egy legaldabb ki 4+ 1 tagiu szdmsorozatban vagy van k + 1 tagi monoton névé
rész-sorozat, vagy van |+ 1 tagu szigorian monoton csékkend rész-sorozat. El6fordulhat-e, hogy mind a két
rész-sorozat létezik?

Ervényes tételt kapunk, ha a 3.2.1 tételben a ldnc és antilanc szavakat felcseréljiik:

TETEL 3.2.2 (Dilworth) A P-t fedd ldncok minimdlis a = a(P) szdma egyenld a legnagyobb antildnc
elemszamdval, vagyis P szélességével.

Biz. A max < min egyenlétlenség ismét nyilvanvalé. A forditott irdny igazoldsdhoz készitsiink el egy
G = (X,Y; E) péros grafot, melynek mindkét osztilya a P halmaznak felel meg és valamely x; elem y;-vel
akkor van Osszekotve, ha p; > p;j. (z; NINCS Gsszekotve y;-vel.)

Lemma 3.2.3 G tetszbleges M pdrositisinak megfelel P-nek egy n — |M| ldncbdl dlls felbontdsa.

Biz. Tekintsiik az X halmaz M &ltal fedetlen pontjait. Ezek szdma n — |M|. Legyen z; olyan pont, amelyet
M nem fed. Mindegyik ilyen z; elemhez megkonstrualunk egy C; lancot, a kdvetkezoképpen. Ha y; fedetlen,
akkor C} alljon az egyetlen p; elembdl. Ha y;-t fedi valamely M-beli z;y; él, akkor p; > p;, és legyen p; a lanc
kovetkezé eleme. Ha y;-t fedi valamely M-beli z,y; él, akkor legyen p; a lanc kévetkezd eleme. fgy folytatva,
a lancot addig noéveljiik, amig a lanchoz utolsénak vett p,, elemhez tartozd y., csicsot méar nem fedi M-beli
él.

fly médon az M altal nem fedett n — | M| darab X-beli csics mindegyikéhez definidltunk egy lancot P-ben.
A lemma kovetkezik abbdl, hogy az igy kapott ldncok paronként diszjunktak és lefedik P-t. e

Lemma 3.2.4 Legyen S C XUY a pdros graf éleinek minimalis lefogdsa. Ekkor P-ben van olyan A antildnc,
amelyre |S| + |A] = n.

Biz. El6szor belatjuk, hogy ha z; € S, akkor y; ¢ S. Ha indirekt mindkét cstics S-ben volna, akkor S
minimalitdsa miatt a grafnak létezne olyan z;y; illetve xxy; éle, melyekre y;, xx & S. Ekkor tehat px, > p; > pj,
amibél pi > pj, és igy xry; éle a grafnak. Ezt az élt viszont nem fogja le S, amely ellentmondés azt bizonyitja,
hogy valéban nem lehet x; és y; mindegyike S-ben.

Legyen most A := {p; : ©; € S,y; ¢ S}. Rogton latszik, hogy az A halmaz kielégiti a lemma kovetelményeit.

A két lemmaét felhasznalva Dilworth tétele rogton kévetkezik a Kénig tételbdl, ami szerint egy péaros grafban
a fliggetlen élek maximdlis szama egyenld az éleket lefogé pontok minimalis szdméval. e e
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3.2.2 Két altalanositas

A Dilworth tétel kitejesztéseként megvizsgdljuk, hogy a > 1 antildnc egyesitése maximum milyen nagy
lehet, a poldr Dilworth tétel kitejesztéseként pedig azt, hogy v > 1 lanc egyesitése maximum milyen nagy
lehet, Valamely B= {Bi, Ba,..., Bi} csalddra haszndljuk az UB = U(B; : i = 1,...,k) jelolést. A Cy =
{C1,C,...,Cy} lanc-csalddon ~ darab diszjunkt nemdiires ldncbdl 4llé csalddot értiink. Jeldlje C, a ~
lancbdl 4ll6 lanc-csalddok halmazat, mig C az Osszes lanc-csalddot magaba foglalé halmazt. Legyen ¢y, =
max{| UCy| : C € C4}, vagyis ¢y a legnagyobb halmaz elemszdma, amely el6all v ldnc egyesitéseként (azaz a
Dilworth tétel alapjan nem tartalmaz -nél nagyobb elemszdmi antildncot).

Az Ao = {A1, Ag, ..., Ay} antildnc-csalddon a darab diszjunkt nemiires antildncbdl 4116 csalddot értiink.
Jelolje A, az o antilancbdl all6 antilanc-csaladok halmazat, mig A az Osszes antilanc-csalddot magaban foglalé
halmazt. Legyen aq = max{| U Aqs| : Aa € Aa}, vagyis aa a legnagyobb olyan halmaz elemszdma, amely
el6all o antildnc egyesiteseként (azaz a polaris Dilworth tétel alapjdn nem tartalmaz a-ndl nagyobb elemszami
lancot).

Dilworth tétele szerint ¢, = n, a poldris Dilworth tétel szerint a. = n. Mi mondhaté cy-1dl (1 <~ < a) és
aa-16l (1 <a<e)?

TETEL 3.2.5 (Greene és Kleitman, 1976) a., = min{qa + |P — UC,| : C; € C}.
TETEL 3.2.6 (Greene, 1976) ¢, = min{gy + |P — UA,| : A, € A}.

Miutén egy ldncnak és egy antilancnak legfeljebb egy k6z0s eleme lehet, aq és ¢, legfeljebb akkora, mint a
szébanforgé minimum.

DEFINICIO Az A, = {A1, Aa, ..., A,) antildnc-csaldd és a C, = {C1, Ca, . .., C,} lanc-csalad ortogondlis,
ha
P = (UA,) U (UCy) (3.1)
és
A;NCj#Phacsak 1 <i<a, 1 <j<n, (3.2)
azaz a lanc-csaldd és az antildnc-csaldd egyiittesen lefedi P-t és mindegyik A; antildnc metszi az Gsszes Cj
lancot.

A 3.2.5 és 3.2.6 tételek nemtrividlis részeit atfogalmazhatjuk az aldbbiak szerint.
TETEL 3.2.7 Minden a-ra, 1 < a <c, létezik Ao € Ao €s Cy € C, valamely y-ra, amelyek ortogondlisak.
TETEL 3.2.8 Minden v-ra, 1 < v < a, létezik Cy € C, és Ao € A, valamely a-ra, melyek ortogondlisak.

A két tétel kozos altaldnositdsdnak bizonyitdsa a minimalis koltségli folyam algoritmuson fog alapulni.
Elevenitsiik ezt fel.

3.2.3 Minimalis koltségii folyam algoritmus

Legyen adva D = (V, A) irdnyitott graf az s forrds- és a ¢ nyeléponttal. Adott még az éleken a g nemnegativ
kapacitas fliggvény és a ¢ nemnegativ koltségfiiggvény. Feltessziik, hogy g egészértékt. Minden 0 és M kozé
es6 k egészre szeretnénk egy olyan k nagysdgu folyamot taldlni, melynek koltsége minimaélis. Egy z folyam
koltségét a cz = Y [c(e)z(e) : e € A] skaldris szorzattal definidljuk. Azt mondjuk, hogy a z st-folyam
minimdlis ko6ltségili folyam, ha z a legkisebb koltségli a megengedett, z-vel azonos nagysdgui st-folyamok
koziil.

Ismertetjiik Ford és Fulkerson [1962] algoritmusdt. Legyen w : V' — Z, olyan fiiggvény a V-n, amelyre
m(s) = 0 < 7(v) < 7(t) minden v € V-re. Ilyen fiiggvényt potencidlnak hivunk. Haszndlni fogjuk a
kovetkezé jelolést. ¢(uv) = c(uv) — m(v) + w(u), ahol uv € A. Potencidlok segitségével egy z folyam cz
koltségére az alabbi alsé korlatot nyerhetjiik.

S e(uwv)z(uwv) = Y [r(v) — m(w)]z(uv) + > e(uwv)z(wv) = w(t)k + > [c(uv)z(uv) : e(uv) < 0] + > [e(wv)z(wv) :
e(wv) > 0] > w(t)k + Y c(uv)g(uv) + 0.

Ebbdl kévetkezik, hogy egy z folyam bizonyosan minimalis koltségli, amennyiben létezik olyan m potencidl,
amelyre az egyenlGtlenség egyenlOséggel teljestil. Ez pontosan akkor van igy, ha fenndll a kévetkez6 két
optimalitési feltétel.

m(v) — w(u) < c(uv) = z(uwv) =0, (4)

m(v) — m(u) > c(uww) = z(uwv) = g(uv). (44)
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Minden lehetséges egész k értékre megkonstrudlunk egy minimalis koltségli k nagysdgi folyamot. Az
eljards az azonosan nulla folyammal és az azonosan nulla potenciallal indul. Ezutdn a folyam nagysagét
noveljiik egyenként, illetve menetkdzben néha a potencialt noveljiik ugy, hogy az optimalitési feltételek végig
fennéllnak. Az algoritmus akkor ér véget, amikor maximaélis nagysigu folyamot illetve egy minimélis vagést
kaptunk.

ITERATIV LEPES Az altalanos helyzetben adott a z folyam és a 7 potencial, és ezek kielégitik az (i) és (ii)
feltételeket. Megkonstrudlunk egy D’ = (V, A’) segédgrafot a kovetkez8képpen. D’-nek kétféle éle van: elbre
és hatra. Egy uv él el6re €1, ha uwv € A, é(uv) = 0 és z(uv) < g(uv). Egy uv él hatra él, ha vu € A,¢(vu) =0
és z(vu) > 0.

Legyen S az s-b8l D’-ben irdnyitott titon elérhetd pontok halmaza. Két eset lehetséges.

1. Eset t ¢ S, azaz t nem elérhets s-bél.

Legyen 1 = min{é(uv) : uv € §7(9), z(uv) < g(uv)} és e2 = min{—c(uv) : uv € 6T(V = S), z(uwv) > 0},
ahol az tires halmazon vett minimumot co-nek definidljuk. Legyen ¢ = min{e1,e2}. Az optimalitési feltételek
és az S definicidja miatt € pozitiv.

Amennyiben € = oo, akkor az algoritmus végetér. Ebben az esetben az S-bél kilépd eredeti élek mind
telitettek, mig az S-be belépé eredeti élek mindegyikén a folyam nulla. Igy tehst 57 (S) = val(z), az aktudlis
z folyam maximalis nagysagu és az S-bdl kilépd élek halmaza minimalis vdgast hataroz meg.

Legyen most £ < oo, és médositsuk -t igy, hogy minden v € V' — S-re noveljitk 7(v)-t e-nal. Az S és az ¢
definicigjabdl rogton kapjuk:

Allités 3.2.9 A mddositott potencidl és a vdltozatlanul hagyott z folyam kielégiti az optimalitdsi feltételeket.

Készitsiik el az 4j segédgrafot és ismételjiik meg az eljarast. Figyeljiik meg, hogy a segédgrafban a régi S
altal feszitett élek valtozatlanok maradnak és ezért az s-bol elért pontok halmaza szigorian b&vebb lesz, mint
S. Ezért az 1. eset legfeljebb |V | — 1-szeri eléforduldsa utdn biztosan vagy az € = oo kovetkezik be, vagypedig
az aldbbi 2. eset.

2. Eset t € S, vagyis t elérhet§ s-bSl. Legyen P a D’-ben egy s-bdl t-be vezetd irdnyitott ut. Mddositsuk
2-t a kovetkez8képpen. Legyen 2’ (uv) = z(uv) + 1, ha uv a P-nek elbre éle és legyen 2’ (uv) = z(uv) — 1, vu a
P-nek hatra éle.

A modositasbdl adddik:

Allitds 3.2.10 A mddositott folyam és vdltozatlanul hagyott potencidl kielégiti az optimalitdsi feltételeket.

Ezzel az algoritmus leirdsat be is fejeztik. Lényegében M darab névelésre van sziikségiink (2. eset), igy az
eljards polinomimalis, amennyiben mind az M minimalis koltségii folyamot meg kell hataroznunk.

3.2.4 A kozos altalanositas

A 3.2.7 és 3.2.8 tételek kozos dltalanositasa igy hangzik:

TETEL 3.2.11 AP = {p1,...,pn} részbenrendezett halmaz szélessége legyen a = a(P), magassiga ¢ = c¢(P).
Létezik egy olyan Co| A1, Az, ..., Ai| Ca=1,Ca—2,...,Ca—jy| Aiy41,.., Aig| Ca—jy—1,...,Ca—jp|... sorozat,
amely a Cq,Ca-1,...,C1 és az A1, Aa, ..., Ac sorozatok dsszefésiilésével keletkezik, ahol C; € C; és A; € Ay,
és a sorozat bdrmely tagjdra (akér C;, akdr A;) fenndll, hogy ortogondlis az utolsd &t megeldzd ellentétes tipusi
tagra. (Vagyis, A1, Az, ..., A;, ortogondlis Co-ra, Ca—1,Ca—2,...,Ca—j;; mindegyike ortogondlis A;, -re, stb.)

Biz. Feleltessiink meg P-nek egy D = (V, A) irdnyitott grafot, ahol V := {s,¢,x1,%2,...,Tn, Y1,Y2,---,Yn},
és A:={(s,x;) i =1,2,...,n}U{(yi,t) : i =1,2,...,n}U{z;y; : ha p; > p;}. Legyen minden e él kapacitdsa
g(e) =1, mig a koltsége c(e) = 1, ha e = z;y; és 0 kiilonben.

Alkalmazzuk a Ford és Fulkerson féle minimélis koltségli folyam algoritmust. Legyen z és 7 az algoritmus
egy kozbens6 édllapotdhoz tartozé folyam illetve potencidl. Ekkor z 0 — 1-értékii, m nemnegativ, w(s) = 0 és
kielégitik a kovetkezd optimalitasi feltételeket.

m(v) — w(u) < c(uv) = z(uwv) =0, (2)
w(v) — w(u) > c(uv) = z(uwv) = g(uv). (4)
frjuk fel, hogy a kiilonféle élekre mit jelentenek az optimalitési feltételek.

x;y; tipusu élre:

m(yi) — w(z:i) < 1= z(zsy:) =0, (2)
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m(yi) — m(zi) > 1= z(zy;) = L. (4)
x;y; tipusi élre (tehdt amikor p; > p;):

m(y;) — m(@i) <0 = z(ziy;) =0, (4)
m(y;) — m(@i) > 0= z(wiy;) = 1.

sx; tipusu élre:

y;t tipusu élre:

Lemma 3.2.12 Minden i=1,...,n-re
m(yi) < mlai) + 1. (3.3)

Biz. Az (3.3) fenndll az algoritmus kezdetén. A folyamnéovelési 1épés nem befolydsolja (3.3)-t, egy po-
tencidlcsere pedig csak akkor ronthatja el, ha a csere el6tt 7(y;) = mw(z;) + 1 allt és z; elérhets volt a D’
segédgrafban, mikézben y; nem. Ebben az esetben 7'(y;) = 7'(x;) + 2 érvényes a médositott 7' potencialra.
Az (ii) feltétel (ha 7'-re alkalmazzuk) maga utdn vonja, hogy z(z;y;) = 1. Ezért 2(sz;) = 1 és a D’ segédgrafnak
az egyetlen x;-be 1ép6 éle y;x;. De ez ellentmond az indirekt feltevésnek, hogy z; elérhet6, mig y; nem. o

Lemma 3.2.13 Ha p; > p; és z(ziy;) = 1, akkor m(z;) = m(y;).

Biz. Amikor folyamnéveléssel a z(z;y;) érték 0-rél 1-re ndtt, akkor x;y; éle D'-nek és emiatt w(y;) —w(z;) =
c(ziy;) = 0. Az ezt kdvetd potencidleserék sordn, amig z(z;y;) = 1, az (i) feltétel alapjén a w(y;) > w(xs)
egyenlétlenség biztosan érvényben marad. Rdaddsul egy potencidlcserét kovetSen a m'(y;) = 7' (z;) + 1 helyzet
sem johet 1étre, mert ekkor x; elérhetd volna D’-ben az s-b&l, mikézben y; nem, ami viszont nem lehetséges,
miutdn y;z; az egyediili é1 D’-ben, amely belép z;-be. o

Jelolje P’ azon pp elemek halmazdt, melyekre z(xzpyn) = 0. Ekkor a Dilworth tétel bizonyitdsdban
latottakhoz hasonléan azon z;y; (¢ < j) élek halmaza, melyekre z(z;y;) = 1, megfelel egy C, ldnc-csalddnak,
ahol v = n—wval(z), és ez aldnc-csalad a P’ particiéjat adja. o := m(t)-re definidljunk egy Ao = {A1, A2, ..., Aa}
csalddot, ahol A; = {p; : m(z;) + 1 = 7w(y;) = i}.

Lemma 3.2.14 A, antildnc-csalddot alkot, amely ortogondlis C~-ra.

Biz. Elészér mutassuk meg, hogy mindegyik A; antildnc. Valéban, ha indirekt pp,,p; € A; valamely p., > p;
elemekre, akkor 7(y;) — m(xm) = 1, és ezért (ii) alapjan, z(zm,y;) = 1, ellentétben a 3.2.13 lemmaval.

(3.1) igazoldsa érdekében legyen p., olyan elem, amely nincs P’ = UC,-ban, ami azzal ekvivalens, hogy
2(Tm,Yym) = 1. Ekkor (i) miatt m(ym) — 7(zm) > 1, igy a 3.2.12 lemma miatt 7(ym) — 7(zm) = 1. Vagyis
7 (Ym )-t i-vel jelolve pm € Aj;, tehat (3.1) fenndll.

Igazoljuk végiil, hogy A, NC; # 0 (1 <i < a,1 < j < ~). Alljon a C; ldnc mondjuk a p; > ... > py
elemekbdl (k > 1). Ekkor z(yit) = 0, igy (ii) miatt n(y1) > w(¢t), amibél persze w(y1) = 7w(t) = a.
Hasonléan z(sxr) = 0, igy (i) miatt w(zx) < 0, amibél m(xx) = 0. A 3.2.13 lemmdabdl kapjuk, hogy
m(x1) = 7w(y2),m(x2) = 7(y3),...,m(xk—1) = 7(yr). Ezt a 3.2.12 lemmadval Gsszevetve kapjuk, hogy a
0 = m(xk), m(yr), T(Yr—-1), T(Yk—2), ..., m(y1) = « egész szamokbdl 4llé sorozat olyan, hogy minden tagja
legfeljebb eggyel nagyobb a megelézonél. ﬂy médon minden i-re (1 < ¢ < ) kell olyan m indexnek lennie,
amelyre 7(zm) = m(ym) + 1 = i. Vagyis pm € C; N A;. @

Tegyiik most fel, hogy a minimalis koltségii folyamot kiszamité algoritmus a kovetkezEképpen futott le.
Kiindulva a 7 azonosan nulla potencialbdl és a z azonosan nulla folyambdl, a folyam nagysiga egyenként ko-ig
nd, a potencidl nagysdga (ami definicié szerint a 7(t) érték) egyenként i1-ig, azutdn ismét a folyam nagysiga

ki-ig, ..., stb. Végil a folyam nagysidga kq-ra, a potencidl nagysdga i,-ra né. Az algoritmus a maximalis
nagysagu folyam elérésekor ér véget, amely nagysig esetiinkben n, azaz k; = n.
Legyen a := n — ko és ji := ki — ko (1 = 1,2,...,q). Az utolsé lemma alapjdn az algoritmus (ko, 1)

paraméterekkel jellemzett fazisdhoz a C, a tagui lanc-csaldd és az A; egytagi antildnc-csalad tartozik, melyek
ortogonalisak egymdésra. Ezutdn a potencidl nagysiga, mint méar emlitettiik, egyenként i;-re n6. A koézbensd
helyzetekhez tartozé As, As, ..., A;; antildnc-csalddok ortogondlisak a viéltozatlan C,-ra. Ezutdn a folyam
értéke egyenként ki-re né. A kozbenso helyzetekhez tartozd Co—1,Ca—2,...,Ca—j, lanc-csalddok ortogondlisak
a véltozatlan A;, -re, és igy tovabb. Ezzel a tétel bizonyitasit és az algoritmus ismertetését befejeztiik. o o
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Feladat 3.2.2 Dilworth utdn nevezzink egy mazimdlis (azaz a elemszdmi) antildncot D-antilancnak. Iga-
zoljuk, hogy a diszjunkt D-antildncok maximdlis szdma egyenld a D-antildncokat lefogo elemek minimdlis
szdmdval. (Segitség: Tekintsiik a 3.2.11 tételben lefrt sorozat A;,| Ca—1 tagjait.)

March 9, 2009file: lgreen
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Fejezet 4

PAROSITASOK

4.1 PAROS GRAFOK
4.1.1 Maximalis elemszamu parositasok

Az egész elmélet kiindulépontja Kénig klasszikus tétele.

TETEL 4.1.1 (Konig Dénes) Egy G = (S,T; E) pdros grdfban a diszjunkt élek mazimdlis v = v(G) szdma
egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T = 7(G) elemszdmdval.

Biz. Egy v elemi parositas lefogasahoz kell legaldbb v csics, igy az Osszes élhez is kell, ezért v < 7. Ebbdl
az is kovetkezik, hogy (%) egy v elemd L lefogds egy v elemd pdrositds minden élét pontosan egyszer fogja le.

A forditott irdnyhoz ldssuk be, hogy G élei lefoghaték v(G) ponttal. Indirekt, legyen G minimélis ellenpélda
abban az értelemben, hogy v(G) < 7(G), de minden G-nél kisebb G’ grafra v(G') = 7(G’).

Minden w cstcsot elkeriil maximdlis pérositds, mert ha valamelyiket nem, gy v(G — u) < v(G), és miutdn
G — u élei mar lefoghaték v(G —u) < v(G) — 1 ponttal, ezen lefogdshoz u-t hozzdvéve G éleinek egy legfeljebb
v(G) elemii lefogdsdt kapnank.

Legyen e = st a graf egy éle, melyre s € S,t € T. A G — e éleinek 1étezik v(G) eleml L := AU B lefogésa,
ahol A C S,B CT. Az L nem fogja le e-t, mert kiilonben G éleinek is v(G) elemii lefogdsa volna. G — s-nek
van v(G) elemi pérositdsa, amelynek B-t fed6 Mp része (x) miatt nem fedi A egyetlen pontjat sem. G —¢-nek
van v(G) elem( pdrositdsa, amelynek A-t fed6 Ma része (*) miatt nem fedi B egyetlen pontjit sem. De most
Ma U Mg U {e} parositdsa G-nek, melynek elemszdma |A| + |B| +1 = v(G) + 1, ellentmondés. e

A most kovetkezd algoritmikus bizonyitds lényegében Konig eredeti bizonyitdsa kicsit algoritmikusabb
nyelven elmondva. (K6nig nem tekintette explicit azt a kérdést, hogy miként lehet megtaldlni a szébanforgd
alterndlé utakat, de a bizonyitasabdl ez kozvetleniil kiolvashatd.)

Algoritmikus bizonyitas.

A nemtrividlis v > 7 irdny igazoldsdhoz konstrudlunk egy M pérositast és egy L lefogdst, melyek elemszama
ugyanaz. Az eljards tetszéleges M parositasbdl indul ki, ami kezdetben az iires halmaz is lehet. Az dltaldanos
lépésben vagy taldlunk egy nagyobb parositdst, és ekkor a nagyobb parositiasra vonatkozdan iteraljuk az
eljarast, vagy pedig egy |M|-mel megegyezé elemszdmu lefogdst, amikoris az algoritmus véget ér.

Irdnyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az Osszes t6bbi élt forditva. Jelolje Rs illetve Ry az S-ben illetve
a T-ben az M A&ltal fedetlen pontok halmazat. Jeldlje Z az Rs pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban
irdnyftott dton elérheté pontok halmazat (amit példdul szélességi kereséssel taldlhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy olyan Rg-t és Rrp-t
Osszekoté P utat, amely M-ben alterndl. Most M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb é1bél
all6 M’ parositds. (Technikailag az eljdrast nagyon egyszerli végrehajtani: a megtalalt 1t éleinek irdnyitdsat
egyszeriien megforditjuk.)

A masik esetben Rr diszjunkt Z-t8l. Z definiciéja folytdn Z-bél nem 1ép ki irdnyitott él. Ervényes tovabb4,
hogy Z-be nem lép be megiranyitott uv € M pérosités él, hiszen v csak u-n keresztiil érhet6 el, igy v csak
akkor lehetett iranyitott iton elérheté Rg-bdl, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (T'NZ) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja az &sszes élt, masrészt minden M-beli
élnek pontosan az egyik végpontjit tartalmazza, tehdt |M| = |L|.

A fenti bizonyitas egyuttal hatékony algoritmust is jelent a szébanforgé optimumok meghatirozasira. A
1épésszdm megbecsléséhez figyeljiik meg, hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat keresniink. Miutdn egyetlen
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it megkeresése az élszdmmal ardnyos id6ben torténhet, az 0sszlépésszam nem nagyobb, mint O(nm) (ahol n
a graf pontszdma, mig m az élszdma).
A Kénig tételhez szorosan kapcsolédik Hall tétele.

TETEL 4.1.2 Egy G = (S,T; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik S-t fedd pdrositds, ha teljesil a
Hall-féle feltétel:
IT(X)| > |X| minden X C S részhalmazra, (4.1)

ahol T'(X) jeldli azon T-beli pontok halmazat, melyeknek van szomszédja X -ben.

A tételt rogton kicsit dltaldnosabb alakban igazoljuk. Definidljuk egy X C S halmaz hidnyat a h(X) :=
(IX| = IT(X)]) értékkel és legyen p = (G, S) a maximdlis hidny, azaz

W= glg)s( h(X) (4.2)

TETEL 4.1.3 Egy G = (S,T; E) pdros grifban egy pdrositds dltal nem fedett S-beli pontok minimdlis szdma
egyenld p-vel.

Biz. A max < min egyenl6tlenség nyilvan fenndll. A forditott irdny igazoldsdhoz legyen M egy maximélis
(azaz v elemii) pérositds és L egy minimélis (azaz 7 = v elemii) lefogds. Legyen X := S — L. Ekkor M
pontosan |S| — v elemét nem fedi S-nek. Mdsrészt I'(X) C L — S és igy | X| — |I(X)| >|S—L|—|L -S| =
IS| =Ll =[S| =7 =[S| —v. e

Legyen F az S maximadlis (azaz p) hidnyud részhalmazainak rendszere, vagyis F := {X C S : | X|—|['(X)| =
u}. Az F tagjait roviden max-hidnyd halmazoknak fogjuk hivni. Az elébbi bizonyitds mutatja, hogy egy-egy
értelmli kapcsolat all fenn a minimadlis lefogdsok és a max-hidnyu S-beli halmazok ko6zott: Ha L minimélis
lefogds, akkor S — L max-hidnyt halmaz, mig ha H C S max-hidnyd halmaz, akkor I'(H) U (S — H) minim4lis
lefogés lesz.

Lemma 4.1.4 F zdrt a metszet és unid képzésre.

Biz. Konnyt ellendrizni, hogy a h fliggvény szupermoduldris, azaz h(X) + h(Y) < A(X NY) + A(X UY).
Tegyiik most fel, hogy X és Y két maximalis hidnyd halmaz (azaz F elemei). Ekkor p+ p = h(X) + h(Y) <
AM(XNY)+h(XUY) < p+ u, és emiatt valdban h(X NY) = p, h(XUY) =p. o

A lemma&bdl kovetkezik, hogy az 6sszes max-hidnyu halmaz metszete is és unidja is max-hidny1, azaz létezik
egy egyértelmil legszlikebb és egy legb6vebb max-hidnyd halmaz. Megjegyzend6, hogy Kénig fenti alternéld
utas algoritmusa segitségével e két halmaz konnyen megkonstrudlhaté. Példaul, a legsziikebb K max-hidnyu
halmaz, amint azt konnyl kimutatni, éppen Z N S lesz, ahol Z jeldlte az irdnyitott segédgrafban az Rs-bél
elérheté pontok halmazdt. Ez egytttal azt is mutatja, hogy az algoritmus dltal produkalt (S — K UT'(K))
lefogds nem fiigg az algoritmus futdsatdl (szemben az algoritmus &ltal szolgaltatott parositdssal). A sulyozott
parositasi algoritmus bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz még az aldbbi hasznos megfigyelésre.

Lemma 4.1.5 Legyen K C S a legsziikebb maz-hidnyu halmaz G-ben. Ha a grdfbol kitoroljik az dsszes olyan
élt, amely T'(K) és S — K kizott vezet, akkor a létrejovd G’ grdfban a mazimdlis hidny ugyanaz, mint G-ben.
Tovdbbd G és G' maz-hidnyi halmazainak rendszere ugyanaz.

Biz. Miutdn G egy M maximdlis parositdsdnak a I'(K)-t fedd élei mind K-ban végzédnek, az M benne van
G’-ben is, vagyis G’ max hidnya legfeljebb akkora, mint G-é, de persze kisebb nem lehet, mert G’ részgréfja
G-nek. Ebbél az is kovetkezik, hogy a G egy max-hidnyd halmaza G’-ben is max-hidnyd. Legyen most X
tetsz6leges max-hidnyt halmaz G’-ben. Mivel K max-hidnytd G’-ben is, a 4.1.4 lemma szerint K N X is max-
hidnytd G’-ben. De akkor K N X max-hidnyd G-ben, hiszen K N Xbél indulo’élt nem torsltiink, és igy a K
minimalitésa folytdn K C X. Ekkor viszont I'(X) = I (X), azaz X max-hidnyti G-ben is. e

4.1.2 Sulyozott parositasok

TETEL 4.1.6 (Egervary) Legyen G = (V, E) teljes pdros grdf, melynek pontjai két n elemd osztdlyba van-
nak sorolva. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ szamokkal torténd sulyozdsa. Ekkor G
teljes pdrositisainak mazimdlis sulya egyenléd a nemnegativ siulyozott lefogdsok minimdlis siulydval, ahol nem-
negativ sulyozott lefogdson egy olyan 7 : V. — Ry fiigguényt értink, amelyre (u)+7(v) > c(wv) a grdf minden
uv €lére fenndll. Amennyiben c egészértéki, gy az optimdlis 7 is vdlaszthatd egészértékiinek.
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Egervarynak a 4.1.6 tételre adott eredeti bizonyitasanak a vaza a kovetkez6. Legyen 7w egy minimalis silytd
nemnegativ, egészértékli silyozott lefogds. (A 7 silydn a > [w(v) : v € S U T)] dsszeg értendd.) Feltehetjiik,
hogy 7 az S elemein mindeniitt pozitiv, mert ha nem, akkor az S-beli pontokon eggyel novelve, a T-beli
pontokon eggyel csokkentve mdr ilyen lesz. Amennyiben azon élek G részgrafjdban, melyekre 7(u) + 7(v) =
c(uv) létezik teljes M pdrositds, gy M maximdlis silyd pérositds, melynek siilya egyenld a m(v) értékek
Osszegével. Ha viszont Gr-ben nincs teljes pérositds, gy Kénig vagy Hall tétele alapjan létezik hidnyos X
halmaz, azaz olyan, amelynek | X|-nél kevesebb szomszédja van. A  értékeit az X pontjain eggyel csokkentve,
a Ig, (X) pontjain pedig eggyel novelve, egy mésik nemnegativ, silyozott lefogdst kapunk, amelynek silya
kisebb, mint 7-€é, ellentmondésban 7 minimalis valasztdsdval.

Ez a bizonyitas konnyen algoritmizalhatd, hiszen tetszOleges 7 sulyozott lefogdsbdl kiindulva vagy talél egy
maximalis suly1 teljes parositéast, és ekkor az aktudlis 7 is optimalis, vagypedig talal egy jobb silyozott lefogast,
amivel az eljarast iterdlva véges sok 1épés utan az elsé eset kovetkezik be. Egy kézenfekv6 gyorsitédsi lehetdség
azonnal kindlkozik: a 7 silyozott lefogds mddositdsakor ne eggyel noveljiink vagy cstkkentsiink, hanem a
legnagyobb olyan § értékkel, amelyre a médositott ' még sulyozott lefogds. Az igy nyert eljarast nevezziik
Egervéry algoritmusdnak. (Hangsilyozzuk, hogy ez nem ugyanaz, mint a H. W. Kuhn altal kifejlesztett
primél-dudl eljards, amit ma valdjdban a vildgban Kuhn javaslata nyomdn Magyar Mdédszernek hivnak.)

Az Egervary algoritmusnak az az el6nye is megvan, hogy nem egészértékii c sulyfiiggvényre is miikodik,
bar ekkor még az is kérdés, hogy az eljards véges-e egyaltaldn, és Egervary valdjadban a nemegész c esetét nem
algoritmikusan, hanem folytonossagi megfontoldsokkal intézte el.

Nem kevésbé fontos a masik kérdés, hogy Egervary algoritmusa milyen hatékony, akar egész a ¢, akar nem.
Példaval megmutathatd, hogy ha tetsz6leges olyan X halmazt hasznalunk a m mdédositasdra, amely megsérti
a Hall-féle feltételt, akkor az algoritmus nem polinomidlis futdsidejii (és ez a kellemetlenség még akkor is
el6fordulhat, ha X maximalis hidnyd halmaz.) Rdaddsul irraciondlis koltségek esetén még azt sem tudjuk,
hogy az algoritmus véges sok lépés utan megéll-e.

Egervary azonban bizonyitasdban azt javasolja, hogy a m valtoztatdsat annak a maximalis hidnyd X halmaz-
nak a segitségével végezziik, amelyet Kénig alterndlé utas algoritmusa szolgdltat, amely tehét a(z egyértelmii)
legsziikebb max-hidnyd halmaz. Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy Egervary algoritmusa ilyenkor polinomidlis,
s6t erésen polinomidlis futdsidejii. Mivel nem jelent semmilyen tobblet nehézséget, a bizonyitast rogton a tétel
azon csoppnyit altaldnosabb alakjdra mondjuk el, amikor a paros graf nem feltétleniil teljes, csupan azt irjuk
eld, hogy tartalmazzon teljes parositast.

TETEL 4.1.7 Tegyiik fel, hogy a G = (S, T; E) pdros grdfnak van teljes pdrositdsa. Legyen tovdbbd c: E —
R az éleknek egy nemnegativ szamokkal torténd silyozdsa. Ekkor G teljes pdrositdsainak maximdlis silya
egyenld a sulyozott lefogasok minimalis silydval, ahol silyozott lefogdson egy olyan 7 : V — R fligguényt értink,
amelyre m(u) + 7(v) > c(uv) a graf minden wv élére fenndll. Amennyiben c egészértéki, gy az optimdlis T is
vdlaszthatd egészértékinek. Amennyiben G teljes pdros grdf, az optimdlis m vdlaszthaté nemnegativnak.

Biz. Tetszdleges M teljes parositdsra és m stlyozott lefogdsra fenndll, hogy Y (w(2) : z € SUT) = > ([r(u) +
7(v)] : wv € M) > > (c(wv) : uv € M), vagyis a minimum valéban lagaldbb a maximum. Az is kiolvashatd,
hogy itt egyenléség pontosan akkor &ll, ha az M pérositds minden uv éle pontos abban az értelemben, hogy
m(u) + 7w(v) = c(uv). Célunk tehdt azt kimutatni, hogy létezik egy olyan 7, amelyre nézve a pontos élek
grafjaban létezik teljes péarositéas.

Legyen 7 egy olyan stlyozott lefogds (egészértékii, ha c az), amelyre a pontos élek G, = (S,T; Ex)
részgrafjaban a p-(= |S| — v(Gx)) érték minimdlis, és ezen belill, az (egyértelmii) legsziikebb max-hidnyu
K C S halmaz a leheto legnagyobb. Készen vagyunk, ha a pr maximélis hidny nulla, mert ez épp azt jelenti,
hogy Gr-nek van teljes parositasa. Tegyiik fel tehat, hogy p- > 0. Mivel G-nek van teljes parositasa, biztosan
van olyan e éle G-nek, amely K és T — I'x (K) kozott vezet, ahol I'x(K) jeloli a K szomszédainak halmazit a
Gr-ben. Ilyen él nem pontos, igy a

0 :=min(m(u) + 7(v) — c(w) :uwv € E,u € K,v € T —T'x(K)) (4.3)

érték pozitiv. Moédositsuk -t gy, hogy a K-minden elemén J-val csdkkentjiik, mig I'x (/) minden elemén
o-val noveljik, azaz

veEK tan (v):=7()—5vel(K)ran(v):=n(v)+6, egyébként ' (v) := m(v). (4.4)

A § vélasztdsa miatt az igy médositott 7’ tovabbra is silyozott lefogds, amely egészértékii, ha c az volt. A
7'-ra vonatkozé pontos élek G+ grifja abban kiilonbozik G-t6l, hogy van legaldbb egy éle (ahol a §-t definidls
minimum felvétetett) K és T — I'x (K') koz6tt, de biztosan nincsen éle T NI (K) és S — K kozott (mikozben
Gr-nek lehetett). A 4.1.5 lemma szerint p,» = pr, és G-ben a legszliikebb max-hidnyd halmaz szigorian
bévebb, mint K, és ez ellentmond 7 vélasztdasanak.

Belattuk tehét, hogy van olyan 7 silyozott lefogds, amelyre a pontos élek részgréafjdban van teljes parositas.
Végiil tegyiik fel, hogy G teljes pédros graf, és igazoljuk, hogy 7 vélaszthaté nemnegativnak. Legyen a 7
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legnegativabb értéke —a ahol o > 0 és legyen w(v) = —a, ahol v mondjuk S-ben van. ekkor minden u € T
esticsra 7 (u) + w(v) > c(uv) > 0 miatt 7(u) > a. Igy ha 7-t tigy médositjuk, hogy S elemein néveljiik
a-val, mig T elemein csokkentjiik a-val, akkor egy mésik minimélis silyozott lefogas keletkezik, amelyik mér
nemnegativ. e

Az is beldthatd, hogy az optimadlis silyozott lefogds pontosan akkor vélaszthaté nemnegativnak, ha a
maximdlis silytd pdrositds teljes parositdson vétetik fel (amely feltétel persze teljes péros graf esetén fenndll.)

A bizonyitds alapjan Egervary algoritmusa a kovetkezs. Az algoritmus bemenete egy teljes parositassal
rendelkez6 paros graf, mig a kimenete egy maximdlis silyu parositds és egy minimélis sulyt silyozott lefogéas.
Szubrutinként sziikségiink van a sulyozatlan esetre vonatkozé fentebb ismertetett alterndlé utas algorit-
musra, amely egy tetszbleges G' = (S,T; E') paros grafban megkonstrudl egy maximdlis M’ pérositdst és
a(z egyértelmii) legsziikebb K’ C S max-hidnyd halmazt (melyekre tehdt |M'| = [IV(K')| + |S — K’|.) Hi-
vatkozds kedvéért ezt Kénig szubrutinnak nevezziik.

Az algoritmus egy édltaldnos 1épésében rendelkezésre 4l egy 7 silyozott lefogds (amely egészértékii, ha c az,
és amely kezdetben lehet példdul az azonosan « lefogds, ahol « a c(e) koltségek maximuma. Alkalmazzuk a
Koénig szubrutint a 7-re nézve pontos élek G, részgrafjara. Amennyiben Gr-ben van M teljes pérositas, ugy
az algoritmus az aktudlis 7 silyozott lefogds és M teljes pdrositas kiadasaval véget ér. Ha viszont Gr-nek
nincs teljes pdrositdsa, gy a szubrutin altal szolgdltatott (Gx-re nézve) legsziikebb K, max-hidnyd halmaz
segitségével 4.4 szerint médositjuk 7-t, és az eljarast iteraljuk.

Mi mondhaté az algoritmus 1épésszamaéro6l? Tekintsiik egy fazisnak az algoritmus azon szakaszit, amig a
pontos élek (egyre véltozd) részgrafjdban a maximadlis hidny valtozatlan. Nyilvan legfeljebb |S| fazis 1étezik.
Egy fézis sordn a szubrutint legfeljebb |S|-szer hivjuk meg, hiszen beldttuk, hogy a m cseréjekor a legsziikebb
max-hidnyu halmaz szigorian béviil. Vagyis a silyozatlan esetre vonatkozé alternédlé utas algoritmusnak legfel-
jebb |S|*-szeri meghivisival az algoritmus futdsa befejez6dik. Miutén Kénig algoritmusdnak lépésszaméra
O(|S||E]) korlat volt mondhaté, a lefrt stlyozott eljaras teljes futasideje O(|S|*|E)).

Bér ez a 1épészém nem kiilonosebben 1dtvanyos (és valéjdban hatékonyabb eljardsok is 1éteznek), mindenese-
tre azt megkaptuk, hogy az algoritmus polinomialis futdsidejli, sét erésen polinomiélis is abban az értelemben,
hogy a futdsidé egyéltaldan nem filigg a szerepld c koltségfiiggvénytdl, amennyiben feltessziik, hogy a szamokkal
végzett Osszadast, kivonast és Osszehasonlitast egyetlen 1épésben tudjuk elvégezni.

A jelen megkozelités elénye, hogy tisztdn mutatja a silyozatlan és a stlyozott pédrositédsi algoritmusok vis-
zonyat. A sulyozatlan Kénig-féle algoritmus teljesen szeparaltan, szubrutinként keriil felhaszndldsra. Amint
azt H. W. Kuhn megmutatta, a két eljaras dsszevonhat6, aminek talan hatranya, hogy az algoritmus Osszetettebbé
valik, de el6énye, hogy jobb 1épésszam becslés adédik. Most ismertetjiik a Kuhn altal javasolt Magyar Mddszert.

Kuhn algoritmusa silyozott teljes parositas meghatarozasara

Az §ltaldnos 1épésben tekintjiik a pontos élek altal (az SUT ponthalmazon) alkotott G részgrafot. Legyen
M egy mar rendelkezésre allé parositas Gr-ben. Iranyitsuk meg M éleit T-t6l S felé, mig az Gsszes tobbi G-
beli élt forditva. Jeldlje Rs illetve R az S-ben illetve a T-ben az M &ltal fedetlen pontok halmazat. Jeldlje
Z az Rs pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban irdnyitott uton elérhetd pontok halmazit (amit példdul
szélességi kereséssel taldlhatunk meg). Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy olyan
Rs-t és Rp-t 6sszekoté P utat, amely M-ben alterndl. Most M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél
eggyel tobb élbdl all6 M’ péarositds. Ekkor az eljards egy fazisa véget ér, és az 1ij M’ péarositdssal folytatva
iteraljuk az eljarést.

Nézziik most azt az esetet, amikor Rr diszjunkt Z-t6l. Legyen K, := Z NS és mdédositsuk 7-t a 4.4-ben
leirtak szerint. Ekkor az Rs-b6l elérheté pontok halmaza szigorian boviil. fgy egy fézis (ami alatt tehdt a
pontos élek grafjdban a maximdlis parositds elemszadma nem nd) |S| dtkeresd eljaras alkalmazdsa utdn véget
ér. Mivel egy ttkeresés O(|E|) 1épésben végrehajthaté és legfeljebb |S| fazis van, az algoritmus teljes futédsideje
O(|E||S]?).

A fejezet lezdrdsaképp megmutatjuk, hogy a maximadlis silyd (nem feltétleniil teljes) parositds meghatdrozdsdnak
probléméja egyszerl fogassal visszavezetheté a maximdlis silyu teljes parositaséra.

TETEL 4.1.8 Egy G' = (5", T"; E') pdros grdfban nemnegativ ¢ silyfigguény esetén a pdrositisok mazimdlis
v, silya egyenld a memnegativ (1) silyozott lefogdsok minimdlis 7. sulydval. Amennyiben c egészértéki, az
optimdlis 7' is vdlaszthatd egészértékiinek.

Biz. A v, < 7. egyenlétlenség nyilvanvald, igy csak a forditott irdnnyal foglalkozunk. Uj pontok esetleges
hozzavételével elérhetjiik, hogy a pédros graf két osztdlya egyforma méretii legyen. Egészitsiik ki a grafot 0
stulyu élek bevételével egy G teljes paros graffi. A sulyfiigvény ezen kiterjesztését tovabbra is jelolhetjiik
c-vel. A 4.1.7 tétel (mdsodik része) szerint G-nek létezik egy M teljes parositdsa és c-nek egy m nemnegativ
stlyozott lefogdsa, melyekre c(M) = Y m(v). Mivel az dj élek siilya 0, igy az 1j élek kihagydsdval M-bél
keletkez8 G'-beli M’ pérosités siilya valtozatlanul ¢(M). Miutdn 1j pontbdl (ha van) csak 0 silyd él megy
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ki, igy m értéke az 1j pontokon 0, vagyis, ha m-t megszoritjuk az eredeti pontokra, akkor a kelektezd m'-re
Sal(v) = 7w(v), ésfgy D 7' (v) =c(M’'). o

Végiil megjegyezziik, hogy tetszbéleges rogzitett k pozitiv egészre Ford és Fulkerson minimaélis koltségl
folyam algoritmusénak segitségével ki lehet szdmolni a maximdlis (vagy minimélis) stlyd k élii parositast, ha
ilyen parositds egyaltalan létezik.

file: umagyar,
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4.2 Minimalis koltségi fenyok

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, amelynek egy adott s pontjdbél minden mds pontja elérheté irdnyitott
dton, ami azzal ekvivalens, hogy D tartalmaz feszité s-fenySt. Adott az éleken egy nemnegativ ¢ : A — R4
koltség- (vagy mésnéven sily-) fiiggvény. Keressiink minimdlis 6sszkoltségli feszits s-feny6t.

Egy z: 2V 7° — R, halmazfiiggvényt c-megengedettnek neveziink, ha

cle) > Z(z(X) : e belép X-be) minden e € E élre. (4.5)

TETEL 4.2.1 [Fulkerson, 1974] Az s-feny6k minimdlis kéltsége egyenlé maz{d [2(X) : X CV —s] : 2
c-megengedett}. Tovdbbd, ha c egészértéki, akkor az optimdlis z vdlaszthatd egészértékinek.

Biz. Legyen F feszit6 s-fenyd és z egy c-megengedett vektor. Ekkor

o(F)=) (cla):e€ F)>> (D (2(X):ebelép X — be): e € F)>> ((X):XCV—5)  (46)

amibdl max < min kovetkezik. (4.6)-ben akkor van végig egyenldség, ha a kovetkez8 optimalitdsi feltételek
teljestilnek.

cle) = Z(Z(X) : e belép X-be) minden e € F élre, (4.7)

2(X) > 0 esetén pr(X) = 1. (4.8)

Az aldbbi algoritmus egy olyan F feszitd s-fenydt és megengedett z-t konstrudl, amelyre (4.7) és (4.8)
teljesiil. Két fazisbdl all. Az els6ben z-t konstrudljuk meg, mig a méasodikban F-t. Mindkét rész egy-
fajta értelemben mohé lesz. Az els§ fdzis minden 1épésében moédoitjuk a koltségfiiggvényt, és az aktudlis

koltségfiiggvényt ¢’-vel fogjuk jeldlni. Egy e élt a ¢ aktudlis koltségfiiggvényre nézve 0-élnek nevezziik, ha
c(e) = 0.

1. fazis Amig van V — s-nek olyan nemiires részhalmaza, amelybe nem Iép be 0-él, ismételjiik a kévetkezd
lépést. Vilasszunk egy olyan minimalis nemiires X C V — s részhalmazt, amelybe nem Iép 0-él. Legyen
2(X) := min(c'(e) : e belép X-be) és csokkentsiik ¢’ (e)-t a z2(X) értékkel az ésszes X-be 16p6 e élen.

A médositott ¢’ tovdbbra is nemnegativ, és mindazokon az X-be belépd éleken 0-va valt, amelyeken az
elébbi minimum eléretik. Az 1. fazis tehdt akkor fejez6dik be, amikor mar minden X C V — s részhalmazba
1ép be 0-él, vagyis amikor mar 1étezik 0-élekbdl &ll6 feszité s-fenyd.

2. fazis Az s pontbdl kiindulva, 0-élek egymds utdni hozzavételével felépitiink egy F s-feny6t. Ha az épitési
eljards egy lépésében tobb, mint egy olyan 0-él van, amely a mar megkonstrudlt részfenyé ponthalmazabdl
kilép, akkor azt az élt adjuk a részfeny6hoz, amely az 1 fazis soran a leghamarabb valt 0-éllé.

Az eléallitds szabdlyai miatt vildgos, hogy a megkonstrudlt z vektor c-megengedett, tovabbd, hogy (4.7)
fennall.

Lemma 4.2.2 z és F kielégitik (4.8)-t.

Biz. Legyen X olyan halmaz, amelyre z(X) > 0 és tegyik fel indirekt, hogy or(X) > 1. Ekkor a 2.
fazisnak van egy olyan pillanata, amikor az aktudlis F’ részfenyd olyan, hogy op/(X) = 1 és az F'-hoz éppen
hozzdadasra kertil6 e él belép X-be.

Tekintsiik most az 1. fizisnak azt a pillanatat, amikor z(X) pozitiv lett. Ekkor az X-be még nem lépett
0-él, ugyanakkor az X-nek mdr minden valédi nemiires részhalmazaba lépett. Specidlisan, az X — V(F")
halmazba is 1épett egy f 0-8l, és mivel ez X-be nem léphetett, igy f téve X NV (F')-ben van. Az f tehdt mér
z(X) pozitivva véldsdnak pillanatdban 0-él volt, amikor még e nem volt az. Miutdn az f éllel is lehetne névelni
az F' részfeny6t, ellentmondésra jutottunk a 2. fazis vdlasztdsi szabédlydval, amely szerint a legkordbban 0-é11é
valt éllel kell novelni az aktualis részfenyGt. e

A lemméabdl kovetkezik, hogy az algoritmus altal megtaldlt F' feszité s-feny6 és z megengedett dudlis
megoldés kielégitik az optimalitasi feltételeket, amibdl az algoritmus helyessége, valamint Fulkerson tétel is
kovetkezik. o o

Az el6bbihez kapcsolédik a kovetkezd probléma. Legyen D = (V,E) ismét egy irdnyitott graf éleinek
halmazén egy w sulyfliggvénnyel. Keressiink maximélis silyu fenyvest!

Egy (p,y) pért fedésnek neveziink, ha p : V — Ry és y : 2¥ — R, nemnegativ fiiggvények melyekre
w(u,v) < pv) + >(y(B) : u,v € B C V) teljesiil minden uv € E élre. A fedés értéke > (p(v) : v €
V)+ S u(B)(BI=1): BCV).
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TETEL 4.2.3 (Chu and Liu — 1965, Edmonds — 1967) FEgy fenyves silydnak mazimuma a fedések minimdlis
értékével eqyenld. Ha w egészértékid, akkor az optimdlis fedés is vdlaszthaté annak.

Biz. Konnyen latszik, hogy max < min. A forditott irdny belatdsdhoz egészitsiik ki D-t egy dj s pont-
tal és vezessiink s-bdl minden v € V pontba egy 1j sv élt. A megnédvelt D’ digréfon definidljunk egy c
koltségfiiggvényt a kovetkezéképpen. Az 1dj élek koltsége legyen M := maz(w(e) : e € E), mig minden eredeti
e € E élre legyen c(e) = M — w(e).

Az 4.2.1 tétel szerint létezik z : 2¥ — R c-megengedett vektor és egy D’-nek egy F feszitd s-fenybje
amelyek kielégitik (4.7)-t és (4.8)-t. Legyen p(v) :== M — > (2(B) : v € B), és |B| > 1 esetén legyen
y(B) := 2(B) (B C V). Kénnyen lithaté, hogy az gy kapott (p,y) fedést alkot, tovdbba, hogy az értéke
egyenld a D digraf F'N A fenyvesének sulyaval. e

Feladat 4.2.1 Legyen T C V — s adott halmaz olyan, hogy a digrdf minden pozitiv koltségii élének a feje
T-ben van (a kéltségfigguény nemnegativ). Olyan minimdlis koltségli s gyokerd fenyd keresése, amely T
minden pontjdt tartalmazza (de nem feltétleniil feszitd) specidlis esete a T-metszé halmazrendszerek kordbban
tdrgyalt lefogdsi problémdjinak. Mutassuk meg, hogy a feladat visszavezetheté a minimdlis koltségi feszitéd
fenyd problémdjdra.

Feladat 4.2.2 Igazoljuk hogy egy D = (V, E) digrdfban éleknek egy adott F C E részhalmaza akkor és csak
akkor egészithetd ki s gyokert feszitd fenybvé, ha nem lehet igy megadni a V — s halmaznak |V| — |F| darab
nemires részhalmazdt, hogy ezek egyikébe sem lép F-beli él és E — F minden eleme legfeljebb egybe lép.

(Utmutatés. Alkalmazzuk az 4.2.1 tételt alkalmas kéltségfiiggvényre.)
Feladat 4.2.3 Tegyiik fel, hogy adott V — s részhalmazainak egy {Ai,..., A} rendszere. Hogyan lehetne
algoritmikusan eldéntent, hogy a digrdf tartalmaz-e olyan feszitd fenydt, amely mindegyik A; halmazba pontosan
egyszer lép bele?

(Utmutatzis. Keressiink minimalis koltségli feny6t okosan védlasztott koltségfiiggvényre.)
Feladat 4.2.4 Tegyiik most fel, hogy létezik olyan s-gyokerd feszitd fenyd, amely az {Ai,..., A} halma-

zok mindegyikébe egyetlen éllel 1ép bele. Készitsiink algoritmust, amely az ilyen fenydk kézil eqy megadott
kaltségfiigguényre vonatkozé minimadlis koltségit taldl.

March 9, 2009file: lminfe
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4.3 Maximalis parositasok altalanos grafokban

Valamely G irdnyitatlan grafra jelolje v = v(G) a fiiggetlen élek maximédlis szdmét vagyis a legnagyobb
péarositas elemszamat. Lattuk, hogy az alterndlé utak moédszerével miként lehet paros grafban maximélis
elemszamu péarositdst megkonstrudlni. Az eljdrds egyittal bizonyitotta a Koénig tételt is, amely szerint a
szébanforgé maximum egyenlé a pontokat lefogd élek minimalis 7 szdmaval. Nem péros grafokban a v = 7
min-max reldcié mar nem feltétleniil igaz, amint ezt a haromszog példija mutatja. Itt v = 1,7 = 2. Az
altalanos grafokra vonatkozo jellemzés W.T. Tutte-t6l szarmazik.

TETEL 4.3.1 (Tutte) A G = (V, E) irdnyitatlan grdfban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
a pontok tetszéleges X részhalmazdra az X elhagydsdval keletkezd pdratlan (pontszami) komponensek szdma
legfeljebd | X|.

Az X elhagydsdval keletkez6 paratlan komponensek szamét jelolje ¢(X). TetszOleges M teljes parositas egy
paratlan pontszamui halmazbdl paratlan sok éllel 1ép ki, igy specidlisan legalabb eggyel. Ebbdl latszik, hogy
ha létezik teljes parositds, akkor q(X) legfeljebb | X|, azaz a Tutte-féle feltétel sziikséges.

Az elegenddséget kicsit altaldnosabb alakban igazoljuk. Amennyiben teljes parositds nem létezik, megkér-
dezhetjiik, hogy milyen nagy létezik, azaz mekkora v. Jeldljik a q(X) — | X| kiilénbséget v(X)-szel. (A Tutte
féle feltétel azt jelenti, hogy v(X) < 0.) Tegyiik most fel, hogy valamely X ponthalmazra v(X) > 0. Ekkor
tetszOleges M pdrositds legaldbb v(X) pontot nem fed le, vagy mésszéval M legfeljebb |V| — v(X) pontot
fedhet le, azaz

M| < (V] = 2(X))/2. (4.9)

Itt egyenl6ség akkor és csak akkor all, ha

(a) Az X elhagydsdval keletkezd bdrmely C' komponensre az M-nek a C-be esé része legfeljebb egy pont hijdin
fedi C-t. (b) X nem feszit M-beli élt.

(¢) M fedi X minden pontjdt.

Egy ilyen X halmazt gatnak neveziink. A Tutte tétel altaldnositdsa marmost a kovetkezd.

TETEL 4.3.2 (Berge-Tutte formula) G-ben a fiiggetlen élek mazimdlis v szdma egyenld max(|V|—~(X))/2-
vel, ahol a mazimum V dsszes X részhalmazdra megy.

A fenti meggondolés alapjdn a max < min egyenlétlenség kovetkezik. A forditott egyenlétlenség ekvivalens
a kovetkezivel:

Létezik olyan M péarositds és pontoknak olyan X részhalmaza, melyekre (a), (b) és (c) fennall.

Az aldbbi J. Edmondstdl szarmazé algoritmus ilyen M-et és X-et konstrudl meg. Az eljards fazisokbdl &ll.
Egy fazisban valamely kordbban megtaldlt M parositasbol indulunk ki és keresiink egy olyan P M-alternélé
utat, amely két szabad (azaz, M altal nem fedett) pontot kot &ssze. Nevezziik az ilyen utat néveld dtnak.

Amennyiben taldlunk egy P néveld utat, tgy az M’ := M ® P szimmetrikus differencia olyan parosités
lesz, amelynek eggyel tobb éle van, mint M-nek, és ekkor a kovetkezd fazisra tériink. Amikor az algoritmus
mar nem taldl M-alterndlé utat, akkor megad majd egy X részhalmazt, amely az aktualis M péarositassal
egylitt kielégiti a hdrom optimalitasi feltételt.

Legyen tehdt M valamilyen pérositds, S a szabad pontok halmaza és v € V — S-re jeldljikk u(v)-vel a v
pérositdsbeli szomszédjét. Az S pontjaira pedig definidljuk p(v) = v. Az eljards egy F M-alterndlé erddt
épit fel, amely a kovetkezd tulajdonsdgui erdé.

(i) F-nek |S| darab komponense van, mindegyike egyetlen szabad pontot tartalmaz, amely a komponens
gyokere.

(ii) F barmely pontjabdl a gyokérhez vezetd it M-alterndld.
(iii) Ha valamely fedett v pont F-ben van, akkor a vu(v) él is F-hez tartozik.

Az F erd6ben nem 1év6 pontok halmazit tisztdsnak hivjuk és C := C(F)-fel jeloljik. Nyilvan az M-
nek C-ben levo élei C-t parositjak. Kiilsé pontnak hivjuk az F' azon pontjait, melyek a gyokértol paros
tavolsdgban vannak. F' tobbi pontja bels6 pont. (Az elnevezés arra utal, hogy a végiil kapott kiilsé pontok,
amint majd az Edmonds-Gallai tétel nyoman kideriil, olyanok, hogy mindegyikhez van egy 6t nem lefed6
maximélis parositds, mig a belsé pontok mindegyikét valamennyi maximalis péarositas fedi.)

Kiinduldskor F' a szabad pontokbdl &ll és élt nem tartalmaz. Az altaldnos 1épés leirdsdhoz legyen F' M-
alternélé erd6. Harom esetet kiillonboztetiink meg.
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1. eset. Az F-nek létezik olyan u és v kiilsé pontja, melyek az F' kiillonboz8 komponenséhez tartoznak és
amelyek kozott vezet él a grafban. Ekkor az u és v komponensében a gyokerekhez vezet6 két alternalé utat
az uv él mentén Osszekapcsolva egy P noveld utat kapunk, és ekkor az adott fazis végetér.

2. eset. F-nek létezik olyan u kiils6 pontja, amely szomszédos egy v tisztdson 1év6 v ponttal. Ekkor az uv
élt és a vu(v) parosité élt F-hez véve nagyobb M-alternalé erdét kapunk.

3. eset. F-nek egy komponensében 1étezik u és v kiilsé pont, melyek szomszédosak. Ekkor az F-ben az u-t
és v-t Osszekoté egyértelmii Ut az uv éllel egyiitt egy paratlan kort alkot. Huzzuk 6ssze ezt a kort egy pontta.
Ekkor F-bdl egy masik alterndlé erd6 keletkezik, melynek az 6sszehizott pont kiilsé pontja.

Nevezziink valamely K péaratlan kort M-alterndlénak, ha valamely r pontjabdl a koron akarmelyik
irdnyba elindulva minden mésodik él M-beli. Az r pontot a kor bazisanak hivjuk. Az M-alterndlé kor
legfontosabb tulajdonsaga, hogy

(x) K barmely pontjabdl vezet a bézisba parositas éllel kezd6d6 alternalé tt.

A fenti 3. esetben egy M-alterndlé pératlan kort huztunk ossze. A () tulajdonsdgbdl latjuk, hogy ha az
Osszehizott grafban létezik noveld ut, akkor ebbdl elGallithatjuk az eredeti graf egy noveld dtjat. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy ha az 1. eset olyankor fordul el§, amikor mar bizonyos Osszehizasokat végrehajtottunk,
akkor az eredeti grafnak is el§ tudunk é&llitani egy noveld ttjat. Azt is megfigyelhetjik, hogy (esetleg
tObbszori) Osszehtizdssal keletkezett pont 8sképe olyan halmaz, amelyet a beleesd M-beli élek egy pont hijan
kipdrositanak.

TEHAT: Ameddig a 2. vagy 3. eset fordul el8, jarjunk el az ott leirtak szerint. Amennyiben az 1. eset
kovetkezik be, azaz az 6sszehuzott grafban van noveld ut, akkor keressiink az eredeti grafban ndvel6 utat és
egy nagyobb pérositast, majd térjiink a kévetkezo fazisra.

Vizsgaljuk most meg azt az esetet, amikor a fenti harom eset egyike sem all fenn. Jelolje X a belsé pontok
halmazat, C a tisztast és D a kiils6 pontok 6sképeinek halmazat. Emlékezziink ra, hogy belsé pont sohasem
Osszehizott pont. Kiilsé pontbdl csak belsé pontba vezet él, ezért G-ben az X elhagyasakor a kiils6é pontok
Osképei paratlan komponensek lesznek. fgy M és X kielégitik az optimalitési feltételeket. Evvel az algoritmus
leirdsat és egyuttal a Berge-Tutte formula igazoldsat befejeztiik. o

Feladat 4.3.1 Vezessiik le Tutte tételébdl: (a) Petersen tételét (amely szerint 2-élosszefiiggd 3-regquldris grdafban
létezik teljes pdrositds), (b) a Berge-Tutte formuldt, (c) Hall tételét.

4.3.1 Kritikus grafok

A péarositasok elméletében a kovetkezd fogalom alapvetd fontossagi. Egy gréfot faktor-kritikusnak vagy
roviden kritikusnak neveziink, ha barmely pontjat elhagyva létezik teljes péarositasa.

(A matroidelmélet el6addsban bebizonyitottuk Gallai Lemm4jat, amely szerint, ha G olyan &sszefliggé graf,
amelynek barmely pontjit elhagyva v(G) csokken, akkor G faktor-kritikus. A bizonyitds azon milt, hogy a
feltevés szerint G pdrositds matroidjanak M™ dudlisdban nincsen hurok és barmely két szomszédos pont
kételemii matroidbeli kort alkot. EbbOl a G Osszefiiggdségét felhasznédlva kdvetkezik, hogy a V' alaphalmaz
M*-beli rangja egy ,ami viszont azt jelenti, hogy G faktor-kritikus.)

Egy @ C V pératlan pontszamu részhalmaz &altal feszitett grafot valamely M pérositasra nézve M-
kritikusnak mondunk, ha az M @Q-ba es6 élei egyetlen r pont, az Uin bazispont kivételével lefedik Q-t
és @ minden pontjabdl vezet r-be paros élszdmu alterndlé it (azaz olyan, amelynek elsd éle parositds él.)

TETEL 4.3.3 Legyen adott a G grdf egy M pdrositdsa, amely az r pontot nem fedi le, a tobbit lefedi. A
kovetkezdk ekvivalensek:

(a) G M -kritikus,

(b) G felépithetd a bdzispontjabdl kiindulva M -alterndlé utak illetve kordk egymds utdni hozzdvételével,
(c) G felépithetd bdrmely pontjdbdl kiindulva pdratlan élszdmi utak és korok hozzdvételével,

(d) G faktor-kritikus.

Biz. (a — b) Tegyiik fel, hogy r-bdl kiindulva mér felépitettiink G-nek egy részgrafjit a megadott médon.
Jelolje a részgraf ponthalmazat T. (A kezdetben T az egyetlen r pontbdl all.) Akkor vagyunk készen, ha
T =V, ekkor ugyanis a még G-bdl esetleg hianyzé éleket egyélii M-alterndlé utakként bevéve, megkapjuk
G-t. Ha még T # V, akkor létezik olyan wv él, amelyre v € T,v ¢ T. (Miutdn a definiciébél adédéan M-
kritikus graf Osszefiiggd, ilyen él létezik.) A graf M-kritikus, igy v-bél létezik r-be vezetd paros M-alternéld
it. Legyen ennek p az elsé T-be esd pontja és jelolje P’ az titnak v-bdl p-be vezetd szegmensét. Most az uv
él a P’-vel egyiitt egy M-alternalé utat vagy kort alkot, amellyel T’ tovabb épithetd.
(b — ¢) Trividlis, mert egy M-alterndlé it péaratlan élszdmu.
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(¢ — d) Filek szdma szerinti indukcié. Két esetet kell kiilonvélasztani, annak megfeleléen, hogy a ki-
hagyandé pont az utolsé fiilon van vagy sem.

(d — a) Legyen v a graf tetszéleges pontja. Mivel G faktor-kritikus, G — v-nek létezik egy M, teljes
parositasa. Két parositas szimmetrikus differencidja mindig diszjunkt alterndlé korokbol és utakbdl all. Mivel
mind M mind M, a G-nek egyetlen pontjat nem fedi le, igy szimmetrikus differencidjuk egyetlen alternélé
utat tartalmaz, és az a v és r pontokat koti Gssze. fgy tehat 1étezik v-bol r-be péaros élszamu M-alterndlé 1t.
[ ]

Az aldbbiakban megadunk egy kicsit bonyolultabb konstrukciét, amely M-kritikus grafot eredményez. A
tétel szemléletesen azt mondja, hogy ha egy paratlan kor pontjaiba M-kritikus grafokat ”fijunk be”, akkor
M -kritikus grafot kapunk.

TETEL 4.3.4 Tegyiik fel, hogy a G grdafban az M pdrositis eqy r pont kivételével mindent lefed, tovabbd,
hogy a ponthalmaz fel van osztva pdratlan sok diszjunkt M -kritikus részgrdfra, melyek mindegyikét egyetlen
pontra hizva M-kritikus (azaz M -alterndld) C pdratlan kort kapunk. Ekkor G maga is M -kritikus.

Biz. Vegyiink a grafnak egy tetszéleges v1 = v pontjat és mutassuk meg, hogy létezik v-bdl r-be paros élszamu
M-alternal6 it. Amennyiben v és r ugyanabban a P, particié részben van, akkor P, M-kritikussdga miatt a
kivant at 1étezik.

Tegyiik most fel, hogy a P, és P, partici6 részek kiilonbozék. Jelolje Py := P,, P»,..., P, := P, azokat a
particié részeket, amelyeket a C korben a P,-bél a P.-be menve kapunk, ha a P1-bél kilépd r1re parositas él
felé indulunk el. (Tehdt ¢ paratlan!)

El6szor Pi-ben a v-bdl indulva elmegytlink egy péros élszamui M-alternald uton a Py gyokeréig, az ebbe jovo
M-élen atmegytlink Ps-be. Legyen a P»-bél kilép6 nem-péarositds él uqve ahol us € P2,v2 € Ps3. Hasznéljuk
forditva az wu2-bdl re-be vezetd péros élszamu M-alternalé utat, igy mar eljutottunk ue-be. Most tovabb
lépiink az uzvs2 élen a Ps-részbe, ahonnan a vs ponttal kezdve iterdljuk az eljarast. e

Amint lattuk, Edmonds algoritmusa megkonstrudl egy gatat és egy pdrositdst, melyekre fenndllnak az
optimalitasi kritériumok. A kapott git és pdrositis elvileg fligghet az algoritmus futdsitél és a parositéds
vonatkozdsdban ténylegesen ez is a helyzet; egy hdromszog esetén péalddul akdrmelyik maximalis (:egy-éli1)
pérositdst megadhatja. Annél meglep&bb, hogy az algoritmus &dltal megtaldlt gat kizardlag a graftdl fiigg
és fiiggetlen azoktdl a vélasztdsoktdl, amelyeket az algoritmus futdsa sordn tettiink. (Tehat példdul, ha az
aktudlis alternal6 erd6t tobbféleképpen lehetett névelni, akkor a végiil kapott gat nem fiigg attdl, hogy melyik
novelést valasztottuk.) Az algoritmus dltal taldlt gat éppen a Gallai-Edmonds tételben definidlt kanonikus
gattal egyezik meg.

TETEL 4.3.5 (Gallai és Edmonds) Jeldlje D(G) azon pontok halmazit, amelyeket G-nek valamely mazimdlis
pdrositisa nem fed le. Alljon A(G) a V — D(G) azon pontjaibdl, melyeknek van D(G)-beli szomszédja, és
legyen C(G) a maradék pontok halmaza. Ekkor A(G) gdtja G-nek, éspedig éppen az, amelyet az algoritmus
megtaldl, D(G) a V — A(G) pdratlan komponenseinek egyesitése, C(G) pedig a V — A(G) pdros komponen-
seinek egyesitése. D(G) komponensei faktor-kritikus grdfok. Végiil, ha eltéroljik a pdros komponenseket és
az A-ban lévd éleket, és a pdaratlan komponensek mindegyikét dsszehizzuk egy-eqy pontra, akkor olyan pdros
grafot kapunk, amelyben az A minden X nemdires részhalmazdnak legaldbb | X| + 1 szomszédja van.

Biz. Tetsz8leges A’ gathoz jeldlje D' a G — A’ paratlan komponenseinek uni¢jat, C’ pedig a parosakét.
Tetszbleges maximalis M’ pdrositds esetén az M’ lefedi a X'-t és C'-t. Ezért D(G) biztosan része D’-nek.

Legyen most A’ az algoritmus altal taldlt gdt. Csak azt kell kimutatnunk, hogy a kiils6 pontok 8sképének
(ami D’) minden v elemét fedetleniil hagyja valamely maximalis elemszdmt pérositds. Az 4.3.4 tétel szerint
tudjuk, hogy egy kiils6 pont 6sképe M-kritikus, ezért létezik v-bél az alterndlé fa gyokerébe egy P péaros
élszamu M-alternal6 ut. Ekkor P és M szimmetrikus differencidja egy maximélis péarositas, amely elkeriili v-t.

A tétel utolsé részéhez azt figyeljiik meg, hogy az algoritmus &dltal taldlt alternalé erdében a belsé pontok
akdrmely X részhalmazdnak legaldbb | X + 1| kiils§ pont szomszédja van. Ez pedig azért van gy, mert a belsd
pontok mésodfokiak, és ha mindegyik z bels6 pontra a beléle kiindulé uz,vz élt az uv éllel helyettesitjiik,
akkor egy erd6t kapunk, amelyre az allitds azt jelenti, hogy egy erdé tetszéleges X élhalmaza legaldbb |X|
ponttal érintkezik. Ez pedig kozismert és egyszerti.

Feladat 4.3.2 Tekintstink egy olyan gdtat, amelyre az elhagyasaval keletkezd pdratlan komponensek unidja
minimadlis. Igazoljuk, hogy ez éppen a Gallai-Edmonds tételében lévd gat.
4.4 Minimalis sudlyu teljes parositas keresése

Legyen advaa G = (V, E) graf élein ¢ nemnegativ kdltség-fliggvény, és tegyiik fel G-nek létezik teljes parositasa.
Az aldbbiakban pératlan vigason olyan vagast értiink, melynek két partja paratlan sok pontot tartalmaz.
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A duélis probléma: rendeljiink paratlan vigdsokhoz valtozdkat, melyek nemtrividlis vdgdson nemnegativak
és minden e élre az élt tartalmazé pdratlan végdsok valtozdinak osszege legfeljebb c(e), az él koltsége. Az igy
hozzéarendelt véltozékat megengedettnek hivjuk. (Egy pédratlan vagds trividlis, ha egyik oldala egypontu.)

Azaz,

Z(y}g : e € B) < ¢(e) minden e élre, (%)

ahol az Osszegzés a B péaratlan vagdsokra megy.

Az élhalmazon egy stlyozast paros korosszegilinek neveziink, ha egészértékli és minden kor silya paros
szdm. Ha y egészértékii, akkor a () baloldaldn szereplé érték az élhalmazon pdros korosszegli sulyozdst
definial.

Legyen cy(e) := c(e) — > (yp : e € B). y megengedettsége azt jelenti, hogy ¢, nemnegativ. Egy e élt,
amelyre ¢y(e) = 0 telitettnek vagy pontosnak fogunk hivni.

TETEL 4.4.1 Teljes pdrosités minimdlis kéltsége egqyenld max{) [ys : y megengedett dudlis megoldds]}.
Amennyiben c pdros korosszegt, gy az optimdlis y vdlaszthatd egészértékiinek.

Biz. Egyszerii becslés mutatja, hogy tetszéleges teljes parositds koltsége legaldbb akkora, mint a dudlis
valtozék Osszege. Az egyenléség kimutatdsdhoz megkonstrudlunk egy M teljes pérositast és egy y megenge-
dett dualis megoldast, melyekre egyenl6ség all. Ez pedig pontosan akkor &ll fenn, ha teljestil a kdvetkezo két
optimalitasi kritérium.

1. M minden éle telitett.
2. Minden B pératlan végésra, amelyre ygp > 0, fenndll, hogy |BN M| = 1.

Az azonosan 0 dudlis megolddsbdl indulunk ki, ami nyilvdn megengedett. Az altaldnos 1épésben adott a
kovetkezd alakid megoldas. Legyen F a csicsok részhalmazainak olyan lamindris rendszer, melynek minden
tagja paratlan elemszamu, és barmely tagjara az abban 1év6 maximdlis tagokat Osszehuzva a telitett élek
faktor-kritikus grafot alkotnak. Egy B nemtrividlis paratlan vdgasra yg akkor és csak akkor pozitiv, ha B-t
az F nem egyelemi tagja definialja.

Jeldlje G az F maximdlis tagjai 6sszehizasdval keletkezd és csak telitett éleket tartalmazé grafot. Legyen
adva G{-nek egy M’ parositasa.

1. eset Amennyiben M’ a G{-nek teljes pdrositdsa, akkor az F tagjain kintrél befelé haladva egyenként
végigmegyiink, és M’-t kiegészitjiik a G telitett élekbdl 4116 teljes pédrositdsdvd, amely F minden tagjiba
pontosan egy éllel 1ép be.

2. eset Ha M’ nem teljes, akkor G{-ban valamely szabad pontbél épitiink egy F alternals fit. (Ez egy
apré kiilonbség a "nem-stilyozott” algoritmushoz képest, ahol alterndlé erddt épitettiink.) A kovetkezd esetek
lehetnek.

1. M’ névelése. F kiilsé pontjabdl vezet G-beli él szabad pontba. Ez meghataroz egy novels utat. E mentén
cserélve egy M'-nél eggyel nagyobb pdrositdst kapunk és erre nézve iteraljuk az eljarast.

A maximalis elemszamu pérositast keres6 algoritmushoz képest van egy fontos kiilénbség. Ott, amikor al-
ternalé utat talaltunk, végrehajtjuk a novelést és az 1j, megnovelt parositdssal mindent elSlrél kezdiink. Tehat
eldobjuk a régi M-re felépitett alternalé erdot, az Gsszehizésokat, stb. Most, ha egy novelést végrehajtunk,
akkor az eddigi alternalé fat ugyan eldobjuk, de a korabbi sszehizéasokat megtartjuk. Ez azt jelenti, hogy
az M’ vizsgdlatakor méar vannak G{-ban olyan pontok, melyek az M’ el6tt lettek Osszehiizva. fgy most
el6fordulhat, hogy az F alterndlé fénak bels6 pontja is (kordbban) 6sszehizott pont.

2. Fa novelés. F egy kiilsé u pontjabdl egy tisztdson 1évé v pontba vezet G(-nek éle. Ekkor az uv élt és a
vu(v) élt a fdhoz vessziik.

3. F két kiilsé pontja kozott vezet él Gy-ben. A keletkezd pdratlan kort osszehizzuk. Az dj pont F' kiilsd
pontja lesz.

4. Amennyiben az 1-2-3 lépések egyike sem hajthaté végre, akkor megvaltoztatjuk az y-t a kdvetkez&képpen.
A kiilsé pontok 6sképének dudl-valtozdjat noveljiik, a belsé§ pontok Osképének dudl-valtozdjat csokkentjiik
ugyanazzal az aldbb meghatdrozandd A értékkel. Minden kiils6é pont 6sképét F-hez vessziik.

Legyen z bels6é pont kordbban Gsszehizott pont, legyen zv a z-vel szomszédos M-beli él, és zu a z-vel
szomszédos masik fabeli él. Amennyiben z Osképének a dudl-véltozdja nulldva vélik, akkor a z pont Z-vel
jelolt ésképét kihagyjuk F-bél. Ezenkivil z-t visszafdjjuk abban az értelemben, hogy helyettesitjiikk azzal a
C gréaffal, amely a Z-ben 1év6 0 médositott koltségi élek grafjabdl keletkezik az F maximalis Z-ben fekvo
tagjainak osszehuzésaval. F definicidja miatt a C' graf faktor-kritikus. Legyen v” a C-nek olyan pontja, melyre
v’ telitett él (vagyis az az él, mely a zv élt definidlta) és legyen Mo a C' — v’ egy teljes parositdsa. Vegyiik
M-hez az M¢ elemeit. Ezenkiviil a C-ben vegyiink egy Mc-ben alterndlé P utat a v’ pont és az u pont
kozott (ilyen van, mert C' faktor-kritikus). Most a Gj-ben 1év§ alterndls fa a P tttal egyiitt a z felfijasaval
keletkezett grafban alternélé fat alkot.
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Mekkora legyen A? Az aldbbi mi,m2, m3 mennyiségek minimuma. Legyen mi a kiilsé pontokbdl a
fan kivili pontokba (azaz tisztds plusz tobbi szabad pont) mend G-beli (!) élek mddositott koltségeinek
minimuma. Mivel a 2. 1épés nem volt alkalmazhaté, mi pozitiv. Legyen meo a fiban szerepld Osszehizott
bels6 pontok dudlvaltozéinak minimuma. Végiil legyen ma az F fa kiilsé pontjait Osszekoté G-beli élek
moédositott koltségének minimumanak a fele. Mivel a 3. 1épés nem volt alkalmazhatd, az ms pozitiv.

Alapvet megfigyelés, hogy barmely uv élnek, amelyik a fiban két kiils6 pontot kot Gssze, a mdédositott
koltsége paros. Ez azért van igy, mert uv a fdban egy olyan Gy-beli C kort definidl, melynek minden m4s éle
telitett, azaz 0 moédositott koltségli. Marmost barmely Osszehtizott pont Gsképe a telitett éleken Gsszefliggs,
igy a C korbél elbéllithaté az eredeti G graf egy kore, melynek minden éle, az uv él (ésképének) kivételével,
telitett. De a pédros korosszeg tulajdonsidg miatt ebbdl kovetkezik, hogy cy(uv) péros.

Ezen megfontolasbdl alapjan ma is egész szam. Konnyen latszik, hogy az 1j duélis megoldas is megengedett.
Az algoritmust az 1j parositdsra, az 0j alternalé fara és az 1j dudl-véaltozokra iteraljuk.

Milyen 1épés-szam becslés adhaté a fenti algoritmusra? A szabad pontok szdma sohasem névekszik és
parositdas noveléskor csokken. Nevezziik az algoritmus két pédrositis novelés kozotti részét fazisnak. Nyilvan
legfeljebb n/2 fazis lehetséges.

Egy fazison belill minden 6sszehiizas kiilsé pontot eredményez. Mivel mindig csak belsé pontot fajunk fel,
csak olyan pont felfijdsdra keriilhet sor, amelyet kordbbi fazisban huztunk Sssze. Ezért egy fézis O(m) 1épést
igényel.

Feladat 4.4.1 Igazoljuk, hogy az algoritmus sordn a pdratlan kér 6sszehuzdsa a pdros kérosszeg tulajdonsdgot
nem rontja el.

file: lmatch
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4.5 Minimalis koltségii m-aramok

Legyen D = (V, A) egy n > 2 csdcsi digraf, az élein f : A — RU{—o0} alsé és g : A — R U {oo} fels6
korlatokkal, melyekre f < g. Egy x : A — R vektor megengedett, ha f < x < g. Adott egy m: V — R
vektor, amelyre 1étezik megengedett m-dram, valamint egy ¢ : A — R koltség-fliggvény. (Az z m-dram, ha
minden v csticsra m(v) 1= gz (v) —dz(v).) Egy  m-dram koltségén a cx skaldris szorzatot értjuk. Hatdrozzuk
meg a legolcsébb megengedett m-dramot! Elemi (polinomiélis) transzformécidkkal a probléma visszavezethetd
arra a specialis esetére (egy nagyobb digrdfon), amikor f = 0 és g = oo, {gy ezeket az aldbbiakban feltessziik.
Ekkor x megengedettsége azt jelenti, hogy x > 0. Azt is feltessziik, hogy ¢ konzervativ, mert ha van negativ
kor, akkor g = oo miatt cx nem korldtos alulrdl.

Optimalitas és hiba

Adjuk D-hez minden h élének megforditottjat —c(h) koltséggel és jeldlje D* = (V, A*) az igy kapott digrafot. A
kiterjesztett koltség-fliggvényt tovabbra is c-vel jeloljiik. Legyen 7 : V' — R tetszdleges potencidl. Definidljuk
D*-nak mindegyik uv élére a cx(uv) := c(uv) — w(v) + w(u) eltolt koltséget. D* tetszbleges K irdnyitott korére
nyilvén ¢(K) = ¢ (K).

A D* egy D' = (V,A") részgrafjanak hibdja (c-re vontkozélag) az a legkisebb € > 0 szdm, amellyel
egységesen megndvelve a c(e) értékeket minden e € A’ élen a kapott c™ konzervativ lesz D'-n. Karp
médszerével € meghatdrozhaté. Gallai tétele szerint létezik c'-ra nézve megengedett 7 potencidl, ami tehdt
olyan, hogy minden e € A’ élre c-(e) > —e és D’-ben van csupa —e cn-koltségli éIb6l 4ll6 iranyitott
kor. Ilyenkor azt mondjuk, hogy 7 igazolja e-t. Rogtén adédik, hogy D’-ben a minimalis kordtlag c.-re
vonatkozélag és igy c-re vonatkozolag is pontosan —e.

Adott © > 0 m-dramra a D, = (V, A;) segédgraf a D* azon részgréifja, amelyben minden uv € A élre
wv € A, (elére él), és z(uv) > 0 esetén vu is Ay-ben van (hatra él). Az x hib&ajan D, hibgjat értjik, jele
e(z). Az e(x)-et igazolé potenciélt jelolje my.

TETEL 4.5.1 Tegyiik fel, hogy f =0, g = c0. Az x > 0 m-dramra a kévetkezdk ekvivalensek.

(a) Az x minimdlis kéltségd.

(b) Dg-ben nincs negativ kor.

(¢) Létezik olyan : V — R, hogy minden uwv € A élre cx(uv) > 0 és rdaddsul x(uv) > 0 esetén cx(uv) = 0.

Biz. (a)=>(b). Ha D,-ben létezik C negativ kor, akkor annak elére éleinek megfelel D-beli éleken noveljiik,
hétra éleinek megfelel6kon pedig csokkentsiik z-t egy kicsiny szdmmal. A keletkez6 megengedett m-dram
koltsége (C negativitdsa miatt) kisebb, mint = koltsége.

(b)=>(c). Gallai tétele szerint ha egy digrafban nincsen negativ kor, akkor létezik megengedett potencidl.
A D, grafban egy w potencidlnak megengedettsége pontosan azzal ekvivalens, hogy m-re teljesiilnek a (c)-beli
feltételek. (Ez tehét valdjaban a (b) és (c) ekvivalencidjat bizonyitja.)

(c)=>(a). Legyen z > 0 m-dram. Mivel két m-dram kiilonbsége dram, a A, potencidl kiilonbségre
Arr = Arz. A m-re tett feltételbdl crx =0 és crz > 0, amikbll cz = crz + Arz > crx + Arx = cx. ®

Fix élek

Adott z > 0 m-dramra egy h € A él z-fix, ha barmely legfeljebb £(z) hibdjd y > 0 m-dramra y(h) = 0. A
kovetkezé lemma azt a szemléletes érzést onti forméba, hogy ha egy élnek az eltolt koltsége az aktudlis hibahoz
képest nagy, akkor az élen minden kis hibdji vagy optimdélis m-dram értéke nulla.

Lemma 4.5.2 Tegyiik fel, hogy adott z > 0 m-dram esetén a h = st € A élre cr,(h) > 2ne(z). Ekkor h z-fiz.
Biz.

Allitss 4.5.3 Legyen y > 0 m-dram, melyre z(h) < y(h). Legyen D' az a digrdf, amelybe egy uv € A élt
betesziink, ha z(uv) < y(uv), tovdbbd egy wv € A élt forditva beteszink, ha z(uwv) > y(uv). Ekkor létezik
D’-ben h-t tartalmazé irdnyitott kor.

Biz. Jelolje T a t-bdl elérhets csicsok halmazat. Ha s benne van, akkor egy t-bél s-be vezetd ut az st éllel a
keresett kort adja. Ha s nem elérhetd, akkor D-ben minden T-bdl kilépé e élre z(e) > y(e), azaz 6. (T) > §,(T),
tovabbd minden T-be belépd e élre z(e) < y(e), és igy z(h) < y(h) miatt o, (T) > 0-(T'), ami lehetetlen, mert
0:(T) = 0:(T) = m(T) = 0y(T) = 6y(T) miatt ¢-(T) — 0y(T) = 6:(T) = 6,(T). »

A lemma bizonyitdsara térve mindenesetre z(st) = 0, mert z(st) > 0 esetén ts D.-ben van, de akkor
Cr,(ts) = —cr,(st) < —2ne(z) < —e(z), holott minden D.-beli e élre cr,(e) > —e(z). Legyen y > 0
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m-éram, amelyre e(y) < £(z), és tegyiik fel indirekt, hogy y(h) > 0 = z(h). Tekintsik az Allitas &ltal
biztositott C' kért, melynek megforditottjit jeldlje C’. A definiciébdl kapjuk, hogy C benne van D.-ben, C’
pedig Dy-ban. Ezért ¢, (C) > 2ne(z) + (|C| — 1)(—e(2)) > 2ne(z) + (n — 1)(—<(2)) = (n + 1)e(2), és igy
er, (C') = ¢r (C') < —(n+ 1)e(2), azaz cx, (C")/|C’'| < ¢x, (C")/(n+ 1) < —e(z). Tehat C” atlaga kisebb,
mint —e(z), ellentmonddsban az e(y) < e(z) feltevéssel. o o

Nagyjavitas

Tegytk fel, hogy x > 0 m-dram nem optimadlis, azaz létezik D,-ben C negativ koér. Jeldlje e(z) a D, hibajat
valamint 7, az ezt igazolé potencidlt. A C menti korjavitdson azt értjik, hogy D azon élein, melyek a C
elére éleinek felelnek meg, x értékeit A-val néveljiik, mig a C hétra éleinek megfelelé D-beli éleken az x értékét
A-val csokkentjiik, ahol A a C' hétra éleinek megfelel6 D-beli éleken az x(uv) értékek minimuma. (A kornek
bizonyosan van hétra éle, hiszen feltettiik, hogy ¢ konzervativ A-n.)

Amig csak lehet, valasszunk ki D,-ben élidegen Ch, .. ., Cj koroket gy, hogy C1 minden élének ¢, -koltsége
—e(z) (azaz C1 minimélis 4tlagi), mig a tobbi C; minden élének cr,-koltsége negativ. Végezzik el ezek mentén
a korjavitasokat. Ezt a miiveletet nevezziik nagyjavitasnak.

Lemma 4.5.4 Az z-b8l egy nagyjavitdssal kapott ' m-dramra e(z') < e(z)(1 — 1/n).

Biz. Ha a D,/ egy e élének c,, -koltsége negativ, akkor e Dy -ben is benne volt. Tovabba a C; menti javitasok
soran mindegyik kornek az egyik éle kiesik a segédgrafbdl, ezért D,.-ben méar minden K kornek van olyan
h éle, amelyre cr,(h) > 0. De ekkor cr, (K) > —e(z)(|K| — 1), amibél cx, (K)/|K| > —e(z)(1 — 1/|K]) >

—e(z)(1 — 1/n), vagyis D,/-ben a minimalis kordtlag legaldbb —e(z)(1 — 1/n), vagyis az =’ hibéja legfeljebb

e(z)(1—1/n). o
Lemma 4.5.5 Egy x > 0 m-drambdl N := 2n[log(n)] nagyjavitds utan kapott z m-dramra €(z) < e(x)/2n.

Biz. A 4.5.4 lemma szerint a hiba egy nagyjavitds sordn az (1 —1/n)-szeresére csdkken, igy n nagyjavitds utan
az (1 —1/n)"-szeresére. Mivel [1+1/(n—1)]" > 1+4n- 1= >2 ezért (1—-1/n)" =1/[1+1/(n—1)]" <1/2
és igy a hiba n nagyjavitds utan legfeljebb a felére csokken. Amibdl adédik, hogy minden r > 0 egészre nr
nagyjavitds utdn a hiba a 2"-ed részére csokken, specidlisan r = [log(2n)]-re, N nagyjavitds utdn a 2n-ed
részére. o

Lemma 4.5.6 Ha ts a D, nagyjavitisandl haszndlt C1 kér minimdlis cx, -koltségi éle, akkor st A-ban van
és st z-fix.

Biz. Mivel C1-nek a ¢y, -re vonatkozé dtlaga —e(x), igy a cr -dtlaga is —e(x), és ezért cx, (ts) < —e(x). A
4.5.5 lemma szerint e(z) < e(x)/2n, 1gy cx, (ts) < —2ne(z), azaz cx, (st) = —cx, (ts) > 2ne(z). Ha indirekt st
nincs A-ban, akkor ts € A, amib6l ts € Ay, és m.(ts) > —e(z) vagyis m.(st) = —m.(ts) < e(z) kovetkezne,
holott cx, (st) > 2ne(z) > e(z). Tehét st € A és a 4.5.2 lemmdbdl kiovetkezik, hogy az st él z-fix. e

Az algoritmus tetszéleges megengedett m-drambdl kiindulva nagyjavitdsokat végez mindaddig, amig a
segédgrafban van negativ kor. Legfeljebb O(nlogn) nagyjavitds utdn egy él fix lesz és ezért O(|A|nlogn)
nagyjavitas utan legolcsébb m-aramot kapunk.

A vézolt eljards Goldbeg és Tarjan algoritmusdnak egy valtozata. Ok minden korjavitdst minimum
atlagi kor mentén végeztek ezért Karp algoritmusat annyiszor hivtdk meg, ahdny korjavitds tortént vagyis
O(JA*nlogn)-szer. A fenti lefrdsban Karp algoritmusét minden nagyjavitdsban csak egyszer kell meghfvni,
igy Osszesen csak O(]A|nlogn)-szer.
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4.6 A Lucchesi-Younger tétel algoritmikusan

Egy D = (V, A) digréfot akkor mondtunk erdsen osszefiiggének, ha barmely pontjabdél minden maésikba vezet
irdnyitott ut. Nevezziik a digraf pontjainak egy X részhalmazat magnak, ha nem lép ki belSle él. A mag
trividlis, ha  vagy V. Ha egy X magba 1ép be él, akkor a X-be belépd élek O(X) halmazdt neveztiik
egyirdnyd (mds néven irdnyftott) vdgdsnak. Ismert megfigyelés, hogy D pontosan akkor er8sen Osszefiiggd, ha
nincs nemtrividlis magja, azaz nem létezik egyirdnyud vagas.

Egy D = (V,A) digraf éleinek valamely F' részhalmazat irdnyitott kotésnek vagy roviden kotésnek
nevezziik, ha F' elemeinek Osszehizdsa erdsen Osszefliggd digrafot eredményez. Kotés akkor létezik, ha D
irdnyitatlan értelemben Osszefiiggd, igy ezt a tovabbiakban feltessziik. Latszik, hogy F' pontosan akkor kotés,
ha elemeinek forditottjat D-hez adva erGsen Gsszefliggd digrafot kapunk, ami még azzal is ekvivalens, hogy F
minden egyirdnyu vagast lefog.

Korabban mér taldlkoztunk a minimaélis kétés elemszamara vonatkozé Lucchesi-Younger tétellel illetve
annak a kikeresztezési technikdn alapulé nem-algoritmikus bizonyitasaval. Jelen célunk egy alternativ, algo-
ritmikus bizonyitas leirasa, amelynek segitségével polinom idében kiszamithaté a szébanforgd minimum illetve
maximum.

TETEL 4.6.1 (Lucchesi és Younger) D = (V,A) irdnyitott grifban a minimdlis kités T elemszima
egyenld az élidegen egyirdnyu vdgdsok maximdlis v szdmdval.

Biz. Feltehetjiik, hogy D irdnyitatlan értelemben Osszefliggd. Nyilvan v < 7. Az egyenl8ség igazoldsihoz
lefrunk egy algoritmust, amely megkonstrudl egy F' kotést és taldl |F| darab élidegen egyirdnyd vagdst.

A magok metszetre-uniéra zdrt rendszert alkotnak. Valamely X nemdiires magra jelolje o*(X) az X el-
hagydsaval keletkez6 komponensek szamét. Nyilvan o*(0) =1 és o*(V) = 0.

Lemma 4.6.2 A magokon értelmezett o* fligguény szupermoduldris.

Biz. Ha X és Y mag, akkor d(X,Y) = 0. Tekintsiik az X és Y halmazok &ltal feszitett élek I(X) és I(Y)
halmazat. Miutan d(X,Y) =0,

I(XUY)=I(X)UI(Y)é I(XNY)=I(X)NI(Y). (4.10)

Jelolje r az irdnyitatlan értelemben vett graf kérmatroidjanak rangfiiggvényét. Mivel r szubmoduldris és
r(I(X)) =|X|—-0o"(V — X), igy a o™ szupermodularitdsa kovetkezik. o

Legyen a o fliggvény ugyanaz, mint a 0*, azzal az eltéréssel, hogy () = 0. Ekkor o metsz8 szupermoduldris
a magokon. Rogton latszik, hogy egy F' C A kotésre és X magra or(X) > o(X), ahol pr(X) az X-be belépd
F-beli élek szamét jeloli. (Ez az egyenlStlenség az iires X halmaz kivételével a o™ fliggvényre is igaz. Azért
kell a o* helyett a o-val dolgoznunk, hogy az egyenlétlenség mindenhol érvényes legyen).

Egy nemtrividlis X magot valamint a hozza tartozé (Q(X) egyirdnyd vigdst pontosnak hivunk (F-re
nézve), ha o(X) = por(X). Mivel a V alaphalmazra o(V) = 0 = gr(V), igy a V magot is pontosnak tekintjiik,
bar ehhez nem tartozik egyirdnyu vigds. Amennyiben or(X) = 1, 1-pontos magrdl ill. vigdsrdl beszéliink.
Lathatd, hogy minden nemtrividlis magi pontos vdgds felbomlik 1-pontos vdgdsok diszjunkt unidjdra (éspedig
a D — X komponensei altal meghatdrozott vagdsokra), tovabbd minden nemtrividlis pontos mag 1-pontos
magok metszete. A szokdsos technikdval igazolhatd, hogy:

Lemma 4.6.3 Metszd pontos magok metszete és unidja pontos. e

Ebbél rogton kovetkezik, hogy egy v pontot tartalmazé pontos halmazok Br(v) = B(v) metszete pontos.
A B(v) halmaz tehdt a v-t tartalmazé egyértelmii legsziikebb pontos halmaz.

B(v) a koévetkezOképp szamolhaté. Ha B(v) nem az egész V, akkor B(v) a v-t tartalmazé 1-pontos halmazok
metszete. Készitsiink egy DT segédgrifot gy, hogy minden A-beli él egy pirhuzamos példanyat és minden
F-beli él megforditottjat adjuk D-hez. Ekkor persze DV er8sen Gsszefiiggs.

Allitas 4.6.4 B(v) azon u csicsokbdl dll, amelyekbe D -ban vezet v-bél 2 élidegen 1it, azaz A(v,u: D) > 2.
Biz. Ha létezik X 1-pontos vii-mag, akkor DV -ban X-bél egyetlen él 1ép ki (éspedig az X-be beléps egyetlen
F-beli 81 megforditottja), tehat ilyenkor A(v,u : D*) < 1. Megforditva, ha A(v,u : D) = 1, gy a Menger
tétel miatt létezik egy X vii-halmaz, amelyb8l DT -ben az egyetlen zy él 1ép ki. A konstrukcié miatt X mag,
amelyre yx az egyetlen F-beli él, amely D-ben belelép, vagyis X 1-pontos. e

Gyakorlat 4.6.1 Pontos halmazokbdl dllé dsszefiiggd hipergrdf ponthalmaza is pontos.
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Az algoritmus tetsz6leges F' kotésbél indul ki (ami kezdetben lehet példdul egy feszité fa). Az altaldnos
1épésben vagy egy kisebb kotést talal, vagy pedig |F| élidegen egyirdnyt vagdst. Készitsiink el egy D' = (V, A")
segédgrafot és az élhalmazan egy ¢’ koltség-fiiggvényt a kovetkezOképpen. A — F minden eleme A’-hoz tartozik
és a koltsége +1. Az F elemeit megforditva tegylik A’-be és ezen forditott élek koltsége legyen —1. Végiil
minden v pontba vezessiink B(v) minden pontjabdl egy 0 koltségii in. ugrd élt. uv pontosan akkor ugré él,
ha nem lép be 1-pontos magba. Mivel eredeti él megforditottja nem lép be semmilyen magba, minden A-beli
él megforditottja ugro él lesz.

A koézismert algoritmussal dontsiik el, hogy létezik-e D’-ben a ¢ koltség-fiiggvényre nézve negativ kor.
Keressiink egyet, ha van, illetve keresslink egy 7 megengedett (egészértékii) potencidlt, ha nincs.

1. eset D’-ben nincs negativ kor, azaz létezik m egészértéki megengedett potencidl.

Allitds 4.6.5 Ha uv ugro €l, akkor

m(v) < w(u). (4.11)
Ha uwv € A—F, akkor
m(v) < w(u) + 1. (4.12)
Ha wv € F, akkor
w(v) > w(u) + 1. (4.13)

Biz. wv ugré élre w(v) — w(u) < ¢'(uww) = 0, azaz 7(v) < w(u). Ha uv € A — F, akkor uv él D’-ben, igy
m(v) —mw(u) < ' (ww) = 1, azaz (v) < w(u)+ 1. Ha uv € F, akkor vu él D'-ben, gy m(u) — 7 (v) < ¢ (vu) = —1,
azaz w(v) > mw(u) + 1. e

Feltehet6, hogy m minimaélis értéke 0, hiszen a 7 konstanssal torténé eltoldsa a megengedettséget nem
befolyésolja. Jeldlje t a m maximalis értékét. Feltehetd, hogy 1 és t kozott valamennyi ¢ értékre a

{v : m(v) = i} halmaz nem iires, (4.14)

mert ha az volna, akkor médositsuk m-t tgy, hogy w(v) > i esetén eggyel csokkentjiik. Miutdn ¢’ 0,+1
értékii, tovdbbra is megengedett potencidlt kapunk. Ezt a véltoztatdst mindaddig csindlhatjuk, amig (4.14)
nem teljestl.

Legyen V; := {v : w(v) > i} (i =1,2,...,t), ahol ¢t a m maximadlis értéke. Ekkor (4.14) miatt V D Vi D
... D V4. Semelyik Vi-be sem 1ép be ugré él, mert ha uv belépne, akkor w(v) > w(u), ellentétben az allitdssal.
Kovetkezik, hogy D-ben V;-bdl nem 1ép ki él, azaz V; mag. Az éllitdsbdl az is lathatd, hogy minden uv € A—F
él legfeljebb egy V;-be 1ép be és minden uv € F él legalabb egybe.

Allitds 4.6.6 A V; maghoz tartozé Q(Vi) egyirdnyd vdgds felbonthatd 1-pontos egyirdnyd vdgdsok diszjunkt
unigjdra.

Biz. Mivel Vi-be nem lép be ugré él, minden v € V; pontra B(v) C V;, és ezért a {B(v) : v € V;} hipergraf
komponenseinek Zi,...,7Z; ponthalmazai a V; particidjat alkotjdk. A 4.6.1 gyakorlat alapjdn mindegyik Z;
mag pontos, tovabbd a Q(Z;) végdsok particionaljdk a Q(Vi) vagdst. Miutdn minden nemtrividlis pontos
véagas diszjunkt 1-pontos vagasok unidja, az allitas kovetkezik. o

Ha tehat az 1. eset 4ll fenn, akkor taldltunk egyirdnyd vagasoknak egy olyan rendszerét, amelynek minden
tagjat I’ pontosan egyszer fogja le, minden A — F' beli él legfeljebb egyikiikben van benne, minden F-beli él
pedig legalabb egyikiikben. Ekkor mindegyik F-beli élhez a rendszerbdl barmelyik olyat kivalasztva, amelyben
8 benne van, |F'| darab paronként élidegen egyirdnyu végédst kapunk.

2. eset A D' segédgrdfban létezik negativ kor.

Legyen C olyan negativ kor, amely minimalis abban az értelemben hogy nincs C-nek két olyan nem egymaést
kovet6 a, b pontja, amelyekre a-bdl b-be vezet ugrd él és a koron a b-tél a-ig vezeté P iv koltsége negativ.
Tetsz6leges negativ koérbél kiindulva egy ilyen értelmii minimaélis negativ kort algoritmikusan is konnyen
megkaphatunk, hiszen a szébanforgd ab ugré él 1étezése esetén P + ab kisebb élszami negativ kort ad.

Lemma 4.6.7 A C kér ugro élei elrendezhetdk egy olyan e1 = uivi, ez = u2v2, ..., e = ugpvk sorba, amelyben
semelyik u;-bdl sem vezet ugrd €l vi-be, ahol i < j.

Biz. C minden ugré élének feleltessiink meg egy 1j pontot és ezek koziil valamely x pontbdl egy mésik y-ba
vezessiink élt, ha az x-hez tartozd ugrd él t6vébol vezet ugrd él az y-hoz tartozd ugrd él fejébe. A lemma
allitdsa azzal ekvivalens, hogy az igy nyert H segédgraf pontjainak van topologikus sorrendje (olyan sorrend,
amelyben kés6bbi pontbdl kordbbiba nem vezet él.) Ismert, hogy aciklikus digrdfnak létezik topolégikus
sorrendje. Tegyiik ezért fel indirekt, hogy H-ban van irdnyitott kér. Ez azt jelenti, hogy C' bizonyos ugré élei
ciklikusan sorbarendezhet8k az fi = siti, fa = sata2, ..., fm = Smtm sorrendbe gy, hogy siti+1 ugré él (ahol
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tm+1 = t1). Legyen C; a C kornek az az {ve, amely ¢;11-b6l vezet s;-be. A C-re tett minimalitési feltevés
alapjan C; koltsége nemnegativ.

Konnyen lathatd, hogy a C minden nem-ugré éle ugyanannyi C; ivhez tartozik. Jeldljik ezt a szamot
g-val (¢ > 0). Kovetkezik, hogy a C koltségének g-szorosa a C; fvek koltségének oOsszege, ami nemnegativ,
ellentétben a C kor negativ voltaval. e

Moédositsuk F-t a kovetkezdképpen. Hagyjuk ki belSle azokat az éleket, amelyeknek megforditottja a D’
segédgraf szébanforgé C' kdrében van, és vegyiik hozzd A — F azon uv elemeit, amelyeknek megfelels D’-beli
uv élek C-ben vannak. A keletkezett halmazt jelolje F'. Miutdn C negativ kor volt, |F'| < |F|. Belatjuk,
hogy F’ kotés. Jelolje rendre §*(X) illetve o*(X) a C kor azon ugré éleinek a szaméat, melyek X-bél kilépnek
illetve X-be belépnek.

Allitas 4.6.8 Tetszbleges X magra op/(X) = or(X) + 0“(X) — o“(X).

Biz. Jelolje §'(X) a C kornek az X-bél kilépd nem ugré éleinek a szdmat. Mivel X mag, ezen élek minde-
gyikének megforditottja F-beli. Jelolje o' (X) a C kornek az X-be belépé nem ugré éleinek a szamét. Mivel X
mag, ezek mindegyike A — F-ben is benne van. Emiatt ¢*(X) + 0" (X) = 0c(X) = dc(X) = 6“(X) + 6'(X),
azaz 6" (X) — 0“(X) = 0" (X) — §'(X). Mdésrészt az F’ definiciéjabdl op (X) = or(X) + 0"(X) — 6"(X) =
0*(X) — 0“(X). o

Allitds 4.6.9 X nemiires magra
or(X) —o(X) = o"(X). (4.15)

Biz. 0“(X) szerinti indukcié. Legyen Ap(X) := or(X) — 0(X). Ez mindig nemnegativ, hiszen F kotés,
tovabbd éppen akkor 0, ha X pontos. Az egyenlétlenség p*(X) = 0 esetén semmitmondd, igy legyen o*(X) > 0
és legyen e; = w;v; a C-nek az az ugré éle, amely belép X-be és a 4.6.7 lemmaban megadott sorrendben a
legkisebb indexti. Legyen B := B(v;). Ha most u;v; egy mdsik ugré éle C-nek, amely belép X-be, akkor
j > i, és allitjuk, hogy u; ¢ B. Ha ugyanis u; B-ben volna, akkor w;v; is ugré él lenne, ellentétben a
sorrendezés tulajdonsagaval. Igy tehdt o“(X U B) = 0%(X) — 1. Most Ap(X) +0 = Ap(X) + Ap(B) >
Apr(XNB)+Apr(XUB) > 1+ Ap(XUB) > 1+ p“(X UB) = p*(X), ahol az utols6 egyenlStlenség az
indukci6s feltevésbdl adédik. e

A 4.6.8 és 4.6.9 éllitdsokat Gsszevetve kapjuk, hogy op/ (X) = or(X) — 0" (X) +0%(X) > or(X) — 0*(X) >
o(X), vagyis F' valéban kotés.

A 2. eset fennalldsakor tehat egy olyan kotést taldltunk, amely kisebb a kiinduldsi kétésnél. Emiatt, ha az
eljarast iteraljuk, a 2. eset legfeljebb n — 1 el6forduldsa utan bizonyosan az 1. eset kovetkezik be. o o o
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Fejezet 5

ALGORITMUSOK

Ebben a fejezetben néhany érdekes algoritmussal ismerkediink meg.

5.1 Gyori tétele algoritmikusan

Az aldbbiakban algoritmikus bizonyitdst adunk Gyéri tételére. Legyen P = (vo,e1,v1,€2,V2,...,€En,Un)
egyszerl irdnyitott ut, ahol az e; irdnyitott él tove v;—1 és feje v;. Jeldljik a P csicsainak halmazat V-vel.
Legyen F := {Fi,..., Fx} a P részitjainak egy rendszere. A kovetkez8kben dton dltaldban az it élhalmazdt
értjuk. Egy I ut kezdSpontjat b(I)-vel, végpontjat pedig j(I)-vel jeldljiik.

Azt mondjuk, hogy P részitjainak egy B rendszere generdlja F-t vagy hogy B generdtora F-nek, ha
F minden tagja el6all néhany B-beli Ut egyesitéseként. Példaul F sajat maganak generatora, és az egyelemi
utakbdl all6 {e1,...,e,} rendszer is generdlja F-t. Jelolje v(F) az F generdtorainak minimadlis elemszamét.

Azt mondjuk, hogy egy F 1utbdl és annak egy e éléb6l 4ll6 (F,e) par reprezentdlt utat alkot. Jeldljik
Fr-rel az olyan (F,e) reprezentdlt utak halmazét, amelyekre F' € F.

Legyen Z := {I1,...,I:} a P részutjainak egy csalddja és legyen R := {f1, f,..., ft} egy reprezentdld
rendszer, azaz az f; irdnyitott élek kiilonbozé elemei P-nek és f; € I; minden ¢ = 1,...,t-re. Azt mondjuk,
hogy R erds reprezentilé rendszer, ha I; N [; nem tartalmazza f; és f; mindegyikét (i,7, 1 <i < j < #¢).
Ebben az esetben a reprezentdlt utak {(I1, f1), (I2, f2),...,(It, ft)} csalddjit fliggetlennek nevezzik. Az
Z:={l,...,I,} er6sen reprezentalhatd, ha létezik erds reprezentdns rendszere.

Jelolje o(F) az F-ben 1év6 16v6 erbsen reprezentalhaté utak maximalis szamdat. Konnyen ldthaté, hogy ha
R erbsen reprezentalhatd utrendszer, akkor R-t nem lehet |R|-nél kevesebb tttal generdlni. Ebbdl kovetkezik,
hogy utak tetszlleges F rendszerére o(F) < ~(F). Gyéri tétele azt allitja, hogy itt valéjdban egyenldség
szerepel:

TETEL 5.1.1 (Gyéri Ervin) A P it részitjainak barmely F csalddjira fenndll o(F) = v(F).

Biz. Csak a nem-trividlis o > v egyenlétlenséget igazoljuk.

Jelolje F, a reprezentdlt utak halmazdt. F. egy (F,f) tagjdt lényegesnek mondjuk, ha nincs olyan F’
(# F) tagja F-nek, amelyre f € F' C F. F, minden (F, f) lényeges tagjdnak megfeleltetiink egy (Xx, X5)
halmaz-pért, ahol Xp az F' ut f-t kovet6 pontjaibdl all, mig V — Xk az F' ut f-t megel6z8 pontjaibdl. Jeldlje
L7 az igy kapott halmaz-parok csaladjat.

Az algoritmus harom fazisbdl all. Az els6ben a lényeges parok Lr csalddjabdl kivalasztunk egy keresztezés-
mentes K részrendszert. A maésodik fdzisban Dilworth tételt alkalmazzuk K-ra és az ismert algoritmus
segitségével (amely a Dilworth tételnek Kénig tételre vald visszavezetésén és ezéltal az alterndlé utas médszeren
alapul) K-nak meghatdrozunk egy maximédlis Z fiiggetlen részét valamint egy minimdlis ldnc-felbontdsat. A
lancfelbontas iranyitott élek egy olyan F' rendszerének felel meg, amelyek lefogjik az KC-ban szerepld vala-
mennyi halmaz-part. Az algoritmus harmadik fdzisdban F-t atalakitjuk gy, hogy elemszdma ne valtozzék és
Lr-nek minden tagjat lefogja.

1. Fazis Végigmegyiink a P it élein az ey, ..., e, sorrendben és az Lr tagjait két csoportba soroljuk, K-ba
és T-be. Kezdetben mindkét csoport tires. Az 7 tagjaira a kés6bbiek sordn, mint tiltott parokra hivatkozunk.

Az altalanos lépésben tekintjiik az e; élt és az osszes (I1,e;), (I2,€:),. .., (Ik, €:) lényeges part. Mivel ezen
parok lényegesek, az I; utak élhalmazai egymast nem tartalmazzdk és a végpontjaik paronként kiilonbozdek.
Kovetkezésképp feltehetd, hogy ezen utak igy vannak indexelve, hogy b([1) < ... < b(Iy) és j(L) < ... <
j(Ix). Mindegyik (I}, e;) nem tiltott part bevessziik K-ba, és egy ilyen bevételkor letiltjuk (azaz T -be tessziik)
az Osszes olyan (I, e;) lényeges pért, amelyre j < h < k,l > i és e € I;.
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A konstrukciébdl konnyen latszik, hogy az 1. fazis végén kapott K rendszer keresztezés-mentes lesz.

2. Faézis Alkalmazzuk a Dilworth tételt KC-ra és szamitsunk ki egy Z C K fiiggetlen rész-rendszert és K-nak
egy minimélis lanc-felbontasat, amely egy olyan F' élrendszernek felel meg, amely K minden tagjat lefogja, és
amelyre |F| = |Z|.

3. Fdzis Amennyiben F lefogja Lr valamennyi tagjit, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel tehat, hogy van
olyan (I, f) lényeges pér, amelyet F' nem fog le. Védlasszuk (I, f)-t dgy, hogy az I-nek az f élt megeldzd
csucsainak (I, f)” halmaza minimadlis legyen. Mivel (I, f)-t F' nem fogja le, igy (I, f) tiltva lett (azaz 7-be
keriilt), vagyis van a K-nak olyan (J,e) tagja, amelyre {e, f} C I N J, e megelézi f-t és J megeldzi I-t.
Vilasszunk egy ilyen (J,e) part dgy, hogy (J,e)* minimalis legyen.

Az (I, f) és (J, e) parok lényegesek, igy mind az (I, e), mind a (J, f) pér lényeges. Az (I, f)” minimalitdsabdl
kovetkezik, hogy F lefogja az ((I,e)~,(I,e)™) part.

Lemma 5.1.2 (J, f) € K.

Biz. Amennyiben (J, f) tiltott volna, gy az algoritmus eléfrdsa miatt volna egy (J’
hogy J' megelézi J-t és {e’, f} C J'NJ. Nem lehet, hogy ¢’ megelézi e-t, mert akkor (.J,
holott (J,e) € K. Ezek szerint €’ vagy egyenld e-vel, vagy koveti e-t. De ekkor (J',e')"
(J,€)T minimélis vilasztisival. e

,€') tagja K-nak gy,
e) is tiltott lett volna,
C (J,e)*, ellentétben

Ezek alapjan F' lefogja mind (I, e)-t, mind (J, f)-t. Jeldlje az (I, e)-t lefogd élt f1 = x1y1 és a (J, f)-t lefogd
élt fo = z2ya2. Legyen fi := x1y2, fs = x2y1 és legyen F' := F — {f1, f2} U{f1, fo}. Mivel f1 és fo sem fogja
le (I, f)-t, a szébanforgé pontok az aldbbi sorrendben kovetik egymast.

b(J) < w2 <b(I) < w1 < b(e) <y <b(f) <y2 < j(J) <i(]). (12.1)

Ebbdl rogton adddik, hogy az f1 él lefogja az eddig lefogatlan (I, f) part.
Lemma 5.1.3 Ha F lefogott egy (I, ') lényeges pdrt, akkor F' is lefogja.

Biz. Ez nyilvan {gy van, ha (I, f')-t az F-nek egy fi-t6l és fo-t8l kiilonbozd tagja fogta le. Az is rogton
latszik, hogy minden fo altal legfogott part fi és f5 valamelyike lefogja. Tehét az egyetlen problematikus eset
az, amikor (I', f')-t az F-bdl egyediil az f1 él fogja le.

Tegyiik fel indirekt, hogy fi és f3 egyike sem fogja le (I', f')-t. Abbdl hogy fi nem fogja le (I', f')-t,
kovetkezik, hogy j(I') < y2. Abbdl hogy f5 nem fogja le (I', f')-t, kovetkezik, hogy b(I') > zo. Ezért
e € I' C J, ami ellentmond annak, hogy (J,e) lényeges pér. e

A lemm3&bdl kapjuk, hogy F’ szigorian tobb lényeges part fog le, mint amennyit F lefogott. fgy a fenti
atcserélési miiveletet legfeljebb annyiszor alkalmazva, mint ahdny tagja az input utcsaladnak van, £r-nek egy
olyan lefogasat kapjuk, amelynek elemszdma megegyezik az 7 fiiggetlen rész-rendszer elemszaméval. e e

Megjegyzés A fenti algoritmusnak és bizonyitdsnak egy mésik viltozata is elmondhatd, ki-ki véalaszthat
melyik szimpatikusabb. Eltérés a harmadik fizisban van. A médositott 3. fazisban csupén a KC-val és annak
F lefogdsaval foglalkozunk. Amennyiben van F-nek két olyan f1 = z1y1 és fo = way2 éle, amelyekre

ro2 <21 <Y1 <yY2

és F' == F — {f1, f2} U{f1, f5} is lefogja K-t, dgy cseréljiik ki F-t F'-re. Kénnyen ldtszik hogy legfeljebb n®
ilyen egymads utdni csere 1étezhet.
Tegyiik most fel, hogy F' olyan lefogdsa KC-nak, amelyben mar ilyen csere nem hajthaté végre.

Lemma 5.1.4 Ha F olyan fedése K-nak, amelyre nézve a fenti csere mar nem hajthato végre, akkor F' lefogja
az 0sszes lényeges pdrt.

Biz. Tegyik fel indirekt, hogy F nem fogja le az (I,4) lényeges part. Vadlasszuk ezt gy, hogy |(I,)”|
minimimalis. Mivel (I,%) nincs lefogva, {gy nem tartozik K-hoz, azaz 1étezik az 1. Fazis szabdlya szerint egy
olyan (J,j) tagja K-nak amelyre j megeldzi i-t és (J,j) keresztezi (I,7)-t. Vdlasszunk egy ilyen (J,j) part
tigy, hogy |(J,7)"| minimalis. Miutén (I,4) és (J,5) lényegesek, az (I,j) és (J,i) parok is azok. Az |(I,4)”|
minimalitdsdbol kovetkezik, hogy F lefogja (I,j)-t, azaz van olyan e; = xz1y1 € F él, amely lefogja (I, j)-t.

Allitss 5.1.5 (J,i) € K.
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Biz. Ha indirekt (J,i) a 7-hez tartozna, akkor az 1. Fdzis szabdlya szerint létezik egy olyan (J', j)
tagja IC-nak, amelyre ;' megel6zi i-t és (J',j’) keresztezi (J,i)-t. A j' él nem el8zheti meg j-t, mert
kiilsnben (J', ') keresztezné (J,j)-t és emiatt (J,5) is T-hez tartozna. Igy aztdn vagy j' = j vagy
pedig j megel6zi j'-t. Mindkét esetben (J', j') keresztezi (I,)-t és (J', 5" )t C (J,5)T, ellentmonddsban
a |(J,7)"]. minimélis valasztdsaval. e

Mivel F lefogja K-t és (J,i) € K, az elébbi allitds miatt van olyan ez = z2y2 eleme C-nek, amely lefogja (J,7)-t.
Mivel sem e1, sem ez nem fogja le (1,4)-t, azt kapjuk, hogy

b(J) < w2 < b(I) < @1 < b(j) < g1 < b(i) < w2 < j(J) < (D).

A lemma feltétele alapjdn F-ben nincsen két dtcserélheté elem, igy kell léteznie olyan (K, k) tagnak IC-ban, amelyet
F’ nem fog le, ekkor (K, k)-t sziikségképpen e; lefogja, mig e} és e5, nem. Ezért b(J) < 22 < b(K) < 71 < y1 <
J(K) <y2 < j(J), azaz, j € K C J, ellentmondésban a feltevéssel, hogy (J, j) lényeges. o o

March 9, 2009 lgyori
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