1. Fejezet

ALAPOK

E munka célja, hogy a diszkrét optimalizdlds néhany alapveté megkozelitését, eredményét, fogalméat, algo-
ritmusat és alkalmazdsat bemutassa. Ennek soran megismerkediink a Grafelmélet, a Matroidelmélet és a
Poliéderes kombinatorika alapeszkozeivel. Mindhdrom targykorbél (hasonld cimekkel) tovdbbi jegyzetek dllnak
rendelkezésre, amelyek az egyes témakorok mélyebb és részletesebb kifejtését tartalmazzék. Idetartozik még a
Kombinatorikus Optimalizéaslasi struktiurak jegyzet is.

Az itt felépitésre kerilé anyag tdmaszkodik a grafelmélet és a linedris programozds alapfogalmaira és
fontosabb eredményeire, melyek megtaldlhaték az (?77?) Operdcidkutatds cimil jegyzetben. Példaul, olyan
utakkal, folyamokkal kapcsolatos alaperedmények, mint Dijkstra legrovidebb 1t algoritmusa, a Magyar médszer
vagy a Maximalis-folyam Minimélis-vagés tétel ott taldlhaték meg, hasonléan a Farkas lemméhoz vagy a du-
alitds tételhez.

1.1 Fogalmak, jelolések

Legyen V egy alaphalmaz és u,v két eleme V-nek. Egy X C V halmazrél azt mondjuk, hogy v-halmaz, ha
v € X, hogy u-halmaz, ha u ¢ X, és végiil, hogy vu-halmaz, hav € X, u ¢ X.

Irdnyitatlan (irdnyitott) grafon egy (V, E, ¢) hdrmast értiink, ahol V| E véges halmazok, ¢ pedig E-nek egy
leképezése a V' elemeibél 4ll6 rendezetlen (rendezett) parok halmazdra. V elemei a graf csicsai vagy pontjai
(node, vertex) E elemei a graf élei (edge). Ha e egy él és ¢(e) = {a,b} akkor irdnyitatlan esetben a és b az
e él két végpontja, mig irdnyitott grifban a az e kezdSpontja (vagy tove) és b a végpontja (vagy feje). Azt
mondjuk, hogy az e él 6sszekoti a végpontjait, vagy hogy a-bdl b-be vezet. Tovabba az e irdnyitott él az a
pontbdl kilép a b pontba belép.

A tovabbiakban a fenti pontos definicié helyett egy kissé pontatlanabb jellést fogunk hasznélni, azonban
ez zavart nem okoz és kényelmesebb vele dolgozni. Azt mondjuk, hogy a (V, E) pdr irdnyitatlan graf, ha F
a V halmaz bizonyos pérjaibdl allé6 halmaz. Ez a definicié formalisan azért nem j6, mert parhuzamos éleket
nem enged meg. Mi mégis ugy képzeljiik, hogy a (V, E) grafban lehetnek parhuzamos élek. Egy élt, amelynek
végpontjai a és b egyszertien ab vagy ba-val jelolink. Iranyitatlan grafban tehat ab = ba, de irdnyitottban ab
és ba két kiilonbozé (egymadssal szemben irdnyitott) élt jelol.

Grafokat ugy lehet szemléltetni, hogy a csiicsokat egy-egy ponttal dbrazoljuk, egy a,b végpontu e = ab élt
pedig az a és b pontokat Osszekotd vonallal. (Természetesen a vonal alakja érdektelen). Irdnyitott grafndl az
élt dbrazold vonalra nyilacskat tesziink, amely az él kezdSpontjatdl a végpontjanak iranydba mutat.

Altaldban grafon irdnyitatlan grafot értiink. Irdnyitott grafra hasznéljuk a digréf kifejezést is. Ritkan dolgo-
zni fogunk ,,vegyes” (mixed) grafokkal is, melyekben mind irdnyftott, mind irdnyitatlan élek eléfordulhatnak.

Hurok (loop): olyan él, amelynek két végpontja ugyanaz.

Pérhuzamos (parallel) él: Két irdnyitatlan él parhuzamos, ha a végpontjaik megegyeznek. Két irdnyitott él
parhuzamos, ha kezdépontjaik megegyeznek és végpontjaik megegyeznek.

Izol4lt (isolated) pont: nem szomszédos éllel.

Két csics szomszédos, ha van koztiik él.

Egy v cstcs és egy e él szomszédos, ha e egyik végpontja v.

Z C V ponthalmaz elhagyasa: a Z elemeinek valamint a Z-ben 1év6 pontok akarmelyikével szomszédos élek
torlésével keletkezo graf. Jelolése G — Z.

F élhalmaz elhagyasa: a (V, E — F) graf.

Egyszer(i (simple) graf: nincsenek sem hurkok, sem parhuzamos élek.



Részgraf (subgraph): a graf bizonyos pontjainak és bizonyos éleinek torlésével keletkezd pontjainak graf. Feszitd
(spanning) részgraf, ha a ponthalmaza ugyanaz, mint az eredeti grafé.

Feszitett (induced subgraph) részgraf: graf egy X ponthalmaza dltal meghatdrozott azon részgraf, amelyben az
Osszes olyan eredeti él szerepel, amelynek mindkét végpontja X-ben van. Masszéval, a graf bizonyos pontjainak
torlésével keletkez6 graf.

El felosztds: Az élt helyettesitjiik egy végpontjait osszekotd dttal, melynek belsd pontjai ij pontok. (Szemléle-
tesen, az élre 1ij pontokat tesziink.)

uv él Osszehizdsa: az u és v pontok helyett bevesziink egy 1j x pontot, minden uw él helyett vesziink egy xw
élt és minden vw él helyett vesziink egy zw élt. (Specidlisan egy uv élbdl zz hurok lesz.)

Minor: Egy G graf bizonyos éleinek elhagyasaval illetve Gsszehizasaval keletkezd grafot G egy minorjdnak
neveziink.

Két pont szomszédos (adjacent), ha van ket osszekotd él.

G = (V, E) egyszerti graf G = (V, E) komplementerében az u,v € V csticsokra uv pontosan akkor él, ha uv
nem éle G-nek.

Egy pont szomszédos vagy érintkezik a beléle indulé élekkel. Ezek szdma a pont foka (degree) (vagy fokszdma).
(Megéllapodés: hurokél a fokszamhoz kettével jérul). Altalanosabban, pontok egy X részhalmazénak d(X)
foka az X és V — X kozott vezets élek szdma.

Izolalt pont: 0 fokd pont.

Reguléris graf: minden pont foka ugyanaz.

Iranyitott grafban egy v pontba 1ép6 élek p(v) szdma a v befoka (in-degree). A v-bél kilépé élek d(v) szdma
a v kifoka. Altalénosabban, egy X C V ponthalmaz o(X) befoka az X-be 16p6 élek szdma, azaz azon éleké,
melyek feje X-ban, téve pedig X-en kiviil van.

Iranyitatlan Euler graf: minden pont foka paros (nem tessziik fel, hogy Osszefliggd).

Iranyitott Euler graf, minden pontnak a kifoka egyenl6 a befokdval. Egy digraf kézel-Euler, ha minden pontnak
a befoka és a kifoka legfeljebb eggyel tér el.

Vonal: egy vo,e1,v1,€1,...,Un—1,€n, Vs sorozat, amely felvaltva (nem feltétleniil kiilénb6z6) pontokbdl és
élekbdl all dgy, hogy minden e; éle a v;—1 pontbdl vezet a v; pontba. A szerepld élek szama a vonal hossza
(igy az egyetlen pontbdl 4llé6 vonal hossza 0).

Zart vonal: olyan vonal, ahol vi = vy,.

vo a vonal kezdGpontja, v, a végpontja. Azt mondjuk, hogy a vonal Gsszekoti a vg és v, pontokat, vagy hogy
a vonal vo-bdl megy v,-be.

Séta: Olyan vonal, amelyben minden él kiilonb6zé.

Ut (path): Olyan vonal, amelyben minden pont (és igy persze minden él is) kiilonbézé.

Kor (circuit): Olyan vonal, amelyben a kezd6pont megegyezik a végponttal, de ett8l eltekintve minden pont
kiilonb6z6. Digraf esetén egyirdnyd korrdl beszéliink.

Hamilton kor: a graf minden pontjat tartalmazoé kor.

Hamilton t: a graf minden pontjat tartalmazé ut.

Ciklus (cycle): élidegen kordk egyesitése (irdnyitott és irdnyitatlan esetben is).

Aciklikus vagy kormentes (acyclic) digraf: egyirdnyd kor nélkili digraf.

Forrdspont (source): Digrafban olyan pont, amelybe nem 1ép be él.

Nyel6pont (sink): Digrafban olyan pont, amelyb&l nem 1ép ki él.

Eszerint egy izoldlt pont egyszerre forras és nyeld.

Graf osszefliggd (connected), ha barmely két pontja kozott van t.

Komponens: grafnak maximalis Osszefiiggd része.

Digraf erésen Osszefiiggd (strongly connected), ha barmely pontjdbdl barmely mdsik pontjdba vezet egyirdnyt
ut.

Digraf gyokeresen Osszefiiggd (root-connected), ha van olyen s pontja, amelybdl barmely masik pontjaba vezet
egyirdnyu tt. Azt is mondjuk, hogy a digraf s-bdl gyokeresen Gsszefiiggd.

Elvagé él: melynek elhagydsa megsziinteti a graf osszefiigg6ségét.

Elvagé pont: melynek elhagydsa megsziinteti a graf osszefligg6ségét.

Graf k-élosszefiiggd, ha legfeljebb k — 1 élének elhagydsa utan is Osszefliggé marad.

Graf k-6sszefiiggd (k-szor pontosszefiiggd), ha legaldbb k41 pontja van és legfeljebb k—1 pontjinak elhagydsa
utan is 6sszefliggé marad.

Osszefijgg('j grafban egy ) C X C V ponthalmazra az X és V — X komplementere kozott vezetd élek
halmazat vagdsnak (cut) (néha: ko-ciklus) nevezziik. X és V — X a végds két partja. Egy vdgds elemi (bond),
ha nem tartalmaz valédi részhalmazként masik vagast.

Ha egy digrafban az X ponthalmazba nem lép be él, akkor az X-bdl kilépo élek halmazat egyiranyd vagy
irdnyitott (vagy egyirdnyu) végasnak (one-way cut, directed cut) nevezziik.

Fa (tree): olyan Osszefiiggd graf, amelynek barmely élét elhagyva a keletkezd graf mér nem osszefliggd.
Csillag: olyan fa, amelynek egy pontjabdl indul ki minden éle.
Erdé (forest): graf, melynek komponensei fik.



Feny6 (arborescence): irdnyitott fa, amelyben van egy specidlis, gyokérnek nevezett s pont, amelybdl minden
pontba vezet egyirdnyu ut. s a fenyé gyokere. Roviden azt is mondjuk, hogy a fenyé s-feny®6.

Fenyves (branching): Diszjunkt feny6kbél all6 digraf, mésszéval olyan irdnyitott erds, amelyben minden pont
befoka legfeljebb 1.

Teljes (complete) graf: minden pontpdr 6ssze van egy éllel kétve.

Turnament (tournament): irdnyitott teljes graf.

Klikk (clique): olyan részgraf, amelyben minden pontpér éllel ossze van kotve.

Stabil vagy fiiggetlen ponthalmaz (stable): él nélkili feszitett részgraf. a(G) vagy ag jeldli G fiiggetlen pont-
jainak maximalis szdmat, azaz a maximalis stabil halmaz elemszamat.

Pérositas: olyan részgraf, amelyben minden pont foka legfeljebb 1. Mdsik neve: fiiggetlen élhalmaz. v(G) vagy
va jeloli a G fliggetlen éleinek maximalis szdmat, azaz a maximélis elemszamu parositds elemszamat.

Teljes parositas: miden pont foka pontosan 1.

Elszinezés: Graf élhalmazat pérositasokra bontjuk, egy parositds egy szinosztély.

Graf kromatikus indexe, x'(G): élszinezésben a sziikséges szinek minim4lis szdma (mindig legaldbb a legnagy-
obb fokszém).

Pontszinezés: Graf pontjait stabil halmazokra bontjuk, egy rész egy szinosztaly.

Graf kromatikus szdma, x(G) : pontszinezésnél a sziikséges szinek minimalis szdma.

Péros (bipartite) graf: 2-kromatikus graf.

Sikbarajzolhaté graf: olyan gréaf, amelyet le lehet a sikba gy rajzolni, hogy az éleket reprezental6 gorbéknek a
végpontjaiktol eltekintve nem lehet k6zos pontjuk. (Fary tétele: egyszeri sibarajzolhaté grafnak mindig létezik
olyan bedgyazasa, ahol a gorbék egyenes szakaszok).

Sikbarajzolt graf (roviden sikgraf): egy sikbarajzolhaté graf konkrét lerajzoldsa a sikba.

A G = (V,E) irdnyitott vagy irdnyitatlan grafra I(X), vagy specifikusabban I¢(X), jeloli az X C V
ponthalmaz éltal feszitett élek halmazat, mig E(X) (ill. Eq(X)) jelolje azon élek halmazdt, melyeknek legaldbb
egyik vége X-ben van. Altalébam ha a szovegosszefliggésbdl vilagos, hogy melyik grafrél van sz6, nem irjuk
ki az indexet. Legyen i(X) := [I(X)] és e(X) := |E(X)|. Legyen tovabbd d(X,Y) az X —Y és Y — X kozott
vezetd élek szdma (irdnyitott esetben mindegy, melyik irdnyban). Legyen d(X,Y) az X NY ésa V — (X UY)
kézott vezetd élek szdma, azaz d(X,Y) = d(X,Y) = d(X,Y). Irdnyitatlan esetben d(X) := d(X,V — X) jeldli
a G fokszam fliggvényét. Irdnyitott esetben o(X) az X-be V — X-bél belépb élek szama és §(X) := o(V —X).
o a befok fiiggvény, 0 a kifok fiiggvény.

Jelolje p(G) vagy ¢ az izolalt pont nélkiili G graf pontjait fed6 élek minimadlis szdmat, 7(G) vagy 7 pedig
a G éleit lefogé pontok minimélis szamat.

1.2 Egyszerubb tulajdonsagok

Lemma 1.2.1 (Gallai) Ha egy n ponti G = (V, E) grdfban minden pont foka pozitiv, akkor v+ ¢ = n, és
a+T1T=n.

Biz. Az els@ részhez legyen M maximalis, v elemi parositds. Minden M &ltal fedetlen pontbdl egy szomszédos
élt kivélasztva G pontjainak egy | M|+ (n—2|M|) = n—v elemi fedését kapjuk, és igy ¢ < n—v. Megforditva,
legyen F' egy minimalis, azaz ¢ elemi fedés, amely k komponensbdl all. Egy minimalis fedésben a komponensek
csillagok. Mivel egy csillag az élszdménal eggyel tobb pontot fed, az F 4ltal fedett pontok n szdma |F| + k.
Mindegyik csillagbdl kivélasztva egy élt egy k élii pédrositdst kapunk, tehdt v > k = n — |F| = n — p,, azaz
v+ >nésigy v+ p=n.

A maésik azonossdg rogton kovetkezik abbdl a megfigyelésbol, hogy egy X ponthalmaz akkor és csak akkor
stabil, ha komplementere lefogéd.

1.2.1 Fokszamok

Grafban a fokszamok Osszege az élszam kétszerese, igy péaros. Digrafban a befokok Osszege is és a kifokok
Osszege is az élek szdma, tehdt a befok Gsszeg egyenld a kifok Gsszeggel.

Grafban a paratlan foku pontok szama paros.

Legalabb kétpontu egyszerti grafban létezik két azonos fokszamu pont.

Euler gréafban minden ponthalmaz foka paros. Iranyitott Euler grafban minden ponthalmaz befoka egyenld
a kifokaval.

Egy graf (digraf) akkor és csak akkor Euler graf (digréf), ha ciklus, azaz felbomlik (egyirdnyid) élidegen
korok egyesitésére.

Iranyitatlan Euler graf éleit lehet gy irdnyitani, hogy Euler digrafot kapjunk. Altalénosabban, irdnyitatlan
graf éleit lehet Ugy irdnyitani, hogy kozel-Euler digréfot kapjunk (Euler-graf kézel-Euler irdnyitdsa sziikkségképpen
Euler.)

d(X) ugyanolyan paritdsd, mint az X-ben levd pératlan fokd pontok széma.



Digrafban o(X) — 6(X) = > [o(v) — d(v) : v € X].

di,...,d, nemnegativ egészek akkor és csak akkor alkotjak egy n pontu graf fokszam sorozatéat, ha Osszegiik
péros (mind hurok, mind pdrhuzamos élek megengedettek). Ha hurok nem megengedett, akkor még tovdbbi
feltétel, hogy a legnagyobb fokszdm ne legyen nagyobb a tobbiek Osszegénél.

1.2.2 Korok, vagasok

Gréafban, ha minden pont foka legalabb 2, akkor van kor. Digrafban, ha minden pont kifoka legaldbb 1, akkor
van egyiranyud kor.

Osszefiiged grafban egy vagas akkor és csak akkor elemi, ha mindkét oldala dsszefiiggd.

Minden vagas felbomlik elemi vagasok diszjunkt uniéjara

Viégasnak és kornek paros sok kozos éle van.

Turnamentnek van Hamilton ttja. Er6sen 6sszefliggé turnamentnek van Hamilton kore.

Digraf akkor és csak akkor aciklikus, ha pontjait sorba lehet gy rakni, hogy minden él visszafelé mutasson.

1.2.3 Utak, fak, fenyok

Ha van z-bdl y-ba vonal, akkor van 1t is.

Graf akkor és csak akkor paros, ha nincs benne paratlan hosszisagi kor.

Grafban, a ,,létezik it = és y kozott” reldcié ekvivalencia relacié. (Egy osztaly neve : komponens).

Digraf ponthalmazan a ,,létezik egyiranyu ut x-bdl y-ba és létezik egyiranyu 1t y-bdl z-be” relacié ekviva-
lencia relacié. Egy osztaly neve: er6s komponens.

Digrafban, ha mindegyik erds komponenst egy ponttd hizzuk 6ssze, aciklikus digrafot kapunk.

Digrafban van olyan erés komponens, amelybe nem 1ép be él: forraskomponens, és olyan is, amelybdl nem
Iép ki: nyel6 komponens.

Graf akkor és csak akkor Osszefliggd, ha minden § C X C V részhalmazra d(X) > 0.

G hurokmentes grafra a kovetkezd tulajdonsdgok ekvivalensek. (1) G fa. (2) G barmely két pontja kozott
pontosan egy Ut vezet. (3) G Osszefiiggd és kormentes. (4) G Osszefligg6 és eggyel kevesebb pontja van mint
éle. (5) G felépitheté tetszéleges pontjabdl kiindulva élek egyenkénti hozzavételével gy, hogy az aktudlisan
hozzavett 1j él egyik végpontja 1j pont, a masik végpontja pedig a mar megkonstrudlt fdhoz tartozik.

D hurokmentes digréfra, amelyben az s pont befoka 0, a kovetkezd tulajdonsdgok ekvivalensek. (1) D
s-fenyé. (2) D irdnyitott fa, amelyben s-bél D minden pontjaba vezet egyirdnyu dt. (3) D irdnyitott fa,
amelyben az s-t6l eltekintve minden pontba egy él 1ép be. (4) D az s pontbdl kiindulva felépithets élek
egyenkénti hozzavételével igy, hogy az aktudlisan hozzavett 1j él tove a mar megkonstrualt feny6hoz tartozik,
a feje pedig 1j pont.

Ekvivalensek: (a) digraf gyokeresen Osszefiiggs s-b6l, (b) 1étezik s-gyokerti feszits feny6je, (¢) minden @ C
X CV — s részhalmazra o(X) > 0.

Digraf akkor és csak akkor erdsen Osszefiiggd, ha minden ) C X C V részhalmazra o(X) > 0.

Digrafban akkor és csak akkor van s-bdl t-be vezetd tt, ha o(X) > 0 minden X t¢3-halmazra.

A jegyzetben néha nem tesziink kiilonbséget az egyelem halmaz (singleton) és annak egyetlen eleme kozott.

Egy f : S — R fiiggvényt gyakran a természetes médon kiterjesztiink az S részhalmazaira az f(X) =
S If(w) : v € X] definiciéval. Analég médon egy S-en értelmezett f halmazfiiggvényt kiterjeszthetiink az S

részhalmazainak rendszerére: f =>[f(Z) : Z € F] ahol F az S részhalmazainak egy rendszere.

1.2.4 Hasznos azonossagok és egyenlotlenségek

Kozismertek az aldbbi azonossagok.

d(X) +d(Y) =d(XNY)+d(XUY)+2d(X,Y) (1.1)
W(X)+i(Y)=4XNY)+i{(XUY)—-d(X,Y) (1.2)
e(X)+eY)=e(XNY)+e(XUY)+dX,Y). (1.3)
o(X)+o(Y)=0o(XNY)+o(XUY)+d(X,Y). (1.4)
0(X)+0Y)=0XNY)+6(XUY)+d(X,Y). (1.5)

0(X) + oY) = o(X — ¥) + oY — X) +d(X,Y) + [o(X NY) = 6(X UY)] (1.6)

= (V, A) digréfban az f : A — RU{—00} g : A — RU{+00} fliggvényekre legyen b(X) := d4(X)—pos(X).

Ekkor
(X)+bY)=bXNY)+bXUY)+d,—s(X,Y), (1.7)

amibél adédik, hogy f < g esetén b szubmodularis.



Gyakorlat 1.1 Igazoljuk, hogy ha minden v € X NY pontra, o(v) > §(v), akkor o(X) 4+ o(Y) > o(X - Y) +

oY —X)+d(X,Y). Ha mindenv € V — (X UY) pontra o(v) > 6(v), akkor 6(X)+06(Y) > d6(X -Y)+0(Y —

1)
X)+d(X,Y). Ha (X UY) = o(XUY), akkor o(X)+o(Y) =6(X =Y) +6(Y — X) +d(X,Y).
Legyen H := (V,.A) hipergrdf, (ahol A a V nemiires, nem feltétleniil kiilonbéz6 részhalmazainak egy
rendszere). Tetszéleges X C V részhalmazra jelolje py (X) az X-t6l diszjunkt hiperélek szdmat.

Lemma 1.2.2 A py fiigguény szupermoduldris, sét minden X,Y C V részhalmazra fenndll az aldbbi azonossdg
pa(X) +pa(Y)=pa(XUY)+pa(XNY)—du(X,Y), (1.8)

ahol du(X,Y) jeloli azon hiperélek szdmdt, amelyek tartalmaznak pontot mind X — Y -bdl, mind Y — X-bdl,
de diszjunktak X NY-tol. e

G = (S,T;F) paros grafban az S részhalmazain definidljuk a ~ halmazfiiggvényt: v(X) jelolje az X
szomszédainak szdmdt, azaz v(X) = |I'(X)|. Ekkor

Y(X) +7(Y) 2 (X NY) + (X UY). (1.9)

Hasznélni fogjuk a 0 = o¢ halmazfliggvényt: o(X) a G-b6l az X C V ponthalmaz eltorlésével keletkezd
graf komponenseinek szdmat jeloli, ha X # @) és o(D) := 0. Hasznosnak fog bizonyulni az aldbbi kis lemma.
AT KELL TENNI A SZUB NEVi FILEBE

Lemma 1.2.3 A o fiiggvény metsz6 G-szupermoduldris, azaz X NY # () esetén
o(X)4+ oY) <o(XNY)+o(XUY)+da(X,Y). (1.10)

Biz. Elszém szerinti indukeié. Ha a grafnak nincs éle, akkor o/(X) = |V — X | miatt (1.10) egyenl8séggel teljesiil.
Legyen e = uv tetszbleges él. Amennyiben X és Y egyikébe sem 1ép be, dgy Osszehizdsa az (1.10)-ben szerepld
mennyiségeket nem valtoztatja meg, igy indukciéval készen vagyunk. Hasonléan, ha e egyik vége X N Y-ban
van, akkor elhagyasa nem valtoztatja meg a szébanforgé mennyiségeket.

Ha e mind X-be, mind Y-ba belép, akkor az elhagydsdval keletkezd G’ grafra dg/(X,Y) = da(X,Y) — 1.
Tovébba o(X) = o' (X),0(Y) =o' (YV),c(XUY) =0 (XUY),d'(XUY) < o(XNY)+ 1, amibdl indukciéval
megint készen vagyunk.

Végiil e egyik vége V —(XUY)-ban van, a masik pedig X —Y-ban vagy Y — X-ben, mondjuk X —Y-ban. Most
da(X,Y) =da(X,Y),0(X) =d'(X),0(XUY) = ¢'(XUY) és mivel XNY C Y, {gy o/ (XNY)—0a(XNY) <
oc (Y) — oc(Y), amiket Osszetéve a lemma indukciéval kovetkezik. (Az utolsé egyenlétlenség azért érvényes,
mert egyrészt nyilvdn 0 < o’ — o, mésrészt, ha og/ (X NY) — o0g(X NY) pozitiv, akkor 1 és az e él a
G' — (X NY) graf két komponensét koti ossze. De ekkor persze a G' — Y grafnak is két komponensét koti
Ossze, és {gy og/(Y) —oa(Y) =1).

1.3 NP-teljes problémak

Felsorolunk néhany alapveté grafelméleti feladatot, melyekrdl igazoltak, hogy NP-teljesek.

Maximalis stabil: grafban keressiink maximélis méretii stabil halmazt.

Maximalis klikk: grafban keressiink maximédlis méretii klikket. A feladat ekvivalens a komplementer graf
maximalis stiljanak megkeresésével. Paros grafban mindkét feladat silyozott valtozata is polinomislisan megold-
haté.

Halmaz lefogas vagy fedés: adott H halmazrendszerrol dontsiik el, hogy tagjai k£ ponttal lefoghatdk-e.
Ekvivalens alakban: k£ halmazzal lefedheté-e az alaphalmaz. NP-teljes mar k = 2-re is. NP-teljes azt eldonteni,
hogy egy graf élhalmaza lefedhet6-e 2 Euler-gréffal. (A négyszin tétel azzal ekvivalens, hogy 2-élosszefliggd
stkgrédfban ez mindig megtehed.)

Pontszinezés: hatdrozzuk meg egy graf kromatikus szamét. Dontsiik el, hogy a graf pontjai k szinnel
megszinezheték-e gy, hogy minden szinosztdly stabil. Mar k = 3-ra is NP-teljes. A k& = 2 esetben van
egyszerl algoritmus és karakterizacié. Hipergraf esetén mar k = 2-re is NP-teljes azt eldonteni, hogy 1étezik a
pontoknak olyan k-szinezése, amelyre nincsen egyszinti hiperél.

Elszinezés: hatdrozzuk meg egy graf kromatikus indexét, vagyis azt, hogy hany parositdssal lehet az
élhalmazt lefedni. Mar 3-reguléris egyszeri grafban is NP-teljes azt eldonteni, hogy a kromatikus index harom-
e, azaz, hogy az élhalmaz felbonthaté-e 3 teljes parositasra. (A négyszin tétel azzal ekvivalens, hogy 3-reguldris
egyszeril sikgrafban ez mindig megteheté.)

Leghosszabb 1t, Hamilton ut, Hamilton kor: mind irdnyitott, mind irdnyitatlan grafban NP-teljes, mér
3-regularis sikgrafban is.



Diszjunkt it probléma: dontsiik el, hogy irdnyftott vagy irdnyitatlan gréfban adott (si,¢1),..., (Sk,tx)
pontpéarokra léteznek-e Py, ..., Py utak gy, hogy P; az s;-bél vezet t;-be és az utak paronként él- vagy pont-
idegenek. Mindkét valtozat NP-teljes. Rogzitett k-ra irdnyitatlan grafban vagy aciklikus irdnyitott grafban
van polinomidlis algoritmus. Az dltaldnos irdnyitott esetben mindkét valtozat mar k = 2-re is NP-teljes!

dopt alap, 2013. janudr 28.






2. Fejezet

BIZONYITAS TECHNIKAK

Ebben a fejezetben attekintiink néhdny standard bizonyitasi technikat és segitségiikkel beldtjuk a grafelméletnek
a diszkrét optimalizalds szempontjabdl legfontosabb alaperedményeit is.

Egy tipikus grafelméleti eredmény valamilyen eléirt tulajdonsdgi részgraf (teljes parositds, Hamilton kor, k
sulyu feszitd fa) 1étezését allitja megfelel§ feltételek fenndlldsa esetén. A bizonyitdsok egy része csupédn egzisz-
tencia bizonyitas. Szamunkra kiilénosen értékesek az olyan konstruktiv, algoritmikus bizonyitdsok, amelyek
hatékony algoritmust eredményeznek a szébanforgé részstruktira kiszamitasara. Ebben és a kovetkezo6 részben
egy-egy tipikus algoritmikus elvet targyalunk.

2.1 Algoritmikus bizonyitasok I: a mohé megkozelités

Ha egy matematikai allitdast be akarunk bizonyitani, természetes els6 probalkozés ,,toronyirant” elindulni,
bar tobbnyire a mohé megkozelités nem segit. Példdul Kénig tételét (miszerint pdros grdfban a figgetlen
élek mazimdlis szdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis szdmdval)) nem tudjuk gy bizonyitani, hogy
egymas utan valasztunk foggetlen éleket, mert igy egy olyan tovabb mar nem bd&vithet6 péarositashoz jutha-
tunk, amely nem maxima4lis elemszamu. Vannak esetek azonban, amikor a mohé hozzaallds eredményes. Ezek
koziil a legismertebb Kruskal eljardsa minimalis vagy maximalis silyd fa megkeresésére.

2.1.1 Legolcsobb feszito fak

A grafokon tekintett optimalizdldsi feladatok koziil a legkorabbi egy G = (V, E) Osszefliggé irdnyitatlan graf
minimalis koltségii feszit6 fajanak megkeresését célozza. Ez a mohé algoritmussal torténik, ami valami olyasfélét
akar kifejezni, hogy az algoritmus sordn mindig a lokélisan legjobbat valasztjuk. A fikra vonatkozé mohd
algoritmusnak szamos valtozata ismert: az aldbbiakban ezek egységes leirdsat adjuk meg. Jeldlje ¢: E — R a
koltségfiiggvényt. A kovetkez6 lemma a fak egy fontos kicserélési tulajdonsdgat irja le.

Lemma 2.1.1 Jelolje Ty és To két V-t feszitd fa élhalmazdt. Ekkor barmely e € Ty élre van olyan f € T él,
amelyre mind Ty — e + f, mind To — f + e fa.

Biz. Ha e € T, akkor f := e j6 lesz. Tegyiik fel, hogy e = st € T>. T1 — e-nek két komponense van, K; és
K>. Tr-ben van egy egyértelmli P 1t, amely Osszekoti az s és t pontokat. Legyen f a P utnak egy olyan éle,
amely K és K> kozott vezet. Ezen f €l kielégiti a lemma kivdnalmait. e

Legyen T a G = (V, E) egy feszitd fdja. Az e € F élhez tartozé alapvagdson a G azon vdgdsat értjik,
amelyet a T'— e két komponense hataroz meg. Egy f = uwv € E —T élhez tartozé alapkoron azt a kort értjiik,
amely az f élbdl és az u és v pontokat a T' faban 6sszekotd egyértelmi ttnak az éleibdl all. A 2.1.1 lemmabdl
rogton kovetkezik:

TETEL 2.1.1 A G graf valamely T feszitd fajara az aldbbiak ekvivalensek:
(a) T minimdlis koltségi,

(b) c(e) < c(f) fenndll minden e € T élre, ahol f az e alapvdgdsdnak egy eleme,
(c) c(e) > c(f) fenndll minden e ¢ T élre, ahol f az e alapkirének egy eleme.

MOHO ALGORITMUS [Boruvka, 1926], [Kruskal, 1956] Az eljirds egy feszité erdst épit élek egyenkénti
hozzavételével. Az V ponthalmazii élt nem tartalmazé erdbvel indul, és akkor ér véget, amikor az aktudlis
feszité erdS mar fa. Az dltaldnos lépés abbdl &ll, hogy az aktudlis mar megkonstrualt erd6héz hozzdadjuk a
legolcsobb olyan élt, amely két komponensét kéti ossze.



Ismeretes a mohé algoritmusnak maésik valtozata is.

DIJKSTRA-PRIM ALGORITMUSA [Dijkstra 1959], [Prim 1957] Egy tetszlleges xo pontbdl indulva
élek egyenkénti hozzavételével fat épitiink, egészen addig, amig feszits fat nem kapunk. Az altaldnos lépésben
a legolcsébb olyan éllel néveliink, amelynek pontosan az egyik végpontja tartozik a mar megkonstrualt fahoz.

A kovetkez algoritmus évatosnak nevezhetd; ahelyett, hogy olecsé élekbél prébélna fat vagy erdét épiteni,
megszabadul a draga élektél, persze iigyelve az Osszefiiggbség megtartisara.

FORDITOTT MOHO (OVATOS) ALGORITMUS Az eljsras sordn éleket hagyunk ki a grafbél arra
tigyelve, hogy a visszamaradd részgraf Osszefiiggd legyen. Az &ltaldnos lépésben kivdlasztjuk a maximalis
kéltségii élt, amely nem elvagé él, és ezt elhagyjuk a grafbol.

Ezen algoritmusok egyetlen kozos altalanos keretbe foglalhatdk.
Gyakorlat 2.1 Mutassuk meg, hogy az el6bbi algoritmusok mindegyike az alabbi specidlis esetének tekinthetd.

ALTALANOS ALGORITMUS Az eljards az alabbi két miivelet tetszlleges sorrendben térténd egymas
utani alkalmazdsabdl dll. Az elsé miivelet a V' csicshalmazon egy F' feszité erdSt épit élek egyenkénti hozzavételével,
mig a mdsodik bizonyos éleket kitorol. Kezdetben F := ().

1. LEPES Ha az aktudlis F erdé mér feszité fa, az algoritmus befejez6dik. Ha F nem Gsszefiiggs, akkor
valasszunk G-nek egy tetszbleges olyan B vagasat, amelyben nincs F-nek éle és legyen e a B vagas legolcsébb
eleme. Adjuk e-t F-hez.

2. LEPES Amig van kér, valasszunk ki egy tetszéleges C' kért. Legyen e € C' a legdragabb éle C — F -nek.
Toroljiik e-t G-bol.

TETEL 2.1.2 Az algoritmus dltal taldlt végsd feszité F' fa minimdlis kéltségi.

Biz. Az algoritmus futdsdnak tetszOleges kozbensé édllapota egy (F, D) parral jellemezhetd, ahol F' az addig
megkonstrualt erd6t, D pedig az addig eltordlt élek halmazat jeloli. Azt igazoljuk indukciéval, hogy létezik
olyan T minimalis koltségli feszité faja G-nek, amelyre ' C T C E — D. Vilagos, hogy barmelyik minim4lis
koltségli fa jo lesz, amikor F' = D = (). Tegyiik most fel, hogy az allitdst mar beldttuk valamely (F, D) pérra,
vagyis hogy van egy olyan T" minimdlis koltségi feszit6 fa, amelyre F CT C E — D.

Tegytik fel eloszor, hogy az 1. 1épést alkalmaztuk, és legyen e € B az djonnan F-hez vett él. Legyen
F' := F + e Hae € T, akkor készen vagyunk, mert a valtozatlan T jé lesz az (F’', D) péarra nézve is. Ha
e & T, akkor legyen C. az e alapkore a T-re nézve. Az e él a szabdly szerint a B vigasban van, igy C.-nek kell
lennie egy mdsik f élének B-ben. Miutdn e, f € B, az 1. 1épés szabdlya szerint c(e) < c¢(f). Mivel e, f € Ce és
T minimdlis koltségli, azt kapjuk, hogy c(f) > c(e). Ezekb6l c(e) = c(f), és T' := T — f + e is egy minimélis
koltségli feszits fa, amelyre I/ CT' C E — D.

Masodszor, tegyiik fel, hogy a 2. lépést alkalmazzuk, és legyen e € C a frissen eltorolt él. Ha T nem
tartalmazza e-t, készen vagyunk, mert a véltozatlan T j6 lesz az (F, D + e) péarra nézve is. Tegyiik fel tehdt,
hogy T tartalmazza e-t, és legyen B. az e-nek T-re vonatkozé alapvigasa. Ekkor 1étezik egy f # e él, amelyre
f € CNB.. Mivel e, f € C, a 2. 1épés szabdly szerint c(e) > ¢(f). Mivel e, f € B, és T minimédlis koltségli,
kovetkezik, hogy c(e) < c(f). Ezekbél c(e) = c(f), és T' := T — f + e is egy minimdlis koltségii feszité fa,
amelyre FCT' CE—(D+e). o

Feladatok

2.2 Ha minden koltség kiilonbozd, akkor a min. koltségi feszitd fa egyértelmd.

2.3 Tegyiik fel, hogy két koltségfiigguény adott az éleken: ci,ca2. Adjunk algoritmust olyan feszité fa meg-
keresésére, amely a ci-re nézve minimdlis kéltségl és ezen belil ca-re nézve minimdlis kéltségii. Hogyan
altaldnosithaté az eljards tobb kéltségfiigguényre.

2.4 G = (V,E) ésszefiiggd grdf egy F feszitd fdja akkor és csak akkor minimdlis koltségii, ha a fa bdrmely e
élének a kdltsége nem magyobb, mint az F' — e két komponense kozott vezetd barmely €l kéltsége. Tovibba F
akkor és csak akkor minimdlis koltségti, ha bdrmely wv € E — E(F) él kéltsége legaldbb akkora, mint a fdban
az u és v kozott vezetd egyértelmd it bdrmely élének a kéltsége.

2.5 Legyen r(u,v) szimmetrikus, nemnegativ egészértéki figguény a V alaphalmaz elempdrijain. Akkor és
csak akkor létezik olyan G = (V, E) grdf, amelyre A\(u,v; G) = r(u,v) minden {u,v} pontpdrra, ha r(ui,ux) >
min{r(u1, uz), r(uz,u3), ..., r(uk—1,ur)} fenndll minden, a V kilonbozé elemeibdl készitett ui, . . ., u, soroza-
tra.



2.1.2 Lancok, utak, részfak

Valéjéban egy teljes elmélet épiilt ki (a matroidelmélet) annak feltérképezésére, hogy a Kruskal tipusd mohé
algoritmus milyen kériilmények koézott miikodik helyesen és ezt a matroidokrdl szél6 fejezetben targyalni is
fogjuk. Vannak azonban masféle mohé megkdozelitések is, és most ezekre mutatunk példakat.

TETEL 2.1.3 Ha egy H = (V, F) digrdfban az s és t pontokra ou(s) =0 = 6w (t) és on(v) = 6 (v) minden
v €V — {s,t} pontra, akkor D-ben létezik 0(s) élidegen it s-bdl t-be.

Biz. Az s-bdl kiindulva mohé médon épitsiink egy sétat. A fokszam feltételek miatt egyrészt s-be sohasem
érhetiink vissza, mésrészt barmely v € V — {s,¢} pontbdl mindig tovdbb tudunk haladni addig még nem
hasznélt élen. fgy a végiil kapott séta t-ben végzédik. A séta magdban foglal egy P utat s-bdl t-be. A P
éleinek kihagyéséval keletkezé H' digrafban s kifoka eggyel kisebb, mint H-ban, és a fokszam feltételek H'-re
is fennéllnak. Az eljardst iterdlva megkapjuk a keresett d(s) élidegen utat. e

Bar egy tetszéleges D digrafban ez a mohé megkozelités nem alkalmas k élidegen s-bél t-be vezetd 1t
megkeresésére, a 2.1.3 tétel azonban mégis elvi lehet&séget teremt erre. A tétel alapjdn ugyanis nem kell
az utakat kozvetleniil keresniink, hanem elég D-nek egy olyan H részgrafjat megkonstrudlnunk, amelyben
0(s) = k és teljesiilnek a 2.1.3 tétel fokszam feltételei. Megjegyezziik, hogy ez az egyszer(i megfigyelés inspiralta
a folyamok fogalmanak megsziiletését.

TETEL 2.1.4 (Mirsky) A P részbenrendezett halmazt fedd antildncok minimdlis szdma egyenld a leghossz-
abb lanc elemszamdval.

Biz. Vildgos, hogy max < min. Az egyenl6ség igazoldsdhoz legyen A; a P minimadlis elemeinek halmaza. Ez
nyilvan antildnc. Legyen Az az A; elhagyédsa utédn a minimalis elemek halmaza. Ezt folytatva megkonstrualjuk
az A1, Aa, ..., A; antildncokbdl all6 felbontasat P-nek. Ezutdn visszafelé haladva el6allitunk egy ¢ elembdl allé
ldncot. Legyen a. az A. antildnc tetszéleges eleme. Az a. elem nem keriilt bele A._1-be, ezért van A._1-nek
egy a.-nél kisebb a._1 eleme. Ez az elem nem keriilt A._2-be, tehat van A._2-ben egy a._2 elem, amely kisebb,
mint a.—1. Ezt az eljarast folytatva, megkapunk egy c elemi lancot. e

A fenti bizonyitéds egy kétfdzisi mohd eljardsnak tekinthets. Az elsé fadzisban moh6 médon megkonstrualtuk
az antildnc felbontdst, a méasodikban pedig szintén mohé mdédon, de mér az elsé fazis altal szolgéltatott
antilanc-felbontas ismeretében, megkonstrualtuk a maximalis lancot.

A Mirsky tételt egyszerii fogassal kiterjeszthetjiik a silyozott esetre is.

TETEL 2.1.5 (stulyozott Mirsky) Legyen adott a P elemein egy nemnegativ egész s silyozds. A mazimdlis
stlyd lanc sulya egyenld a sulyokat fedd (nem feltétlentil killonbo6zé) antilancok minimdlis szamdval.

Biz. Toroljik ki a nulla stilyt elemeket, majd minden p elemet helyettesitsiink egy s(p) elem ldnccal, melynek
tagjal pontosan ugyanazon elemekkel legyenek Osszehasonlithaték, mint p. A Kiterjesztett részbenrendezett
halmazra megfogalmazott Mirsky tétel éppen a silyozott esetet adja. e

Feladat 2.6 A fenti kétfdzisu eljdrds dtalakitdsdaval adjunk direkt bizonyitast a sulyozott Mirsky tételre.

TETEL 2.1.6 (Dirac) Adott az F fa részfdinak egy F rendszere. Az F-bél kivdlaszthatd diszjunkt fdk mazimdlis
v szama egyenld az F-t lefogo csicsok minimadlis T szdmdval.

Biz. Nyilvan v < 7, igy csak a forditott irdnyd egyenldtlenség igazolasdval foglalkozunk. Vélasszuk ki F-nek
egy tetszbleges r pontjat. Egy részfa talppontjan az r-hez legkozelebbi pontjat értjiik, és ennek tavolsagat
r-t6l a részfa r-t6l vald tavolsdganak hivjuk.

Ameddig csak lehet, vélasszunk ki egymds utdn F-bdl fékat dgy, hogy mindig az r-t6l legtavolabbi olyan
fat valasztjuk, amely diszjunkt az addig mar kivalasztottaktol. Jelolje az igy kivalasztott fak halmazat Z,
talppontjaik halmazat pedig 7. Belatjuk, hogy T lefogja az F minden tagjat, amibol v > 7 mar kovetkezik.
Valéban, ha indirekt volna egy F' € F lefogatlan fa, akkor az metszi Z valamely tagjat. Jelolje I az Z-
nek az algoritmus sordn legkorabban vélasztott azon tagjat, amely metszi F'-t. Az ' lefogatlansdga miatt I
talppontja nincs F’-ben és F’ diszjunkt az Z 6sszes I-nél kordbban kivélasztott tagjétdl, vagyis I valasztasakor
nem a kivalasztédsi szabdly szerint jartunk el, ellentmondés. e

TETEL 2.1.7 (Gallai) Adott az S szakasz zdrt részintervallumainak egy F rendszere. Akkor és csak akkor
lehet az F tagjait k paronként diszjunkt intervallumokbdl dllo osztdlyba sorolni, ha S minden pontjdt legfeljebb
k darab F-beli szakasz feds.
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Biz. A sziikségesség nyilvanvald. Az elegendéséghez igazolasdhoz S-t vizszintesen képzeljiikk. Az interval-
lumokat (baloldali) kezdépontjuk sorrendjében tekintve egymds utdn betesszik a k szinosztaly koziil a legkorabbi
olyanba, amelybe betehetd a diszjunktsig megsértése nélkiill. Amennyiben egy F € F intervallumot nem
tudunk elhelyezni, mert semelyik szinosztdlyba nem teheté be a diszjunktsdg megsértése nélkiil, gy F
kezd8pontjat a valasztasi szabaly miatt mind a k szinosztdly egyik intervalluma tartalmazza, ellentmondésban
a feltevéssel, hogy egy pontot 0sszesen csak k intervallum fedhet. o

Gyakorlat 2.7 Adott az S szakasz zdrt részintervallumainak egy F rendszere. Igazoljuk Gallai mdsik tételét,
miszerint az F-bdl kivdlaszthato diszjunkt intervallumok mazimdlis szdma egyenld az F tagjait lefogd pontok
minimdlis szdmdval.

Feladat 2.8 Adott A és B diszjunkt halmaz és eqy m : AU B — Zy fokszam eldirds. Gale és Ryser tétele
szerint akkor és csak akkor létezik olyan egyszerii G = (A, B; E) pdaros graf, amelyre d(v) = m(v) minden
v € AU B csicsra, ha m(A) = m(B) és minden j = 1,...,|A| értékre a j legnagyobb A-beli m(v) érték
osszege legfeljebb EuEB min{j, m(u)}. Igazoljuk a feltétel szikségességét, majd egy alkalmas mohd algoritmus
segitségével az elegenddséget is.

2.1.3 Iranyitasok

A G = (V,E) irdnyitatlan graf éleinek (vagy roviden G-nek) egy irdnyitdsdn egy olyan irdnyitott grafot
értlink, amely G-bél keletkezik azaltal, hogy G minden wv élét helyettesitjiik az u-bél v-be és a v-bdl u-ba
vezetd irdnyitott élek egyikével. Kicsit altalanosabban beszélhetiink egy vegyes graf irdnyitasardl, amikor is a
vegyes graf irdnyitott éleit valtozatlanul hagyjuk, mig az irdnyitatlan éleket helyettesitjiik egy-egy irdnyitottal.

Gyakorlat 2.9 FEgy irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor van olyan irdnyitdsa, amelyben minden pont
elérhetd egy megadott s gyokérpontbdl, ha G 6sszefiiggd.

TETEL 2.1.8 (Robbins) Egy G irdnyitatlan grdfnak akkor és csak akkor létezik erdsen dsszefiiggd irdnyitdsa,
ha G 2-€élésszefiiggd.

Biz. A sziikségesség nyilvanval6. Az elegendbséghez tetszéleges sorrendben tekintjiik a graf éleit és egyenként
megirdnyitjuk Oket, csak arra ligyelve, hogy ne keletkezzék irdnyitott vagds. Azt kell igazolnunk, hogy az
eljards mindig befejezhet6. Ennek érdekében tekintsiink egy kozbensé allapotot, amikor éleknek egy FF C E
részhalmazdt méar megiranyitottuk és jelolje Fa megirdnyitott F-t. Legyen e = wv € E — F a soron kévetkez6
irdnyitatlan él. Amennyiben az u-bdl v felé torténd irdnyitds egy irdnyitott vagast hozna létre, gy létezik
egy olyan X vu-halmaz, amelyre az e-tél eltekintve az X és V — X kozotti valamennyi él irdnyitott (eleme
F—nek) éspedig V — X-t61 X-felé. Hasonléképp, amennyiben e-nek a v-bdl u-felé térténd irdnyitdsa hozna
létre iranyitott vagast, akkor létezne egy olyan Y wwv-halmaz, amelyre e-tél eltekintve az Y és V — Y kozotti
valamennyi él iranyitott Y-tél V — Y-felé. Ekkor viszont az X N'Y halmazbdl nem 1ép ki sem iranyitott, sem
irdnyitatlan él, és ugyanez all az X UY halmazra is. Mivel a feltevés szerint eddig még nem hoztunk létre
irdnyitott vagdst, {gy sziikségképpen X NY =0 és X UY =V, azaz Y =V — X. igy az X és V — X kozott
egyediil az e él vezethet, ellentétben a feltevéssel, hogy G 2-élosszefiiggs. o

Figyeljiik meg, hogy a bizonyitas az alabbi dltaldnosabb eredményt is kiadja:

Kovetkezmény 2.1.9 FEgy vegyes grdf akkor és csak akkor iranyithaté erdsen dsszefliggévé, ha mincs benne
tisztdn irdnyitott vdgds és irdnyitatlan értelemben 2-€élosszefiiggl. o

Az 2.1.8 tétel gy is megfogalmazhatd, hogy egy irdnyitott graf bizonyos éleit at lehet forditani gy, hogy
erGsen Osszefiiggs digréfot kapjunk, feltéve persze, hogy az iranyitatlan alapgraf 2-él6sszefliggé. Természetesen
kinédlkozik a kérdés, mennyi az atforditandé élek minimaélis szama. Meglepé mdédon a valasz sokkal mélyebb
eszkOzoket igényel, mint a Robbins tétel, de legalabb létezik. Lucchesi és Younger tétele szerint a keresett
minimum éppen az élidegen irdnyitott vagasok maximaélis szaméval egyenlo.

Természetesen vetédik fel a Robbins tétel (egy masirdnyi) altaldnositdsdnak kérdése: mikor lehet egy gréafot
k-élosszefliggbre irdnyitani. Nyilvan ehhez sziikséges, hogy a graf 2k-élosszefiiggb legyen, és Nash-Williams
bebizonyitotta, hogy ez a feltétel elegendd is. A bizonyitds a fentinél jéval ravaszabb eszkozoket igényel.
A nehézséget jelzi, hogy méar k = 2-re sem igaz az, ami k = 1-re, amint azt fentebb lattuk, még érvényes
volt; nevezetesen, hogy az éleket mohé médon egymadas utdn, tetszéleges sorrendben irdnyithattuk, csupén
arra ligyelve, hogy ne hozzunk létre hibds (azaz a k = 1 esetben irdnyitott) vagast. Tekintsiik példdul azt
a G = (V,E) gréfot, ahol V = {v1,v2,v3,v4} és G-nek a kovetkezd 11 éle van: viva, v3vs, 3-3 padrhuzamos
él vy és vg kOzOtt, v1 és vs kOzott, valamint ve és vs kozott. Ennek a grafnak az olvasé konnyen taldlhat 2-
élosszefiiggd iranyitasat. Ugyanakkor, ha két parhuzamos vivs élt vy felé iranyiftunk, a harmadikat vy felé; két
parhuzamos vivs élt vs felé irdnyitunk, a harmadikat v felé; végiil két parhuzamos vevs élt vs felé irdnyitunk,
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a harmadikat v felé, akkor egyrészt, amint azt szimpla eset szétvalasztds mutatja, az iranyitatlanul maradt
102, v3v4 éleknek mar nem tudunk ugy irdnyitast adni, hogy 2-élésszefiiggé digrafot kapjunk, mésrészt ennek
a ténynek nincs egyszertien megfogalmazhat6 altaldnos oka.

Az igy kapott vegyes graf tehdt azt is mutatja, hogy a Nash-Williams féle irdnyitdsi tétel és a 2.1.9 tétel
természetesen kindlkozé kozos altaldnositdsa k > 2-re nem érvényes: Egy vegyes D = (V, A) irdnyitott és
G = (V, E) irdnyitatlan grafbdl dll6 vegyes gréfban az E elemei akkor és csak akkor irdnyithatdk gy, hogy
k-élésszefiiggs digrafot kapjunk, ha minden X C V halmazra da(X) > (k— op(X))t + (k—dp(X))*. Nyitva
marad tehat a kérdés, hogy mikor létezik egy vegyes grafnak k-élosszefiiggl iranyitdsa, és az el6bbi kicsiny
példa jelzi, hogy a vélasz nem igérkezik egyszeriinek. A szubmoduldris dramok elmélete segitségével azonban
az irdnyithatdsag feltétele megadhato.

Feladatok
2.10 Igazoljuk Robbins tételét eqy mélységi fa segitségével.

2.11 Legyen D olyan digrdf, amely iranyitatlan értelemben 2-élosszefiiggd. Legyen F' egy tartalmazdsra nézve
minimdlis részhalmaza az éleknek, amelynek elemeit dsszehizva erdsen dsszefiiggd digrafot kapunk (azaz F
minim4lis olyan, hogy minden irdnyitott végdst lefog). Igazoljuk, hogy ha dsszehizds helyett F minden elemének
megforditjuk az irdnyitdsdt, mdr akkor is erdsen oOsszefliggd digrdfot kapunk.

2.12 Igazoljuk, hogy egy elvdgo élt nem tartalmazo digrdf élei két szinnel szinezheték gy, hogy minden
irdnyitott vagdas mindkét szinbdl tartalmazzon élt.

2.13 Egy iranyitatlan G grdfnak adva van két erdsen dsszefiiggd irdanyitdsa. Igazoljuk, hogy az egyikbdl el
lehet jutni a masikba irdnyitott utak illetve iranyitott korok egymds utani megforditdsdaval gy, hogy minden
kézbensd irdnyitds erdsen 6sszefiiggd!

2.14 Egy G = (V,E) dsszefiiggd grdfnak akkor és csak akkor létezik olyan irdnyitdsa, amely egy megadott
T CV halmaz pontjaiban pdratlan kivile meg pdros, ha |E| és |T| ugyanolyan paritdsi.

2.15 Egy 2-€élosszefiiggs grdafnak létezik kézel-Euler erdsen dsszefiiggd iranyitdsa.

2.1.4 Szinezések

TETEL 2.1.10 Egy G = (V, E) dsszefiiggd iranyitatlan grdf kromatikus szdma legfeljebb a A + 1, ahol A a
G mazimdlis fokszdmdt jeloli. Rdaddsul létezik olyan A + 1 szinnel térténd szinezés, ahol a A + 1-dik szint
legfeljebb csak egy elére meghatdrozott vi pont haszndlja.

Biz. A v; ponttal kezdve konstrudljuk meg a graf pontjainak egy olyan w1, ..., v, sorrendjét, ahol a vi-tél
eltekintve minden pontbdl megy kisebb indexii ponthoz él. A graf dsszefiiggésége folytan ez mindig megtehetd.

E sorrendben visszafelé haladva egymads utén szinezziik meg a csicsokat a A+ 1 szin koziil mindig legkisebb
indext haszndlva, arra ligyelve csupan, hogy szomszédos csicsok kiilénb6z6 szint kapjanak. Mivel minden
csucsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért egy v; (i > 2) csics megszinezésekor, miutdn van
kisebb indexti, még szinezetlen szomszédja, legfeljebb csak A — 1 tiltott szin van, és igy a A rendelkezésre 4116
szinbél tudunk valasztani. A A + 1-dik szinre esetleg a v1 csticsndl lehet sziikség. o

Kérdés, hogy meg lehet-e szabadulni, a A + 1-dik szintél. A paratlan kor mutatja a A = 2 esetben és egy
teljes A+ 1 pontu graf A > 3-ra, hogy a vélasz altaldban nemleges. Az el6bbi mohé szinezési eljaras cséppnyi
finomitasa azonban 3-0sszefliggd grafok esetén segit.

TETEL 2.1.11 Legyen G = (V, E) grdf 3-ésszefiiggé nem teljes grdf. Ekkor G pontjai megszinezheték A
szinnel.

Biz. [Lovész] Mivel a graf nem teljes, {gy van két nem szomszédos pontja. Az ezeket Gsszekotd legrovidebb
ut els6 harom pontjat jeldlje rendre vs,,v1,vn—1. Ekkor v, és v,—1 is szomszédos vi-gyel, de egymaéssal nem
szomszédosak. Mivel a graf 3-sszefiiggd, igy G = G —{vn, vn_1} Osszefiiggd, és ezért G’ pontjainak 1étezik egy
V1, ..., Un—2 sorrendje, amelyben minden v; (i > 2) csicsbdl vezet visszafelé él. A v,-t6l kezdve e sorrendben
visszafelé haladva egymas utén szinezziik meg a csicsokat a A szin koziil mindig legkisebb sorszamit hasznélva,
arra ligyelve csupan, hogy szomszédos csicsok kiilonb6z6 szint kapjanak. Ekkor tehédt v, és vn—1 az egyes szint
kapja. Mivel minden csticsnak legfeljebb A szomszédja van a grafban, ezért a v; (i > 2) cstcs megszinezésekor,
miutdn van kisebb indexii még szinezetlen szomszédja, legfeljebb csak A — 1 tiltott szin van, és igy a A
rendelkezésre 4ll6 szinbél tudunk valasztani. A vy csicsnak viszont a v, és a v,—1 két egyforméra szinezett
szomszédja, igy a v szomszédjaira is legfeljebb A — 1 szint hasznaltunk fel, tehat ezt is meg tudjuk szinezni
a A szin valamelyikével. o
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Feladat 2.16 Igazoljuk Brooks aldbbi tételét.

TETEL 2.1.12 (Brooks) Ha egy egyszerd osszefiiggd grdf mem a teljes grdf és mem pdratlan kor, akkor
kromatikus szdma legfeljebb a mazximdlis fokszdm.

2.1.5 Forras telepités

Egy G = (V, E) irdnyitatlan graf minden csicsén adott egy r(v) egész szdm. Azt mondjuk, hogy az S halmaz
forrds, ha S-b6l minden v € V' — S pontba vezet r(v) élidegen tt. Ezek szerint a V' csicshalmaz maga forrés.
A feladat a legkisebb elemszamu forrdst meghatdrozni. Legyen R(X) := max{r(v) : v € X}. A Menger
tétel szerint egy S halmaz pontosan akkor forrds, ha minden X C V — S halmazra dg(X) > R(X). Ennek
megfeleléen a forrdsok azok a részhalmazok, melyek lefognak minden hidnyos halmazt, ahol X hidnyos, ha
da(X) < R(X). Természetesen elég lefogni a tartalmazdsra nézve minimalis hidnyos halmazokat.

TETEL 2.1.13 A minimdlis elemszdma forrds elemszama egyenld a diszjunkt hidanyos halmazok mazximdlis
szdmadval.

Biz. Vildgos, hogy min > max. Az egyenléség igazoldsdhoz egy mohé algoritmus segitségével megkonstrualunk
egy S forrdshalmazt valamint minimélis hidnyos halmazoknak egy |S| tagi diszjunkt rendszerét.

Rendezziik nagysidg szerinti novekvd sorrendbe a csicsokat: 7(vi) < r(v2) < ... < r(vn). Kezdetben legyen
S = V majd az adott sorrendben a pontokon egyenként végighaladva az aktudlis S-bdél akkor dobjuk ki a
soron kovetkezo v; pontot, ha a cstkkentés utdn még mindig forrast kapunk. Ez azt jelenti, hogy ha v;-t nem
lehet kidobni, akkor 1étezik egy olyan X; minimadlis hidnyos halmaz, amelynek S-sel az egyetlen kézos pontja
v;, és igy specidlissan v; a legnagyobb index{i pontja. A novekvé sorrend miatt R(X;) = r(v;).

Jelolje S az algoritmus &ltal szolgaltatott végsé forrds halmazt és legyen v;,v; két eleme S-nek. A tétel
kovetkezik az alabbi allitasbol.

Allitas 2.1.1 X, N X; = 0.

Biz. Legyen X; = X; — X, és X = X; — X,. Ha, indirekt, a metszet nem-tires, akkor X; és X nem hidnyos,
azaz d(X;) > R(X]) és d(X}) > R(X}). Miutdn X; NS = {vi} és X; NS = {v;}, igy vi € X és v; € X;. Ezért
R(X]) = r(v:) és R(X}) = r(vs), amibél 7(vi) + r(v;) = R(X:) + R(X;) > d(Xi) + d(X;) > d(X]) + d(X}) >
R(X]) + R(X}) = r(vi) + 7(v;), ellentmondés. e

2013. janusr 28.dopt file: moho
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2.2 Algoritmikus bizonyitasok II: javité utak
2.2.1 Konig és Hall tételei

Most bemutatjuk az egész elmélet egyik alapkovének tekinthet6 Konig tételt és annak javito utas bizonyitasat.

TETEL 2.2.1 (Konig Dénes) Egy G = (S,T; E) pdros grdfban a diszjunkt élek mazimdlis v = v(G) szdma
egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T = 7(G) elemszdmdval.

Biz. Egy v elemi péarositas lefogdsahoz kell legalabb v csics, igy az Osszes élhez is kell, ezért v < 1.

A nemtrividlis v > 7 irdny igazolasdhoz konstrudlunk egy M pdérositast és egy L lefogdst, melyek el-
emszama ugyanaz. Az eljards tetszdleges M parositdsbdl indul ki, ami kezdetben az iires halmaz is lehet.
Az Aaltaldnos 1épésben vagy taldlunk egy nagyobb elemszami pérositdst, és ekkor a nagyobb pérositdsra
vonatkozéan iterdljuk az eljardst, vagy pedig egy |M|-mel megegyezd elemszamu lefogdst, amikoris az al-
goritmus véget ér.

Irdnyitsuk meg M éleit T-t6l S felé, mig az Gsszes tobbi élt forditva. Jeldlje Rg illetve Rt az S-ben illetve
a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jeldlje Z az Rs pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban
egyirdnyu uton elérhetd pontok halmazat (amit példdul szélességi kereséssel taldlhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy olyan Rs-t és Rp-t
Osszekoté P utat, amely M-ben alterndl. Most M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel tobb élbél
all6 M’ pérositas. (Technikailag az eljarast konnyd végrehajtani: a megtaldlt ut éleinek irdnyitésat egyszertien
megforditjuk.)

A masik esetben Rr diszjunkt Z-t6l. Z definiciéja folytdn Z-bél nem 1ép ki irdnyitott él. Ervényes tovabb4,
hogy Z-be nem lép be megiranyitott wv € M pérositds él, hiszen v csak u-n keresztiil érheté el, igy v csak
akkor lehetett egyiranyu dton elérheté Rs-bol, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (T'NZ) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja az Gsszes élt, masrészt minden M-beli
élnek pontosan az egyik végpontjit tartalmazza, tehdt |M| = |L|. o

A fenti bizonyités egyuttal egy O(nm) lépésszamu algoritmust is jelent a szébanforgé optimumok meghataro-
zésara. Kozvetlen folyoméanyként adédik Hall tétele.

TETEL 2.2.2 (Hall) Egy G = (A, B; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha
A minden X részhalmazdra teljesul az un. Hall féle feltétel, azaz |I'(X)| > |X|, ahol T'(X) jeléli azon B-beli
pontok halmazat, melyeknek van szomszédja X -ben.

Biz. A feltétel sziikségessége kézenfekvs. Az elegenddséghez azt kell beldtnunk, hogy v > |A|. Ha ez nem
dllna, akkor Kénig tétel szerint létezik az éleknek egy A-ndl kevesebb pontbdl all6 L lefogisa. De ekkor az
X := A — L halmazra |[BNL| < |X| és I'(X) C BN L, azaz X megsérti a Hall feltételt. o

Iranyitasok segitségével algoritmikus bizonyitast adunk Lovasz egy kapcsoldédo tételére.

TETEL 2.2.3 (Lovdsz) Haegy G = (S, T; E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik olyan erdd, amelyben
minden s € S pont foka 2, ha minden X C S nemdires halmazra

IT(X)| > |X|+ 1. (2.1)

Biz. Az X és I'(X) altal feszitett részgrafban egy erdének egyrészt legfeljebb | X |+ |I'(X)|—1 éle van, mésrészt
2|X |, amennyiben teljesiti, hogy S-ben minden pontjdnak foka kettd. A kett6 Gsszevetésébbl (2.1) sziikségessége
adddik.

Mivel a Hall-féle feltétel még szigoriuan is teljesiil az S minden nemiires részhalmazara, G-nek létezik S-t
fed6 M péarositasa. Jelolje R a T azon pontjainak halmazit, melyeket M nem fed. Huzzuk Ossze R-t egy
r pontta. Iranyitsuk az M elemeit T-felé, mig az Osszes tobbi élt S-felé. Alh’tjuk, hogy az igy létrejott D
digrafban r-bél S minden eleme elérheté. Valéban, ha az S nem elérhet6 pontjainak X halmaza nemiires,
akkor I'q(X) = ' (X)), azaz X megsértené (2.1)-t. Ha viszont S minden pontja elérheté r-bél, akkor a T-nek
is minden pontja, és igy D-nek van r gyokert feszité fenydje, amelynek élei az eredeti G gratban egy S minden
pontjaban masodfoku erddt alkotnak. e

Nevezziink egy hipergrafot erdé-reprezentdlhaténak, vagy réviden erdésnek, ha minden hiperélébél kivalaszt-
hato két elem gy, hogy a kivalasztott parok mint grafélek erd6t alkotnak. Egy hipergrafrél azt mondjuk, hogy
erOsen teljesiti a Hall feltételt, ha barmely j > 0 hiperélének az egyesitése legalabb j + 1 elemf.

Kovetkezmény 2.2.4 Egy hipergrdf akkor és csak akkor erdds, ha erdsen teljesiti a Hall feltételt.
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Biz. Alkalmazzuk Lovész tételét a hipergréfhoz tartozé paros grafra. e

Kovetkezmény 2.2.5 Ha egy hipergrdf erdsen teljesiti a Hall feltételt, akkor csiucsait két szinnel lehet gy
szinezni, hogy ne legyen egyszini hiperél.

Biz. Mivel a hipergraf erGsen teljesiti a Hall feltételt, igy erdds. Marpedig egy erd6 pontjainak létezik két-
szinezése. o

Feladat 2.17 Legyen S C V a G = (V, E) dsszefiiggd grdf pontjainak egy stabil halmaza. Dolgozzuk ki a
sziikséges és elegendd feltételét eqy olyan feszitd fa létezésének, amely minden S-beli pontban mdsodfoki. Algo-
ritmikusan hogyan taldlhaté meg egy ilyen fa?

Feladat 2.18 A 2.2.3 tétel bizonyitdsi mddszerével igazoljuk a tétel alabbi kiterjesztését.

TETEL 2.2.6 Legyen G = (S, T; E) egyszerd pdros grdf és m : S — Z4 egy szigorian pozitiv fiigguény.
Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd, amelyben minden s € S pont foka pontosan m(s), ha minden
X C S nemiires halmazra

IT(X)] > m(X) —|X|+ 1. (2.2)

2.2.2 Fokszamkorlatos iranyitasok

Vizsgéljuk meg olyan irdnyitasok létezésének feltételét, amelyeknél a graf minden csicsanak a befoka elére
megadott korldtok kozé esik. Kicsit konkrétabban, legyen f : V — Z; U {—oc0} és g : V — Z; U {oo} két
fiiggvény, melyekre f < g. (Egy csticson a —oo alsé korldt azt jelenti, hogy ezen a csticson egyaltaldn nincs alsé
korlat. Itt nullat is irhatndnk, de jobb a —oo, mert igy a feltételben rogton latni lehet, hogy az ilyan csicsok
nem jatszanak szerepet. Analdg a helyzet a {oo} fels6 korldttal.) Kezdjiik egy nagyon egyszer(i specidlis esettel.

Egy irdnyftatlan grafot akkor neveziink Euler-grafnak, ha minden pont foka paros (fliggetleniil attdl, hogy
a graf Osszefliggb-e vagy sem). Egy irdnyitott grafot vagy egy irdnyitatlan graf egy irdnyitdsat akkor neveziink
Euler-grafnak, ha minden pont befoka egyenlé a kifokaval. Kicsit dltaldnosabban, egy graf irdnyitasat
ko6zel-Eulernak hivjuk, ha minden pontnak a befoka és a kifoka legfeljebb eggyel tér el. Természetesen egy
irdnyitatlan Euler graf kozel-Euler iranyitdsa Euler irdnyitéas.

TETEL 2.2.7 Egy G irdnyitatlan grdfnaek akkor és csak akkor van Euler irdnyitdsa, ha G Euler.

Biz. Iranyitatlan Euler-graf konnyen lathaté médon mindig felbonthaté élidegen irdanyitatalan korok egyesitésére.
E korok mindegyikét korbe irdanyitva egy irdanyitott Euler-grafot kapunk. e

Kovetkezmény 2.2.8 Tetszdleges G grafnak van kézel-Euler irdnyitdsa.

Biz. Jelolje a péaratlan fokd pontok halmazat T'. Adjunk a gréafhoz egy 1j pontot, és kossiik 6ssze a T' minden
elemével. Igy Euler-grafot kaptunk, amelynek az elébbi tétel szerint van Euler irdnyitdsa, és ezt az eredeti
élekre megszoritva G-nek egy kozel-Euler iranyitdsat kapjuk. e

TETEL 2.2.9 Ha egy irdnyitatlan grdfnak D1 és Da két olyan irdnyitdsa, amelyre o1 (v) = p2(v) minden v
csucsra fenndll, akkor egyirdnyi korok eqgymds utdni megforditisdval el lehet jutni D1-bdl D2-be.

Biz. Ha egy él irdnyitdsa ugyanaz a két irdnyitdsban, gy azt kihagyva indukciéval készen vagyunk. fgy
minden él forditva szerepel a két irdnyitdsban, és ezért p1(v) = p2(v) = §1(v), vagyis D; irdnyitott Euler graf.
Emiatt élidegen koérok unidjara bomlik, amiket egymés utan atforgatva Do-t kapjuk. e

TETEL 2.2.10 A G = (V, E) grdfnak akkor és csak létezik olyan irdnyitdsa,
(1) amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fenndll, ha
e(X) > f(X) minden X CV -re, (2.3)
(ii) amelyben o(v) < g(v) minden v csicsra fenndll, ha

i(X) < g(X) minden X CV -re, (2.4)

(iii) amelyben f(v) < o(v) < g(v) minden v csicsra fenndll, ha mind (2.3), mind (2.4) fenndll.
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Biz. (2.3) sziikségessége. Tegytik fel, hogy létezik j6 irdnyitds. Ekkor f(X) <> fo(v) s v e X] < e(X).

(2.3) elegendésége. G egy irdnyitdsdban nevezziink egy s pontot hibdsnak, vagy pontosabban be-hidnyosnak,
ha o(s) < f(s). Valasszunk G-nek egy olyan irdnyitdsat, amelynek a > [f(v) — o(v)) : v be-hidnyos] Gsszeggel
definialt hibaja minimélis. Ha ez a hiba 0, vagyis ha nincs be-hidnyos cstics, akkor készen vagyunk.

Legyen most az s csics be-hidnyos és jeloljiik X-szel a megadott irdnyitdsban azon pontok halmazat,
amelyek s-bdl elérhet8k. Ekkor X-bdl nem 1ép ki él, és igy Y [o(v) : v € X] = e(X). Most X sziikségképpen
tartalmaz egy olyan ¢ pontot, amelyre o(t) > f(t), mert ha nem létezne ilyen pont, akkor f(X) > > lo(v) -
v € X] = e(X) volna ellentmonddsban (2.3)-gyel. Egy s-b6l t-be vezetd ut éleinek irdnyitdsat megforditva
G-nek egy olyan irdnyitasdt kapjuk, amelynek hibdja kisebb, mint a meglévé irdnyitdsé. A mddszer ismételt
alkalmazdsdval legfeljebb f(V) 1t megforditdsdval egy jé irdnyitdst kapunk.

Analég médon igazolhaté a tétel masodik része (azzal az eltéréssel, hogy most egy ¢ pont akkor hibds, ha
ki-hidnyos, azaz ha a meglév§ irdnyftdsban o(t) > g(t) és X-szel azon pontok halmazat jeloljiik, amelyekbdl ¢
elérhetd). Valgjadban a mdsodik rész formailag is ekvivalens az els6 azon véltozatdval, amikor olyan irdnyitast
keresiink, amelyben minden v pont kifoka legaldbb f(v) := dg(v) — g(v).

Végiil a harmadik rész igazoldsdhoz induljunk ki egy olyan irdnyitdasbdl, amelyre (x) o(v) < g(v) teljesiil
minden v pontra. Alkalmazzuk az els§ rész algoritmusat és figyeljiik meg, hogy ennek sordn egy pontnak a
befoka csak akkor né, ha o(s) < f(v) < g(v), vagyis (*) automatikusan érvényben marad. e

Feladat 2.19 Adjunk szikséges és elegendd feltételt arra, amikor nem csak a pontok befokdra van also-felsé
korldt eldirds, hanem a kifokdra is. (A megolddshoz szabad hasznalni a 2.2.10 tételt.)

Erdemes kiemelni a tétel alabbi, mindenképp meglepének mindsitendd kévetkezményét.

Kovetkezmény 2.2.11 Tegyik fel, hogy a G grdfnak van olyan irdnyitdsa, amelyre o(v) > f(v) minden v
cstcsra és van olyan irdnyitdsa, amelyre o(v) < g(v) minden v csucsra, akkor olyan is van, amely egyszerre
elégiti ki mindkét kivansdgot.

Az itt megfogalmazott tulajdonsdgot (jobb hijan) linking tulajdonsdgnak nevezhetjik. Szdmos helyen
feltlinik, hatterében, amint majd latni fogjuk, egy polimatroidokra vonatkozé tétel all.

Kovetkezmény 2.2.12 (Irdnyitdsi Lemma) Adott G = (V, E) grdfra ésm : V — Z fiiggvényre a kévetkezdk
ekvivalensek.

G irdnyithatd gy, hogy minden v csicsra p(v) = m(v), (2.5)
e(X) > m(X) minden X C V-re és m(V) = |E|
i(Y) <m(Y) minden Y C V-re ésm(V) = |E|. (2.7)

Biz. Miutdn e(X) +i(V — X) = |E| = m(V) = m(X) + m(V — X), az (2.6) and (2.7) feltételek ekvivalencija
kovetkezik. (2.6) nyilvan sziikséges (2.5)-hez. Megfigyeljik, hogy f := m-re (2.6) és (2.3) ugyanaz, {gy a 2.2.10
tételbdl kapjuk, hogy van olyan irdnyftdsa G-nek, amelyre g(v) > m(v) minden v csticsra. Mivel |E| = Y [o(v) :
veV]>>[m(v):veV]=m(V)=|E|, minden v pontra egyenléség van, azaz o(v) = m(v). e

Gyakorlat 2.20 Igazoljuk, hogy ha o és o' a G két olyan irdnyitdsinak befok fiiggvénye, amelyekre o(v) =
m(v) = ¢'(v) minden v csicsra fenndll, akkor o(X) = o(X') minden X C V -re.

Feladat 2.21 A G = (V, E) grdf csicsainak legyen U egy részhalmaza. Eqym' : U — Z fiiggvényhez akkor és
csak akkor létezik G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre o(v) = m/(v) mindenv € U-ra, haic(X) < m'(X) < eq(X)
fenndll minden X C U halmazra.

Fentebb mar emlitettiik, hogy egy iranyitatlan Euler graf mindig iranyithaté gy, hogy minden pontnak a
befoka egyenld a kifokdval. Az alabbi altaldnositds 6nmagédban is csinos, de az élidegen-utakrél szolé fejezetben
meglepd alkalmazasra is lel majd.

Kovetkezmény 2.2.13 (Ford és Fulkerson) Adott egqy M = (V, A+ E) vegyes grdf, amely a G = (V, E)
irdnyitatlan és D = (V, A) irdnyitott grdfok osszetevésével keletkezett. Akkor és csak akkor lehet gy irdnyitani
az E elemeit, hogy az elddlld irdnyitott graf Euler-féle legyen (azaz minden pont befoka megegyezzék a ki-
fokaval), ha M-ben minden pont pdros sok (irdnyitott és irdnyitatlan) éllel szomszédos azaz

0p(v) + op(v) + da(v) pdros (2.8)

de(X) > op(X) — 6p(X) teljesil minden X C V-re. (2.9)

Biz. A G egy G = (V, E) irdnyitasanak befok illetve kifok fiiggvényét jeldlje o5 és 6 5. D+ G akkor Euler-féle,
ha minden v csicsra op(v) 4 05(v) = 0p(v) + d5(v), ami p5(v) + d5(v) = de(v) miatt azzal ekvivalens, hogy
05() = (0p(v) —op(v) —dc(v))/2. A jobboldalt jeldljiik m(v)-vel. Ez (2.8) miatt egész. Alkalmazzuk a 2.2.12
kovetkezményt, és figyeljiikk meg, hogy az m adott vélasztdsdndl (2.9) ekvivalens az (2.6) feltétellel. o
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Feladatok

2.22 A 2.2.12 kovetkezményt haszndlva vezessiik le Hall tételét. (Segitség: A G = (S, T; E) paros graf éleinek
keressiink olyan irdnyitdsat, amelyben minden S-beli pont befoka 1 és minden T-beli ¢ pont befoka dg(t) —1.)

2.23 Mutassuk meg, hogy a 2.2.10 tétel bizonyitdsdban szerepld wtdtforditds technika az elébbi feladat megolddsa
nyomdn a Kdénig tételre leirt javité utas bizonyitast adja vissza.

2.24 Bizonyitsuk be a 2.2.12 kévetkezményt a Hall tételre tdmaszkodva. (Segitség: Készitsiink el egy paros
grafot gy, hogy G minden élét osszunk fel egy ponttal [ezen osztépontok alkotjdk a pdros graf pontjainak
egyik osztalyét], tovdabba minden v pontjat helyettesitsiink m(v) darab ponttal. Az {gy kapott pdros graf
egy teljes parositdsa G egy (2.5)-t teljesité irdnyitdsdnak felel meg, mig a Hall féle feltétel az (2.6) feltétellel
ekvivalens.)

2.25 A 2.2.10 tétel segitségével adjuk meg annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy eqy adott pdros grdafnak
létezzék olyan részgrdfja, amelyben minden pont fokszdma elére megadott korldtok kézé esik.

2.26 Az elbz6 feladatot felhaszndlva adjuk meg annak sziikséges és elegendd feltételét, hogy egy irdnyitott
grifnak létezzék olyan részgrdfia, amelyben minden pont befoka is és kifoka is elére megadott korldtok kézé
esik.

2.27 A 2.2.11 kévetkezmény segitségével igazoljuk az alabbi eredményt, amely a linking tulajdonsdg egy korai
megjelenése.

Kovetkezmény 2.2.14 (Mendelssohn és Dulmage) Ha eqy G = (S, T; E) pdros grdfban létezik pdrositds,
amely fedi az X C S halmazt és létezik pdrositdas, amely fedi az' Y C T halmazt, akkor létezik olyan pdrositds
is, amely egyszerre fedi X-t és Y-t. e

2.28 [Landau tétele] Legyen m1 > ma > ... > my nem-negativ egészeknek egy sorozata. Akkor és csak
akkor létezik olyan turnament, amelyben az i-dik pont befoka mi, ha Y .  m; = n(n —1)/2 és Zle m; <

k(k—1)/2+k(n—k) (k=1,...,n). =

z

2.29 Legyen D = (V, A) irdnyitott grdfban s és t két olyan csics, melyekre op(s) =0 = Jdp(t) és
o(T) > k fenndll minden t3-halmazra. (2.10)

Igazoljuk, hogy D tartalmaz egy olyan D’ részgrdfot, amelyben o' (v) = §'(v) teljesil minden v € V — {s,t}
pontra és §'(s) = k = ¢'(t). Vezessiik le ebbsl a Menger tétel élidegen vdltozaldt, amely szerint D-ben akkor
és csak akkor létezik k élidegen ut s-bdl t-be, ha (2.10) fenndll. (Segitség: Legyen G az az irdnyitatlan graf,
amelyet D-bdl kapunk az élek irdnyitdsdnak elhagydsaval. Keressiink G-nek olyan G irdnyitasat, amelyben
minden v € V — {s,t} pont befoka az eredeti, s befoka k és t befoka op(t) — k. D azon élei &ltal alkotott D’
részgraf, melyek G-ben forditva vannak, jé lesz.)

Iranyitdsok egy alkalmazasa

Egy G = (V, FE) irdnyitatlan graf minden v pontjdn adott tiltott fokszdmok egy F'(v) C {0,1,...,da(v)}
halmaza, ahol dg(v) jeldli v pont G-beli fokét. A G egy G’ = (V, E') részgrafja F-elkeriil8, ha dg/ (v) € F(v
minden v csucsra.

~

TETEL 2.2.15 (Shirazi és Verstraéte) Ha
|F(v)] < |da(v)/2] minden v csicsra, (2.11)
akkor G-nek létezik F-elkerild részgrafja.

Lattuk, hogy minden G grafnak van D = (V, E) kozel-Euler irdnyitdsa. Ebben minden v pontra op(v) >
lda(v)/2] és {gy az aldbbi eredménybdl kovetkezik a 2.2.15 tétel.

TETEL 2.2.16 Ha egy G grdfnak van olyan D = (V, E) irdnyitdsa, amelyben minden v pontra op(v) >
|F(v)|, akkor G-nek létezik F-elkeruld részgrdfia.

Biz. Elszdm szerinti indukcié. Egy e € F élre jelolje € a megfelels iranyitott élt D-ben. Ha 0 semelyik csicsban
sem tiltott fokszdm, akkor a (V,0) élmentes részgréfja G-nek F-elkeriils. Tegyiik fel, hogy 0 € F(t) valamely
t csicsra. Ekkor op(t) > |F(t)| > 1 és ezért van olyan e = st él G-ben, amelyre € t felé van irdnyitva.

Legyen G~ := G — e és D™ := D — €. Definidljuk F~-t a kovetkezOképp. Legyen F~(t) :={i —1:14 €
F)\{0}}, F~(s):=={i—1:14¢€ F(s)\{0}}, végill z € V — {s,t} esetén legyen F~(z) := F(z). Mivel
[F~@)| =|F(#)|—1,{gy op-(v) > |F~ (v)| fenndll minden v csticsra. Indukcié miatt G~ -nek létezik egy G
F~-elkeriil részgrafja. Az F~ konstrukciéjabdl adédéan G-nek a G’ := G” + e részgréfja F-elkeriild. o

A 2.2.10 tétel (i) részét a 2.2.16 tétellel kombinélva kapjuk a kovetkezot.
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TETEL 2.2.17 Ha egy G irdnyitatlan grifban eq(X) > STIFW)] : v € X] minden X C V részhalmazra
fenndll, akkor G-nek létezik F-elkerild részgrdfja. e

Feladat 2.30 Igazoljuk, hogy egy 0sszefiiggd grdfnak mindig van olyan irdnyitdsa, amelyben egy esetleges pont
kivételével minden pont befoka pdratlan.

Nyitott probléma. Keressiink az utébbi feladatnak és tételnek kozos altaldnositasét.

2013. januar 28.dopt file: javito
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2.3 Algoritmikus bizonyitasok III: helyi javitasok

A javité utakat hasznélé megfontoldsok hasznos bizonyitdsi (és algoritmikus) eszkéznek bizonyultak, hdtrdnyuk
viszont, hogy egy 1épés viszonylag nagymérvii véltoztatdssal jar: a Konig tétel bizonyitdsdban példaul egy tel-
jes alternal6é it mentén torténd cserével, vagy a 2.2.10 irdnyitasi tételben egy egész egyirdnyu 1t egyszerre
val6 atirdnyitasdval. A mohoé eljardsoknak ehhez képest sokkal jobbak voltak, mert ott valamilyen elv szerint
haladtunk a cél felé, javitgatds mar nem tortént. A kettd kozott el lehet képzelni egy olyan eljarast, amely-
ben van ugyan javitgatds, de ezek mindegyike csupan lokalis, kis 1éptékil valtoztatas. Példaul az iranyitési
feladatban egyszerre mindig csak egy él irdnyitasat forditjuk meg, vagy a parositdsi feladatban egyszerre csak
egy péarositasbeli élt cseréliink fel egy kinti élre. Az aldbbiakban egy ilyen jellegli megkozelitést adunk meg.
El6szor 4j bizonyitast adunk a 2.2.10 tétel els6 részének nemtrividlis iranyéra.

2.3.1 Iranyitasok

A tétel a kovetkezd volt.

TETEL 2.3.1 AG = (V, E) grdfnak akkor és csak létezik olyan irdnyitdsa, amelyben o(v) > f(v) minden v
csucsra fenndll, ha

e(X) > f(X) minden X C V-re, (2.12)

ahol e(X) jeloli azon élek szdmdt, melyeknek legaldbb az egyik végpontja X -ben van.

Biz. (Elegend8ség) Az eljards egy tetszéleges irdnyitdsbdl indul. Egy pontot tébbletesnek illetve hidnyosnak
neveziink annak megfeleléen, hogy o(z) > f(z) vagy o(z) < f(z). Végig fenntartunkegy © : V. — {0,1,...,n =
|V |} szintfuggvényt, amelyrdl azt koveteljiik meg, hogy

minden t&bbletes pont a 0 szinten van, (2.13)
minden wv irdnyitott élre O(v) > O(u) — 1, (2.14)

azaz minden él legfeljebb egy szintet 1ép lefelé. Kezdetben © = 0.

Készen vagyunk, ha nincs hidnyos cstcs, igy tegyik fel, hogy van. Akkor is készen vagyunk, ha van olyan
iires szint, amely felett van hidnyos csics. Ekkor ugyanis az iires szint felett 1évé csicsok Z halmazabdl nem
1éphet ki él (hiszen egy ilyen él legaldbb két szintet lépne lefelé) és igy e(Z) = > _, 0(v) < > ., f(v) = f(2),
azaz Z megsérti a feltételt. Specidlisan, ez az eset all fenn, ha van hidnyos csics az n-dik szinten, akkor biztosan
van lres szint.

Az eljards egy n-dik szint alatti u hidnyos csicsnal kétféle 1épést hasznilhat. Amennyiben létezik lefelé
mend uv él, amelyre tehdt O(v) = O(u) — 1, gy ennek forditsuk meg az irdnyitdsdt. Ha nem létezik ilyen él,
ugy emeljiik meg u szintjét eggyel. Mindkét miivelet fenntartja a ©-ra eléirt tulajdonsigokat.

Mivel mindig lefelé mend él irdnyitasat forditjuk meg, igy egy uv él két megforditdsa kozott a ©(u) + ©(v)
Osszeg legaldbb kettével nd. Tovdbbd minden pont szintje legfeljebb n, igy a ©(u) + ©(v) Osszeg legfeljebb 2n,
és ezért minden élt legfeljebb n = 2n/2-szor forditunk meg. Emiatt élforditdsbdl Gsszesen legfeljebb mn lehet,
mig szintemelésbél legfeljebb n?, vagyis az eljards legfeljebb 2mn 1épés utdn véget ér. o

2.3.2 Parositasok

Nézziik meg, hogy miképp miikodik a szintez6 algoritmus Koénig tételére.

TETEL 2.3.2 (Kénig) Egy G = (S,T; E) pdros grdfban a mazimdlis elemszdmi pdrositds v elemszdma
egyenld az éleket lefogd pontok minimadlis T szdmdval.

Biz. Mivel barmely M parosités éleinek lefogdsahoz kell legalabb | M| pont, {gy a v = 7 egyenl8ség igazoldsihoz
kell taldlnunk egy M pérositast és egy L lefogé pontrendszert, melyekre |M| = |L|. Feltehetjiik, hogy nem
létezik izoldlt pont. Elek egy M részhalmazat félparositasnak nevezziik, ha S-ben minden pont foka pontosan
1, azaz s € S-re dy(s) = 1 (a T-beli fokokra nincs megkotés).

Az eljaréds sordn adott egy © : T'— {0,1,...,n = |T|} szintfliggvény, amelyre

minden M éaltal fedetlen pont szintje 0 (2.15)

és
u € S,uv € M,uz € E — M esetén O(z) > O(v) — 1. (2.16)
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Nevezziink egy T-beli ¢ csicsot aktivnak, ha das(t) > 2. Amig létezik, tekintsiink egy aktiv ¢ pontot az n-dik
szint alatt. Ha ehhez vannak e = st € M és f = sz € E — M élek, melyekre ©(z) = O(t) — 1, akkor legyen
M := M —e+ f. Amennyiben ilyen élek nem léteznek, emeljiik meg eggyel ¢ szintjét. Mindkét miivelet megdrzi
a feltételeket.

Az eljaras vagy akkor ér véget, ha nincs tobb aktiv pont, azaz M parositds, mert ekkor M bizonyosan
maximalis elemszamu, hiszen L := S lefogja a graf osszes élét. Vagy pedig akkor, ha minden aktiv pont
a legfels, n-dik szinten van. Ekkor ugyanis létezik iires szint. Jelolje Z az ennél magasabb szintli pontok
halmaz4t, és legyen Z’ azon S-beli pontok halmaza, melyeknek M-beli szomszédja Z-ben van. Ekkor (2.16)
feltétel miatt Z’-bél kizardlag Z-be megy él, azaz L := Z U (S — Z') az sszes élt lefogja. Mdsrészt minden
Z-beli és minden S — Z’-beli pontnal kivélasztva egy M-beli élt kapunk egy |L| elemszdmi parositast kapunk.

Az eljaras soran a fedetlen pontok szdma sohasem né, és igy legfeljebb n-szer csokken. Ha mindig a legalac-
sonyabb szintli aktiv ponttal dolgozunk, akkor legfeljebb n élcsere utan vagy a fedetlen pontok szdma csckken
vagy szintemelés kivetkezik, igy legfeljebb n® 1épés utan az eljards véget ér. o

A fent leirt szintezd eljardst (push-relabel néven) Goldberg és Tarjan dolgozta ki a maximélis folyamok
kiszdmitasdra. Az irdnyitdsi probléma és a pdarositdsi probléma is egyszerlibb és jobban mutatja az eljards
lényegét. Az aldbbiakban bemutatjuk az eljards egy valtozatat a folyam probléma egy enyhe kiterjesztésére.

2.3.3 A szintezo algoritmus megengedett m-aramok kiszamitasara

A Ford és Fulkerson &ltal bevezetett nével6 utas médszer, illetve annak finomitott valtozata, az Edmonds—
Karp — Dinits algoritmus segitségével erésen polinomislis id6ben, nevezetesen O(nm?) lépésben meg tudtunk
hatdrozni egy s-bdl t-be mend maximalis nagysdgu folyamot és egy minimalis vagast.

Az aldbbiakban bemutatunk egy ettdl gyotkeresen kiilonbozo eljardst, az dgynevezett szintez6 algorit-
must, amely minden szempontbdl feliilmiilja a néveld utas médszert. (Az angol nyelvili szakirodalomban az
ilyen tipusud eljardsokat push-relabel algoritmusnak hivjak, mi a szintezd eljirds nevet haszndljuk). A Gold-
bergtél és Tarjantdl szarmazé eljaras elvileg is és gyakorlailag is hatékonyabb a novel6 utas algoritmusnal.
Nem hasznél novel$ utakat, nem haszndl segédgrafot, s6t még folyamokat sem! Egyetlen 1épése csak kicsiny,
lok4lis valtoztatdsbdl all (szemben a novelé utas eljardsnak egy egész it mentén torténd véltoztatdsival), és
helyességének illetve a 1épésszdmara adott korlatnak bizonyitdsa is egyszert.

Legyen D = (V, A) digréf élhalmazén adott az f : A — RyU{—00} ésg: A — Ry U{oo} fiiggvény, melyekre
f <g.Egy z: A— R fiiggvény (vagy vektor) megengedett, ha f <z < g. Legyen 0,(Z) := > [z(e):e € A
belép Zbel, §:(2) := 0o (V—2) és Vo(Z) := 02(Z)—6,(Z) (Z C V). Konnyen beldthats, hogy a ¥, fiiggvény
moduldris abban az értelemben, hogy

Vo (2) = [Wa(v):v e Z]. (2.17)

Adott m : V' — R fiiggvény esetén azt mondjuk, hogy = : A — R modularis aram, réviden m-dram, ha
¥, (v) = m(v) minden v € V csicsra. (2.18)

Ha m = 0, visszajutunk a mér ismert aram fogalomhoz. Egy masik specidlis esetben f = 0 < g és m-et olyképp
definidljuk, hogy m(t) = k, m(s) = —k két kijelolt s és t pontra, mig m(v) = 0 minden mds pontra. Ekkor
egy megengedett m-aram nem maés, mint egy k nagysagu folyam s-bdl t-be.

Gyakorlat 2.31  Tegyiik fel, hogy m(V) = 0. Igazoljuk, hogy = akkor és csak akkor m-dram, ha 0.(v) —
5z (v) < m(v) minden v csicsra. Ha x m-dram, akkor 0,(Z) — 6.(Z) = m(Z) minden Z C 'V halmazra.

TETEL 2.3.3 (Hoffman, 1960) Akkor és csak akkor létezik megengedett m-dram, ha m(V) =0 és
07(X) — 64(X) < m(X) minden X C V-re. (2.19)
Ha f, g és m egészértékd és (2.19) fenndll, akkor létezik egészértékii megengedett m-dram is.

Feladat 2.32 Vezessik le a D = (V,A) digrdfra vonatkozd 2.3.3 tételt azon eggyel tdbb pontid digrdfra
vonatkozd specidlis alakjdbol, amelyben m = 0.

Hoffman tétele specidlis esetben kiadja a kovetkezot.

TETEL 2.3.4 Akkor és csak akkor létezik k nagysagi megengedett folyam s-bél t-be, ha §4(S) > k fenndll
minden S st-halmazra. Ha g egészértékt, a folyam is vdlaszthatd egészértékiinek.

A tétel ekvivalens alakban is megfogalmazhaté.
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TETEL 2.3.5 (Max-flow Min-cut) Adott g kapacitds figguény és D = (V, A) digrdf esetén, a megengedett
st-folyamok mazimdlis nagysdga egyenld a 64(S) értékek minimumdval, ahol a minimum az dsszes st-halmazra
megy. Ha g egészértékd, a mazximdlis folyam is vdlaszthaté egészértékinek.

Biz. Alkalmazzuk az eléz6 tételt a szébanforgé minimum k értékére. o

Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy nincsenek parhuzamos élek. Az algoritmus fenntart egy megengedett
z : A — R vektort és igyekszik a (2.18) kovetelményt elérni. Egy v € V pontra akkor mondjuk, hogy pozitiv,
negativ vagy semleges, ha U, (v)—m(v) pozitiv, negativ vagy nulla. Egy él e is cs6kkenthetd, ha z(e) > f(e)
és novelhetd, ha z(e) < g(e).

Szint tulajdonsagok és megallasi szabalyok

A megengedett x-en kiviil az algoritmus fenntart egy © : V. — {0,1,...,n} szintfiiggvényt, ahol O(v) a
v csdcs szintje. (Szokds szerint n a V' csdicshalmaz elemszdmadt jeloli.) Adott j € {0,1,...,n} szintre az
L; :={v € V:0O(v) = j} halmazt szinthalmaznak hivjuk. Tekintsiik a kovetkez8 szint tulajdonsdgokat.

(LP1) Minden negativ cstics az Lo szinthalmazban van.

(LP2') ©(v) > O(u) — 1 minden novelhetd uv élre, azaz, minden novelhetd él legfeljebb egy szintet 16p le.
(LP2") O(v) < ©(u) + 1 minden csékkenthetd uv élre, azaz, minden a csokkenthetd él legfeljebb egy szintet
1ép fel.

Az algoritmus futdsa akkor fejezédik be, ha a kovetkezd két megallasi szabdly egyike bekovetkezik.

(A) Nincs pozitiv csics.
(B) Létezik egy z pozitiv cstics és a szintje alatt egy tires L; szinthalmaz (azaz, j < ©(z)).

Lemma 2.3.1 Tegyiik fel, hogy x és © teljesitik a szint tulajdonsdgokat. Ekkor (A) esetén x megengedett
m-dram, mig (B) esetén a Z :={v € V : ©(v) > j} halmaz megsérti a (2.19) feltételt.

Biz. Ha nincs pozitfv cstics, akkor m(V) = 0 = ¥, (V) miatt negativ sincs, és igy * megengedett m-dram.

Tegylik fel, hogy (B) teljestil. Miutdn (LP1) miatt minden negativ cstics Lo-ban van Z nem tartalmaz
negativ csicsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a pozitiv z-t és ezért ¥, (Z) = > [V,(v) : v € Z] > m(2).
M4srészrél, az L; szinthalmaz {iressége miatt minden Z-bél kilép6 e él legaldbb két szintet 1ép le és ezért (LP2')
folytdn z(e) = g(e), vagyis 0-(Z) = d4(Z). Hasonléképp, minden Z-be 1épd e él legaldbb két szintet 1ép fel és {gy
(LP2") miatt z(e) = f(e) vagyis 0z(Z) = 0(Z). A kett8b6l 05(Z) — 64(Z) = 02(Z) — 62(Z) = ¥, (Z) > m(2)
adédik, mutatva, hogy Z megsérti (2.19)-t. o

Alapmiiveletek egy pozitiv z cstucsnal

Az algoritmus egy kozbensd, éltaldnos helyzetében adott egy x : A — R megengedett vektor és egy ©
szintfliggvény, melyek teljesitik a szint tulajdonsigokat. Tegyiik fel, hogy egyik megallasi szabaly sem &ll fenn.

Egy z pozitiv csticsra bizonyosan ©(z) < n, mert ©(z) = n esetén létezne z alatt iires szinthalmaz, azaz
(B) fenndllna. Két alapmiiveletet alkalmazhatunk z-nél: élérték csere (push) és csics-emelés (relabel).

Elérték csere z-nél médositja x(e)-t egy z-ben kezd8dd vagy végzéds e élen, a kovetkezOképp.

(Novelés) Ha e = zu novelhetd él, amely lelép z-bél, akkor néveljik z(e)-t az o := min{g(e) — z(e), V5 (z) —
m(z)} értékkel.

(Csokkentés) Ha e = uz csokkenthetd él, amely fellép z-be, akkor csokkentsiik z(e)-t az o := min{z(e) —
f(e),¥,(z) —m(z)} értékkel.

Cstcs-emelés z-nél Amennyiben élérték csere nem alkalmazhaté z-nél, emeljiik meg z szintjét eggyel, azaz
noveljiik eggyel a ©(z) értéket.

Lemma 2.3.2 Az alapmiveletek megdrzik a megengedettséget és a szint tulajdonsdgokat.

Biz. Az « értelmezése miatt egy élérték csere fenntartja a megengedettséget. Mivel nem hogy létre ij negativ
csucsot, az (LP1) tulajdonsig is fennmarad. Miutdn egy élérték csere csak olyan wv élen okoz valtozdst,
amelyre |©(u) — O(v)| = 1, az (LP2) tulajdonsdg sem tud elromlani.

A z csics-emelés nem érinti (LP1)-et, hiszen O(z)-t csak akkor noveljiik, ha z pozitiv cstics. Megérzi (LP2)-t
is, mert csak akkor alkalmazhatjuk, ha mar nincsen z-bél lelépé novelhetd, vagy z-be fellép6 csokkenthetd él.
[ ]
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Az eljaras és lépésszam becslés

Az algoritmus tetszéleges x : A — R vektorral indul, amelyre f < z < g, tovibba O kezdetben azonosan
nulla. Egy kozbensé helyzetben adott egy megengedett x és egy O szintfiiggvény, melyekre fenndllnak a
szint tulajdonsdgok. Ha nincsen pozitiv csics, akkor az adott x megengedett m-aram és az algoritmus futasa
befejezédik.

Ameddig van pozitiv csics, az algoritmus kivélaszt koziiliik egy legmagasabb szinten 1évét és a kovetkezd-
képpen kezeli. Amig csak z pozitiv marad és van belSle lelépd névelhetd vagy z-be fellépé csokenthet6 él, alka-
Imazzuk az élérték csere miiveletet z-nél. Ha ezek utdn z még mindig pozitiv marad, alkalmazzuk a csicsemelést
z-nél. Ennek megfeleléen, a z kezelésének a végére z vagy semlegessé valt vagy a szintjét megemeltiik.

Az egyik lehetséges ledlldsi méd az, amikor egy élérték csere nyomén (A) igazzd vélik: a kapott © megengedett
m-dram az 2.3.1 Lemma folytdn. A mésik lehetséges ledlldsi mdd az, amikor egy csics-emelés nyomén (B)
igazzd vélik, vagyis a z emelésekor a z (emelés eltti) szinthalmaza tiressé valik. Ekkora Z = {v : ©(v) > ©(z)}
halmaz megsérti (2.19)-t az 2.3.1 Lemma miatt.

Hoffman 2.3.3 tételének nemtrividlis irdnya rogton kovetkezik, amint belatjuk, hogy a megalldsi szabalyok
egyike véges sok 1épés utdn bizonyosan bekovetkezik. Valdjaban érvényes a kévetkezo élesebb becslés.

Lemma 2.3.3 Legfeljebb n® alapmdivelet utdn (A) vagy (B) bekivetkezik.

Biz. Azt mondjuk, hogy egy z-nél 1évé e élen végrehajtott élérték csere semlegesits, ha z-t semlegessé teszi
(amely akkor fordul els, ha a = U, (2) — m(z)). Az algoritmus egy fazisén a futdsnak azon szakaszat értjiik,
melynek sordan a © fliggvény valtozatlan. Miutan egy cstcsnal legfeljebb n szintemelés lehet, a fazisok teljes
széma, legfeljebb n?.

Egy 2’ csicsnal végrehajtott élérték csere csak egy z’ alatti csiicsot alakithat pozitivva, a legmagasabb
szint valasztasi szabaly miatt, ha a z csiics semlegessé valik, ugyanabban a fazisban mar nem lesz djra pozitiv.
Emiatt egy fazison beliik legfeljebb n semlegesité élérték csere fordulhat eld, és igy a semlegesit6 élérték cserék
teljes szama legfeljebb n3.

Egy nem-semlegesit6 élérték csere az e élen vagy felnoveli z(e)-et g(e)-re, amivel nem-novelhetévé teszi
e-t, vagypedig lecsokkenti x(e)-t f(e)-re amivel nem-csokkenthet6vé teszi e-t. Emiatt egy nem-semlegesitd
élérték csere miiveletet kovetéen csak akkor keriilhet tjra sor az e élen élérték cserére, ha a ©(z) — ©(u) el8jele
megfordul. Ekkorra viszont a ©(z) + ©(u) osszeg legaldbb kettdvel megnétt. Emiatt a nem-semlegesit élérték
cserék szdma egy e élen legfeljebb n, és fgy a nem-semlegesité élérték cserék teljes szdma legfeljebb |Aln < n?.
[ ]

Osszefoglalva, az algoritmus futdsa legfeljebb O(n?) élérték csere és cstics-emelés utan befejezédik. Meg-
jegyzendl, hogy alkalmas adatstruktira haszndlatdval biztosithat6, hogy az alapmiiveletek konstans idében
végrehajthatdk és ezért a szintezé algoritmus teljes bonyolultsiga O(n®).

Feladat 2.33 Dolgozzunk ki egy olyan szintezd eljardst teljes pdrositdas megkeresésére pdros grafban, amely
csak az egyik pont osztdly pontjaihoz rendel szinteket.

A leginkabb sért6é halmaz kiszamitasa

Amnnyiben nem létezik megengedett m-dram, a fenti algoritmus megtaldlt egy (2.19)-t megsérté6 Z halmazt.
Az eljards minimadlis moédositdsdval egy legjobban sérté Z halmaz is megkeresheté vagyis olyan, amelyre
07(X) — 64(X) — m(X) a lehetd legnagyobb.

A médositas abbdl &ll, hogy a futds nem ér véget, amikor egy szintemelés nyomdn egy szint kitiriil. Ennek
kovetkeztében lehetnek csicsok a legfelsé L,, szinten és emiatt a z vdlasztasat gy modositjuk, hogy mindig az
n-dik szint alatti legfels6 pozitiv csicsot valasztjuk. Az algoritmus akkor ér véget, ha mér nincs pozitiv csiics
az n-edik szint alatt. Ha egydltalan nincs pozitiv csics, akkor az aktualis z megengedett m-aram és ilyenkor

nincsen hidnyos halmaz.

TETEL 2.3.6 Ha a mddositott algoritmus futdsanak befejezésekor van pozitiv csiucs, akkor egy fires szint
feletti pontok Z halmaza a legjobban sérti (2.19)-t, azaz

0§(2) = 84(Z) —m(Z) > 05 (X) — §4(X) — m(X) minden X C V-re. (2.20)

Biz. Mivel Z minden pozitiv csticsot tartalmaz, de negativat nem, U, (2) — m(Z) = > [¥.(v) — m(v) : v €

Z] 2 3 [Wa(v) —m(v) 1 v € X] = Uo(X) — m(X), amibdl 0(Z) — 04(Z) — m(Z) = ¢x(Z) — 6.(Z) — m(Z) =
Ve (Z) =m(Z) 2 Ua(X) = m(X) = 05 (X) = 6g(X) —m(X). o
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Maximalis nagysagu st-folyam kiszamitasa

Amint mér emlitettiik, Hoffman tétele az f = 0 < g, m(t) = k,m(s) = —k, és m(v) =0 (v € V — {s,t})
vélasztassal az 2.3.4 tételre specializalédik. Ebben az esetben egy m-aram épp egy megengedett k nagysdgu
folyam. Tovabb4, ha az S megsérti (2.19)-t, azaz —d4(S) = 07(S) — §4(S) > m(S), akkor 0 < §4(5) < m(S)
és ezért s€ S CV —tésm(S) =k.

Amikor a k folyamnagysag el6 van irva, a fenti (médositott) algoritmus vagy megad egy k nagysigu st-
folyamot vagy pedig egy olyan S st-halmazt, melyre §4(S) < k. Ha k nincs elére megadva, hanem maximalis
nagysagu folyamot keresiink, akkor alkalmazzuk elsé menetben a fenti algoritmust a k := 04(s) értékre.
Amennyiben létezik k nagysigi st-folyam, akkor ez bizonyosan maximélis nagysigu, hiszen S := {s} egy
minimalis vagast definidl. Ha nem létezik k nagysdgu st-folyam, akkor a mddositott algoritmus megtalal egy
legjobban sértd S st-halmazt, vagyis egy olyant, amelyre d,4(.S) minimdlis. Legyen k' := 64(S). Az MFMC tétel
miatt biztosan létezik k' nagysigi st-folyam és ezért az algoritmust k’-re djrafuttatva ezt kiszdmithatjuk.

Megjegyzendd, hogy Goldberg és Tarjan eredeti algoritmusa egyetlen menetben szamolja ki a maxim4lis
st-folyamot (és nem kett&ben), viszont meg kell engednie, hogy a csicsok az n-dik szint f61é is kertilhessenek.
Emiatt kiilon igazolni kell, hogy a csicsok nem tudnak a 2n — 1-dik szint f6lé menni.

Egy specidlis eset

Ha valaki a fenti eljarast vagy a bizonyitast kissé bonyodalmasnak érzi, érdemes a kdvetkezo specidlis esetet
kiilon atgondolnia.

Tegyiik fel, hogy f = 0,9 = co. Ekkor az x megengedettsége egyszeriien azt jelenti, hogy x nemnegativ. Az
z(e) mindig novelhetd, és akkor csokkenthetd, ha pozitiv. Hoffman tétele ekképp egyszertisodik.

TETEL 2.3.7 Akkor és csak akkor létezik nemnegativ m-dram, ha m(V) =0 és
0 < m(X) minden olyan X C V-re, amelybdl nem lép ki él. (2.21)
Ha m egészértéki; és (2.21) fenndll, akkor létezik egészértékd nemnegativ m-dram is.

A szint tulajdonsigok az aldbbira egyszertisodnek.

(LP1) Minden negativ csics az Lo szinthalmazban van.
(LP2’) Minden él legfeljebb egy szintet 1ép le.
(LP2”) Minden pozitiv értékii él legfeljebb egy szintet 1ép fel.

A 2.3.1 lemma (B) részének bizonyitdsa is kicsit egyszerlibbé vélik: Miutdn (LP1) miatt minden negativ
cstcs Lo-ban van Z nem tartalmaz negativ csicsot. Ugyanakkor Z tartalmazza a pozitiv z-t és ezért U, (Z) =
S We(v) : v € Z) > m(Z). Mésrészrdl, az L; szinthalmaz {iressége miatt minden Z-bdl kiléps e €l legaldbb
két szintet 1ép le és ezért (LP2') folytén ilyen él nem létezhet. Tovdbba minden Z-be 16p6 e él legaldbb két
szintet 1ép fel és igy (LP2") miatt z(e) = 0) vagyis 0+(Z) = 0. A kett8b68l 0 = 0,(Z) —6.(Z) = V. (Z) > m(Z)
adédik, mutatva, hogy Z megsérti (2.19)-t. o

Az élérték csere mivelet is egyszertisodik.

(Novelés) Ha e = zu él lelép 2-bdl, akkor noveljiik z(e)-t az ¥, (z) — m(z) értékkel. (Ezaltal z semlegessé
vélik).

(Csokkentés) Ha e = uz csokkenthetd él, amely fellép z-be, akkor csokkentsiik z(e)-t az a := min{z(e), ¥, (z)—
m(z)} értékkel.

2013. januar 28.file: dopt szint
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2.4 Szétszedés pontos halmaz mentén

A 2.2.1 részben a Kénig tételbdl mar levezettiik Hall tételét. Most ldssunk egy nem-konstruktiv, direkt bi-
zonyitéast.

TETEL 2.4.1 (Hall) Egy G = (A, B; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha A
minden X részhalmazdra teljesil az un. Hall féle feltétel, azaz

T = 1X], (2.22)
ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -ben.

Biz. [Halmos és Vaughan] A feltétel sziikségessége kézenfekvd. Az elegenddséghez el8szor tegylik fel, hogy
az A minden valédi nemiires részhalmazdra a (2.22) feltétel szigori egyenlStlenséggel teljesiil. Ekkor a graf
tetsz8leges uv élére (u € A), az u és v kihagydsdval keletkezd G’ grafban még mindig teljesiil a Hall-féle feltétel,
igy indukcié miatt G’-ben 1étezik A—u-t fedS parositds, amit az uv éllel kiegészitve A-t fedd parositdst kapunk.

Tegyiik most fel, hogy létezik A-nak egy A’ valédi nemiires részhalmaza, melyre [['(A’)| = |A’|. Ekkor
egyrészt az A" UT(A’) éltal feszitett G’ részgrafban teljesiil a Hall feltétel, hiszen egy X C A’ halmaz G'-
beli szomszédai ugyanazok, mint a G-beli szomszédai. Emiatt indukcié folytan létezik G’-ben A’-t fedd M’
pérositds. Masrészt allitjuk, hogy az A’ UT(A’) torlésével keletkezd G grafban is az A” := A — A’ halmaz
X részhalmazaira teljesiil a Hall feltétel, mert I''(X) = I'(A’ U X) — T'(A’), amibdl a Hall feltételt A" U X-re
alkalmazva kapjuk, hogy |I'"(X)| = IT(A" U X)| — [T(A")| > |[A'UX| - |A'| =|X].

Kovetkezmény 2.4.2 (K&nig élszinezési tétele) G = (A, B; E) A-reguldris pdros grdf kromatikus indeze
A. Masszéval, G élhalmaza felbomlik A teljes pdrositdsra.

Biz. A szerinti teljes indukciét hasznélva elegendé azt igazolnunk, hogy G-nek létezik teljes parositdsa. Az
A egy X részhalmazdra tekintsiik az X és T'(X) altal feszitett G’ = (X, ['(X); E') részgrafot. Kihasznalva G
regularitdsat, kapjuk, hogy A|X| = |E'| < A|T(X)], és {gy a Hall tétel alapjén létezik teljes parositds. e

Azt mondjuk, hogy egy H = (V, &) hipergrafnak van reprezentdns rendszere, ha minden hiperéléhez
hozza lehet rendelni egy elemét gy, hogy kiilénb6z6 hiperélhez kiilonb6zé elemet rendeliink.

TETEL 2.4.3 Egy hipergrdfnak akkor és csak akkor van reprezentdns rendszere, ha barmely j élének egyesitése
legaldbb j elemd.

Biz. Alkalmazzuk a Hall tételt a hipergrafhoz tartoz6 paros gréfra. e

A pontos halmaz mentén térténé szétszedés mddszere olyan esetekben hasznalhaté, amikor bizonyos feltételek
fennélldsa esetén valamely konfiguricié létezését akarjuk igazolni. A lényege abban &ll, hogy vagy valami
egyszerl redukciét végre tudunk hajtani a feltételek megsértése nélkiil és ekkor indukciéval készen vagyunk,
vagy pedig egy ,kritikus” (mdsszéval pontos) halmaz mentén két (esetleg tobb) kisebb részre bontjuk a fe-
ladatot, és az azokra induktivan nyert megolddsok Osszeragasztisaval az eredeti feladat megoldasat kapjuk.
Gyakran ez a megkozelités a teljes bizonyitashoz elegend6, de ha nem, akkor is jelentésen egyszertisitést tesz
lehetévé. Lassuk a médszer néhany tovabbi alkalmazdsat.

TETEL 2.4.4 (Dilworth) Egy P részbenrendezett halmazban a fedd ldncok minimdlis szdma egyenld a
mazimdlis antildnc méretével. Ekvivalensen, P akkor és csak akkor fedhetd le k lanccal, ha nincs k-ndl nagyobb
antildnc.

Biz. Mivel lancnak és antildncnak legfeljebb egy kozos eleme lehet, a feltétel sziikséges. Az elegend6ség iga-
zoldsdhoz jelolje k a maximaélis antildnc méretét. A tétel trividlis, ha nincs két Osszehasonlithaté elem, igy
tegylik fel nem ez a helyzet.

Legyen u egy minimalis elem és v egy u-ndl nagyobb maximalis. Amennyiben az u és v kihagydsa utdn mér
nincs k elemi antildnc, gy indukciéval a maradék halmaz k — 1 ldnccal lefedhetd. Ehhez hozzévéve az {u, v}
(kételemi) lancot, az egész P-nek egy k-ldncbdl 4ll6 fedését kapjuk.

Feltehetjiik tehdt, hogy van egy k-elemdi A antildnc, amely sem u-t, sem v-t nem tartalmazza. Jelolje AT
azon x elemek halmazat, melyekre x > a valamely a € A elemre. Mivel A antildnc, AN AT = @, tovidbba
AU AT-ban a minimélis elemek halmaza éppen A. A v maximalitdsa miatt v € AT, mig u minimalitisa miatt
u g AU A", Indukciéval kapjuk, hogy AU AT fedheté k lanccal.

Analég médon definidlva A™-t, indukciéval kapjuk, hogy A U A™-ban a maximalis elemek halmaza A és
AU A™ is fedheté k lanccal.

Miutén A antilanc, kapjuk, hogy ATNA™ = () és a két k tagti lanc-csaldd a k elemii A mentén dsszeillesztheté
P-nek egy k lancbdl all6 fedésévé. e
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TETEL 2.4.5 Ha egy G = (S,T; E) pdros grdfban minden pont foka pozitiv, akkor a pontokat fedd élek
minimdlis szama egyenld G fiiggetlen pontjainak maximdlis szdmdval.

Biz. Tekintsiik azt a részbenrendezést S U T-n, amelyben egy s € S elem pontosan akkor nagyobb egy t € T
elemnél, ha st € E. Alkalmazzuk a Dilworth tételt, és figyeljiikk meg, hogy minden egyelemii lanc kiterjeszthetd
kételemiivé, hiszen G-ben minden pontnak van szomszédja. e

Az 1.2.1 Gallai lemma felhasznéldsaval rogton kiadédik Kénignek a bevezetében mér algoritmikusan bebi-
zonyitott 2.2.1 tétele.

Feladat 2.34 Tetszbleges grdfban eqgy M pdrositds akkor és csak akkor mazximdlis elemszamai, ha nincs olyan
ut, amely két fedetlen pontot kot dssze és minden mdsodik éle M -bels.

Feladat 2.35 Tetszdleges grdafban ha egy halmazt fed pdrositds, akkor fed mazximdlis elemszdmu pdrositds is.

TETEL 2.4.6 (Irdanyitott él-Menger) FEgy irdnyitott grdifban akkor és csak akkor vezet s-bdl t-be k > 1
élidegen 1it, ha minden S st-halmaz kifoka legaldbb k.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvalé. Amennyiben 1étezik s-bol t-be egyélli vagy kétélii P 1t, igy ennek
éleit kihagyva minden st-halmaz kifoka pontosan eggyel csokken. A keletkezé D’-ben indukciéval 1étezik k — 1
élidegen 1t, melyekhez P-t hozzdvéve megkapjuk az eredeti digraf k élidegen ttjat.

Létezik tehat e = uv olyan él, amely sem s-sel, sem t-vel nem szomszédos. Ha e-t torolve tovabbra is minden
st-halmaz befoka legaldbb k, akkor indukciéval készen vagyunk, gy feltehetjiik, hogy e kilép egy S pontosan
k kifokd st-halmazbdl.

Az S 6sszehizdsdval keletkezd D' digrafban indukcié miatt van k élidegen 1t az S-bél keletkezd s’ pontbél
t-be. Analég, D-b&l a T := V — S 6sszehiizésdval keletkezd D" digrafban indukcié miatt létezik s-bél kiinduld
k élidegen 1t a T-bdl keletkezd t'-be. Miutdn D-ben az S-b8l pontosan k él megy ki, ez a két (k 1itbdl allo)
utrendszer Osszeillesztheto, és igy D-ben kapunk k élidegen utat s-bdl t-be. o

TETEL 2.4.7 (Iranyitatlan él-Menger) Egy irdnyitatlan grdfban akkor és csak akkor létezik s és t kozott
k > 1 élidegen 1it, ha minden S st-halmaz foka legaldbb k.

Az irdnyitatlan él-Menger tétel bizonyitdsa teljesen analdg a fenti irdnyitott bizonyitassal.

Gyakorlat 2.36 Mind az irdnyitott, mind az irdnyitatlan esetben adott S, T C V diszjunkt részhalmazokra
az élidegen S-b6l T'-be vezetd utak mazimdlis A(S,T) szdma egyenld az X -be lépd élek szamdnak minimumdval
az 0sszes T'C X CV — S részhalmazra.

Az eddigi tételek egy szinten vannak abban az értelemben, hogy egyszerli elemi konstrukcidk segitségével
egymasra visszavezethet6k. Most viszont az el6bbieknél mélyebb tétel kovetkezik.

TETEL 2.4.8 (Tutte) Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha
teljesil a Tutte-féle feltétel, azaz minden X C V halmazra az X eltorlésével keletkezé pdratlan pontszami
(roviden pédratlan) komponensek q(X) szamdra q(X) < |X]|.

Biz. Sziikségesség. Ha M egy teljes parositds és C C V a csicsoknak egy pdratlan részhalmaza, akkor C-bél
1ép ki M-beli él. Ezért X C V-re a G — X-ben 16v6 ¢(X) darab pédratlan komponens mindegyikébél 1ép ki
M-beli él, amelyek mésik végpontja sziikségképpen X-ben van. Igy a q(X) < |X| feltétel valéban sziikséges.

Elegenddség. Pontszdm szerinti indukciéval dolgozunk. A 0 ponti gréfra a tétel semmitmondd, ezért
feltessziik, hogy |V| > 1. Az X = () halmazra a Tutte feltétel azt adja, hogy G minden komponense péros, és
emiatt |V| paros.

Nevezziink egy X C V halmazt pontosnak, ha ¢(X) = | X|. Egy egyelemli X := {v} halmaz bizonyosan
pontos, hiszen egyrészt |V —v| paratlansdga miatt ¢({v}) > 1 = |{v}|, mésrészt a Tutte feltétel miatt g({v}) <
[{v}|, vagyis valéban ¢({v}) = |{v}|. Legyen Xy egy maximadlis elemszdmui pontos halmaz.

Allitas 2.4.1 G — Xo minden komponense pdratlan.

Biz. Indirekt, legyen K a G — X egy péros komponense. Legyen v € K tetsz6leges elem és X' := Xo + v.
Mivel K péros elemszadmd, igy q(X') > q(Xo) + 1. Ezt, az X, pontossdgat valamint a Tutte feltételt X'-re
hasznélva kapjuk, hogy ¢(X') < |X'| = |Xo|+1 = ¢(Xo) +1 < ¢(X'). Emiatt végig egyenléség all, specidlisan
q(X") = |X’|, vagyis X’ is pontos, ellentmondésban X, maximdlis valasztdsdval. e

Nevezziink egy Osszefiigg6 grafot faktorkritikusnak, ha barmely pontjat kihagyva létezik teljes parositdsa.
(Egy pératlan kor példdul faktorkritikus és kdnnyen igazolhatd, hogy egy faktorkritikus gréafhoz egy pératlan
fillet adva faktorkritikus gréfot kapunk.)
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Allitas 2.4.2 G — X, minden C komponense faktorkritikus.

Biz. A C halmaz egy v elemére legyen V' := C — v és G’ = (V', E') jeldlje a G grafnak a V' 4ltal feszitett
részgrafjst. X C V'-re jeldlje ¢'(X) a G’ — X péaratlan komponenseinek szamat.

Tegyiik fel indirekt, hogy G’-nek nincs teljes parositdsa. Indukcié alapjan létezik egy X{ C V'’ halmaz,
amelyre ¢'(X() > | Xg| + 1, és rdaddsul itt nem dllhat egyenl8ség hiszen |V'| parossdga miatt az | Xg| és ¢'(Xg)
ugyanolyan paritasd.

Ekkor az X; := Xo U X{ + v halmazra egyrészt ¢(X1) = [¢(Xo) — 1]+ ¢’ (Xg) > [| Xo| — 1] + | X4| + 2 = | X1,
mdsrészt a Tutte feltétel miatt ¢(X1) < |Xi|, vagyis X1 pontos halmaz, ellentmonddsban X, maximélis
valasztasaval. e

Toroljik ki az Xo altal feszitett éleket és a G — Xo komponenseink mindegyikét huzzuk Ossze egy-egy
pontra. A keletkez6 péros gréfot jelolje Go = (Xo, Yo; Fo), ahol Yy az Osszehtizott pontok halmaza (és ezért
|Xo| = q(Xo) = [Yol).

Allitas 2.4.3 Go-ban van teljes pdrositds.

Biz. A Hall tétel alapjan elég azt kimutatni, hogy Yo részhalmazaira teljesiil a Hall feltétel. Tegyiik fel indirekt,
hogy Yo-ban létezik j pont, amelyre az Xp-beli szomszédok X’ halmaza j-nél kevesebb pontbédl all. Ez azt
jelenti, hogy G-b6l az X' kihagyésaval keletkezd komponensek kozott ott lesz a j pontnak G-ben megfelels j
péaratlan komponens, azaz q(X') > j > | X’|, ellentmonddsban a Tutte feltétellel. o

A Gy egy teljes parositdsa G-ben egy olyan M’ parositasnak felel meg, amely minden Xo-beli pontot egy
G — Xo-beli paratlan komponenssel kot Ossze és ezek mindegyikébdl egyetlen pontot fed. Mivel a péaratlan
komponensek mind faktorkritikusak az M’ pérositds kiegészithetd G teljes parositdsavi. e e

Még a XIX. szdzadban tiizték ki a négyszin sejtést, amely azt &llitja, hogy minden sikgrafban lehetséges
a tartomdnyokat négy szinnel szinezni gy, hogy szomszédos tartomdnyok szine kiilonbozzék (és amelyre
mindm4dig csak szdmitégépes bizonyitds ismeretes). Nem til nehéz igazolni, hogy a négyszin sejtés ekvivalens
azzal, hogy egy 2-élosszefiiggd 3-regularis sikgraf éleit meg lehet szinezni harom szinnel gy, hogy azonos
szind élek végpontjai kiillonbozoek legyenek. Méasként fogalmazva, a graf élhalmaza felbonthaté harom teljes
parositasra. Petersen példaval megmutatta, hogy a feltételek koziil a sikbeliség nem hagyhaté ki. Azt azonban
sikeriilt beldtnia (jéval a Tutte tétel el6tt), hogy egyetlen teljes parositds létezéséhez a sikbelisdget mar nem
is kell kik6tni.

Kovetkezmény 2.4.9 (Petersen) Minden 2-élosszefiiggd S-requldris G = (V, E) grdfban van teljes pdrositds.

Biz. Tutte tétele alapjan elég a Tutte feltétel fennalldsat igazolnunk. Figyeljiik meg el6szor, hogy minden C
péaratlan halmazbdl legalabb 3 él 1ép ki, hiszen a 3-regularitds miatt paratlan sok, mig a 2-élosszefiiggdség
miatt legaldbb ketto.

Legyen X C V a pontok egy részhalmaza. Tekintsiik a graf éleinek azon F' részhalmazat, melyek X és
az X elhagydsdval keletkezd q(X) paratlan komponens kozott vezetnek. Ekkor F' egyrészt e pdratlan kompo-
nensekbdl kilépd élek halmaza és gy |F| > 3¢(X), mdsrészt F' minden elemének egyik végpontja X-ben van
és {gy 3-regularitds miatt |F'| < 3]X|, amibél ¢(X) < |X]|, tehat a Tutte feltétel tényleg teljesiil. o

file: dopt nemalg 2013. januar 28.
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2.5 Elemi konstrukcidok

Ebben a részben bemutatunk néhdny egyszerii fogdst (,,elemi konstrukciét”), melyek segitségével meglévé
tételeket dtalakithatunk vagy altaldnosithatunk. Elészér mutassuk meg, hogy a Hall tételbél miképp vezethetd
le annak altalanosabb, deficites alakja.

TETEL 2.5.1 (Ore) Egy G = (A, B; E) pdros grdfban egy pdrositds dltal fedetlen A-beli pontok minimdlis
szdma egyenld az A-beli X részhalmazok h(X) := |X| — |I'(X)| hidnydnak p mazimumdval.

Biz. Egy pdrositds az X elemei koziil legfeljebb |I'(X)|-t tud fedni, {gy legaldbb h(X) pont fedetlen marad.
A forditott irdnyhoz azt kell kimutatnuk, hogy létezik egy olyan pdrositds, amely legfeljebb p A-beli pontot
nem fed. Ennek érdekében egészitsiik ki a B halmazt egy p pontbdl all6 1ij halmazzal, és ennek minden elemét
kossiik 6ssze A minden elemével. Az {gy nyert G’ grafban minden X C A halmaznak p dj szomszédja van,
és ezért G’-re mar teljesiil a Hall féle feltétel. EbbSl a Hall tétel alapjan adédik, hogy G’-ben létezik egy M’
pérositas, amely fedi A-t. M'-nek legfeljebb u 1j éle van, amiket kihagyva G-nek egy olyan pdrositdsat kapjuk,
melynek legaldbb |A| — u éle van, azaz amely A-nak legfeljebb p élét nem fedi. o

Gyakorlat 2.37 Mutassuk meg, hogy Kénig és Ore tételei ekvivalensek.
Ugyanez a megkozelités haszndlhaté a Tutte tétel esetén is.

TETEL 2.5.2 (Berge-Tutte formula) Egy G = (V, E) grdfban egy pdrositds dltal fedetlen pontok minimdlis
szdma egyenld az X C V részhalmazok q(X) — | X| hidnydnak p mazimumdval. Ekvivalens alakban, a fiiggetlen
élek mazximdlis v szdma, mdsszéval a maximadlis pdrositds elemszdma egyenld a

min {|V| = (g(X) = |X]}/2 (2.23)
értékkel.

Biz. Az X elhagydsdval ¢(X) pdratlan komponens keletkezik. Ha egy pérositds e pdratlan komponensek
valamelyikének minden pontjat fedi, akkor tartalmaz az X és a komponens kozott vezetd élt. Emiatt legfeljebb
| X| teljesen fedett péaratlan komponens létezhet, vagyis legaldbb ¢(X) — |X| pédratlan komponensnek van
fedetlen pontja, azaz tetsz6leges parositas legaldbb ¢(X) — | X| pontot hagy fedetlenil és igy legaldbb p-t.

A megforditashoz azt kell kimutatnuk, hogy létezik olyan pdrositds, amely legfeljebb p pontot nem fed.
Ennek érdekében egészitsiik ki V-t egy p 1j pontbdl 4llé6 U halmazzal, és ennek minden elemét kossiik Gssze
egymassal és V minden elemével. Az igy kapott G’ grafban ha egy X’ halmaz megsérti a Tutte féle feltételt,
akkor X’ nem lehet iires, hiszen ¢(X) — | X| és |V| mindig megegyez8 paritdsi és ezért u + |V| paros. Emiatt
X'-nek tartalmaznia kell mind a p 1j pontot (hiszen azok minden mds ponttal dssze vannak kotve). Legyen
X :=X'—U. Ekkor G’ — X' = G — X, és mivel G' — X’ az | X'|-nél t6bb pdratlan komponenst tartalmaz, X
hidnya nagyobb, mint u = |U]|, ellentétben u definicidjaval.

A Tutte tétel alapjan adddik, hogy G’-ben létezik egy M’ teljes parositds. M’-nek legfeljebb u 1j éle van,
amiket kihagyva G-nek egy olyan parositasiat kapjuk, amely legfeljebb p pontot hagy fedetleniil. o

Feladat 2.38 Igazoljuk a Berge-Tutte formula aldbbi ekvivalens alakjdt.

TETEL 2.5.3 (Berge-Tutte formula mas alakban) Egy G = (V, E) grdfban a mazimdlis pdrositis va
elemszdama egyenld a
min{|X| + Y "||K]/2] : X €V} (2.24)
K
értékkel, ahol az 0sszegzés a G — X részgraf K komponenseire megy.

2.5.1 Pontszétnyitas

Kézenfekv6 elemi miivelet a pontszétnyitds, amelynél egy irdnyitott graf pontjait helyettesitjiik kett&vel
szétosztva kozottilk az eredeti pontba be- és kimend éleket. TObb varidns is lehet aszerint, hogy a szétnyitott
pont két példanya kozott vezetiink-e élt vagy sem, megtartjuk-e az élek irdnyitasit vagy sem.

TETEL 2.5.4 (Menger, irdnyitott pont valtozat) Fgy D = (V, A) irdnyitott grdifban, amelyben nincs él

s-bél t-be, akkor és csak akkor létezik s-bol t-be k belsdleg diszjunkt ut, ha az st utakat nem lehet k-ndl kevesebb
V — {s, t}-beli ponttal lefogni.
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Biz. [Az él-Mengerbdl] A feltétel nyilvan sziikséges. Az elegenddség igazoldsdhoz készitsiink egy dj D’ digrafot.
Minden u pontot helyettesitsiink két 1j csiccsal, melyeket jeloljon v’ és u”/, de toroljiik az s’ és ' csticsokat.
Minden uv € A élre vegyiik D’-be az u'v"’ élnek k + 1 parhuzamos példdnydt, tovabbd minden u € V — {s, ¢}
csticsra tegyiik D’-be az u”u’ élt. Amennyiben D’-ben van s’-bdl t”/-be k élidegen 1it, gy a konstrukcié miatt
ezek k pontidegen ttnak felelnek meg az eredeti D-ben. Ha viszont D’-ben nincs k élidegen 1t, akkor az
irdnyitott él-Menger tétel szerint (2.4.6) 1étezik k — 1 él, amely lefogja az 6sszes s'-bdl t”/-be vezetd utat. Ismét
csak a konstrukcié miatt ezen élek sziikségképpen v’’’ tipusiak, és igy k — 1 V — {s, t}-beli csticsnak felelnek
meg, melyek lefogjdk az Osszes s-bol t-be vezet6 utat, ellentmonddsban a tétel feltevésével. o

Gyakorlat 2.39 Vezessiik le a Menger tétel (eredeti) irdnyitatlan pont vdltozatdt.

TETEL 2.5.5 (Menger, irdnyitatlan pont valtozat) Egy G = (V, E) irdnyitlan grdfban, amelyben nincs
€l s ést kozott, akkor és csak akkor létezik s-bdl t-be k belsdleg diszjunkt it, ha az st utakat nem lehet k-ndl
kevesebb V' — {s, t}-beli ponttal lefogni.

Gyakorlat 2.40 Vezessik le Hall tételét az irdanyitatlan pont-Menger tételbdl.
A Menger tétel egyéb ekvivalens alakokban is megfogalmazhaté. Példaul:

TETEL 2.5.6 Egy D = (V,A) digrdfban legyen S és T a csicsoknak két k elemd diszjunkt részhalmaza.
Akkor és csak akkor létezik S-b6l T-be k diszjunkt it, ha az S-bdl T-be vezetd utakat nem lehet k-ndl kevesebb
ponttal lefogni.

Biz. A tétel rogton kovetkezik a 2.5.4 tételbdl: Adjunk D-hez egy 1ij s pontot és minden v € S-re egy sv élt,
tovédbba egy 1j t pontot és minden v € T-re egy vt-élt. Most azonban egy direkt bizonyitast is bemutatunk,
amely a Hall tételt hasznélja.

Készitsiink egy G = (A’, B"”; E) péros grafot a kovetkez&képpen. Minden u pontot helyettesitsiink két tj
csticesal, melyeket jeldljon u' és v, de S minden s elemére toroljiik az s” csicsokat és T minden ¢ elemére
toroljiik a ¢ csicsokat. Az egy vesszds pontok halmazat jelolje A’, a kétvesszésokét B”. Minden uv € A élre
vegylik G-be az v/v” irdnyitatlan élt, tovdbbd minden u € V — S — T csicsra tegyiik G-be az u''u’ élt.

Amennyiben G-ben van M teljes parositds, akkor ez meghatdroz k diszjunkt utat S-bol T-be. Ugyanis
bérmely s € S-beli pontra legyen s'uy € M,ujus € M,...,ujt" € M, ekkor s,u1,uz,...,u;,t egy D-beli
irdnyitott ut, és ezek az utak sziikségképpen diszjunktak. Ha viszont nincs teljes péarositds G-ben, igy a Hall
tétel szerint 1étezik egy X’ C A’ halmaz, melynek |X’|-nél kevesebb szomszédja van. Legyen Y’ := S’ — X' és
Z" :=T(X')— (X = S)". Ekkor |T(X")| < |X’| azt jelenti, hogy |Y'| + |Z"| < k. A konstrukci6é miatt Y U Z
D-beli halmaz lefogja az osszes S-bél T-be vezetd utat, ellentmondédsban a feltevéssel. o **

Feladat 2.41 Vezessiik le a 2.5.4 tételt a 2.5.6 tételbdl.
Az el6bbihez hasonlé pontszétnyitdsos konstrukciéval levezethetjiik Dilworth 2.4.4 tételét is.

TETEL 2.5.7 (Dilworth) A P-t fedd ldncok minimdlis szdma egyenld a legnagyobb antildnc elemszdmduval,
vagyis P szélességével.

Biz. A max < min egyenlStlenség ismét nyilvanvalé. A forditott irdny igazoldsdhoz készitsiink el egy G =
(X,Y; E) paros gréfot, melynek mindkét osztdlya a P halmaznak felel meg, és valamely x; elem y;-vel akkor
van Osszekotve, ha p; > pj;. (z; NINCS 6sszekotve y;-vel.) P elemszamét jelolje n.

Lemma 2.5.1 G tetszbleges M pdrositdsdnak megfelel P-nek egy n — |M| ldncbdl dllé felbontdsa.

Biz. Tekintsiik a B halmaz M &ltal fedetlen pontjait. Ezek szdma n — |M|. Legyen x; olyan pont, amelyet
M nem fed. Mindegyik ilyen z; elemhez megkonstrualunk egy C; lancot, a kovetkezéképpen. Ha y; fedetlen,
akkor C} alljon az egyetlen p; elembdl. Ha y;-t fedi valamely M-beli x;y; él, akkor p; > p;, és legyen p; a lanc
kovetkez6 eleme. Ha y;-t fedi valamely M-beli z,y; él, akkor legyen py a lanc kovetkezd eleme. fgy folytatva,
a lancot addig noveljiik, amig a lanchoz utolsénak vett p,, elemhez tartozd y., csicsot méar nem fedi M-beli
él.

ﬂy médon az M altal nem fedett n — | M| darab X-beli csics mindegyikéhez definidltunk egy lancot P-ben.
A lemma kovetkezik abbdl, hogy az igy kapott ldncok paronként diszjunktak és lefedik P-t. e

Lemma 2.5.2 Legyen L C X UY a pdros grdf éleinek minimdlis lefogdsa. Ekkor P-ben van olyan A antildnc,
amelyre |L| + |A| = n.
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Biz. Elészor belatjuk, hogy ha z; € L, akkor y; ¢ L. Ha indirekt mindkét csics L-ben volna, akkor L
minimalitdsa miatt a grafnak létezne olyan x;y; illetve xxy; éle, melyekre y;, xr & L. Ekkor tehat pr > p; > pj,
amibél pi > pj, és igy xwy; éle a grafnak. Ezt az élt viszont nem fogja le L, amely ellentmondés azt bizonyitja,
hogy valéban nem lehet x; és y; mindegyike L-ben.

Legyen most A := {p; : ©; & L,y; ¢ L}. Rogton latszik, hogy az A halmaz kielégiti a lemma kovetelményeit.

*¥* A két lemmét felhasznédlva Dilworth tétele rogton kovetkezik a Kénig tételbdl, ami szerint egy pdros
grafban a fliggetlen élek maximalis szdma egyenld az éleket lefogé pontok minimaélis szdméval. e e

*ok

Az irdnyitott pont-Menger tételnek illetve a Dilworth tételnek a Hall illetve Kénig tételre torténd fenti
visszavezetése egyuttal algoritmust is biztosit a szébanforgé max és min értékek meghatdrozaséira, hiszen a
Koénig tételre adott javitd utas bizonyitas konstruktiv.

file: dopt delemi, 2013. januar 28.
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2.6 Szub- és szupermodularis fliggvények hasznalata

A szubmodularis fiiggvények hatékony bizonyitasi médszereket kindlnak. Ezt el6szor Hall tételén szemléltetjik.

2.6.1 Hall tétel tGjra

TETEL 2.6.1 (Hall) Egy G = (A, B; E) pdros grdfban akkor és csak akkor létezik A-t fedd pdrositds, ha A
minden X részhalmazdra
IT(X)| = [X], (2.25)

ahol T'(X) jeloli azon B-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -ben.

Biz. (elegend8ség) Nevezziink egy X C A halmazt pontosnak, ha [I'(X)| = | X|, és a rovidség kedvéért jeloljuk
IT(X)]-t v(X)-szel.

Lemma 2.6.1 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Biz. Legyen X és Y pontos. A Hall-féle feltétel miatt v(X NY) > |X NY|és v(XUY) > [ X UY]. [gy a
szubmodularitdsa, valamint X és Y pontossdga folytan |X|+|Y| = v(X)+~v(Y) > v(XNY)+~4(XUY) > | XN
Y|+ |XUY| = |X|+|Y| Emiatt minden egyenlétlenség egyenléséggel teljesiil, specidlisan (X NY) = | X NY|
ésy(XUY)=|XUY]| e

A lemma ismételt alkalmazasdval kovetkezik, hogy egy z megadott pontot tartalmazé pontos halmazok
B(z) metszete is pontos.

A bizonyitasra térve feltehetd, hogy G minimaélis abban az értelemben, hogy barmely él elhagydsa utdn mér
megséril (2.25). Alh’tjuk, hogy A-ban minden pont els6 fokd. Tegyiik fel ugyanis, hogy egy z € A csicsbol
kiindul két él: e = zu és f = zv (u # v). Mivel az e kihagydsa mér elrontja (2.25)-t, igy létezik egy z-t
tartalmazo olyan X pontos halmaz, amelyben z az egyetlen u-val szomszédos pont. B(z) C X miatt feltehetd,
hogy X = B(z). Ugyanigy kapjuk, hogy B(z)-ben z az egyetlen v-vel szomszédos pont. Ekkor viszont B(z) — z-
nek sem u, sem v nem szomszédja, és ezért |B(z)| —1 = |B(z) — z| < v(B(2) — 2) = v(B(2)) — 2 = |B(?)| — 2,
ellentmondas.

Tehat valéban minden A-beli pont foka egy, és ekkor E maga egy A-t fed parositds, hiszen (2.25) miatt
bérmely két A-beli pontnak van két szomszédja. e e

Most megmutatjuk, hogy ugyanez a bizonyitdsi Otlet szinte valtoztatds nélkiil haszndlhaté Lovasz 2.2.3
tételében az elegenddség igazolasara. Valdjaban Lovasz eredeti, altaldnosabb eredményét igazoljuk.

TETEL 2.6.2 (Lovasz) Legyen G = (S,T; E) egyszeri pdros grdf. Legyen p az S alaphalmazon értelmezett
nemnegativ, egészértéki metszé szupermoduldris halmazfiggvény, amely rdaddsul elem-szubadditiv, azaz p(X)+
p(2z) > p(X + z) fenndll minden X C S halmazra és z € S — X elemre. Amennyiben

IT(X)[ = p(X) (2.26)

fenndll minden X C S halmazra és G élelhagydsra nézve minimdlis ezen tulajdonsdgra nézve, gy |I'(s)| (=
d(s)) = p(s) minden s € S elemre.

Biz. Haszndljuk ismét a v(X) := |I'(X)] jelolést. Nevezziink egy nemiires halmazt pontosnak, ha a (2.26)-t
egyenléséggel teljesiti, azaz v(X) = p(X).

Lemma 2.6.2 Két metszd pontos halmaz metszete és unidja is pontos.

Biz. Legyen X és Y pontos. A (2.26) feltétel miatt y(X UY) > p(X UY) és y(X NY) > p(X NY) (itt
hasznaljuk, hogy X NY # (). igy a v szubmodularitésa, valamint X és Y pontossaga folytan p(X) + p(Y) =
YX)+yXY) 2y XNY)+4(XUY)>p(XNY)+p(XUY) <p(X) +p(Y). Emiatt minden egyenlStlenség
egyenléséggel teljestl, specidlisan y(X NY) =p(XNY) és (X UY)=p(XUY). e

A lemma ismételt alkamazdsival kovetkezik, hogy egy megadott s € S pontot tartalmazé pontos halmazok
B(s) metszete is pontos.

G minimalitdsa miatt barmely él elhagydsa utdn (2.26) mér megsérill. Tegyiik fel indirekt, hogy valamely
s € S pont foka nagyobb, mint p(s). Ekkor B(s) —s # ) és minden su; élre (i = 1,2, ...,d(s)) létezik egy olyan
s-et tartalmazé pontos X; halmaz, amelyben s az egyetlen u;-val szomszédos pont. B(s) C X; miatt feltehetd,
hogy X; = B(s). Ekkor viszont a nemiires X := B(s) — s halmaznak d(s)-sel kevesebb szomszédja van, mint
B(s)-nek, {gy az elem-szubadditivitdst haszndlva, v(X) = v(B(s))—d(s) = p((B(s)) —d(s) < p((B(s))—p(s) <
p(X), vagyis az X megsérti a (2.26) feltételt. o

Kovetkezményként adddik a 2.2.6 tétel:
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TETEL 2.6.3 Legyen G = (S,T; E) egyszerd pdros grdf és m : S — Z4 egy szigorian pozitiv fiigguény.
Akkor és csak akkor létezik G-ben olyan erdd, amelyben minden s € S pont foka pontosan m(s), ha minden

X C S nemiires halmazra
IT(X)| > m(X) — | X|+ 1. (2.27)

Biz. Sziikségesség. Legyen H = (S,T; F) egy olyan részerdeje G-nek, amelyre dg(s) = m(s) minden s € S-re.
Tekintsiik H-nak a X UT(X) altal feszitett H' = (X,T'(X); F’) részerdejét grafjat. Mivel ez is erdd, kapjuk
41 (X) = dps (X) = |F'| < | XU (X)|—1 = | X|+[Tss (X) |~ 1, amib8l [D(X)| > [Tt (X)] > dia (X)— | X|+1 =
m(X) — |X]| + 1.

Elegendéség. Legyen p(X) := m(X)—|X|+1. Ez nyilvdnvaléan metsz6 szupermoduldris és elem-szubadditiv.
Feltehetjiik, hogy G élelhagydsra nézve minimélis olyan graf, amelyre |I'(X)| > p(X) minden nemiires X C S-
re fenndll. Ekkor a Lovész tétel miatt d(s) = p(s) = m(s) minden s € S-re, és igy a kovetkezd lemma implikélja
a tételt.

Lemma 2.6.3 Legyen G = (S,T;E) egyszert pdros grdf, amelyben minden X C S nemdres halmazra
IN(X)| > d(X) — | X| + 1. Ekkor G erdd.

Biz. Feltehetd, hogy a grafban nincsen izoldlt pont. Barmely élt kihagyva a feltétel fennmarad, hiszen ha
|T'(X)| az élkihagyéssal csokken, akkor d(X) is csokken. Indukciéval kovetkezik, hogy G —e erd6 minden e € E
élre. Ezért, ha G indirekt tartalmaz kort, akkor G maga egy kor, de ekkor |S| = |['(S)| > d(S) — |S| +1 =
2|S| =S|+ 1 =S|+ 1, ellentmondés. e e

2.6.2 El-Menger ujra

Hasonlé triikkel lassuk be az irdanyitott el-Menger tételt.

TETEL 2.6.4 (Irdnyitott él-Menger) Egy D = (V, A) irdnyitott grfban akkor és csak akkor vezet s-bél
t-be k > 1 élidegen 1ut, ha minden S st-halmaz kifoka legaldbb k, azaz

0(S) > k. (2.28)
Biz. (elegenddség) Nevezziink egy X st-halmaz pontosnak, ha §(X) = k.
Lemma 2.6.4 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.
Biz. Legyen X és Y pontos. (2.28) miatt (X NY) > k és §(XUY)

>
és 'Y pontossdga folytdn |k|+ k| = 6(X)+6(Y) > 6(XNY)+6(XUY
egyenléséggel teljestl, specidlisan §(X NY) =k és (X UY) =k. o

k. fgy a ¢ szubmodularitdsa, valamint X
) > k+ k. Emiatt minden egyenlétlenség

A lemma ismételt alkamazdsdval kovetkezik, hogy egy megadott z pontot tartalmazé pontos halmazok B(z)
metszete is pontos.

A bizonyitdsra térve felteheté, hogy D minimélis abban az értelemben, hogy barmely él elhagyédsa utan
mar megsériil (2.28). Allitjuk, hogy minden z € V — {s, ¢} pont befoka és kifoka egyenld. Valéban, ha mondjuk
d(z) > o(z), akkor a minimalitds miatt barmely z-b6l kilép6 él kilép egy pontos halmazbdl és igy kilép B(z)-bél
is. De ekkor §(B(z) —z) < §(B(z)) —0(z) + o(z) < 6(B(z)) = k, ellentétben a (2.28) feltétellel. (A (z) < o(z)
eset analdg).

Tehat valdban minden V — {s,t¢}-beli pontra 6(z) = p(z) és persze a minimalitds miatt o(s) = 0 . De
egy ilyen digrafban létezik d(s) > k élidegen ut, hiszen s-bél kiindulva és csatlakozé élek mentén haladva
0(z) = o(z) miatt megkapunk egy ¢-be vezetd utat, és ezt d(s)-szer megismételhetjiik, mert a maradékra
§'(z) = 0'(2) fennmarad. e

2.6.3 Iranyitasi lemma djra

Szubmodularitast hasznalva belatjuk a 2.2.12 kovetkezményben megfogalmazott irdanyitdsi lemma nemtrivialis
iranyat. Tegyiik fel tehdt, hogy adott G = (V, E) gréafra és m : V. — Z fiiggvényre m(V) = |E| és teljesiil (2.6),
azaz m(X) < e(X) minden X C V halmazra fennall, ahol e(X) jeléli azon G-beli élek szdmat melyeknek
legaldbb egyik végpontja X-ben van. Emlékezziink ra, hogy az e fliggvény szubmodularis. Nevezziink egy
halmazt pontosnak, ha m(X) = e(X). Eszerint az iires halmaz pontos.

Allitas 2.6.1 Két pontos halmaz metszete és unidja is pontos.
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Biz. m(X)+m((Y) =e(X)+e(Y) > e(XNY)+e(XUY)>m(XNY)+m(XUY) =m(X)+m(Y), amibdl
az allitas kovetkezik. o

Az irdnyitési lemma bizonyitdsdhoz m(V) szerinti indukciét haszndlunk. Az &llitds semmitmondd, ha
m(V) = |E| = 0, igy feltehetjiik, hogy van olyan s pont, melyre m(s) > 0. A lemma miatt 1étezik egy
egyértelml legb6vebb s-t nem tartalmazé Z pontos halmaz. Van olyan f = ws él, melyre v ¢ Z, mert
kiilénben e(Z + s) = e(Z) = m(Z) = m(Z +s) —m(s) < m(Z + s), azaz Z + s megsértené a feltételt. Hagyjuk
ki az f élt és csokkentsiik eggyel m(s) értékét. A keletkezd G’ grafra és m’ befokszdm eléirdsra teljesiil a (2.6)
feltétel, mert ha egy X halmaz megsértené, akkor X eredetileg egy pontos us-halmaz volt. De a Z vélasztésa
folytdn u € X C Z, ellentétben az u € Z feltevéssel.

Indukciéval G'-nek 1étezik m’ befoki irdnyftdsa, amihez az us irdnyitott élt hozzdvéve a G-nek m befoki

irdnyitasat kapjuk. e

2.6.4 Megengedett aramok: Hoffman tétele

Jeloljon D = (V, A) egy irdnyitott grafot. Legyen f: A — R U {—o0} alsé kapacités, g : A — RU {400} felsd
kapacitds ugy, hogy f < g. Valamely z : A — R vektorra és S C V részhalmazra legyen g.(5) := Y (z(uwv) :
wv € A, uv belép S-be) és legyen 0, (S) := p(V —S5). Az x vektort Aramnak (circulation) nevezziik, ha teljestil
rd a megmaraddsi szabdly (conservation rule), azaz g, (v) = dz(v) fennéll minden v csicsra. (Figyelem: az
f-ben megengediink —oco komponenst, ami persze csak annyit jelent, hogy az illet élen az dram értéke nincs
alulrél korldtozva. Ez azt is jelenti, hogy csak az olyan e élen rendeliink majd az f(e) < z(e) egyenlStlenséghez
dudl véltozdét, amelyen az f(e) korldt véges. Analég médon a g-nek lehetnek +oo komponensei, de az = dram
komponensei mindig valésak. Az f alsé korldtban +oo-t, a g felsé korlatban pedig —oo-t nem engediink meg.
Néha eldirjuk, hogy az f vagy a g komponensei egészértékiiek legyenek; ebbe beleértjikk a +oo-t is.)

Gyakorlat 2.42 (a) Igazoljuk, hogy x akkor és csak akkor dram, ha 9z(v) < 0z(v) fenndll minden v csicsra.
(b) Ha © dram, akkor 9.(Z) = 6.(Z) minden Z C V részhalmazra is fenndll.

Az x dramot megengedettnek (feasible) mondjuk, ha f <z < g.

TETEL 2.6.5 (Hoffman) Akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha
07 (X) < 64(X) minden X CV halmazra. (2.29)
Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és (2.29) fenndll, akkor létezik egészértékii megengedett dram is.

Biz. A sziikségesség igazoldsdhoz, tegytk fel, hogy = megengedett dram. Ekkor d,(X) — 05 (X) > 02(X) —
0-(X) = 0, amibdl (2.29) kovetkezik.

Tekintsiik a kdvetkezd fliggvényt. B(X) := 04(X) — 05(X). Most (2.29) azzal ekvivalens, hogy B nem-
negativ. Az X,Y C V halmazokra jelolje d-(X,Y) az z(e) értékek Osszegét mindazon e élekre, melyek X — Y
és Y — X egy-egy pontjat kotik ossze (mindegy melyik irdnyban). A bizonyitds kulcsa a kovetkezd lemma.

Lemma 2.6.5 S(X)+8(Y)=08(XNY)+p(XUY)+d,—;(X,Y).

Biz. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy minden lehetséges él hozzajarulasa a két oldalhoz ugyanannyi. e

A Hoffman tétel bizonyitdsdhoz visszatérve nevezziink egy e élt pontosnak, ha f(e) = g(e). Nevezziink
cstcsok egy Z részhalmazit pontosnak, ha 3(Z) = 0. Tegyiik fel indirekt, hogy a D digrafra nem igaz a tétel,
és valasszunk egy olyan ellenpéldat (adott D), amelyben a pontos élek és a pontos halmazok egyiittes szdma
maximalis. Az nem lehet, hogy minden él pontos, mert akkor x := f (= g), (2.29) miatt, megengedett dram
volna. Legyen a = st olyan él, amelyre f(a) < g(a).

Alh’tjuk, hogy a belép egy pontos T' halmazba. Valéban, ha nem lépne be, akkor f(a)-t meg tudnénk gy
névelni, hogy a médositott f’ alsé korldtra tovabbra is fennéllna f’ < g és 04/(Z) < §4(Z) minden Z C V-re,
tovabbd vagy az a él vilna pontossd, vagy pedig egy olyan halmaz, amelybe az a él belép. Ez a lehetdség
azonban ellentmondana a pontos élek és halmazok maximdélis egyiittes szaméra tett feltevéslinknek. Tehét az
a €l valéban belép egy T pontos halmazba. Analég médon ldthaté, hogy a kilép egy S pontos halmazbdl.

Az a él 1étezése folytdn tudjuk, hogy a dg—¢(S,T") érték szigordan pozitiv. A lemmat és (2.29)-t alkalmazva
kapjuk, hogy 0 +0 = B(S) + B(T) > B(SNT)+ B(SUT) > 0+ 0, amely ellentmondds mutatja, hogy
nem létezhet ellenpélda, és igy a tétel kovetkezik. Ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy ha f és g
egészértékili, akkor van egészértékli megengedett dram is. e o

Megjegyezziik, hogy Hoffman tételébdl kozvetleniil kiolvashaté a Maximélis-folyam Minimalis-végds (MFMC:
max-flow min-cut) tétel.

32



TETEL 2.6.6 (Ford és Fulkerson, MFMC) Egy D = (V, A) digrdfban adott g : A — R kapacitdsra
nézve a megengedett st-folyamok mazimdlis nagysdga egyenld a min{dy(S) : s € S C V — ¢} minimummal.
Amennyiben g egészértéki, létezik egészértékd maximdlis folyam is. e

Feladat 2.43 Vezessiik le az MEMC tételbdl a Menger tétel aldbbi ,,vegyes” vdltozatat.

TETEL 2.6.7 (Menger: vegyes pont-€él valtozat) Legyen D = (V, A) digrdf és legyenek k, [ pozitiv egészek.
Akkor és csak akkor létezik D-ben k{ élidegen 1t s-bdl t-be gy, hogy minden csicson legfeljebb £ darab ut ha-
lad keresztil, ha bdrhogy kihagyva egy X C V — {s,t} halmazt (0 < |X| < k — 1), a maradékban minden
st-halmazbdl legaldbb (k — | X|)¢ €l lép ki.

file: dopt dszub 2013. janudr 28.
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3. Fejezet

OPTIMALIZALAS GRAFOKON

3.1 Minimalis koltségii fenyok

Legyen D = (V, E) irdnyitott graf, amelynek egy adott s pontjdbdl minden mds pontja elérhetd egyirdnyu
dton, azaz D tartalmaz feszitd s-fenydt. (A kovetkez8kben s-fenyén mindig feszité feny6t értiink.) Adott az
éleken egy nem-negativ ¢ : F — Ry koltségfiiggvény. Keressliink minimélis 6ssz-koltségli (azaz legolesébb)
s-feny6t. Az aldbbiakban egy D.R. Fulkersontdl szarmazo eljaras keriil bemutatéasra.

Feladatok

3.1 Mutassuk meg, hogy a minimdlis kéltségi s-fenyd problémadga dltaldnositja az irdnyitatlan grdfra vonatkozo
minimdlis kéltségi feszitd fa problémdjdt.

3.2 Hogyan lehet minimdlis koltségili s-fenyd segitségével iranyitott grdfban egy s-bdl t—be vezetd legkisebb
koltségi utat megkeresni?

3.3 Mutassunk példdt arra, hogy a kovetkezé természetes mohd eljards NEM mindig ad optimdlis s-fenydt:
Kiindulva az s pontbdl élek egyenkénti hozzavételével épitsink fel eqy s-fenydt az alabbi szabaly szerint. Mindig
a legkisebb kiltségid olyan élt vdlasztjuk, amelynek a téve a mdr megkonstrudlt részfenydben van, mig a feje j
pont.

3.4 Miként lehet az dltaldnos koltség-fligguényre vonatkozo feladatot visszavezetni nem-negativ kéltségek esetére?

3.5 Ha egy s-tdl kilénbozé v pontba belépd valamennyi €l kéltségét ugyanazzal az o szdmmal csokkentjiik,
akkor minden s-fenyd koltsége a-val csokken.

Ezen utolsé gyakorlat alapjan feltehetjiik, hogy minden s-t6l kiilénb6z6 pontba 1ép be 0 koltségti él. Ameny-
nyiben a 0 koltségii élek Do részgrafja tartalmaz s-fenyét, akkor ennek 0 6sszkoltsége nyilvan minimaélis, hiszen
a c¢ koltség-fiiggvényrél feltettiik, hogy nem-negativ. A megoldandé eset tehat az, amikor Dy nem tartalmaz
s-feny6t, azaz nem minden pont érheté el s-bol.

Lemma 3.1.1 Dy tartalmaz olyan C egyiranyi kort, amelyben s nincs benne.

Biz. Legyen S az s-b0l Do-ban elérhet6 pontok halmaza. Ekkor S-bol nem vezet ki 0 koltségii él, és a feltevés
szerint V' — S nem tlires. Most tetszéleges v € V — S pontba 1ép be uv 0 koltségli él és tudjuk, hogy u nem
S-ben van. Kovetkezésképpen V — S tartalmaz 0 kdltségli élekbél all6 kort. e

A dont6 észrevétel az aldbbi:
Lemma 3.1.2 A C 0-kéltségii kort dsszehizva az s-fenydk koltségének minimuma nem vdltozik.

Biz.

Egy tetszlleges él Osszehizédsaval a minimum bizonyosan nem nd, hiszen az Osszehizds az eredetileg «
koltségii fenyo6t egy legfeljebb o koltségii gyokeresen ”osszefliggd digraffa alakitja, ami tartalmaz legfeljebb «
koltségé fenyét. Ebbél adédik, hogy tetszéleges kor dsszehtizdsdval a minimum nem né.

Annak beldtdsdhoz, hogy C 6sszehizésakor nem is csdkken, vélasszunk egy legolesébb F’ s-fenyét az
osszehiizott D’ digrafban. Ennek egyetlen e’ éle 16p be a C kor ésszehtizdsaval keletkezett ve pontba. Jeldlje
e = uv az €’ élnek megfeleld eredeti élt, ahol v a C kérnek pontja, mig v nem. Ha a C-beli élek koziil kihagyjuk
a v-be 1épot, akkor egy olyan v-bdl indulé P utat kapunk, amelynek minden éle 0 koltségii.
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Most F’'-t és P-t Osszetéve az eredeti D digrafnak kapunk egy s-fenydjét, amelynek koltsége ugyanannyi,
mint F’ koltsége. o

A 3.1.2 alapjan elegendd meghatdrozni az osszehizott D’ digrafnak egy minimélis koltségli s-fenydjét,
és e meggondoldsokat rekurzivan alkalmazva D egy minimalis koltségli s-feny6je kiszamithats. Ez tehdt a
kovetkezé algoritmust jelenti. Az eljaras két fazisbdl all. Az els6ben valtakozva koltségeket cstkkentiink és
koroket huzunk Gssze, mig a masodikban megkeressiik a kivant s-fenyét.

1. fazis (A) Minden s-t6l kiilonb6z6 v pontra csokkentsiik a v-be 1ép6 élek koltségét ezen minimumaéval.

(B) Dontsiik el, hogy minden pont elérheté-e s-bél 0 kiiltségii éleket haszndlva. Ha igen, menjiink a 2.
fazisra. Ha nem, keressiink egy 0 kiiltségii élekbdl 4116 egyirdanyu kort, hizzuk Ossze, és az osszehtuizott digraffal
menjiink vissza az (A) pontba.

2. fazis Hatdrozzunk meg az aktudlis (Gsszehuzdsok utdn keletkezett) digrafban egy 0 koltségli élekbdl
allé s-feny6t. Az Osszehuizott koroket az Osszehizas sorrendjében visszafelé haladva egymaés utdn egyenként
"fijjuk vissza”, és a 3.1.2 lemma bizonyitasaban leirt médon a meglévé s-feny6bol hatarozzuk meg a visszafijt
digréafnak egy s-fenyéjét.

3.1.1 Feladatok
3.6 Hogyan lehet egy iranyitott grdifban mazimdlis silyd fenyvest megtaldlni?

3.7 Tegyiik fel, hogy egy D irdnyitott grdfban nem létezik s-fenyd (merthogy van olyan s-et tartalmazé X C 'V
részhalmaz, amelybdl nem lép ki €l) és uj élek hozzdvételével akarjuk elérni, hogy létezzék. Hogyan lehet ezt
minimadlis koltséggel megtenni, ha minden lehetséges uj élre adott a hozzdvételének a kéltsége?

3.8 Adott egy erdsen dsszefiggd digrdf, élein kiltségekkel. Mutassuk meg (valamely kozismert NP-teljes felada-
tra torténd visszavezetéssel) hogy minimalis koltségli erdsen dsszefiiggd feszitd részgrdf keresésének problémdja
NP-teljes. Készitsink olyan polinom ideji eljdrdst, amely az optimumnak legfeljebb kétszeresét adja.

3.9 Igazoljuk, hogy egy digrdf akkor és csak akkor erdsen dsszefiiggd, ha egyirdnyd kordk egymds utdni
osszehizdsdval egyetlen pontra hiuzhato.

A fenti eljarasrél konnyen kimutathatd, hogy polinomidlis futdsidejii. Gyakorlati szempontbdl azonban
nem tuilsdgosan 6konomikus. Az 1. fazis (B) 1épésében példdul, amikor egy C kort sszehizunk, lehet hogy az
Osszehuzéssal keletkezé pontba 16p be 0 koltségl él, és ilyenkor az (A) 1épésre vald visszatéréskor ott semmi
sem torténik, hanem a koltségek véltoztatdsa nélkiil ismét a (B) lépésre keriil a sor. Hogyan lehetne ezeket az
iires (A) lépéseket kiiktatni? fng, hogy egyszerre nem csak egyetlen kort hiizunk 6ssze, hanem a 0 koltségti élek
Dy digrafjanak egy olyan s-et nem tartalmazé6 erésen Gsszefliggé komponensét, amelybe nem vezet 0 koltségl
él. Nevezziink egy ilyen halmazt forras-komponensnek.

Lemma 3.1.3 Az 1. fdzis folyamdn az aktudlis Do-nak mindig van s-et nem tartalmazd forrds-komponense.

Biz. Tudjuk, hogy egy tetszdleges D’ digraf erésen Osszefiiggd komponenseit osszehiizva aciklikus digréfot
kapunk, amelyben biztosan van forrdspont, ami az Osszehizés elétti digraf egy forras-komponensének felel
meg. Méarmost legyen D’ az a digraf, amely Do-bdl keletkezik gy, hogy minden v pontbdl behizunk egy
s-be mend 1uj élt. Mivel az 1. fazisban vagyunk, Do-ban az s-b0l elérhet6 pontok S halmaza sziikebb V-nél
és az S a D’'-nek egy erdsen oszefiiggd komponense lesz, amely nem forrds-komponens. Tehdt D’ barmely
forras-komponense j6 lesz, mert nem tartalmazza s-et. ®

Moédositott 1. fazis A lemma alapjan moédositsuk ugy az 1. fazist, hogy a 2. lépésben nem csupan egyetlen
egyiranyu kort hizunk Ossze, hanem egy teljes s-et nem tartalmazé K forrds-komponenst. Figyeljik meg,
hogy K nem egyetlen pontbdl &ll, hiszen az (A) 1épés miatt minden s-t6l kiilénb6zé pontba vezet 0 koltségi
él, tehdt egyetlen pont nem lehet forras-komponens.

Ezen 1épés Gsszevondsnak nagy elénye, hogy egy-egy mélységi keresés segitségével linedris idében mind egy
digraf erés komponenseit, mind egy aciklikus digraf forrds-pontjait meg tudjuk hatdrozni, vagyis Do-nak az
s-et nem tartalmazd forras-komponense linearis idében megtalalhaté.

Kellemetlenség azonban, hogy a 2. fazis fenyGépitési eljarisa dttekinthetetlenné vélik. Ezt a nehézséget
lekiizdendd, el6szor is figyeljik meg, hogy a 3.1.2 lemma érvényben marad akkor is, ha kor helyett forras-
komponensrdl beszéliink. Ebbol kovetkezik, hogy a 2. fazisban a D digrafnak egy olyan s-feny@jét kell megk-
eresni, amelynek minden élének mddositott koltsége nulla, és amely (x) minden valamikor is &sszehuzdsra
keriilt halmazba egyetlen egy éllel 1ép be. Ezt a célt éri el a kévetkezo:

Médodositott 2. fazis s-bél kiindulva 0 (médositott) koltségii élek egyenkénti hozzavételével D-ben épitsiink
fel egy F' s-fenyét, mindig olyan élt véve a mar meglévé rész-feny6hoz, amelynek koltsége az els6 fazis soran
leghamarabb valt nullava.
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Lemma 3.1.4 A megkonstrudlt F s-fenyd kielégiti a fenti (x) tulajdonsdgot és igy optimdlis.

Biz. Legyen K az 1. fazis sordn valamikor 6sszehuzott forras-komponens és tegyiik fel indirekt, hogy F' tobb
mint egyszer 1ép be K-ba. Legyen e = wv az F-nek a K-ba belépd mdasodik éle (a 2. fazis fenys-épitésének
sorrendjében) és jelolje K’ a K-nak azt a részhalmazat, amely az e bevétele elStti pillanatban a meglévd rész-
feny6hoz tartozik . Tekintsiik az 1. fazisnak a K Osszehtzésa el6tti pillanatot. Ekkor K-ba nem 1ép 0 koltségli
él, de a K Aaltal feszitett 0 koltségl élek erdsen Osszefliggé digrafot alkotnak. Tehat e koltsége késébb valt
nulldva, mint ezen éleké. Ily médon a mddositott 2. fazis elSirdsa szerint az e helyett egy K'-b6l K — K'-be
vezeto 0 koltségl élt kellett volna a meglévd rész-feny6hoz venni. Ez az ellentmondéas bizonyitja a lemmét. e e

A fenti algoritmus segitségével most igazoljuk a legolcsébb fenydk koltségére vonatkozé miniimasx tételt.
Ennek kimonddsdhoz nevezziink egy y : 2 ~° — R halmazfiiggvényt c-megengedettnek, ha

c(e) > Z(y(X) : e belép X-be) minden e € F élre. (3.1)

TETEL 3.1.1 (Fulkerson, 1974) Az s-fenydk minimdlis kiltsége egyenlé maz{d [y(X): X CV—3s]:y
c-megengedett}. Tovdbbd, ha c egészértékii, akkor az optimdlis y vdlaszthats egészértékinek.

Biz. Legyen F feszito ro-feny6 és y egy c-megengedett vektor. Ekkor

o(F) = Z[c(a) ce€ F| > Z(Z[y(X) :ebelép X — be]: e € F) > Z[y(X) X CV -4 (3.2)

amibdl max < min kévetkezik. (3.2)-ben akkor van végig egyenléség, ha a kovetkezd optimalitési feltételek
teljestilnek.

cle) = Z[y(X) : e belép X-be] minden e € F élre, (3.3)

y(X) > 0 esetén gr(X) = 1. (3.4)

Az aldbbi algoritmus egy olyan F fesz{t6 ro-feny6t és megengedett y-t konstrudl, amelyre (3.3) és (3.4)
teljesiil. Két fazisbol all. Az els6ben y-t konstrudljuk meg, mig a méasodikban F-t. Mindkét rész egyfajta
értelemben moho lesz. Az els fazis minden 1épésében médoitjuk a koltségfiiggvényt, és az aktudlis koltségfiiggvényt
c'-vel fogjuk jeldlni. Egy e élt a ¢’ aktudlis koltségfiiggvényre nézve 0-élnek nevezziik, ha ¢/(e) = 0.

1. fazis Amig van V — ro-nak olyan nemiires részhalmaza, amelybe nem lép be 0-€l, ismételjiik a kévetkezd
lépést. Valasszunk egy olyan minimalis nemiires X C V — rg részhalmazt, amelybe nem lép 0-él. Legyen
y(X) := min(c(e) : e belép X-be) és csokkentsiik c'(e)-t a y(X) értékkel az 6sszes X-be 16p6 e élen.

A médositott ¢ tovabbra is nemnegativ, és mindazokon az X-be belépd éleken 0-vé valt, amelyeken az
elébbi minimum eléretik. Az 1. fazis tehdt akkor fejez6dik be, amikor mar minden X C V — rg részhalmazba
Iép be 0-él, vagyis amikor mér létezik 0-élekbdl all6 feszito ro-fenyd.

2. fazis Az ro pontbdl kiindulva, 0-élek egymads utani hozzavételével felépitiink egy F ro-feny6t. Ha az épitési
eljaras egy lépésében tobb, mint egy olyan 0-él van, amely a mar megkonstrualt részfenyé ponthalmazabdl
kilép, akkor azt az élt adjuk a részfeny6héz, amely az 1 fazis soran a leghamarabb valt 0-éllé.

Az eléallitds szabélyai miatt vildgos, hogy a megkonstrudlt y vektor c-megengedett, tovabbd, hogy (3.3)
fennall.

Lemma 3.1.5 y és F kielégitik (3.4)-t.

Biz. Legyen X olyan halmaz, amelyre y(X) > 0 és tegyiik fel indirekt, hogy or(X) > 1. Ekkor a 2. fdzisnak van
egy olyan pillanata, amikor az aktuélis F’ részfenyd olyan, hogy op/(X) = 1 és az F'-hdz éppen hozzdaddsra
keriils e él belép X-be.

Tekintsiik most az 1. fdzisnak azt a pillanatdt, amikor y(X) pozitiv lett. Ekkor az X-be még nem lépett 0-él,
ugyanakkor az X-nek mar minden valédi nemiires részhalmazaba 1épett. Specidlisan, az X — V (F') halmazba
is lépett egy f 0-él, és mivel ez X-be nem léphetett, igy f tove X N V(F')-ben van. Az f tehat mar y(X)
pozitivva vélasanak pillanatdban 0-él volt, amikor még e nem volt az. Miutan az f éllel is lehetne novelni az
F’ részfeny6t, ellentmonddsra jutottunk a 2. fazis vdlasztési szabdlydval, amely szerint a legkordbban 0-é11é
valt éllel kell novelni az aktudlis részfenyo6t. o

A lemmabdl kovetkezik, hogy az algoritmus &dltal megtaldlt F' feszité ro-feny6 és y megengedett dudlis
megoldés kielégitik az optimalitasi feltételeket, amibdl az algoritmus helyessége, valamint Fulkerson tétel is
kovetkezik. o o
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Maximalis stulyt fenyvesek

Az el8bbihez kapcsolddik a kévetkezd probléma. Legyen D = (V, E) ismét egy irdnyitott graf élhalmazdn egy
w sulyfliggvénnyel. Keressiink maximalis sulyu fenyvest!

Egy (p,y) péart fedésnek neveziink, ha p : V — Ry és y : 2¥ — R, nemnegativ fiiggvények melyekre
w(u,v) < pv) + > (y(B) : u,v € B C V) teljesiil minden uv € E élre. A fedés értéke > (p(v) : v €
V)+ Y u(B)(BI=1): BC V).

TETEL 3.1.2 (Chu and Liu — 1965, Edmonds — 1967) Egy fenyves silydnak mazimuma a fedések minimdlis
értékével egyenld. Ha w egészértéki, akkor az optimdlis fedés is vdlaszthato annak.

Biz. Konnyen latszik, hogy maxr < min. A forditott irdny beldtdsdhoz egészitsiik ki D-t egy 1j s pont-
tal és vezessiink s-b6l minden v € V pontba egy tj sv élt. A megnovelt D’ digrafon definidljunk egy c
koltségfiiggvényt a kovetkezOképpen. Az 1j élek koltsége legyen M := maz(w(e) : e € E), mig minden eredeti
e € E élre legyen c(e) = M — w(e).

Az 3.1.1 tétel szerint létezik z : 2¥ — Ry c-megengedett vektor és egy D’-nek egy F feszité s-fenyéje
amelyek kielégitik (3.3)-t és (3.4)-t. Legyen p(v) := M — Y (2(B) : v € B), és |B| > 1 esetén legyen y(B) :=
z(B) (B C V). Konnyen lathaté, hogy az {gy kapott (p,y) fedést alkot, tovabba, hogy az értéke egyenls a D
digraf F'N A fenyvesének silyaval. o

Feladatok

3.10 Legyen T C V — s adott halmaz olyan, hogy a digrdf minden pozitiv kéltségi élének a feje T-ben van
(a kéltségfiggvény nemnegativ). Olyan minimdlis koltségli s gyokerd fenyd keresése, amely T minden pontjdt
tartalmazza (de nem feltétlenil feszit8) specidlis esete a T-metszd halmazrendszerek kordbban tdrgyalt lefogdsi
problémdjdanak. Mutassuk meg, hogy a feladat visszavezetheté a minimdlis kéltségi feszté fenyd problémdjdra.

3.11 Igazoljuk hogy egy D = (V, E) digrdfban éleknek egy adott F C E részhalmaza akkor és csak akkor
egészithetd ki s gyokert feszité fenybvé, ha nem lehet igy megadni a V — s halmaznak |V| — |F| darab nemiires
részhalmazdt, hogy ezek egyikébe sem lép F'-beli él és E — F minden eleme legfeljebb egybe lép.

3.12 Tegyiik fel, hogy adott V — s részhalmazainak eqy {A1, ..., Ai} rendszere. Hogyan lehetne algoritmikusan
eldonteni, hogy a digrdf tartalmaz-e olyan feszité fenydt, amely mindegyik A; halmazba pontosan egyszer lép
bele?

3.13 Tegyiik most fel, hogy létezik olyan s-gyokerd feszitd fenyd, amely az {Ax,..., At} halmazok minde-
gyikébe egyetlen éllel lép bele. Készitsunk algoritmust, amely az ilyen fenydk kézil egy megadott kéltségfiigguényre

vonatkozé minimalis koltségiit taldl.

2013. januar 28.dopt, minfenyo
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3.2 Fenyok és fak pakolasa

Egy irdnyitott fat akkor neveztiink feny&nek, ha a gyokérpontja kivételével minden méas pontjiba pontosan
egy €l 1ép be, azaz a gyokérpontjabol minden mas pontjaba el lehet jutni egyirdanyd uton. Egy irdnyitott erdét
akkor neveztiink fenyvesnek, ha minden pont befoka legfeljebb egy, azaz ha az erd6 minden komponense
fenyé. A 0 befoki pontok halmazdt a fenyves gyokér-halmazanak nevezzik. Egy D = (V, A) irdnyitott
graf feszit6 fenyvesén olyan fenyvest értiink, amelynek ponthalmaza V', mig élhalmaza az A-nak része. Egy
D = (V, A) digréafot egy s pontjdra nézve gyokeresen k-élosszefiiggének nevezziik, ha

o(X) > k minden nemiires X C V — s halmazra. (3.5)

Menger tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy a digraf minden pontjidba vezet s-bdl k élidegen tt.

TETEL 3.2.1 (Edmonds: gyenge alak) Egy D = (V, A) digrdf akkor és csak akkor tartalmaz k élidegen
s-gyokerd feszitd fenydt, ha D az s-re nézve gyokeresen k-élosszefiiggd.

Biz. (Lovész) Mivel egy s-gyokerti feszité feny6 minden X C V — s nemires halmazba belép, a kivant k fenyd
létezése esetén o(X) > k, azaz D gyokeresen k-élosszefiiggd.

Az elegendéség igazolasdhoz élek egyenkénti hozzdvételével egy s gyokerli Fi feny6t épitiink csak arra
vigydzva, hogy a maradék D — F; digraf (x) gyokeresen (k — 1)-él0sszefiiggd legyen. Megmutatjuk, hogy igy
egy feszitd fenyd felépithetd, amibdl a tétel indukciéval kovetkezik.

Legyen tehdt Fy egy s gyokerli fenyd, amelyre igaz, hogy D' = D — Fy gydkeresen (k — 1)-élosszefiiggs.
Jeldlje o' a D’ digraf befok fiiggvényét, mig Vi az Fy fenyé ponthalmazét.

Egy X C V — s nemiires halmazt nevezziink pontosnak, ha ¢'(X) = k — 1. Mivel D gyokeresen k-
élosszefiiggd, X metszi Vi-et. Ha rdadéasul X a V — Vi-et is metszi, akkor veszélyesnek nevezziik.

Nincs mit bizonyitanunk, ha F; feszit6 feny6. Tegytik fel tehat, hogy nem ez a helyzet.

Kimutatjuk, hogy létezik olyan e € A — Fy él, amely kilép V1-bdl és amelyet Fi-hez véve (x) tovabbra is
fenndll. Valamely Vi-b6l kilépd e élnek az Fi-hez torténé hozzdvétele pontosan akkor rontja el a (x)-ot feltételt,
ha belép egy veszélyes X halmazba. Ekkor ugyanis az e-nek Fi-be vételével o’ (X) eggyel csokken.

Ha nincs veszélyes halmaz, akkor barmely Vi-b6l kilép6 él (van ilyen!) Fi-hez vehetd a (x) feltétel elrontésa
nélkiil. Tegyiik fel tehat, hogy vannak veszélyes halmazok, és legyen M egy tartalmazdsra nézve minimaélis
veszélyes halmaz.

Alh’tjuk, hogy létezik e = uv € A él, amelyre u € M NVi,v € M — Vi. Valéban, ha nem létezne ilyen él,
akkor k — 1 = o' (M) > o' (M — V1) = o(M — V1), azaz ilyenkor M — Vi megsértené a tétel feltételét.

A/lh'tjuk7 hogy e nem 1ép bele veszélyes halmazba. Valéban, ha indirekt e belépne valamely X veszélyes
halmazba, akkor a (k — 1) + (k—1) = o' (M) + o' (X) > (XN M) + o' (X UM) > (k—1) + (k — 1), amib&l
kovetkezik, hogy X N M is veszélyes, ami ellentmond M minimadlis vélasztdsdnak. (Az w pont M — X-ben
van, tehdt M N X valédi része M-nek.) Taldltunk tehdt egy olyan e élt, amellyel az F; fenyét kib6vitve a (x)
feltétel tovabbra is érvényben marad. e e

Feladatok

3.14 Hogyan lehet algoritmikusan megkeresni a kivant fenydket? (Szubrutinként hasznalhatjuk a maximalis-
folyam minimadlis-vdgds megkeresésére vonatkozé algoritmust.)

3.15 Igazoljuk, hogy ha egy digrdfban bdrmely élt elhagyva a A(s,v) értéke csékken valamely v csicsra, akkor
minden v csicsra A\(s,v) = o(v).

3.16 Legyen c olyan nem-negativ valds sulyozds a D digrdf élhalmazdn, amelyre p.(X) > 1 teljestl minden
0 # X C V — s halmazra. Nevezziink egy X halmazt pontosnak vagy szorosnak, ha itt egyenlbség teljestil.
Igazoljuk, hogy létezik olyan s-gyokerd feszitd fenyd, amely minden szoros halmazba pontosan egyszer lép be.

3.17 Igazoljuk az Edmonds tétel alabbi kiterjesztését. Legyen D = (V, E) irdnyitott grdf. Legyen F a V — s
részhalmazainak olyan rendszere, amelyre X,Y € F, X NY # 0-b8l kévetkezik, hogy X UY, X NY € F.
Amennyiben minden X € F halmaz befoka legaldbb k, akkor E felbonthato k részre igy, hogy minden X € F-

s

re mind a k rész tartalmaz X -be 1épd élt.

3.18 Mutassuk meg, hogy az aldbbi dllitds ekvivalens Edmonds erds tételével. A D = (V, A) irdnyitott grdfban

legyen R, ..., Ry a pontoknak k (nem feltétlendl diszjunkt, vagy kiilonboz8) nemires részhalmaza. Akkor és
csak akkor létezik D-nek k élidegen feszité fenyvese, melyek gyokér-halmaza rendre R1,..., Ry, ha bdrmely
0 # Z CV részhalmazra a o(Z) befok legaldbb azon R; halmazok szdma, melyek diszjunktak Z-tél.
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Gyokeres k-élosszefiiggdvé iranyitas

Kovetkez6 célunk levezetni Tutte tételét diszjunkt feszité fak 1étezésérol. Ehhez igazolunk egy irdnyitasi tételt,
majd alkalmazzuk Edmonds tételét.

Egy G iranyitatlan grafnak pontosan akkor van olyan irdnyitdsa, amelyben egy megadott s pontbdl minden
mads pont irdnyitott uton elérhetd, ha a graf osszefiiggh. Kérdés, hogy altaldnosabban adott k& > 1 egészre
mikor létezik a G-nek adott s pontjira nézve gyokeresen k-élosszefiiggd irdnyitdsa, azaz olyan, amelyben
minden nemiires V' — s-beli részhalmaz befoka legaldbb k. Az alabbi tétel nemcsak ezt a tulajdonsagot karak-
terizalja, hanem rogton megadja az un. deficites alakot is, amely azt mondja meg, hogy legkevesebb hany 1j
él hozzdaddsaval 1étezik a keresett iranyités.

TETEL 3.2.2 Legyen a G = (V, E) irdnyitatlan grdfnak s egy kijeldlt pontja, és legyen v nemnegativ egész.
Akkor és csak akkor lehet G-hez v 4j élt ugy hozzdadni, hogy a megnovelt grafnak létezik s-bdl k-élosszefiiggd
irdnyitdsa, ha

e(F)>k(t—1)—~ (3.6)

teljesil V- minden F := {Vi,..., Vi} particidjdra. Az ij élek mind vdlaszthatdk s-bdl induldnak.

Biz. Egy s-b6l k-élosszefliiggd irdnyitast nevezziink roviden jonak. Ha ~ 1j él hozzdadédsa utan létezik joé
irdnyftés, akkor mindegyik s-t nem tartalmazé V; részhalmazra o(V;) > k, igy e(F) +v > et (F) > k(t — 1),
ahol az e jelolés a megnovelt grafra utal, azaz (3.6) fennall.

Az elegend8ség igazoldsdhoz adjunk G-hez minimadlisan sok s végpontu 1j élt tgy, hogy a kiegészitett
grafban mar létezzék jé irdnyitas. Jeldlje a minimumot +'. Célunk azt kimutatni, hogy +' < .

Jelolje o a megnovelt graf j6 irdnyitdsdnak a befok fliggvényét. Feltehetjik, hogy o(s) = 0. Nevezziink
egy X C V — s halmazt pontosnak, ha o(X) = k. Ha X és Y két metsz8 pontos halmaz, akkor k + k =
o(X)+ oY) > o(XNY) 4+ o(XUY) > k + k miatt a metszet is és unié is pontos. Ebbél az is kiadédik, hogy
ha pontos halmazok egy rendszere Osszefiiggd hipergrafot alkot, akkor a halmazok metszete is pontos.

Jelolje T azon pontok halmazat, melyek legalabb egy jonnan hozzaadott él végpontjabdl az adott irdnyitasban
elérhetSk. Nyilvan s € T és o(V —T) = 0.

Lemma 3.2.1 Ha Z pontos és ZNT # 0, akkor Z C T.

Biz. Tegyiik fel, hogy Z € T. Ekkor Y :=V — T-re k = oY)+ 0(Z) = o(Y N Z) + o(Y U Z) + d¥ (Y, Z) >
k+0+dt(Y,Z) > k. Ebbdl o(Y U Z) =0és d"(Y,Z) =0 adédik. Az elsé egyenléség miatt van olyan e = st
4j él, amelyre ¢t € Z-ben van (mert kiilénben 7' N Z pontjai semelyik 4j él fejéb8l nem lehetnének elérheték).
Ekkor viszont az e él miatt d* (Y, Z) > 0, amely ellentmondés a lemmét bizonyitja. e

Két eset lehetséges. Ha 1étezik T-ben olyan v pont, amely nincs benne pontos halmazban, akkor vegyiink
egy olyan st 1j élt, amelyre t-bdl vezet v-be egy P irdnyitott ut. Forditsuk meg P éleinek irdnyitasat, és
hagyjuk ki az e élt. Mivel v nincs pontos halmazban, az 1j irdnyitas tovabbra is j6 lesz, ellentmonddsban az
Uj élek szamanak minimalitdsdval.

Nézziik most azt az esetet, amikor 7' minden pontja benne van pontos halmazban. Jeldlje Vi, ..., Vi1 azon
maximalis pontos halmazokat, melyek metszik T-t. Fentebb lattuk, hogy ezek paronként diszjunktak és hogy
a T partici6jat alkotjdk. Legyen V; := V — T és F := {Vi,...,Vi}. Mivel o(V;) = 0, és minden 4j él belép
T-be, azt kapjuk, hogy k(t —1) =Y [o(Vi)ri=1,...,(t—1)] =Y [o(Vi) ri=1,...,t] = e (F) = e(F) + 7/,
igy (3.6)-t hasznélva, 7' = k(t — 1) — e(F) < v adédik. o e

Adott pozitiv egész k-ra és egész | szdmra egy G = (V, E) irdnyitatlan grafot akkor neveziink (k,!)-particié
Osszefiiggbnek, ha V pontjainak minden ¢ > 2 részes particidjara a koztes élek szdma legaldbb k(t —1)+1. A
(k, 0)-particié-Osszefiggbgrafokat réviden k-particié-osszefiiggének nevezziik. A (3.6) feltétel tehdt azt jelenti,
hogy a G graf (k, —v)-particié-Osszefliggs. Erdemes a v = 0 specidlis esetet kiilon megfogalmazni.

Kovetkezmény 3.2.3 Egy G grdfnak akkor és csak akkor létezik s-bél k-éldsszefiiggd iranyitisa, ha G k-
particio-osszefliggs. o

TETEL 3.2.4 (Tutte) Egy irdnyitatlan G = (V, E) grdfban akkor és csak akkor lédtezik k élidegen feszitd
fa, ha G k-partico-osszefiiggd.

Biz. A tétel kozvetleniil adédik Edmonds diszjunkt feny&kre vonatkozé tételébél és a 3.2.3 kovetkezménybdl.
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3.2.1 Fedés fenyvesekkel és erdokkel

Az Edmonds tétel egy masik érdekes alkalmazasa a kovetkezé.

TETEL 3.2.5 A D = (V, A) digrdf élhalmaza akkor és csak akkor fedheté le k fenyvessel, ha (i) minden pont
befoka legfeljebdb k, és (ii) i(X) < k(|X| — 1) teljesul minden X C V halmazra, ahol i(X) jeloli az X dltal
feszitett élek szamdt.

Biz. Mindkét feltétel szlikségessége nyilvanvals. Az elegendéséget elemi konstrukciéval igazoljuk. Adjunk a
digrafhoz egy 1dj s pontot és minden v pontra k — o(v) parhuzamos élt s-bél v-be. Az j D’ digrafban minden
X C V halmazra fennall ¢'(X) = o(X) + > [k — o(v) : v € X] = o(X) — o(X) —i(X) + k| X| > k. A 3.2.1
tétel szerint létezik k diszjunkt s-gyokerti feszit6 fenyd. Ezeket az eredeti D-re megszoritva k fenyvest kapunk,
melyek fedik D éleit. o

TETEL 3.2.6 (Nash-Williams) Egy G = (V, E) irdnyitatlan grdf élhalmaza akkor és csak akkor fedheté le
k erdduvel, ha a csucsok tetszbleges X nemiires részhalmaza legfeljebb k(| X| — 1) élt feszit.

Biz. Egy erdd legfeljebb | X| — 1 darab X &ltal feszitett élt tud fedni, k erdd pedig legfeljebb k-szor ennyit,
igy a feltétel szokséges.

Az elegendéséghez figyeljiikk meg, hogy a 2.2.10 irdnyitési tétel (iii) része alapjan G-nek van olyan irdnyitésa,
amelyben minden pont befoka legfeljebb k, igy a 3.2.5 tételt alkalmazhatjuk.

Feladat 3.19 Igazoljuk, hogy ha egy (egyirdnyi) pdrhuzamos élt és hurkot nem tartalmazd digrdfban minden
pont befoka legfeljebb K, akkor az élhalmaz lefedhetd K + 1 fenyvessel.

dopt pakfed, 2013. janudr 28.
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3.3 Maximalis parositasok

Valamely G irdnyitatlan grafra jeldlje v = v(G) a fiiggetlen élek maximadlis szdmdat vagyis a legnagyobb
péarositdas elemszamat. Koénig tétele szerint pédros grafban ez egyenl6 a pontokat lefogé élek minimalis 7
szamaval. Nem pdaros grafokban a v = 7 min-max reldcié mar nem feltétleniil igaz, amint ezt a haromszog
példdja mutatja. Itt v = 1,7 = 2. Altaldnos grafokra vonatkozik az aldbbi jellemzés, amit valdjaban mar a
2.5 szakaszban levezettiink a Tutte tételbél. Most bemutatunk egy direkt bizonyitdst, amelynek hatranya,
hogy ez sem algoritmikus, ugyanakkor az itt szereplé megkozelités kiterjesztésévl lehet a maximaélis silyu
pérositds silydra vonatkozé min-max tételt igazolni (14sd pl. Frank A. Poléderes kombinatorika c. elektron-
ikus jegyzetét).

TETEL 3.3.1 (Berge-Tutte formula) G-ben a figgetlen élek mazimdlis v(G) szdmdra érvényes:

G) = min{|V|—q(X X|} /2 3.7
V(G) = mind|V| - g(X) +|X1} /2 (3.7
ahol q(X) jeloli az X elhagydsdval keletkezd pdratlan pontszdmi komponensek szdmdt.

Ezt a tételt mar kordbban levezettiik Tutte tételébol, most egy kozvetlen bizonyitést is adunk. Egy
Osszefiiggd grafot nevezziink faktorkritikusnak vagy roviden kritikusnak, ha barmely pontjat elkeriili maximalis
elemszamu parositas.

Lemma 3.3.1 (Gallai) G kritikus grdfban a mazimdlis pdrositds egyetlen pontot hagy fedetlendil.

Biz. A definiciébdl kapjuk, hogy G-nek nincs teljes parositdsa. Tegyiik fel indirekt, hogy egy M maximaélis
parositas legaldbb két pontot nem fed. Valasszuk M-t és a fedetleniil maradé s és ¢t pontokat gy, hogy az s és
t G-beli tavolsdga a leheto legkisebb legyen. Persze ez a tavolsag nem egy, azaz s és t nem szomszédos, mert
akkor az st élt M-hez lehetne venni, ellentétben M maximaélis voltaval. Legyen P egy legrovidebb tut s és t
kozott, és legyen z ennek egy belsé pontja. Mivel G kritikus, 1étezik egy z-t elkeriilé maximdlis elemszamu M,
pérositds. Az M, s, t valasztdsa miatt M fedi a P it minden belsd pontjat, igy z-t is. Tekintsiik a z-bdl induld
M — M ,-alternal6 utat, amelynek elsé éle M-beli, igy utolsé zy éle az M, maximalitdsa miatt sziikségképpen
M-beli. Az y pontot tehat nem fedi M, és értelemszertien y kiilonbozik s és t egyikétél, mondjuk s-t6l. Ekkor
az alternald Ut mentén cserélve egy olyan parositast kapunk M-bdl, amelynek elemszédma megegyezik M-ével,
azaz, amelyik maximalis, tovibba szabadon hagyja z-t és s-t, ellentmondasban az M, s,t vilasztasaval. e

Térjlink ré a Berge-Tutte formula bizonyitasara. Tetszéleges M péarositas és X C V halmaz esetén legaldbb
q(X)—|X| pont marad fedetlen, azaz M legfeljebb |V |—(¢(X)—|X|) pontot fed, igy az M elemszdma legfeljebb
(V] = ¢(X) + |X])/2. [gy a formuldban a v(G) < min irany kivetkezik.

A forditott egyenlétlenség bizonyitdsdhoz V' elemszdma szerinti indukciét alkalmazunk. Ha |V| = 0, akkor
(3.7) mindkét oldala 0. Tegytik fel tehét, hogy |[V| > 1 és azt, hogy a (3.7) formula érvényes minden kisebb
grafra. Nyilvan feltehetd, hogy G Osszefiiggd. Azt kell kimutatnunk, hogy 1étezik egy olyan Xo C V halmaz,
amelyre

v(G) = (V| = q(Xo) + | Xol) /2. (38)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a keletkez6 G’ grafra v(G') < v(G) — 1.
Legyen V' := V — v. Indukciét hasznélva kapjuk, hogy létezik olyan X C V — v, amelyre v(G') = (|[V'| —
q (Xg) + 1X5])/2, ahol ¢'(X)) a G' — X(-ben jeloli a pdratlan komponensek szamét. Legyen Xo := X + v.
Nyilvén ¢(Xo) = ¢'(X(). Ezeket dsszevetve kapjuk: v(G) — 1 > v(G') = (V| — ¢'(Xp) + | Xol)/2 = (V] —
q(Xo) + | Xo| — 2)/2, ami éppen (3.8).

2. eset G kritikus. A Gallai lemma alapjan v(G) = (|[V| — 1)/2. Tehdt X, := 0 vélasztdssal v(G) =
(IVI=1)/2 = (V| — ¢(Xo) + | X0])/2, azaz (3.8) fenndll. e e

Algoritmikus bizonyitas

A Berge-Tutte formula nem trividlis irdnyara bemutatunk egy harmadik bizonyitdst is, amely méar elvezet
majd egy maximalis parositds meghatdrozdsira szolgald algoritmushoz. A bizonyitas két megfigyelésen muilik.

Legyen M egy pérositds. Egy olyan M-alternalé utat, amely két szabad (azaz, M altal nem fedett) pontot
kot Ossze M-noveld vagy roviden néveld ttnak neveziink.

Lemma 3.3.2 (Berge) A G = (V,E) grdf eqy M pdrositisa akkor és csak akkor mazimdlis elemszdmai, ha
nincsen M-néveld it.

41



Biz. Amennyiben P M-néveld 1t, igy az M’ := M S P szimmetrikus differencia olyan parositas lesz, amelynek
eggyel t6bb éle van, mint M-nek, vagyis ilyenkor M nem lehet maximalis.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy létezik egy M-nél nagyobb N parositds. Ekkor az M & N szimmetrikus
differencia komponensei M-alterndlé korokbdl és utakbdl all. Miutdan |N| > |M|, az egyik komponensben
sziikségképpen tobb N-él van, mint M-él, de akkor ez a komponens egy M-noveld tt. o

Nevezziik G egy K péaratlan korét kehelynek, ha G-nek 1étezik olyan maximélis M pérositasa, amely K
egy r pontjat nem fedi és és az r-bdl a kdron akarmelyik irdnyba elindulva minden mésodik él M-beli. Az r
pontot a kehely bazisanak hivjuk és azt mondjuk, hogy M és a K illeszkednek.

Lemma 3.3.3 (Edmonds) Legyen K egy kehely és M egy illeszkedd mazimdlis pdrositdsa G-nek. Ekkor a a
K ésszehiizdsdval keletkez6 G’ grdfban az M’ := M — K pdrositds mazimdlis elemszdmai.

Biz. Ha M’ indirekt nem volna maximalis G’-ben, akkor a Berge lemma miatt volna egy P’ M’-néveld 1t
G’-ben. Amennyiben P’ nem tartalmazza vi-t, igy P’ egy M-noveld utat adna G-ben, ami ellentmondana
M maximalitdsanak. Ha viszont P’ tartalmazza vg-t, akkor ott végzddik. Jelolje z a K-nak azt a pontjat,
ahol a P’-nek megfelelé G-beli it végzddik és legyen P” a K-ban egy z és r kozott vezeté M-alternalé tt,
amelynek z-nél 1évg elsd éle M-ben van. Ekkor P = P’ 4+ P” egy M-niveld it G-ben, ellentmonddsban M
maximalitdsdval. e

Feladat 3.20 Igazoljuk, hogy ha M nem mazimdlis G-ben, akkor M' nem mazimdlis G’ -ben.

Bizonyitas (a Berge-Tutte formula nemtriviélis irdnydra) Nevezziink gdtnak egy olyan X halmazt, amelyre
a minimum a Berge-Tutte formuldban felvétetik. A Berge-Tutte formulabdl kiolvashatd, hogy tetszdleges M
maximalis parositds esetén egy X halmaz akkor és csak akkor gat, ha

(a) Az X elhagydsdval keletkezd bdrmely C' komponensre az M-nek a C-be esd része legfeljebb egy pont hijdin
fedi C-t.

(b) X nem feszit M-beli élt.

(¢) M fedi X minden pontjdt.

Célunk egy olyan M maximélis pérositds és egy X C V részhalmaz létezését kimutatni, melyre az (a), (b)
és (c) optimalitdsi kritériumok fennéllnak. A pontok szdma szerinti indukciét haszndlunk.

Tegyiik fel el6szor, hogy létezik egy K kehely és egy illeszked6 M maximalis parositas. Ekkor az Edmonds
lemma szerint M’ maxim4lis parositds G’-ben. Indukcié miatt 1étezik pontoknak egy olyan X részhalmaza
G’-ben melyekre (a), (b) és (c) fenndll. Mivel a K Osszehtiztsaval keletkezett vk pont fedetlen G'-ben, igy
nincs X-ben, és ezért X az eredeti G-ben is teljesiti az optimalitdsi kritériumokat.

Tegyiik most fel, hogy nem létezik kehely G-ben. Legyen M egy maximalis parositds. Egy F' erdérél azt
mondjuk, hogy M-alternald, ha

(i) F minden komponense egyetlen szabad pontot tartalmaz, amelyet a komponens gydkerének neveziink.
(ii) F barmely pontjabdl a gyokérhez vezetd ut M-alterndld.
(iii) Ha valamely uv € M élre a v pont F-ben van, akkor u is.

Az F erdében nem 1évé pontok halmazat tisztdsnak hivjuk és C' := C(F')-fel jeloljiikk. Nyilvan az M-nek
C-ben levé élei C-t parositjak. Kiils6 pontnak hivjuk az F' azon pontjait, melyek a gyokértsl paros tavolsagban
vannak, mig az I’ t6bbi pontja bels6 pont. Legyen F' egy maximadlis M-alternal6 erd6 és jelolje X a belsd
pontok halmazat.

Lemma 3.3.4 Ha nem létezik kehely, akkor kiilsé pontbdl csak belsébe vezethet €él.

Biz. Az F' maximalitdsa miatt kiils6 pontbdl nem vezet él a tisztasra. Az F' két kiilonbéz6 komponensében
16v6 kiilsé pontok koézott sem vezethet él, mert egy ilyen uw élt a két komponensben kiegészitve az u-bdl illetve
a v-bdl a megfelel6 gyokerekbe vezet6 M-alternals utakkal, egy M-noveld utat kapnank.

Végiil beldtjuk, hogy az F' egy Fi komponensébe es6 két kiils§ pont kozott sem vezethet él. Tekintsiik
ugyanis egy ilyen élnek az I} fdhoz tartozé K alapkérét, amelynek az Fi r; gyokeréhez legkozelebbi pontja
legyen r. Legyen P az Fi-ben az r1 és r kozott vezetd alterndld ut. Most My = M © P egy mésik maximalis
parositas, amely illeszkedik K-ra ellentmondasban a feltevéssel, hogy nem létezik kehely.

Az F definiciéjabdl rogton kovetkezik, hogy a (b) és (c) optimalitdsi feltételek teljesiilnek. A lemmdabdl
pedig azt kapjuk, hogy (a) is fenndll, hiszen G — X péros elemszdmi komponensei a tisztdst particionéljdk,
mig a paratlan elemszdmi komponensei mind egyelemiiek, éspedig a kiilsé pontok. e e
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Az algoritmus

A fenti bizonyitdst kénnyen algoritmussé alakithatjuk. Az eljaras fazisokbdl 4ll. Egy fazisban valamely korabban
megtalalt M pérositdsbdl indulunk ki és keresiink egy P M-nével6 utat. Amennyiben taldlunk, gy az
M’ := M & P szimmetrikus differencia olyan pérositds lesz, amelynek eggyel tobb éle van, mint M-nek,
és ekkor a kovetkezd fazisra tériink. Amikor az algoritmus méar nem talal M-alterndlé utat, akkor megad majd
egy X részhalmazt, amely az aktudlis M pérositassal egyiitt kielégiti a harom optimalitési feltételt.

Legyen tehét M valamilyen pdrositds, S a szabad (fedetlen) pontok halmaza és v € V — S-re jeldljiikk u(v)-
vel a v pérositasbeli szomszédjit. Az S pontjaira pedig definidljuk u(v) = v. Az eljards egy F' M-alterndlé
erdét épit fel. Kiinduldskor F' a szabad pontokbdl all és élt nem tartalmaz. Az dltalanos 1épés leirdsdhoz legyen
F M-alternal6 erdé. Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset Az F-nek létezik olyan u és v kiilsé pontja, melyek az F kiilonb6z6 komponenséhez tartoznak és
amelyek kozott vezet él a grafban. Ekkor az u és v komponensében a gyokerekhez vezetd két alternald utat az
uv él mentén Osszekapcsolva egy P novel6 utat kapunk, és ekkor az adott fazis végetér.

2. eset [F-nek létezik olyan u kiils6 pontja, amely szomszédos egy tisztdson 1év6 v ponttal. Ekkor az uv élt
és a vu(v) parosité élt F-hez véve nagyobb M-alternélé erdét kapunk.

3. eset F-nek egy komponensében létezik u és v kiilsé pont, melyek szomszédosak. Ekkor az F-ben az u-t és
v-t Osszekoto egyértelmii ut az uv éllel egyiitt egy K kelyhet Huzzuk 6ssze K-t egy vk ponttd. Ekkor F-bdl
egy masik M-alternédlé erdd keletkezik, melynek az 6sszehiizott pont kiils6 pontja.

Az Edmonds lemmébdl kévetkezik, hogy ha az 6sszehizott grafban 1étezik noveld ut, akkor ebbél eléallithatjuk
az eredeti graf egy novel6 utjat. Ebbél az is kovetkezik, hogy ha az 1. eset olyankor fordul el, amikor mér
bizonyos Osszehizéasokat végrehajtottunk, akkor az eredeti gréafnak is el6 tudunk allitani egy novelS utjat. Azt
is megfigyelhetjiik, hogy (esetleg tObbszori) Osszehizassal keletkezett pont 6sképe olyan halmaz, amelyet a
beleesé M-beli élek egy pont hijan kiparositanak.

TEHAT: Ameddig a 2. vagy 3. eset fordul el8, jarjunk el az ott leirtak szerint. Amennyiben az 1. eset
kovetkezik be, azaz az Gsszehuzott grafban van noveld ut, akkor keressiink az eredeti grafban ndvel6 utat és
egy nagyobb pérositast, majd térjiink a kévetkezo fazisra.

Végezetiil amikor a fenti hdrom eset egyike sem &ll fenn, akkor a belsé pontok X halmaza, amint a fenti
bizonitdsban mar igazoltuk teljesiti az optimalitasi feltételeket.

Kanonikus gat

TETEL 3.3.2 (Lovész) Egy dsszefiiggd grdf akkor és csak akkor kritikus, ha felépithetd bdrmely pontjdbdl
kiindulva pdratlan élszdmi filek egymds utdni hozzdvételével (ahol egy fiil vagy egy egyszerii tt, amelynek
csak a két végpontja kozos a meglévé graffal, vagypedig egy kor, amelynek egyetlen pontja kozos a meglévé
graffal.)

Biz. A Gallai lemma nyomaén a kritikussidgnak azt az ekvivalens definicidjat hasznéljuk, hogy barmely pontot
kihagyva létezik teljes parositas. Egyszerd ellendrizni, hogy a felépitési miivelet kritikus grafot eredményez.

A forditott irdnyhoz legyen r a graf egy tetszéleges pontja és M, a G — r egy teljes péarositasa. Azt fogjuk
belatni, hogy G felépitheté6 M-ben altrnalé fiilek felhasznédlasaval. Mivel ezek els6 és utolsé éle nem M-beli,
egy M-alterndalé fiill mindig paratlan élszamd.

Tegyiik fel, hogy r-bdl kiindulva maéar felépitettiink G-nek egy részgrafjat a megadott mdédon. Jeldlje a
részgraf ponthalmazat 7. (A kezdetben T az egyetlen r pontbdl &ll.) Készen vagyunk, ha T" = V, ekkor
ugyanis a még G-bol esetleg hidnyzé éleket egyélli M-alterndlé utakként bevéve, megkapjuk G-t. Ha még
T # V, akkor G Gsszefiiggfsége miatt 1étezik olyan wv él, amelyre u € T,v € T. A graf kritikus, igy v-bdl
létezik r-be vezetdé paros M-alternélé tit. Legyen ennek p az els6 T-be es6 pontja és jelélje P’ az titnak v-bdl
p-be vezetd szegmensét. Most az uv él a P’-vel egyiitt egy M-alterndlé utat vagy kort alkot, amellyel T tovabb
épithets. o

Most igazolni fogjuk, hogy a Berge-Tutte formuldban szereplé gétak kozott van egy ”kanonikus”.

TETEL 3.3.3 (Edmonds és Gallai) A G = (V, E) grdfban jelolje D(G) azon pontok halmazdt, amelyeket
G-nek valamely mazimdlis pdrositdsa nem fed le. Alljon A(G) a V — D(G) azon pontjaibdl, melyeknek van
D(QG)-beli szomszédja, és legyen C(G) a maradék pontok halmaza. Ekkor A(G) gdtja G-nek, éspedig éppen
az a gdt, amelynek elhagydsdvdl keletkezd pdratlan komponensek unidja a lehetd legsziikebb. D(G) a V —
A(G) pdratlan komponenseinek egyesitése, C(G) pedig a V — A(G) pdros komponenseinek egyesitése. D(QG)
komponensei kritikus grdfok. Végil, ha eltoroljik C(G)-t valamint az A dltal feszitett éleket, és a pdratlan
komponensek mindegyikét egy-eqy pontra huzzuk dssze, akkor olyan pdros grdafot kapunk, amelyben az A minden
X nemiires részhalmazdnak legaldbb | X |+ 1 szomszédja van.
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Biz. Tetszbleges A’ gathoz jelslje D' a G — A’ paratlan komponenseinek unidjét, C’ pedig a parosakét.
Tetszbleges maximalis M’ parositds esetén az M’ lefedi a X'-t és C'-t. Ezért D(G) biztosan része D’'-nek.

Legyen most A’ egy olyan gat, amelyre D’ minima4lis. Ekkor D’ komponensei kritikusak, mert ha mondjuk
az egyik K komponens nem volna az, akkor a K 4ltal feszitett G[K] grafnak 1étezne nemiires X’ gatja, amelyet
A’-héz véve a G-nek egy olyan gatjat kapndnk, ahol a paratlan komponensek uniéja valédi része volna D’-nek.

Ervényes tovébbd, hogy ha eltorsljiik C'-t az A’-ban 1évé éleket, és a D’-beli paratlan komponensek
mindegyikét egy-egy pontra hizzuk, akkor olyan paros grafot kapunk, amelyben az A’ minden X nemiires
részhalmazdnak legalabb |X| + 1 szomszédja van. Valéban, ha volna egy hibds X halmaz, akkor A" — X is gt
lenne G-ben, amelynek elhagydsdval keletkezd paratlan komponensek unidja valédi része lenne D'-nek. Ebbél
kapjuk, hogy D’ barmely K péaratlan komponenséhez létezik maximélis parositds, amely nem tartalmaz K-ba
1ép6 élt, és igy K kritikussdga miatt K barmely pontjdhoz 1étezik 6t elkeriillé maximalis parositias. Vagyis
D’ = D(G). Mivel A’, gét, igy minden pontjabdl vezet él D’-be, ugyanakkor C’ semelyik pontjabdl nem vezet
él D’'-be. Tehat A’ = A(G), és emiatt C' = C(G). o

A fenti algoritmus tovabbi elemzésével igazolni lehet a kdvetkezot.

TETEL 3.3.4 A Edmonds-Gallai tételben szerepld A(G) gdt éppen az a gdtja G-nek, amelyet az algoritmus
megtaldl, vagyis a belsé pontok halmaza. C(G) az algoritmus dltal taldlt tisztds.

file: dopt: edmgal 2013. januar 28.
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3.4 Pefekt grafok

A G = (V, E) irdnyitatlan grafban a kovetkezé jeloléseket hasznaljuk.

(@) kromatikus szdm: a legkisebb szdm, ahdny stabil részhalmazba a csicsokat fel lehet bontani,
w(G): a maximélis klikk elemszdma,

X(G) klikkfedési szdm: a komplementer graf kromatikus szdma,

a(G)

: a maximalis stabil halmaz elemszama (= w(G)).

Nyilvén x > w és ¥ > a. Egy G = (V, E) gréfot akkor neveziink perfektnek, ha minden feszitett G’
részgrafidban x(G') = w(G’), vagyis a kromatikus szdm egyenlé a maximalis klikk méretével. Egy péros graf
nyilvén perfekt, és a komplementere is az (a K&nig tétel fedési alakja miatt). H péros graf élgrafja is perfekt
hiszen az élgraf kromatikus szdma éppen a H graf x'(H) élszinezési szdma, mig a klikkszdma a H maximélis
A(H) fokszdma, mérpedig K&nig élszinezési tétele szerint w'(H) = A(H). A H péros graf élgrafjanak komple-
mentere is perfekt, mert egyrészt ennek egy stabil halmaza a H egy cstiicsaban végzddé6 élei halmazanak felel
meg, vagyis a kromatikus szdma épp H lefogd pontjainak minimélis 7(H) szdma, masrészt pedig egy klikkje a
H egy pérositasanak felel meg, marpedig Kénig tétele szerint 7(H) = v(H). Részbenrendezett halmaz gréfja
(comparability graf) is perfekt a Dilworth tétel poldrisa miatt, és a komplementer gréfja is perfekt a Dilworth
tétel miatt.

TETEL 3.4.1 (Lovasz 1. perfekt graf tétele) Egy perfekt grdf komplementere perfekt.

A tétel rogvest adédik az aldbbi erésebb véltozatbdl.

TETEL 3.4.2 (Lovasz 2. perfekt graf tétele) FEgy G = (V, E) grdf akkor és csak akkor perfekt, ha min-
den G' = (V' E') feszitett részgrdfidra
V| < a(GHw(G) (3.9)

Biz. (Gasparian) Ha G perfekt, akkor V felbonthaté w(G) darab stabil halmazra. Ezek mindegyike legfeljebb
a(G) elemi, ezért |V| < a(G)w(G) és ugyanez érvényes a G minden G’ feszitett részgréafjira is. Tehdt (3.9)
sziikséges.

A forditott irdnyhoz azt kell igazolnunk, hogy ha G imperfekt (=nem perfekt), akkor létezik (3.9)-t sért G’
feszitett részgrafja. Ez avval ekvivalens, hogy ha G (tartalmazésra nézve) minimdlis imperfekt, akkor n > aw,
ahol n = |V|, a = a(G), w = w(G). Ezért a tétel kovetkezik az aldbbi lemmabdl.

Lemma 3.4.1 Ha G = (V, E) minimdlis imperfekt grdf, akkor n = aw + 1.

Biz. Jeloljiik az aw + 1 értéket n*-gal. Mivel egy s pontra a G' = G — s graf perfekt, igy n—1 < a(G")w(G’) <
aw, vagyis n < n*. Célunk tehat a forditott n* < n irdny igazoldsa.

1. Allitds Minden S # 0 stabil halmazra x(G — S) = w(G — S) = w(G).

Biz. x(G — S) = w(G — 5) kovetkezik abbdl, hogy G — S perfekt. A G — S egy szinezéséhez az S halmazt
hozzavéve a G szinezését kapjuk, amibdl x(G) < x(G — S) + 1 adédik. Ha most indirekt w(G — S) +1 < w(G)
volna, akkor x(G) < x(G—95)+1=w(G—-95)+1 < w(G), ellentmonddsban G minim4lis imperfektségével. o

2. Allitas Tetszdleges s csticsra G — s felbonthats Si,...S. stabil halmazokra. G-nek bdarmely K w-elemi
klikkje vagy (2A) nem tartalmazza s-t és mindegyik S;-t pontosan egy elemben metszi vagypedig (2B) tar-
talmazza s-t és ekkor egyetlen S;-tdl diszjunkt, a tobbit pedig pontosan egy elemben metszi. ®

Legyen Sp egy « elemszamu stabil halmaz. A 2. allitds folytdn minden s € So elemre G — s felbonthaté
w darab stabil halmazra. Igy az Sop-lal egyiitt nyerjiik az S = {So, S1, ..., Saw} Osszesen n* = aw + 1 stabil
halmazbdl all6 rendszert.

3. Allit4s Barmely K w-elem klikk pontosan egy S;-t6l diszjunkt.

Biz. Ha K az So-t6l diszjunkt, akkor az So barmely s elemére alkalmazhatjuk a (2A) tulajdonsigot. Ha
viszont K metszi So-t, akkor egyetlen s elemben metszi, és ezen s-re alkalmazhatjuk a (2B) tulajdonsigot. e

Az 1. 4llitas folytan mindegyik S;-hez van egy t6le diszjunkt K; w-elemi klikk. A 3. allitds miatt K; metszi
az Osszes Si-t6l kiilonbozd tagjat S-nek, éspedig mindegyiket egy pontban. Jeldlje K az {gy nyert n* darab
w-klikkbél allé halmazrendszert.

Jelolje A azt az n* - n-es (0, 1)-es mdtrixot, amelynek i-dik sora az S; karakterisztikus vektora. Jeldlje B
azt az n - n*-os (0, 1)-es métrixot, amelynek i-dik oszlopa a K; karakterisztikus vektora.
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Ekkor a C = AB madtrix n* - n* méretli, melynek c;; eleme az S; N K; elemszdma, vagyis C' egy olyan
matrix, amelynek f6atléjaban minden elem 0, a tobbi elem pedig mind 1. A C' métrix nemszingularis, ugyanis
ha z egy olyan vektor, amelyre Cz = 0, akkor ;cz = 0 alapjan 1z =; cz + 2(i) = z(i) minden i-re, vagyis z(7)
konstans és igy 0. Ezek szerint AB rangja n”, de ekkor az A rangja is legaldbb n*, vagyis az A n* darab sora
linearisan fliggetlen, és emiatt n* < n, amire sziikségiink volt. e e

Mivel (G') = w(G) és w(G') = (@), (3.9) pontosan akkor &ll fenn G'-re, ha a G komplementerre, igy
a 2. perfekt graf tétel implikalja az els6t. Tovabbi elényként megmutatjuk, hogy a perfektség co-NP-ben van,
ami azt jelenti, hogy létezik egy polinom id6ben ellenérizhet6 bizonyiték egy graf imperfektségére. Nevezziink
egy G grafot szépen particionalhaténak, ha léteznek a > 2 és w > 2 egészek Ugy, hogy G minden s csicsara
G — s felbonthaté o darab w elemi klikkre és felbonthaté w darab « elemi stabilra.

Lemma 3.4.2 Szépen particiondlhato grdf imperfekt.

Biz. A feltevés szerint G-nek n = aw + 1 csticsa van. G-ben nem létezhet a+ 1 elemt S stabil, mert akkor egy
s € V — S elemre V — s nem volna « darab klikkre particiondlhaté. Emiatt a(G) = « és hasonléképp adddik,
hogy w(G) = w. Ekkor viszont G megsérti a (3.9) egyenl6tlenséget, és igy G nem perfekt. o

TETEL 3.4.3 Eqgy G grdf akkor és csak akkor imperfekt, ha van szépen particiondlhatd feszitett részgrdfia.

Biz. A 3.4.2 lemma szerint, ha G-nek van szépen particiondlhaté feszitett részgréafja, akkor G nem perfekt.
Megforditva, legyen G imperfekt. Feltehetjiik, hogy G minimélis imperfekt. Ekkor (3.9) teljestil minden valédi
feszitett részgréfra, de G-re magédra nem. Kovetkezik, hogy |V| = a(G)w(G) + 1, tovdbba minden s € V
csicsra a G' = G — s grifra a(G’) = a(G) és w(G') = w(G). Mivel G’ perfekt, felbonthaté w := w(G’) darab
stabilra és ezen stabil halmazok sziikségképpen mind w elemtiek. Hasonléképp, G’ felbonthaté a := a(G')
darab klikkre és ezen klikkek mind w elemtiek. Vagyis G valéban szépen particiondlhaté. e

Bizonyitds nélkiil emlitjik a kévetkezd nagyon nehéz eredményt.

TETEL 3.4.4 (Erés perfekt graf tétel) Egy grdf akkor és csak akkor perfekt, ha sem &, sem a komple-
mentere nem tartalmaz feszitett dtlémentes pdratlan kort.

Lovész tétele alapjan ez azzal ekvivalens, hogy minden szépen particiondlhaté graf tartalmaz feszitett
atlémentes paratlan kort vagy ennek komplementerét.

Seymour és tarsai azt is bebizonyitottak, hogy a perfektség NP-ben van azaltal, hogy leirtak egy konstrukciét
perfekt grafok készitésére és megmutattak, hogy minden perfekt graf el6all a megadott konstrukcio segitségével.

file: graf: dopt dperfekt 2013. janu&ar 28.
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4. Fejezet

OPTIMALIZALAS
MATROIDOKON

4.1 Bevezetés

A matroid egy (S, F) parral megadhaté absztrakt struktiira, ahol S véges halmaz, F pedig az S részhalmazai-
nak bizonyos axiémakat kielégité rendszere. A fogalmat Hassler Whitney vezette be 1933-ban azzal a céllal,
hogy a ,, fliggetlenséget”, kiilonosképpen pedig a linedris fiiggetlenséget dltalanos absztrakt keretbe helyezze.

Egy masik lehetséges megkozelités a matroidokat olyan rendszerekként vezeti be, melyekre a mohé algorit-
mus minden koltség-fliggvény esetén helyes eredményt ad. Ismert, hogy egy élsilyozott Osszefiiggd irdnyi-
tatlan graf maximélis sulyu feszité fajanak meghatdrozédsa a mohé algoritmussal torténhet: egymds utan
vélasztunk éleket, mindig a legnagyobb silyit, csak arra tligyelve, hogy a kivélasztott élek erd6t alkossanak.
Bebizonyithatd, hogy igy maximalis silyu feszité fat kapunk. Ugyanakkor, ha példdul élsilyozott paros grafban
akarnank maximalis silyd parositast keresni, akkor nem okoz nehézséget olyan példat talalni, ahol a mohé al-
goritmus nem ad optimaélis parositast. Ennek kapcsan felvetddik a kérdés, hogy melyek azok a lényegi vonésok,
amelyek a moho algoritmus helyes miikodését lehetévé teszik. A valaszhoz mindenekelStt definidlni kell, hogy
pontosan mit is értiink mohé algoritmuson. Egy lehetséges definicié a kovetkezo: az S alaphalmaz egy leszallo
F részhalmaz-rendszerére és egy S-en értelmezett tetszéleges sulyfliggvényre egymds utdn valasszunk ki S-
bdl elemeket, mindig a lehetséges legnagyobb silyit, csak arra iigyelve, hogy a kivalasztott elemek egy F-beli
részhalmazt alkossanak. Marmost a matroidok éppen az olyan leszallé halmaz-rendszerek, melyekre ez a mohé
algoritmus tetszéleges sulyfliggvényre megadja az optimumot. (Leszallé azt jelenti, hogy Y C X € F esetén
YeF)

Jelen felépitésiinkben azonban a matroidok bevezetésére nem ezt az utat kovetjiik, hanem a Whitney altal
eredetileg javasoltat, amely a linearis fiiggetlenséget absztrahélja. A médszer a szokasos: kivédlasztjuk a linedris
fiiggetlenség néhdny alapvetd tulajdonsdgat (amelyek tehdt a linaris algebraban bizonyitott allitdsok) és ezeket
tessziik meg axiémaknak. A matroidok fogalménak bevezetése tobb, egymassal ekvivalens axiémarendszerrel
is torténhet. Ezeket azért érdemes targyalni, mert kiilonféle alkalmazdsokban maés-mds axiémarendszerrel
konnyebb dolgozni.

A matroidok hasznossdga két ténybdl fakad (mint ahogy barmely egyéb jol sikeriilt struktiraé is). Egyrészt
kellen altaldnosak ahhoz, hogy szdmos helyen alkalmazhatéak legyenek, ugyanakkor elég specialisak is, hogy
mélyenfekvd, értékes eredményeket nyerjink réluk.

Néhény probléma

Kedvcsinalonak alljon itt néhany érdekes kombinatorikus optimalizalési feladat, melyek megolddsa matroidok
nélkiil nemigen lehetséges, de legalabb is kényelmetlen.

1. Gréafban keresstlink £ élidegen feszité fat. Elsﬁlyozott grafban keresslink olyan minimalis silyu részgrafot,
amely tartalmaz k élidegen feszité fat. Altaldnosabban: a graf élhalmazan adott k silyfiiggvény, keressiink k
élidegen feszits fat ugy, hogy a fék silysszege minimalis legyen, ahol az i-edik fa silyat az i-edik sulyfliggvény
definidlja.

2. Iranyitott grafban keressiink olyan minimaélis silyd részgrafot, amelyben egy gyokérpontbdl a digraf
minden mds pontjdba vezet (a) k élidegen ut, (b) k pontidegen dt.

3. Gréfban keressiink olyan minimalis koltségli feszité fat, melynek egy adott pontban a fokszama el6irt
korlatok kozé esik. Altaldnosabban: egy stabil halmaz minden pontjiban a fa fokszama megadott korldtok
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kozé essék. (Ha minden pontra el8irhatndnk korldtot, akkor a feladat specidlis esetként mar magdban foglalna
a Hamilton ut keresésének NP-teljes feladatdt.)

4. Pontsulyozott digrafban keressiink csicsoknak egy olyan minimélis silyd részhalmazat, amelybdl minden
csucsba vezet k diszjunkt ut.

5. A sikban véges sok pont koziil valasszunk ki maximadlisan sok diszjunkt pontharmast, melyek mindegyike
valédi haromszoget feszit.

6. Egy irdnyitatlan grafon Koté és Vagé felvaltva vdlasztanak még nem tekintett éleket. K6t6 megerdsitheti
az élt, Vagd eltorolheti. K6t6 célja, hogy megerdsitett élekbdl utat hozzon létre két elére adott pont kozott.
Vagé célja egy olyan vagast eltérolni, amely elvalasztja a két megadott pontot. Kinek, mikor van nyerd
stratégidja?

4.2 Fuggetlenség és rang

4.2.1 Fluggetlenségi axiomak

Adott egy S véges halmaz és részhalmazainak egy F rendszere. Az M = (S,F) part matroidnak nevezziik,
ha fennall a kovetkezd harom tulajdonsag.

(1) 0erF.
(I12) Ha X CY € F, akkor X € F.
(I3) Minden X C S részhalmazra az F-nek X -ben fekvd, X -ben legbdvebb tagjai azonos elemszdmiak.

Az F tagjait szokds fiiggetlen halmazoknak nevezni, mig S tObbi részhalmazét fliggének. Az axiémak
tehdt azt kivdnjdk, hogy (I1) az iires halmaz mindig fiiggetlen, (12) fiiggetlen halmaz részhalmaza is fliggetlen,
(I3) tetszbleges X részhalmazban az X-ben mar nem bévithetd fiiggetlen halmazok elemszdma ugyanaz. Ezt a
csupan X-t6l fiiggd, r(X)-szel jelolt szdmot az X halmaz rangjinak nevezik. A matroid rangjdn az alaphal-
mazanak rangjat értjik. Két matroidot akkor tekintiink izomorfnak, ha az alaphalmazaik kozott 1étezik
egy olyan egy-egy értelmii megfeleltetés, amelynél fiiggetlen részhalmaz képe fiiggetlen és fliggd részhalmaz
képe fiiggs. Az aldbbiakban egy halmazra vonatkozé ,, legb6vebb”, |, nem bévithetd”, , tartalmazdsra nézve
maximalis” jelz6ket egymds szinonimdiként fogjuk hasznélni.

Konnyt latni, hogy ekvivalens axiéma-rendszert kapunk, ha az (I1) axiémét kicseréljiikk a kovetkezével:

(I") F nemiires.

Az (I3) axiéma azt jelenti, hogy X-ben minden fliggetlen részhalmaz kib6vitheté X-nek egy maximélis, azaz
r(X) elemszdmu, fiiggetlen részhalmazavd. Ezt 4gy is fogalmazhatjuk, hogy a mohé algoritmus S-nek mindig
egy maximadlis Ossz-sulyu fiiggetlen részhalmazat szolgaltatja barmilyen 0 — 1 értékd silyfiiggvény esetén is
alkalmazzuk. Amint azt késébb kimutatjuk, a mohé algoritmus barmilyen silyfiiggvényre helyesen dolgozik.

Az (I3) tulajdonsdg helyett gyakran az aldbbit tekintik:

(13") Legyen K,N € F, melyekre |K| < |N|. Ekkor létezik olyan x € N — K, amelyre K + z € F. (Magyarul,
egy kisebb elemszamu fiiggetlen halmaz mindig bévithet§ egy nagyobb elemszamu fiiggetlen halmazbdl vett
alkalmas elemmel.)

Allitas 4.2.1 (I3) ekvivalens (13')-vel.

Biz. = Legyen K, N € F, melyekre |K| < |N| és legyen S’ := K U N. Most (I3) miatt S’-nek minden nem
bévithets fliggetlen részhalmaza legaldbb |N| elemi és igy (I3') kovetkezik.

< Tegyiik fel, hogy A, B C X fiiggetlenek, és hogy |A| < |B|. (I13') miatt létezik y € B — A, melyre A + y
fliggetlen. e

Az (I3) axiéma egy kevesebbet koveteld alakja a kovetkezd:
(13") Ha I, Iy11 € F és |Ix| =k, |Is+1] = k + 1, akkor létezik egy s € I11 — Ii, elem tgy, hogy I, + s € F.
Erdekes, hogy mér (13") segitségével is definialhatjuk a matroidokat, annak ellenére, hogy (I13”) énmagéban
gyengébb, mint (13).
Allitas 4.2.2 {(11),(12),(I3)} ekvivalens {(11),(12), (I3")}-vel.

Biz. (I3”) nyilvdn speciélis esete (I3')-nek. A megforditdshoz azt igazoljuk, hogy (13') kovetkezik (12) és (I3")-
bél. Legyen k := |K|, I, :== K és legyen Iy+1 az N-nek egy (k + 1)-elemii részhalmaza. Az (I12) axiéma szerint
Ij41 fiiggetlen, igy létezik egy olyan s € Iy41 — Iy € N — K elem, amelyre I, + s € F, azaz (I13") fennall. e
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A definiciébdl rogton kovetkezik, hogy ha M = (S, F) matroid és S’ C S, akkor M’ := (S, F’) is matroid,
ahol F':={F : F CS',F € F}. M'-t az M részmatroidjdnak nevezik. Azt is mondjuk, hogy az M’ matroid
M-b8l a Z := S — S’ halmaz elhagydsdval (torlésével) keletkezik, vagy hogy M’ az M megszoritdsa S'-re.
Jelolésben M’ = M — Z vagy M' = M|S’.

A harmadik fliggetlenségi axiémat még tovabb gyengithetjiik.

(13"") Minden S-beli legbévebb fiiggetlen részhalmaznak az elemszdma ugyanaz az v szdm, és ha I._1,I, € F,
|I.| = 1 = |I—1| = r — 1, akkor létezik olyan s € I, — I,_1 elem, amelyre I,_1 + s € F.

Allitas 4.2.3 {(11),(12),(I3")} ekvivalens {(11),(12),(13"")}-vel.

Biz. Azt kell igazolnunk, hogy a mésodik rendszerbdl kovetkezik (13). Legyen K, N C S két olyan tagja F-nek,
melyekre |K| < |N|. Ekkor (I3"") miatt létezik Bx, By € F, melyekre K C Bgx, N C By és |Bg| = |Bn|=T.
Vélasszuk ezeket tigy, hogy Bx N By maximalis legyen.

Allitjuk, hogy ilyenkor (Bx — K) N N nem iires. Ennek igazoldsahoz indirekt tegyiik fel, hogy (%) nem
létezik © € (Bx — K) N N elem. Mivel |K| < |N| és |Bk| = |Bn/|, kévetkezik, hogy |Bx — K| > |Bn — N| és
igy 1étezik egy 1 € Bk — K, amely nincs By — N-ben. A (x) feltevés miatt 1 ¢ B, {gy az (I13"') axiéma
miatt 1étezik egy x2 € By — Bk elem, amelyre B}< = Bk — x1 4+ x2 benne van F-ben. Ilyen B}< 1étezése
viszont ellentmond |Bx N Bx| maximalitdsdnak.

Tetszbleges x € (Bxk — K) N N elemre K + z C Bk, azaz K +x € F és {gy (I3') fenndll. o

Az (I13') axiéma egy mésirdnyt gyengitése a kovetkezd.

(13"") Legyen K,N € F, melyekre |K — N| = 1, és |[N — K| = 2. Ekkor létezik olyan x € N — K, amelyre
K+zxeF.

Feladat 4.1 Igazoljuk, hogy {(11),(12),(13)} ekvivalens {(11),(12), (13""")}-vel.

Miért jé, hogy az axiéméknak gyengébb és erésebb véltozatait is tekintjiik? Amikor matroidokrdl akarunk
valamit bizonyitani, akkor kényelmesebb, ha erésebb tulajdonsagok allnak rendelkezésre. Ha viszont valamely
konkrétan megadott struktirardl akarjuk belatni, hogy matroid, akkor egyszeriibb a gyengébb axiémak fennél-
lasat igazolni.

Léssuk be a matroid rang-fliggvényének egy alapveté tulajdonsagét.

Lemma 4.2.1 A rang-fiiggvény minden X,Y C S-re kielégiti a
r(X)+r¥)>r(XNY)+r(XUY) (4.1)
szubmodularitdsi egyenlétlenséget.

Biz. Legyen F' egy maximaélis fliggetlen részhalmaza X NY-nak. Ekkor |F| = r(X NY) és a 3. axiéma szerint
F kib&vithetd X UY-ban egy N maximadlis, azaz r(X UY) elemszdmu fliggetlen részhalmazzd. F maximalitdsa
miatt NNXNY = F ésigy INNX|+|NNY| = |F|+]|N|. Most NNX fiiggetlen része X-nek, igy r(X) > |[NNX]|.
Hasonléan, r(Y) > |[NNY|, amibdl (X)) +r(Y) > INNX|+ | NNY|=|F|+|N|=r(XNY)+r(XUY). e

Egy halmaz-fliggvényt, amely minden X,Y C S-re kielégiti (4.1)-t teljesen szubmoduldrisnak vagy
réviden szubmoduldrisnak neveziink. A matroid rang-fiiggvény tehdt szubmoduldris, monoton névé (azaz
X CY esetén r(X) < r(Y)) és szubkardindlis (, elemszdm alatti”: minden X C S-re r(X) < |X]|). Meg-
jegyzendd, hogy vannak olyan szubmodularis fiiggvények, amelyek nem matroid rang-fiiggvények. Példaul,
egy G = (S,T; E) péaros grafban az S részhalmazain értelmezhetjiik a |I'(X)| fiiggvényt, amely az X-szel
szomszédos T-beli csticsok szamat jeloli. Ez szubmoduléris, monoton, de nem szubkardindlis. Egy irdnyitott
grafban a csicsok egy X részhalmazdba belépd élek szdmdat o(X)-szel jelolve, kimutathatd, hogy o szub-
moduldris, bar nem monoton és nem szubkardinalis.

A szubmodularités érdekes kévetkezménye az aldbbi észrevétel.

Lemma 4.2.2 Legyen b tetszéleges szubmoduldris fligguény az S alaphalmazon. Régzitett T' C S részhalmazra
definidljuk az S — T részhalmazain a hr(X) := b(X UT) — b(X) novekmény figguényt. Ekkor hr monoton
csokkend, azaz X CY esetén hr(X) > hr(Y).

Biz. A szubmoduldris egyenlétlenséget az X’ = X UT és Y halmazokra felirva kapjuk, hogy b(XUT)+b(Y)
B(X')+b(Y) > b(X'NY)+b(X'UY) = b(X)+b(TUY), amibsl hr(X) = b(XUT) —b(X) > b(Y UT) —b(Y) =
hr(Y).

Feladat 4.2 Igazoljuk, hogy ha egy b halmazfiigguény esetén minden egyelemd T halmazhoz tartozé névekmény
fliggvény monoton csékkend, akkor b szubmoduldris.
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4.2.2 Példak matroidokra

MATRIX-MATROID Adott (valamilyen test felett) egy A métrix. Jelolje S az A oszlopainak halmazat.
Definidljuk F-t ugy, hogy A oszlopainak egy F részhalmaza akkor tartozzék F-hez, ha az F-beli oszlop-vektorok
linedrisan fiiggetlenek. Ekkor (S, F) matroidot alkot. Valéban, az elsd két axiéma trividlisan teljesiil, mig a
harmadik egy alapvetd (elemi) tétel linedris algebrdbdl (aminek matroidos altaldnositdsat, semmiféle linedris
algebrai tételt sem haszndlva, nemsokdra be is bizonyitjuk). Az igy eléallé matroidot matrix-matroidnak
nevezziik. Haszndlatban van még a linedris vagy reprezentdlhaté matroid elnevezés is. Amennyiben az alap-
test a GF(2), bindris matroidrdl beszéliink. A métrix-matroidban egy X halmaz (matroidelméleti) rangja
az X oszlopai édltal alkotott matrix (linedris algebrai) rangja.

AFFIN MATROID Legyen S az n-dimenziés tér pontjainak véges részhalmaza. S egy részhalmazat deklaral-
juk fiiggetlennek, ha affin fiiggetlen. (Szadm n-esek egy halmazéit akkor mondjuk affin fiiggetlennek, ha mind-
egyikiiket egy 1 értékil koordindtaval kiegészitve linedrisan fiiggetlen (n + 1 dimenzids) vektorokat kapunk.)
Koénnyen ellenérizhetjiik, hogy az affin fiiggetlenség is matroidot definidl. A sikban példaul a pontok, a
pontpéarok, valamint a nem egy egyenesen 1év6 ponthdrmasok affin fiiggetlenek halmazokat alkotnak. Ebben a
szemléletben a matroid elemei a tér pontjai, szemben a matrix-matroiddal, ahol vektorok az alaphalmaz elemei.
Az affin szemléletnek az az eldnye, hogy segitségével sikban 3 (térben 4) rangd matroidokat dbrézolhatunk,
mig vektorokkal sikban csak 2 (térben 3) ranguakat.

Specialis példa az Us 2 matroid, amely a sikban négy darab egy egyenesen 1év6 pont &altal meghatarozott
affin matroid, amelyben tehat a legfeljebb kételem@ halmazok a fliggetlenek.

Gyakorlat 4.3 Mutassuk meg, hogy Us2 a GF(2) alaptest felett nem mdtriz-matroid (azaz nem bindris), de
GF(3) felett az. Igaz-e, hogy Us2 bdarmely GF(2)-t6l kilonbozd test felett mdtriz-matroid?

KORMATROID Legyen G = (V, F) irdnyitatlan graf, melynek E élhalmaza alkotja a definidlandé matroid
alaphalmazat. Elek egy részhalmazat fiiggetlennek deklardljuk, ha nem tartalmazza a grafnak korét, vagyis ha
erdé. Az els két axiéma ismét trividlis, mig a harmadik kévetkezik abbdl a kozismert grafelméleti tételbél,
hogy egy grafban tetszdleges nem bovithetd erdd élszama egyenlé a pontok és a komponensek szdmanak
kiilonbségével. Eszerint tehdt egy X C F élhalmaz r(X) rangja az X altal alkotott részgraf pontjainak szdma
minusz a részgraf komponenseinek a szdma. Az igy el6dllé matroidot a G graf koérmatroidjanak nevezik.
Haszndalatos a grafikus matroid elnevezés is. Osszeﬁiggé graf kormatroidjadban a a maximalis fliggetlen
halmazik éppen a feszit6 fak.

TETEL 4.2.1 Bdrmely T testre a grafikus matroid izomorf egy T feletti mdtriz-matroiddal.

Biz. Legyen G= (v, E) a G graf egy tetszOleges irdnyitasa. Jelolje A ezen digraf pont-él incidencia matrixat,
amelyben tehdt a sorok V' elemeinek, az oszlopok E elemeinek felelnek meg, és egy z csucsnak és e = uv
irdnyitott élnek megfeleld a.. matrix elem annak megfeleléen +1, —1 vagy 0 annak megfeleléen, hogy z = v,
z =wu vagy z # u,v. (Itt +1 az adott test egységelemét jeloli, —1 pedig a negaltjat.)

Alh’tjuk, hogy a G graf kérmatroidja és az A-hoz tartozé matrix matroid izomorfak. Ehhez legyen F' C E
elszor egy erdd és mutassuk meg, hogy az F' elemeihez tartozd A-beli oszlopok linedrisan fliggetlenek. |F|
szerinti indukciét haszndlunk. Ha F egyelemi, akkor az eleméhez tartozé oszlop nem a nulla vektor, igy
linedrisan fliggetlen. Legyen |F| > 2. Mivel F erdé, igy van olyan v csiics, amely egyetlen F-beli e éllel
szomszédos. Igy az F-hez tartozd A-beli oszlopok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha az F' — e-hez
tartozok azok. Mérpedig F'—e is erdd, igy indukcié miatt az F'—e-nek megfelel oszlopok linearisan fiiggetlenek.

Megforditva, legyen F' a graf éleinek egy olyan részhalmaza, amely tartalmaz egy C kort. Ki kell mutatnunk,
hogy az F-nek megfelel$ oszlopok linedrisan osszefiiggnek. A C' elemein valamelyik irdnyban kérbemenve a
G-ban elére mutaté élekhez rendeljink +1 egyilitthatot, a hdtra mutat6 élekhez —1-t, az Gsszes tobbi élhez
pedig 0-t. Ezzel az F-nek megfelel6 A-beli oszlopok egy linedris Osszefiiggését kaptuk meg.

A grafhoz rendelt kérmatroid sok informéciét tartalmaz a grafrél, de nem mindent: nem-izomorf grafok
kérmatroidja lehet izomorf. Példaul, tetszoleges két m éli fa kérmatroidja izomorf: minden részhalmaz fiigget-
len. Nem nehéz konstrudlni két nem-izomorf 2-6sszefliggd grafot, melyek kormatroidja ugyanaz.

4.2.3 Tovabbi fogalmak

A most megismert grafikus és linedris matroidokra tdmaszkodva kiterjeszthetjiik a gréafelmélet illetve a linedris
algebra néhédny alapvetd fogalmat dltaldnos matroidokra. A rang-fiiggvény fogalma példaul a lineéris algebrabdl
jott. Az S alaphalmaz egy maximalis fiiggetlen részhalmazat a matroid bazisanak hivjuk. Azt mondjuk, hogy
egy X C S halmaz fesziti vagy generdlja az Y C S halmazt, ha r(X NY) = »(Y). Az X részhalmaz
altal feszitett vagy generalt halmaz vagy mdasnéven az X lezdrtja mindazon elemekbdl all, melyek X-hez
vétele a rangot nem noveli. A lezért jele cl(X) vagy o(X). (A cl jelolés a closure szébdl ered.) Nemsokdra
(4.4.1 lemma) bebizonyitjuk, hogy a rang akkor sem nd, ha a lezdrt elemeit egyszerre vessziik X-hez. Néha
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hasznélatos a generator fogalma: ez egy olyan X C S halmaz, amely tartalmaz bazist vagy masszéval fesziti
S-t.

A grafelmélet szamos fogalma kiterjesztheté matroidokra is. Példdul a graf egy kore olyan fiiggd részhalmaz,
amelynek barmely valédi része mar fiiggetlen. Ez inspirdlja a kovetkezd definiciét. Egy M = (S, F) matroid
valamely X C S részhalmazdt kérnek nevezziik, ha X fliggé részhalmaz, de X-nek barmely valédi részhalmaza
fiiggetlen. Az egyelemi kor neve hurok. Figyeljiik meg, hogy egy C kor rangj |C| — 1. Megjegyezziik, hogy
a matroid-kornek ez a definicigja a graf-kor fogalmédnak csak bizonyos vondsait ragadja meg, de azt példaul
nem, hogy a graf-kor szomszédos elemei ciklikusan helyezkednek el. A matroid két elemét parhuzamosnak
nevezziik, ha kételemii kort alkotnak. (Példdul, a métrix-matroidban két nem-nulla vektor akkor parhuzamos,
ha egyik a mésik skaldrszorosa. A null-vektor hurkot alkot.) Hurkot és parhuzamos elemeket nem tartalmazé
matroidot egyszeriinek mondunk.

Ha egy gréf e, f, g élei kozil e, f parhuzamos és f, g parhuzamos, akkor persze e, g is az. Ez a tulajdonsag
tetszbleges matroidra atmegy.

Lemma 4.2.3 FEgy matroidban e, f, g elemek legyenek egyenként fiiggetlenek. Tegyik fel, hogy e, f pdrhuzamos
és f,g pdrhuzamos. Ekkor e, g is pdrhuzamos és r({e, f,g}) = 1.

Biz. Legyen X := {e, f} ésY := {f, g}. Haszndlva r szubmodularitdsit azt kapjuk, hogy 1+1 = r(X)+r(Y) >
r(XNY)+r(XUY) =1+7(XUY), amibdl r(XUY) < 1 adédik. Mdsrészt r monotonitdsa miatt r(XUY) > 1
és igy r({e, f,g}) = r(X UY) = 1. EbbSl mér az is kovetkezik, hogy az {e, g} halmaz rangja is 1, ez pedig
azzal ekvivalens, miutédn e és g nem hurok, hogy {e, g} kor, vagyis hogy e és g parhuzamosak. e

A graf végdsdnak fogalma is kiterjesztheté matroidokra. Emlékeztet&il, egy osszefiiggd G = (V, E) graf
végdsan az X és V — X kozott vezetd élek halmazdt értjiik valamely ) C X C V részhalmazra. Elemi vdgédson
olyan vagast értlink, amely nem tartalmaz valédi részhalmazként vagast, vagyis az elemi vagas az éleknek egy
olyan tartalmazdsra nézve minimélis élhalmaza, amelynek elhagydsa a grafot két komponensre ejti. Példaul
egy legalabb hiarom pontu paros griafban az Osszes élbol all6 halmaz vagas, de nem elemi vagas. Hasznos
grafelméleti feladat annak kimutatdsa, hogy egy Osszefiiggd G = (V, E) graf vagdsa akkor és csak akkor elemi,
ha mind X mind V — X Osszefiiggd részgrafot feszit.

Valdjaban az elemi véagds fogalmat altaldnositjuk matroidra és ezt fogjuk vagdsnak nevezni. A matroid
vagasdn olyan tartalmazdsra nézve minimadlis halmazt értiink, amely metsz minden bézist. (Ebben az értelem-
ben egy graf kérmatroidjanak vagdsai éppen a graf elemi vigédsai.) Egy olyan elemet, amely minden bézisban
benne van hidnak vagy elvdgé elemnek neveziink. A hid tehédt egy egyelemi vagds. Graf kormatroidjdban
ennek az elvdgé él fogalma felel meg (azaz olyan él, amit kihagyva, a graf mér nem Osszefliggd). Egy elem
éppen akkor elvagd, ha nincs benne kérben. Az S valamely X részhalmazanak valamely t elemére azt mondjuk,
hogy X-nek hidja vagy elvagé eleme, ha t benne van X minden maximalis fiiggetlen halmazaban. Ez avval
ekvivalens, hogy ¢ nincs X-beli korben. Hasznos megjegyezni, hogy ha t az X-nek hidja, akkor hidja X minden
t-t tartalmazé részének is.

2013. janudr 28.dopt dulmatii
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4.3 Korok és felbonthatosag

Egy matroid korei egyértelmiien meghatdrozzédk a matroidot abban az értelemben, hogy kozos alaphalmazon
adott két kiilléonb6z6 matroid kérhalmaza nem lehet ugyanaz. Valéban, ha létezik olyan X halmaz, amely
mondjuk az M; matroidban fliggetlen, de az Ms-ben nem, akkor X az Ma-ben tartalmaz minimalis fliggd
halmazt, azaz egy C' kort, mésrészrol viszont X valamennyi részhalmaza, igy C is fliggetlen az Mi-ben. Az is
viladgos, hogy a fiiggetlen halmazok éppen azon részhalmazai S-nek, melyek nem tartalmaznak kort, azaz

F ={F: nem létezik C € C,C C F'}, (4.2)

ahol C jeloli a korok halmazat.

Tegyiik most fel, hogy egy C halmazrendszerbdl indulunk ki. Kérdés, milyen kikotéseket kell tenniink
C-re ahhoz, hogy az (4.2) altal meghatdrozott F rendszer egy matroid fiiggetlenjeit alkossa, mely matroid
korhalmaza épp C. E kérdés megvélaszolasahoz vizsgaljuk meg a koérok legfontosabb tulajdonsagat.

4.3.1 Korok tulajdonsagai, koraxiémak

Nyilvdnvald, hogy az iires halmaz sohasem kor, és egy kor nem tartalmaz maésik kort.

TETEL 4.3.1 Legyen C1 és Cy két kiilonboz6 tagja C-nek és e € C1 N Ca. Ekkor létezik olyan C € C, amelyre
CCCiUulCs —e.

Biz. Tegyiik fel indirekt, hogy van két olyan Ci,C2 kor, melyekre a tétel nem igaz. Az unidjukat jeloljik
K-val. Most K — e fiiggetlen, mig K nem az, {gy r(K) = |K|—1. Mésrészt C1 N C> fliggetlen, igy kiegészithetd
K-nak egy maximalis F fiiggetlen halmazdvé, amely tehdt r(K) = |K|—1 elemii. De ekkor F' a K elemei koziil
csak egyet hagy ki, amely elem nincs a korok metszetében, és igy F' az egyik kort tartalmazza, ellentmondés.
[ ]

Masik bizonyitdas A Cy,Cs kordkre (|C1| — 1) + (|C2| — 1) = r(C1) + 7(C2) > r(C1 N C2) + r(CL UCs) =
|C1NCa2|+r(CrUC?), amibdl r(C1UC:) < (|C1]—1)+ (|C2| —1) —|C1NC2| = |C1UC2| —2, vagyis C1 UCa-bdl

egy elemet kihagyva fiigg6 halmazt kapunk, ami tartalmaz kort. e
TETEL 4.3.2 Ha F fiiggetlen halmaz és e € S, akkor F + e legfeljebb egy kért tartalmaz.

Biz. Tegylik fel indirekt, hogy F'+ e tartalmazza a C1 és Cy koroket, akkor az el6z0 tétel szerint 1étezne olyan
C kor, amelyre C C C1 UCy —e C I, ellentétben F' fliggetlenségével. o

Ezek szerint az 4.3.2 tétel kovetkezménye az 4.3.1 tételnek. Konnyen latszik, hogy ez forditva is igaz.
Amennyiben B bézis és e € S — B, ugy B + e biztosan nem fliggetlen, igy pontosan egy kort tartalmaz. Ezt a
kort az e elem B-hez tartozé alapkorének nevezziik. A B + e-ben 1é6v$ alapkdr barmely elemét kidobva ismét
béazist kapunk.

TETEL 4.3.3 Legyen Ci1 és Co két kilonbozd kér, e € C1 N Cq, e1 € Ciy — Ca. Ekkor létezik olyan C € C,
amelyre e1 € C CC1UC2 —e.

Biz. Legyen C4,C2 két olyan kor, amelyre a tétel nem igaz és az unidjuk, melyet K-val jeléliink, minimaélis
elemszamu. Az 4.3.1 tétel miatt 1étezik egy Csz-mal jelolt kor, amelyre C's C C1 UCs —e. Most e; ¢ Cs, hiszen
C1,C2 a feltevés szerint ellenpélda.

Mivel C'3 nem része Ci-nek, létezik egy f € Cs — C1 elem, ami persze benne van Cz-ben. K minimalitdsa
miatt az 4.3.3 tétel allitdsa mar érvényes a Co,C3 kordkre (az unidjuk kisebb, mint K), igy létezik olyan
Cs C C2 U3 — f kor, amely tartalmazza e-t. Most viszont a Cy és C korok unidja valédi része K-nak, igy
ezekre is érvényes a tétel allitdsa, azaz létezik olyan C' C C; UCy — e C K — e kor, amely tartalmazza e;-t,
ellentmondésban az indirekt feltevéssel. o

Legyen adott a C halmazrendszer és tekintsiik a kovetkezd axidmakat.

(Clyp¢c.

(C2) Ha C1,C3 € C, akkor C1 ¢ Co.

(C3) (Gyenge koraxiéma) Ha C1 és Ca két killonbozd tagja C-nek és e € C1 N Ca, akkor létezik olyan C € C,
amelyre C' C C1 U2 — e.

A fentiekben mar ldttuk, hogy egy matroid koreinek halmaza kielégiti mindhdrom tulajdonsigot. Figyeljiik
még meg, hogy az 4.3.3 tétel bizonyitasandl csupan a fenti tulajdonsagokat haszndltuk, ezért igaz az, hogy az
aldbbi tulajdonsdg, az tin. erds koraxiéma, kovetkezménye a {C1,C2,C3} axiémdknak.

(C3') (Erés koraxiéoma) Legyen C1 és Ca két kiilonbozd tagja C-nek és e € C1NCa, e1 € Cy — Ca. Ekkor létezik
olyan C € C, amelyre e; € C C C1 UCy —e.
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M4s széval a {C1,C2,C3} illetve a {C1,C2,03'} axiéma-rendszer ekvivalens. A kivetkezd tétel tartalma az,
hogy ez a harom tulajdonsdg mér elég is a matroid leirdsdhoz.

TETEL 4.3.4 HaC kielégiti a fenti harom tulajdonsdgot, akkor az (4.2) képlet dltal definidlt halmazrendszer
matroidot alkot, melynek kérei éppen a C tagjai.

Biz. Elészor lassuk be, hogy teljesiilnek a fiiggetlenségi axiémak. Az (I1) és (12) axiémadk trividlisan teljesiilnek.
Tegyiik fel indirekt, hogy (I3) nem &ll és legyen K, N olyan ellenpélda, amelyre | K| < |N| és |K NN | maximélis.
Valasszunk ki egy e € N — K elemet. Ekkor K + e ¢ F, {gy 1étezik egy C1 € C, amelyre e € C1 C K +e. (4.2)
folytan C4 nincs teljesen N-ben, igy létezik egy h € C1 — N elem. Most K’ := K —h+e € F, hiszen a gyenge
koraxioma miatt K + e-nek egyetlen részhalmaza tartozik C-hez.

Miutdn |[K' N N| > |K N N|, a K’ és N halmazokra mér érvényes, hogy létezik olyan f € N — K’ amelyre
K' + f € F. K + f tartalmazza C egy C> tagjt. Ca-nek tartalmaznia kell h-t, mert kiilonben Co C K' + f,
de K’ + f-ben nem volt C-nek tagja. (C3)-t alkalmazva a Ci,C2, h vélasztéassal, azt kapjuk, hogy létezik egy
olyan C5 € C, amelyre h € C3, azaz C3 C K’ + f, ellentmondaés.

Végiil lassuk be, hogy a kapott matroid korei éppen a C elemei. Valéban, ha C’ a kapott matroid egy kore,
akkor C’-nek része egy C-beli C halmaz és C’ erre a tulajdonsdgra minimélis, azaz C' = C. Forditva, ha C € C,
akkor C' nem fiiggetlen a kapott matroidban, {gy részhalmazként tartalmazza annak egy C’ korét. Az el8bb
lattuk mér, hogy C’ € C, igy a (C2) axiéma miatt C = C’. e

Matrix-matroidok tdjra

Legyen A egy métrix és S az A oszlopainak halmaza. Deklardljuk S egy C részhalmazit kornek, ha a C-
nek megfeleld oszlop-halmaz linedrisan fliggd, de C barmely valédi része linearisan fiiggetlen. Bebizonyitjuk
(linedris algebrai tételre valé hivatkozas nélkiil), hogy az igy kapott korok kielégitik a koraxiémékat. Az elsd
kettd trividlis. A gyenge koraxiémahoz, legyen C1, O két kor és ¢ € C1 N Ca. Ekkor ¢ elédll mind a C1 — {c}
tagjainak linedris kombinéciéjaként, mind a C> — {c} tagjainak linedris kombindcidjaként. Azaz, c = > Aia;
(a; € C1 — {c}, ahol \; #0), és c = > pu;b; (b; € Ca — {c}, ahol p; # 0). Ebb8l Y Xia; — > pb; = 0, azaz
C1 U Cy — {c} linedrisan fliggd, gy tartalmaz kort, vagyis teljesiil a gyenge koraxiéma.

Ebben a felépitésben tehat az 4.3.4 tételnek kovetkezménye az az alapvetd linedris algebrai tétel, amit az
(I3) tulajdonsdg ir le matrix-matroidokra.

Vagas-matroid

TETEL 4.3.5 G = (V, E) dsszefiiggd grdf elemi vigdsai teljesitik a kéraziémdkat.

Biz. Az elsé két koraxiéma az elemi vagds definiciéjabdl kozvetleniil kiolvashaté. (C3) igazoldsdhoz tekintsiik
a graf B és Bs elemi vigdsait valamint az e € By N Bz élt. Miutan B; # Bs, a By U Bs eltorlésével keletkezo
grafnak legaldbb harom komponense van. Ehhez visszavéve az e élt nem kapunk Osszefiiggd grafot, vagyis
(B1 U B3) — e tartalmaz végdst és igy elemi vagast is. e

A 4.3.4 tétel alapjdn az F := {F C E: F nem tartalmaz vdgdst} halmazrendszer kielégiti a fliggetlenségi
axiémékat. Az I alaphalmazon igy el6allé matroidot a G vagds-matroidjanak hivjuk. Ebben tehdt egy F
élhalmaz fiiggetlen, ha elhagyasa megorzi a graf Osszefligg6ségét, magyaran, ha van F-t0l diszjunkt feszito fa.
Kissé dltaldnosabban, kénnyen igazolhat6, hogy tetszdleges (azaz nem feltétetlentil 6sszefiiggd) graf esetén azon
élhalmazok rendszere, melyek elhagydsa nem noveli a komponensek szaméat kielégiti a fliggetlenségi axiémakat.

Gyakorlat 4.4 Osszefiiggd graf vigds-matroidjdban I bdzis, ha feszité fa komplementere. Eqy F C E halmaz
rangja |F| + 1 minusz G — F komponenseinek szdma.

Gyakorlat 4.5 A vdgds-matroid vdgdsai a kérmatroid kérei.

Feladat 4.6 Igazoljuk (lehetéleg a vagds-matroid rangfliggvényének szubmodularitdsidt haszndlva), hogy
minden X,Y CV részhalmazra ¢(X) +c(Y) < (X NY) +c¢(XUY) +d(X,Y), ahol 0(Z) jeloli a Z dltal
feszitett részgrdf komponenseinek szamdt, mig d(X,Y) az X =Y ésY — X kozott vezetd élek szdmdt.

4.3.2 Felbonthatdésag

A graf korének fogalmat sikerrel vittiik 4t matroidokra. Mi a helyzet a gréfok Osszefiiggdségével? Ennek
értelmes kiterjesztésére nincs remény, mert barmely k élii erdének, Gsszefliggé vagy sem, ugyanaz a kormatroidja.
Maésszéval, a grafhoz rendelt kormatroid nem érzékeli a graf Osszefliggoségét.

Ugyanakkor természetesen kindlkozik a kovetkezd definicié. Egy M = (S,Z) matroidot akkor neveziink
felbonthatdnak, ha S-nek létezik egy valédi, nem-tires Z C S részhalmaza ugy, hogy M fiiggetlen halmazai
pontosan azok a halmazok, amelyek egy Z-be eso és egy S — Z-be esé fliggetlen halmaz uniéjaként allnak elé.
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E tulajdonsag nyilvan azzal ekvivalens, hogy M minden kore vagy Z-ben van vagy S — Z-ben. Ilyenkor azt is
mondjuk, hogy M felbonthaté Z (vagy S—Z) mentén. Konnyen ellenérizhetéen a Z menti felbonthatésig azzal
ekvivalens, hogy minden X C S halmazra r(X) = 7(X N Z) + r(X — Z). Ertelemszerfien a nem felbonthaté
matroidokat felbonthatatlannak (vagy néha az angolban hasznélt , connected” nyomédn Osszefiiggdnek)

hivjuk. Az egyelem(i matroid definici6 szerint felbonthatatlan. (Kis zavart okozhat, hogy a magyarban nincs
igazdn kilon sz6 a dependent és a connected angol kifejezésekre. Mi a dependent-re a fliggd szot, mig a
connected-re az Osszefiiggd szét fogjuk haszndlni.) Amint kimutathatd, egy graf kormatroidja pontosan akkor
felbonthatatlan (=06sszefiiggd), ha a graf 2-Gsszefiiggd.

A tovabbi elemzés el6tt emlékeztetiink rd, hogy az S alaphalmazon egy H = (S,7) hipergrafot akkor
neveznek Osszefiiggdnek, ha az alaphalmaz barmelyik két nemiires részre torténé felbontaséanal 1étezik olyan
hiperél, amely mindkét részt metszi. Jelolje G = (S,T; E) a hipergréfhoz tartozé paros grafot, amelyben T
elemei a hiperéleknek felelnek meg, és az s € S és t € T pontok akkor vannak éllel 6sszekttve, ha s benne van
a t-nek megfeleld hiperélben. Konnyen latszik, hogy ) & 7 esetén H és G egyszerre Gsszefliggd. Ebbdl adddik,
hogy egy S-en Gsszefiiggd hipergraf mindig tartalmaz legfeljebb |S| — 1 hiperélt, melyek Gsszefiiggd hipergrafot
alkotnak az S-en. Valéban, konnyen lathaté, hogy a G egy feszitd fajabdl kihagyva a T-ben els6 fokd pontokat
egy S-et fedd fat kapunk, amelynek legfeljebb |S| — 1 pontja van T-ben. Hasonl6képp, H Osszefiiggdsége azzal
ekvivalens, hogy az alaphalmaz barmely u és v eleméhez 1étezik hiperélek egy C4, ..., Cy sorozata gy, hogy
ueC,veCrés1<i<j<AtlreC;NC;+#0D.

A definiciébdl rogton latszik, hogy M pontosan akkor osszefiiggd, ha koreinek (S, C) hipergréfja osszefliggd.
Amennyiben C nem 6sszefiiggd és Si,..., Sk (k > 2) jeloli az &sszefiiggé komponenseinek alaphalmazait (ahol
tehdt {S1,...,Sk} az S alaphalmaz particidja), dgy az M az S; halmazokra vett M; részmatroidjai mind
felbonthatatlanok. Ezen M; matroidokat nevezziik az M blokkjainak.

Fontos kérdés annak eldontése, hogy egy matroid felbonthatatlan-e vagy sem. Ez tébb kérdést is takar:
milyen tanusitvanyt tudunk elképzelni a felbonthatésdgra, milyent a felbonthatatlansigra, és algoritmikusan
hogyan lehet megtaldlni ezen tanikat. A kovetkezd tétel a felbonthatésdgra szolgiltat egyszerii tandsitvéanyt.

TETEL 4.3.6 Egy M matroid akkor és csak akkor felbonthatd, ha létezik S-nek olyan {Si,S2} particidja
nem-tres halmazokra, amelyre
r(S1) + r(S2) = r(9). (4.3)

Biz. A definiciébdl rogton adédik, hogy ha M felbonthaté {S1, So} mentén, akkor 7(S1) 4+ r(S2) = r(S).

A megforditdshoz | S| szerinti indukciét haszndlunk. Mivel az 4llitds |S| < 2 esetén semmitmondd, feltessziik,
hogy |S] > 3. Tegytik fel tehdt, hogy valamely ) C S1 C S részhalmazra (4.3) fenndll. Azt fogjuk igazolni, hogy
ekkor minden U C S halmazra r(Uy) + r(Uz2) = r(U), ahol Uy := U NSy és Uz := U N Sy. Tegyiik fel, hogy ez
nem igaz és legyen U egy maximalis halmaz, amelyre r(U1) 4+ r(Uz2) > r(U). A feltevés szerint U # S és legyen
mondjuk S € U. Az U maximalitdsa miatt r(Uy) +r(S2) = r(U1US2). Az 4.2.2 lemmét T := Uq-re, X := Us-
re és Y := So-re alkalmazva kapjuk, hogy r(U) — r(Uz2) = r(U1 UUz) — r(Us2) > r(U1 U S2) — r(S2) = r(U1),
ellentmondas. e

Vizsgéljuk most meg, hogy egy matroidra miként lehet a felbonthatatlansigit rabizonyitani. Amint mér
emlitettiik, M akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha kéreinek C hipergréafja Osszefiiggd. E tulajdonsignak
kétféle élesitését is megadjuk.

TETEL 4.3.7 Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha bdrmely két eleme egy koron
van.

Biz. Az allités trividlis, ha | S| = 1, ezért feltesszlik, hogy |S| > 1. Ha barmely két elem egy korén van, akkor a
korok hipergréafja osszefliggd, azaz M felbonthatatlan. Megforditva, tegyiik fel, hogy a matroid felbonthatatlan,
azaz koreinek hipergrafja Osszefiiggs. Lassuk be, hogy barmely két elem egy koérén van.

Lemma 4.3.1 Ha az x,y elemekhez létezik olyan x-et tartalmazé C1 kor és y-t tartalmazé Ca kér, melyek
metszik egymdst, akkor létezik olyan kor, amely tartalmazza x-et és y-t.

Biz. Indirekt, tegyiik fel, hogy a tétel nem igaz és valasszunk olyan ellenpéldat, hogy K = C1 UC2 minimélis.
Legyen ¢ € C1 N Ca. Az erds koraxiéma szerint létezik egy C7 C K kor, amelyre ¢ € Ci,xz € Ci. Most
C1UC2 = K, mert ha C7 UCs C K volna, akkor K minimalitdsa miatt, C7, C2 méar nem ellenpélda, tehét
volna z-et és y-t tartalmazd kor.

Hasonlé megfontoldssal adédik, hogy 1étezik olyan C5 kor, amelyre ¢ € Ch,y € C5 és C1 UC5 = K. De most
C1 és O sziikségképpen metszi egymdst, az uniéjuk valédi része K-nak (merthogy c nincs az uniéban). Ezért
C1, C% mér nem ellenpélda, és igy mégiscsak létezik egy z-et és y-t tartalmazé kor, ellentmondés. e

A fenti lemma alapjin az egy kordn levés ekvivalencia reldcié, azaz 1étezik S-nek egy egyértelmi particidja
S1,...,S: részekre gy, hogy M mindegyik kore része valamelyik S;-nek és mindegyik S; rész olyan, hogy
barmely két eleme rajta van egy korén. Miutdn a kordk hipergrafja Osszefiiggd, t sziikségképpen 1, és igy S
barmely két eleme rajta van egy korén. e e
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Gyakorlat 4.7 Mutassuk meg, hogy nem igaz az erds koraxioma és az 4.3.1 lemma koz0s dltaldnositdsa:
ha C1,Cs korok, f € C1 N Cq,e1 € C1 — Ca,e2 € Co — C1, akkor van olyan C' C C1 U C2 — f kor, amelyre
e1,e2 € C.

Miutdn a matroid felbonthatatlansaga a korok hipergrafjanak osszefliggéségével ekvivalens, a felbonthatat-
lansdgra létezik legfeljebb |S| — 1 korbél 4ll6 tantsitvany. Rdaddsul az 4.3.7 tétel szerint ez egyszer(l alakban
is megadhaté: valasszunk ki egy tetszlleges s elemet és minden x € S — s elemre vegyiink egy s-et és z-et
tartalmazoé kort. A most kovetkezé tétel szerint mér egy legfeljebb |S| — r(S) darab korbdl 4ll6 tandsitvény is
létezik.

TETEL 4.3.8 Egy M = (S, F) matroid akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha |S| =1 vagy ha valamely B
bdzisdhoz tartozd alapkérok (S,Cg) hipergrdfja dsszefiggd.

Biz. Természetesen, ha Cp 0sszefiiggd, akkor C is az, és ezért a matroid felbonthatatlan. Forditva, tegytik fel,
hogy létezik S-nek olyan két Si, So nemiires részekre torténd felbontdsa, hogy minden B-hez tartozé alapkor
vagy teljesen az egyik részben van, vagy teljesen a masikban. Ez azt jelenti, hogy S;-ben S; N B maximaélis
fiiggetlen, tehdt r(S;) = |BNS;i| (i = 1,2), és igy r(S1) + r(S2) = |[BN S|+ |BNS2| = |B| =r(S). Az 4.3.6
tétel alapjan tehat ilyenkor M nem Osszefiiggé. o

Adott B bézishoz elkészithetjiikk a hozzdtartozé Gp = (B,S — B; Ep) bazis-grafot. Ez egy péros graf,
amelyben © € B,y € S — B elemekre xy pontosan akkor él, ha x € C(B,y), azaz, ha y benne van az x
alapkorében. Vildgos, hogy Cp akkor és csak akkor Osszefiigg hipergréf, ha Gp Osszefliggd graf.

Osszefoglalva megallapithaté, hogy a matroid alaphalmaza egyértelmiien felbomlik a matroid blokkjaira
(azaz a korok hipergrafjanak komponenseire). Az egyes blokkok az egy kéron levés ekvivalencia-relacié osztélyai,
és megegyeznek egy bazishoz tartozé alapkorok hipergrafjanak a komponenseivel. A komponensek ugyanazok,
mint a Cp hipergraf illetve a Gp paros graf komponensei.

2018. januar 28. dopt dulmat12
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4.4 Bazisok és rang

A matroid egy maximalis fiiggetlen halmazit bazisnak neveztiik. Ennek elemszdma a matroid rangja. A
béazisok csalddja egyértelmiien meghatarozza a matroidot abban az értelemben, hogy kiilonb6zé M;, M2 ma-
troidok bazisainak halmaza kiilonb6z6. Valéban, ha példaul X fiiggetlen Mi-ben, de fiiggd Ms-ben, akkor
M -ben Kkiterjeszthet6 bézissd, mig Ma2-ben nem, méasszéval Mi-ben létezik X-et tartalmazd bazis, de Ma-ben
nem, azaz My és My béazisainak halmaza tényleg kiillonboz6. Vildgos, hogy egy halmaz éppen akkor fliggetlen,
ha részhalmaza egy bazisnak. Kérdés, hogy egy halmazrendszerre milyen tulajdonsagokat kell el6irni, hogy
tagjai egy matroid béazisait alkossdk.

4.4.1 Bazisaxiomak

Legyen adott S részhalmazainak egy B halmaza, és tekintsiik a kovetkezd bazisaxiémadknak nevezett tulaj-
donsédgokat.

(B1) B nemiires,
(B2) B1,B2 € B és x1 € By — Bs esetén van olyan x2 € By — B; elem, melyre By — z1 + 22 € B.

A (B2) tulajdonsdgot néha kicserélési axiémanak hivjik.
TETEL 4.4.1 Egy matroid bazisai kielégitik a fenti két tulajdonsdgot. Ha B egy olyan halmazrendszer, amely
kielégiti a bdzis-ariomdkat, akkor az
F :={F: létezik B € B, F C B} (4.4)

halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiomdkat.

Biz. A tétel els6 fele rogton adédik a fliggetlenségi axiomakbdl. A forditott irdny igazoldsdhoz lathatd, hogy
F kielégiti az elsd két fiiggetlenségi axiémat. Lassuk be (I3")-t. Ennek elsd fele azt koveteli, hogy barmely két
B1, By € B halmaz elemszdma ugyanaz. Tegyiik fel indirekt, hogy |B2| < |B1], és véalasszuk ezeket gy, hogy
| B2 — B1| minimélis legyen. A (B2) axiéma miatt valamely z1 € By — B2 esetén létezik egy olyan x2 € Bs — By
elem, amelyre B} := By — 1+ x2 € B. De most |Bz| < |Bi| = |Bi| és |B2 — Bi| < |B2 — Bi], ellentmonddsban
Bi1 és B> véalasztasaval. A B tagjainak kozos elemszamat jeldlje r.

(I3"") masodik feléhez legyen legyen K, N C S két r — 1 illetve r elemfi tagja tagja F-nek. Ekkor persze
Bz := N B-ben van, és definici6 szerint 1étezik By € B és 1 € B1, melyekre K = B; — x1. Ha 1 € B2 — Bi,
akkor K 4+ z1 € F, mig ha x1 ¢ Bz — Bi, akkor a (B2) axiéma szerint létezik xz2 € Bz — Bi, amelyre
Bi1 — x1 + z2 € B, azaz K valéban fiiggetlenné bévithetd N-bél. e

Gyakorlat 4.8 FEgy dsszefliggé grdf vdgds-matroidjdnak bdzisai a feszité fak komplementerei.

Tetszéleges B bazisra és ¢ € S — B elemre B + z tartalmaz egy egyértelmli C = C(B,z) kort, amely az
z elem B bazishoz tartozé alapkore. Rogton addédik, hogy az alapkor pontosan azokbdl az elemekbdl all,
amelyeket B+ x-bdl kihagyva ismét bazist kapunk. A kicserélési axiéméanak érvényes egyfajta tiikkor valtozata:

Allitas 4.4.1 Bi,B2 € B és x2 € By — By esetén van olyan x1 € B1 — B2 elem, amelyre B1 — 1 + x2 € B.

Biz. Tekintslik az z2 elem Bi-re vonatkozé C' alapkorét. Ez nem lehet teljesen Ba-ben, és igy egy z1 € C'— B>
elem j6 lesz. o

Az 4.4.1 §llitdsban megfogalmazott (B2*) tulajdonsdgot nevezhetjiik becserélési axiémadnak.
Feladat 4.9 Igazoljuk, hogy ha B teljesiti (B1)-et és (B2")-t, akkor B egy matroid bdzisainak a halmaza.

A (B2) és (B2") tulajdonsidgok kis esztétikai hidnyossdga, hogy bennik a két bdzis szerepe nem szim-
metrikus. Ez azonban kikiisz6bolheto.

TETEL 4.4.2 (Szimmetrikus baziskicserélési tétel) Bi, Bs € B ésx1 € By — Bs esetén létezik egy olyan
T2 € Bo — By elem, amelyre By —x1 +x2 € B és By —x2 +x1 € B.

Azt fogjuk mondani, hogy a fenti tulajdonsdggal biré x1 és x2 elemek kdlcsondsen kicserélhet8k, roviden
felcserélhetSk. A tételbeli tulajdonsdgot szimmetrikus bazis-kicserélési tulajdonsignak hivjuk.

Biz. Jeldlje az x1 elem B2-hoz tartozé alapkorét Ca. Vegylink egy olyan C' kért, amelyre

11 €CCBIUByésC—B1 CCy— By (45)
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és amelyre |C' — B;| minimdlis. (Létezik (4.5)-t kielégit§ kor: Co ilyen.) Természetesen ez a minimum nem 0,
hiszen B nem tartalmaz kort.

Allftjuk, hogy |C — Bi| = 1. Valéban, ha indirekt |C' — By| > 1, akkor tekintsiik egy z € C' — B elemnek
a Bi-hez tartozé Cp alapkorét. C' minimalitdsa miatt, ez nem tartalmazza xi-et. Az erds koraxidoma szerint
azonban létezik olyan C' C C7 U Oy — z kor, amely tartalmazza x1-t, és ilyen C kor létezése ellentmondédsban
van C' minimaélis valasztdsaval.

Azt kaptuk, hogy C' — B egyetlen elembdl all, melyet jeloljiink xo-vel. Vagyis a C' kor az z2 elem Bi-hez
tartozé alapkore, amely tartalmazza xi-t, mig az z2 elem benne van az x1 elem Bs2-hoz tartozé alapkorében.
Ezen elemek tehat felcserélhetdk. e

Kovetkezmény 4.4.3 Legyen F1 és Iy két diszjunkt figgetlen halmaz és legyen s1 € Fi. Ekkor vagy F> + s1
fiiggetlen vagy létezik egy so € Fa elem, amelyre mind Fy — s1 + s2, mind F> — s2 + s1 fiiggetlen.

Biz. Amennyiben F> + s; nem fiiggetlen, gy egy F>-t magdban foglalé Bs bézis nem tartalmazza si-et.
Legyen B egy Fi-et magdban foglalé bézis és alkalmazzuk az 4.4.2 tételt. o

Feladat 4.10 Igazoljuk, hogy a maximdlis sulyd bdzisok kielégitik a bdzis axidmdkat!
A kovetkezd tétel a (B2) axiéma egy més irdnyu kiterjesztését mutatja.

TETEL 4.4.4 Adott By, Bo bdzisokhoz létezik olyan f : B1 — Ba — Ba — B bijekcid gy, hogy minden
x € B1 — B2 elemre B1 — x + f(x) bdzis.

Biz. B1 —z + f(z) pontosan akkor bazis, ha x € C'(Bi, f(x)), azaz « benne van az f(z) elem Bi-re vonatkozd
alapkorében. Tekintsiik a {C(B1,z) — B2 : 2 € Bo — B1} halmazrendszert.

Azt allitjuk, hogy erre teljesiil a Hall feltétel, azaz, akdrhogy valasztva j halmazt, az uniéjuk elemszama
legalabb j. Valéban, vegyiink By — Bi-ben j elemet, és tekintsiik a By-re vonatkoz6 C1, ..., C; alapkoreiket.
Legyen K := UC;. Azt kell beldtnunk, hogy |K — Ba| > |K — Bi|. Egyrészt r(K) > r(K N B2) = |[K N Bs|.
Mésrészt K N Bi tovdbb nem bévithetd fiiggetlen részhalmaz K-ban, igy |K N Bi| = r(K) > |K N Bz|, ami
azt jelenti, hogy |K — Ba| > |K — Bi|, tehdt a Hall féle feltétel tényleg teljestil.

A Hall tétel szerint létezik egy f bijekcié gy, hogy minden x € Bi — Bz elem benne van az f(z) elem
Bi-hez tartozé alapkorében, ami azt jelenti, hogy B1 — x + f(x) bdzis. e

Feladat 4.11 Legyen x1,x2,...,xk egy B bdzis néhdny eleme, yi,y2,...,yr pedig bdzison kivili elemek.
Tegyiik fel, hogy mindegyik x; benne van a megfeleld y;-nek a B-hez tartozé C(B,y;) alapkérében, de h > j
esetén x, & C(B,y;). Igazoljuk, hogy B — {x1...,zx} U{y1,...,yx} bdzis.

Feladat 4.12 Legyen B az M = (S, B) matroid egy bdzisa. Tegyik fel, hogy adott az elemeken egy © : S —
{0,1,...,n} "szintfigguény”, amelyre (x) O(v) < O(u) + 1 fennéll minden olyan {u,v} elempérra, amelyre
u €S —B,veC(B,u). Legyen s ést olyan, hogy ©(t) =O(s)+ 1, s€ S— B, t € C(B,s). Igazoljuk, hogy a
(%) tulajdonsdg a B' :== B —t + s bdzisra vonatkozélag is fenndll.

4.4.2 Rang axiomak

A rang-fiiggvény definicigjabdl adédik, hogy egy halmaz akkor és csak akkor fliggetlen, ha elemszéma egyenld
a rangjaval, vagyis a fliggetlenek csaladdja a kévetkezo:

F={X CSr(X)=|X[}. (4.6)

Ebbdl kévetkezik, hogy kiilonb6zé matroidok rang-fiiggvénye kiilonbéz6. Hogyan lehet felismerni egy mas
moédon definidlt halmaz-fliggvényrol, hogy matroid rang-fliggvény-e vagy sem? Mas széval, mik a rang-fliggvény
lényeges tulajdonsdgai, melyeket meg kell kovetelniink, hogy az (4.6) dltal szolgdltatott F halmazrendszer
kielégitse a fiiggetlenségi axiomakat?

TETEL 4.4.5 Azr : 2% — Z nem-negativ, egészértékii halmaz-fligguény akkor €és csak akkor egqy matroid
rang-fuggvénye, ha kielégiti az alabbi rang axiémakat.

(R1) r(P) =0 (az iires halmazon 0),

(R2) r(X)>r(Y) amikor X DY (monoton névd),

(R3) r(X) < |X| (szubkardindlis = ,, elemszam alatti”),

R4) r(X)+rY)>r(XNY)+r(XUY) minden X,Y C S halmazra (szubmoduldris).
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Biz. Tegytik fel el6szor, hogy r egy matroid rang-fliiggvénye. Az elsé hdrom tulajdonsig a definiciébdl kézvetlentil
adédik, a szubmodularitast pedig mar belattuk az 4.2.1 lemmaban.

Megforditva, tegyiik fel, hogy r kielégiti a fenti axiémakat. Beldtjuk, hogy az (4.6) altal definidlt F halmaz-
rendszer teljesiti a fliggetlenségi axiémakat. Ennek érdekében elGszor is igazoljuk a kovetkezot.

(R3') r(A+e) <r(A)+1 amikor AC S,e € S — A.

Valéban, a szubmodularitdst hasznélva: r(A)+1 > r(A)+r(e) > r(ANn{e}) +r(AU{e}) > r(A+e), vagyis
(R3") fennAdll.

Lemma 4.4.1 Legyen A C S és e1,...,ex,. € S—A. Haor(A+e1) = ... = r(A+ex) = r(A), akkor
r(AU{e1,...,ex}) = r(A). ( Azaz, ha bizonyos elemek egyike sem noveli egy halmaz rangjdt, akkor egytiittesen
sem novelik.)

Biz. Indukciét haszndlunk. Az &llitas trividlis k = 1-re, igy tegyiik fel, hogy k > 2 és azt, hogy a lemma
érvényes k — l-re. Azaz, r(A’) = r(A) ahol A’ :== AU {e1,...,ex—1}. (R2) és (R4) alapjén r(A) + r(A) =
r(A+er)+r(A)>r((A+ex) NA) +r((A+ex) UA) =7(A)+r(AU{e1,...,ex}) > 7(A) +7(A), amibdl a
lemma kovetkezik. o

Lassuk most be, hogy F kielégiti a fliggetlenségi axiémdékat. (I1) kévetkezik (R1)-b6Sl. Legyen X CY € F.
Ekkor r(Y) = |Y]. Az (R3’) tulajdonsig ismételt alkalmazdséval kapjuk, hogy r(Y) < r(X)+|Y — X és innen
r(X) > |X|. (R3) alapjan r(X) = |X|, vagyis X € F, tehat (I2) is fenndll.

(I3) igazoldsdhoz egy X C S részhalmazra tekintsiikk az F-nek egy X-ben fekvs, de X-ben tovdbb mar
nem bdvithetd F' tagjat. Beldtjuk, hogy ennek elemszdma r(X). Valdban, F' maximalitdsa folytdn minden
veE X —F elemre F4+v ¢ F, vagyis 7(F) < r(F +v) < |F+v| —1=|F| = r(F). lgy az 4.4.1 lemma
miatt |F| = r(F) = r(X), vagyis az F elemszdma valéban csak X-tdl fligg. Bebizonyitottuk tehdt, hogy (S, F)
valéban matroid, amelynek rangfliggvénye éppen r. e

Figyeljiik meg, hogy a rang-axiémakkal ekvivalens rendszert kapunk, ha (R3)-t kicseréljiik (R3’)-re. Valéban,
az el6bb levezettiik (R3')-t, mig a forditott irdny | X| szerinti indukciéval kénnyen lathaté. Kimutatjuk, hogy
(R3) helyettesithets a kovetkezbvel is:

(R3"”) 7(s) <1 minden s € S elemre.

Valéban, (R3") és (R4)-bdl kapjuk [X| > >° _ 7(s) > r(X) és innen (R3) kovetkezik. Masrészt (R3")
specidlis esete (R3)-nek.

Feladat 4.13 Legyen Z C S régzitett részhalmaz és definidljuk az S’ .= S—Z halmazon az aldbbir’ fiigguényt.
r(X) = r(X U Z) — r(Z). Igazoljuk, hogy r' kielégiti a rang-aziémdkat! Az M figgetlenjeivel hogyan lehet
meghatdrozni az r' rangfiigguényt matroid fiiggetlenjeit?

A kovetkez6 fontos fogalmak linedris algebrabdl jonnek. Egy X C S részhalmazt akkor neveziink zartnak,
ha bérmely z € S — X elemre 7(X + z) > r(X). Az S alaphalmaz mindig zdrt. Egy halmaz nyilt, ha
komplementere zart. Egy 7(S) — 1 rangd zart halmaz neve hipersik.

Gyakorlat 4.14 Zdrt halmazok metszete zdrt. Eqy halmaz pontosan akkor hipersik, ha vdgds komplementere.

Feladat 4.15 Tegyiik fel, hogy a Z C S részhalmaz zdrt az S-en értelmezett M matroidban. Igazoljuk, hogy ha
az M|Z matroid (az M megszoritdsa Z-re) felbonthatd, akkor ennek minden direkt ésszeadanddja zdrt M-ben.

Egy X C S részhalmaz o(X) lezartjan (més széval az X altal feszitett halmazon) azon = € S elemek
halmazat értettiik, melyekre r(X + x) = r(X). Eszerint a lezdrt mindig zdrt halmaz és minden halmaz
része a lezértjdnak. Az 4.4.1 lemma szerint o(X) nem mds, mint az X-et magdban foglald, egyértelmiien
meghatédrozott legb&vebb olyan halmaz, melynek rangja ugyanaz, mint X-é. Még mésképp fogalmazva o(X)
az X-et tartalmazé zart halmazok metszete.

Gyakorlat 4.16 Hurokmentes matroidban a maximadlis 1 rangd halmazok particiondljdk az alaphalmazt.

Gyakorlat 4.17 Egy grdf kérmatroidjaban egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha a csicsok eqy particidjinak
a hatdra.

Feladat 4.18 Legyen F az X egy mazimdlis fiiggetlen részhalmaza. Igazoljuk, hogy X akkor és csak akkor
zdrt, ha minden s € S — X elemre F' 4+ s nem tartalmaz kort.

Feladat 4.19 Legyen G = (V, E) irdnyitatlan grdf és {Vi,Va,...,Vi} a V egy olyan particidja, ahol mindegyik
Vi ésszefiiggd grdfot feszit. Igazoljuk, hogy a Vi, ..., Vi halmazok dltal feszitett élek halmazainak unidja zdrt a
grdf kérmatroidjdban, és megforditva, hogy a kormatroid minden zdrt halmaza igy dll eld.

2013. janudr 28. dopt dulmat1s
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4.5 Matroid algoritmusok és poliéderek

4.5.1 Orakulumok

Mar az 4.3.2 szakaszban felvetédtek matroidokkal kapcsolatos algoritmikus kérdések. Ahhoz, hogy egy ilyen al-
goritmus hatékonysdgardl egydltalan beszélni lehessen, tisztdzni kell, mit is jelent algoritmikus szempontbdl az
a kijelentés, hogy adott egy matroid. A hatékonysig szokdsos mértéke a bemend adatok méretének fliiggvényében
megadott 1épésszam. Ezért, ha egy matroidot példaul igy adunk meg, hogy felsoroljuk a fiiggetlen halmazait,
akkor egy olyan algoritmust, amely ezek szamédban polinomidlis aligha tekinthetiink hatékonynak, hiszen a
fiiggetlen halmazok szdma tipikusan exponencidlis |S|-ben. Mdrpedig a hatékonysdgra olyan definiciét sz-
eretnénk megfogalmazni, amely egy algoritmust akkor tekint hatékonynak, ha az |S|-ben polinomidlis.

Az algoritmushoz nem adjuk meg semmilyen explicit formédban a matroidot. Ehelyett egy szubrutint,
fliggetlenségi orakulumot tartunk készenlétben, amely azt tudja, hogy az alaphalmaz tetszéleges részhalmazat
megadva neki, megmondja, hogy az illeté halmaz fiiggetlen-e vagy sem. Ebben a szemléletben egy matroid-
algoritmus ugy fut, hogy idénként megkérdezi a fliggetlenségi ordkulumot arrél, hogy egy halmaz fiiggetlen-e, és
a valasz fliggvényében folytatja a szamitdsait. Ilyen matroid-algoritmust akkor tekintiink polinomidlisnak, ha
egyrészt a sajit szamitdsainak mennyisége |S| hatvanydval korldtozhat6, mésrészt a fliggetlenségi ordkulumhoz
is a futdsa sordn legfeljebb csak |S|-nek egy hatvanyaszor fordul.

Természetesen egy matroid-algoritmus konkrét matroidokra csak akkor hasznélhaté, ha az adott matroidra
a fiiggetlenségi ordkulumot valahogy ténylegesen meg tudjuk valésitani (mint példdul raciondlis vagy valds
métrix dltal definidlt métrix-matroid esetén a Gauss elimindciéval). De ez mér mds szinten 1év6 kérdés: a
matroid-algoritmus nem t6rédik azzal, hogy konkrét matroid esetén a fiiggetlenségi orakulum algoritmikusan
realizdlhaté-e vagy sem.

Matroidokat, amint lattuk, persze nem csak fliggetlenekkel lehet megadni. Ha egy matroid példaul a
bézisaival van definidlva, akkor egy matroid-algoritmusban a fiiggetlenségi ordkulum helyett elényosebb, ha
egy bézis ordkulum &ll rendelkezésre. Vagy esetleg egy rang-ordkulum vagy kor-ordkulum. A megel6zé sza-
kaszokban lattuk, hogy a fliggetlenségi-, bézis-, rang-, illetve kor-axiéma rendszerek paronként ekvivalensek
legaldbbis abban az értelemben, hogy mindegyikiik matroidot definidl.

Vizsgéljuk most meg azt a kérdést, hogy miképp viszonyulnak egymdashoz ezek az axiéma-rendszerek al-
goritmikus szempontbdl. Més szédval, ha egy matroidnak adott valamelyik tipusi ordkuluma, akkor ennek fel-
hasznélasdval tudunk-e gyartani egy masik tipusi ordkulumot. Kideriil, hogy bizonyos esetekben igen, méskor
viszont nem a valasz.

Allités 4.5.1 4 rang- €s a figgetlenségi orakulumok egymdssal polinomidlisan ekvivalensek.

Biz. Tegyiik fel el6szor, hogy rendelkezésiinkre &ll egy fiiggetlenségi ordkulum és ennek felhasznalasdval poli-
nom idében szeretnénk meghatdrozni egy adott X C S halmaz rangjat. E célbdl meghatdrozzuk az X egy
maximdlis elemszdmu fliggetlen részhalmazdt. Menjiink végig az X elemein egy (tetszélegesen) megadott
z1,...,x: sorrendben, és valasszuk ki az éppen tekintett elemet akkor, ha a mar ezt megel6zéen kivalasztott
elemekkel egyiitt fliggetlen halmazt alkot. Az (I3) fiiggetlenségi axiéma szerint igy X-nek egy maximélis, tehét
r(X) elemszdmu fliggetlen részhalmazdt kapjuk, éspedig a fliggetlenségi ordkulum |X| darab hivdsdval.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a rang-ordkulum &ll rendelkezésiinkre (amely tehét egy tetszéleges X halmaz
megaddsakor megmondja az X rangjat). Ennek segitségével a fliggetlenségi ordkulum régtén realizélhato,
hiszen egy X halmaz pontosan akkor fliggetlen, ha r(X) = | X]|. o

Hogyan viszonylik egymashoz a fliggetlenségi és a bazis ordkulum, amely egy megadott halmazrdl donti el,
hogy bézis-e vagy sem?

Allités 4.5.2 4 fliggetlenségi ordkulum segitségével a bdzis ordkulum eldadllithato.

Biz. El8szor meghatarozzuk a fentebb leirt médon az alaphalmaz r(S) rangjat. Ezutdn egy bazissig eldéntésére
beadott X halmazrdél megkérdezziik, hogy fliggetlen-e, és ha a vélasz igen és | X| = r(S), 4gy X bézis, kiilonben
pedig nem az. e

Allitds 4.5.3 A bdzis ordkulum segitségével polinomidlis lépésben vdlaszolo fiiggetlenségi ordkulum nem dllithato
eld.

Biz. Azt latjuk be, hogy egyetlen bézist sem tudunk taldlni polinom idében (mérpedig egy fliggetlenségi
ordkulum az tudna). Még akkor sem, ha a matroid r rangja elére ismert.

Tekintsiik ugyanis azt a matroid osztalyt, amelyben egyetlen egy r elemii bézis van, az ebbe nem tar-
tozé elemek mind hurokelemek. Marmost, ha az algoritmusunk sorra kérdezgeti az r-elemli halmazokat az
orakulumtdl, vajon bézisok-e, és a valasz minden esetben nemleges, akkor amig csak van még két meg nem
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kérdezett r elemi halmaz, az algoritmusunk nem tudhatja a helyes valaszt, hiszen ezen kett6 barmelyike lehet
az egyetlen bazis. e

Erdekes, hogy megvaltozik a helyzet, ha a rang helyett elére meg van adva egy tetszoleges bazis. Nevezziik
ezt er8s bazis ordkulumnak: ez tehdt tetszbleges halmazrdl el tudja donteni, hogy béazis-e tovdbbé ren-
delkezésére all egy adott B bazis.

/.

Allitds 4.5.4 Az erds bdzis ordkulum segitségével eqy fliggetlenségi ordkulum eldallithaté polinom idében.

Biz. Tegyiik fel, hogy egy X halmazrdl kell eldontentink, hogy fiiggetlen-e. A megadott By bézisbdl kiindulva
olyan béazisokat igyeksziink konstrualni, melyeknek egyre tobb kozos eleme van X-szel. Amennyiben az aktudlis
rendelkezésre 4ll6 B bazis magaba foglalja X-t, gy X fiiggetlen és az algoritmus futdsa véget ér. Ha létezik
x € X — B elem, akkor minden egyes y € B — X elemre megkérdezziik, hogy B’ := B — y + = bézis-e.
Amennyiben valamelyik y-ra igenl$ a valasz, gy a B’ bazisnak eggyel tobb kozos eleme van X-szel, és B'-re
vonatkozoélag iteraljuk az eljardst. Ha viszont minden y-ra nemleges a vélasz, az azzal ekvivalens, hogy az
z-nek az B-hez tartozé alapkore teljesen X-hez tartozik, vagyis X nem fiiggetlen. o

A kor orakulum egy megadott halmazrél megmondja, hogy kor vagy sem.

Feladat 4.20 Igazoljuk, hogy a fiiggetlenségi ordakulumbdl lehet kér ordkulumot gydrtani, de forditva nem.

4.5.2 A mohé algoritmus

Tegytk fel, hogy az M matroid S alaphalmazén adott egy ¢ : S — R sulyfliggvény (vagy koltség-fiiggvény).
Készitsiink algoritmust maximélis 6ssz-stlyd béazis keresésére. Megjegyezziik, hogy egy ilyen algoritmus segitsé-
gével maximalis sulyu fiiggetlen halmaz mar konnyen kereshetd. Valéban, ha ¢ nemnegativ, akkor egy maximalis
stlyd béazis automatikusan maximalis silyu fiiggetlen, hiszen egy fiiggetlen halmaz mindig kibovithetd bazissa.
Amennyiben vannak negativ silyu elemek, gy ezeket toroljiik el a matroidbdl és a keletkezé részmatroidnak
keressiik meg egy maximalis sulyd bazisat. Ez nyilvan az eredeti matroid maximalis silyu fliggetlen halmaza
lesz.

A maximalis sulyu bézis el6éallitdsahoz a mohé algoritmus egymaéds utan vélaszt elemeket a kovetkezd szabaly
szerint. Az els$ lépésben kivédlasztja az egyik maximalis silyu elemet, amely nem hurok. Az altaldnos lépésben
az addig kivalasztott F' fiiggetlen halmazrdl eldonti, hogy béazis-e. Ha igen, az eljaras a kapott bazis kiadasaval
véget ér. Ha nem, akkor megnoveli F-t egy olyan maximadlis silyd z € S — F' elemmel, amelyre F' +x fiiggetlen.
Amennyiben itt t6bb (azonos silyt) elem is rendelkezére &ll, barmelyiket valaszthatjuk. Figyeljik meg, hogy
az (I3) fuggetlenségi axiéma pontosan azt mondja ki, hogy a mohé algoritmus minden 0—1 értéki sulyfiiggvény
esetén maximalis sulyu bazist ad.

TETEL 4.5.1 A fenti mohd algoritmus mazximdlis sulyd bazist szolgdltat.

Biz. Jeldlje By, az algoritmus altal konstrudlt bazist. Legyen Bi,q.. gy olyan maximalis sulyd béazis, amelynek
Bimo-val maximaélis sok k6zos eleme van. Készen vagyunk, ha B,o = Bmaa, €zért feltehetjiik, hogy nem ez a
helyzet. Tegyiik fel, hogy az algoritmus a B, elemeit az fi, f2,..., fr sorrendben taldlta meg, és legyen f
az els6 olyan elem, amely nincs Biqz-ban.

Az 4.4.2 tétel szerint 1étezik olyan e € Byaz — Bmo, amely kolcsonosen kicserélhetd fi-val. Ami azt jelenti
egyrészt, hogy {f1,..., fi—1, e} fliggetlen és {gy a mohé algoritmus elbirdsa szerint c(e) < c¢(fx). Mésrészt,
Bz maximalitdsa miatt, c(e) > c(fx). Ezért c(e) = c(fx), és igy Bmaz — € + fr is maximélis sulyd bézis,
aminek eggyel tobb kozos eleme van By,o-val, ellentmondédsban Bi,q. védlasztdsidval. e

A mohé algoritmus tényleges végrehajtasihoz el0szor rendezziik nagysdg szerint csékkend sorrendbe az
elemeket, azaz feltehetd, hogy az elemek gy vannak indexelve, hogy c(v1) > c(v2) > ... > c(vn), ahol n = |S|.
Azonos stlyu elemek egymaés kozti sorrendje tetszéleges lehet. Ebben a sorrendben végighaladva az elemeken
mindegyikrdl eldontjik, hogy kivalasztjuk-e vagy sem: az éppen aktudlis elemet akkor véalasztjuk ki, ha a mar
kivélasztott elemekhez véve még mindig fiiggetlen halmazt kapunk.

Kovetkezik, hogy az optimadlis bazis nem annyira a silyozds tényleges értékeitdl fligg, hanem csupan
az elemeknek silyok altal meghatérozott sorrendjét6l. Vagyis ha példdul két (vagy tobb) silyfiiggvényhez
ugyanaz a csokkend sorrend tartozik, akkor létezik olyan béazis, amely szimultdn mindegyik silyfiiggvényre
nézve maximalis sulyd.

Feladat 4.21 Igazoljuk, hogy tetszéleges maximadlis sulyi bdzis megkaphatd a mohd algoritmus alkalmazdsdval

(abban az értelemben, hogy a mohé algoritmus futdsa sordn amikor tobb elem koziil is vélaszthatunk, igy ezt
alkalmasan tesszik).
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Természetesen a mohd algoritmus minimadlis silyd bézis megkeresésére is jo, hiszen ez ekvivalens a —c
stlyozdsra vonatkozé maximalis bazis problémaéval. Ilyenkor tehat minden 1épésben a legkisebb silyu elemet
vélasztjuk ki, amely a mér kivalasztottakkal egytitt fiiggetlen halmazt alkot.

A mohé algoritmust el8szor a kérmatroidra vonatkozd specidlis esetben irtédk le, amikor is egy Osszefligg6
grafban kellett maximalis sulyu feszité fat keresni. Ismert e feladatnak a kovetkezd alternativ megoldésa is,
amely egyfajta ,, 6vatos” algoritmusnak tekinthetd. Tekintsiik a graf éleit névekvo sily szerinti sorrendben,
és egy élt dobjunk ki, ha a maradék graf még mindig Osszefliggd lesz. Végiil egy feszit6 fat kapunk, amelyrdl
belathatd, hogy maximalis silyu. Ez az algoritmus is kiterjeszheté matroidokra. Itt csokkend stulyok szerint
megylink végig az elemeken, az aktudlisat akkor dobva ki, ha a megmaradé matroid még tartalmazza az
eredetinek egy bézisat. Az algoritmus akkor fejezddik be, amikor méar csak egy bazis maradt.

Feladat 4.22 Igazoljuk, hogy a fenti dvatos algoritmus mazximalis silyi bazist szolgdltat!

A feladatot a mohé algoritmus igazolasandl hasznéltakhoz hasonld eszkozokkel lehet belatni. Ez tehat itt
kijon. Latni fogjuk azonban, hogy ennek mélyebb oka is van, és valéjaban az évatos algoritmus interpretalhaté
egy masik matroidon, az ugynevezett dudlis matroidon dolgozé mohé algoritmusként is: ldsd a 4.6.1 Tétel
uténi megjegyzést.

Feladat 4.23 Igazoljuk, hogy ha a sulyok pdronként killonbézbek, akkor a maximadlis sulyd bdzis egyértelmi!

Feladat 4.24 Tegyiik fel, hogy két sulyozdsunk is adott: c1 €s ca. Hogyan lehet a matroidnak olyan bdzisdt
megtaldlni, amely a c1-re nézve maximalis sulyu, és ezen belil a ca-re nézve maximalis sulyi? Mi a helyzet, ha
kettd helyett k > 3 sulyozdsunk van?

Hasznos lesz a maximadlis silyu bazisok aldbbi jellemzése.

TETEL 4.5.2 Egy B bdzis akkor és csak akkor mazimdlis sulyu, ha mindeny € S— B és z € C(B,y) elemre
c(y) < c(@).

Biz. Ha x benne van az y alapkorében, akkor B —x+y is bazis, tehdt ha B maximalis sulyu, akkor c(x) > c(y).

Megforditva, tegyiik fel, hogy B’ egy maximalis stlyt bézis. Alkalmazzuk az 4.4.4 tételt a B = B és By =
B’ szereposztéssal. A hipotézis szerint c¢(f(x)) < ¢(z) minden z € B — B’. Ebbél adédik, hogy ¢(B’) < ¢(B).
Mivel B’ maximalis silyt volt, {igy ¢(B) < ¢(B’), azaz B is maximaélis stlyt. e

Feladat 4.25 Igazoljuk az eléz6 tételt az 4.4.2 tétel felhaszndldsdval!

TETEL 4.5.3 Egy F fiiggetlen halmaz akkor és csak akkor mazimdlis sulyd, ha minden elemének sulya
nemnegativ, c(y) < 0 fenndll minden olyan y € S — F elemre, amelyre F + y figgetlen, tovdbbd c(y) < c(x)
fenndll valahanyszor F +y figgd és x € C(F,y).

Biz. A feltételek nyilvan sziikségesek. Az elegenddségiik igazoldsdhoz legyen S’ a (szigortian) pozitiv stlyd
elemek halmaza és legyen F' := S’ N F. Mivel F minden elemének stilya nemnegativ, c(F') = ¢(F), és igy
F akkor és csak akkor maximdlis silyd, ha F' maximalis silyd fiiggetlen az M’ := M|S’ matroidban, ami
azzal ekvivalens, (mivel S’ minden eleme pozitiv), hogy F’ maximdlis silyt béazisa M’'-nek. Az F-re tett
feltételek nyoman az 4.5.2 tételbeli feltételek teljesiilnek, gy F’ valéban maxim4lis silyd bazisa M’-nek, tehét
F maximalis sulyu fliggetlen M-ben. e

Feladatok

4.26 Készitsiink algoritmust annak eldontésére, hogy eqy adott fliggetlen halmaz kiegészitheté-e maximdlis
sulyu bazissd.

4.27 Készitsiink algoritmust annak eldéntésére, hogy létezik-e olyan bdzis, amely eldre adott c1, . . ., cx sulyfiggvények
mindegyikére nézve szimultan maximdlis sulyi.

4.28 Igazoljuk, hogy bdrmely c siulyozdsra a mazimdlis sulyd bdzisok kielégitik a bdzisaxiomadkat.

4.29 Igazoljuk, hogy ha egy G = (X,Y; E) pdros grdfban pontosan egy teljes pdrositds létezik, akkor mind
az X, mind az'Y elemei gy sorbarendezhetdk, hogy az azonos indextd elemek szomszédosak G-ben (és igy az
egyértelmd teljes pdrositdst adjdk), tovdbbd kisebb indexti x € X elem sohasem szomszédos nagyobb indexi
y €Y elemmel.

4.30 Legyen F' egy matroid fiiggetlen halmaza, X C F ésY C S — F azonos elemszdmi halmazok. Legyen
G = (X,Y;E) az a pdros grdf, amelyben amelyben xy pontosan akkor él, ha x € C(F,y), vagyis ha a F +y
nem fliggetlen, de F' 4+ y — = az. Igazoljuk, hogy amennyiben G-nek pontosan eqy teljes parositasa létezik, gy
FUY — X fiiggetlen.
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4.31 Legyen B egy maximdlis sulyd bdzis a c sulyfliggvényre nézve. Tegyiik fel, hogy az x1,x2, ..., Tk bdzisbeli
elemek és az yi,y2,...,yx bdzison kivili elemek olyanok, hogy z; € C(B,y:) és c(xz;) = c(y;) minden i =
1,...,k-ra, és h > j, c(zn) = c(y;) esetén z, & C(B,y;). Ekkor B' := B — {x1...,2x} U {y1,...,yx}
mazimdlis sulyd bdzis.

4.5.3 Matroidok poliéderei

Ismeretes, hogy a maximaélis folyamra vagy a legolcsébb ttra min-max tételek fogalmazhaték meg. A maximaélis
folyam minimdlis vagds (MFMC) tétel tobbek kozott arra j6, hogy tanusitvényt szolgdltasson egy adott folyam
maximalitdsdra: egy ugyanolyan nagysagi véagast. Egy ilyen vagéds léte valéban bizonyitja az adott folyam
maximalitdsdt, fliggetleniil attdl, hogy miként tudtuk kiszdmitani akdr a folyamot, akdr a vagast. A mohé
algoritmus annyira egyszer( volt a matroid maximélis sulyd bazisdnak (vagy fiiggetlenjének) meghatdrozasara,
hogy a bazis maximalitdsat konnyen igazolé tanisitvanynak nem is igazan érezziik sziikségét: a tanusitvany
ellendrzése nem egyszeriibb feladat, mint a mohé algoritmus egy esetleges 1jbdli lefuttatdsa. Mindamellett
ilyen tétel megfogalmazhaté.

TETEL 4.5.4 Az M = (S, r) matroidban tetszbleges ¢ : S — R silyozdsra a mazimdlis bazis silya 7(c), ami
definicio szerint

#(c) == r(S)e(sn) + Z r(Si)le(si) — e(si+1)], (4.7)

ahol ¢(s1) > c(s2) > ... > c(sn) s Si = {s1,...,8:}.

Biz. Az ezen sorrend szerint lefuttatott mohd algoritmus olyan B bézist szolgdltat, amelyre |B N .S;| = r(S;)
minden i-re fenndll. Egyszer(i atosszegzéssel kapjuk, hogy #(c) = r(S)c(sn) + Zz:ll r(Si)[c(si) — e(siv1)] =
|B N Sle(sn) + Z;:ll |BNSille(si) —c(siv1)] = D, cpcls) =c(B). o

Feladat 4.32 A mohd algoritmus segitségével igazoljuk, hogy egészértékii c esetén barmely Z C S halmazra
Fletx,) = () +re(Z), aholre(Z) jelsli a Z és egy mazimdlis silyi bdzis metszetének maximdlis elemszdmadt
(vagyis az 4.28 feladatban definidlt matroidban Z rangjét).

Feladat 4.33 Igazoljuk, hogy egészértékii c-re 7(c — x ) = 7(c) +re(S — Z) —r(S).

Feladat 4.34 Legyen c: S — Z egészértéki, és tegyiik fel, hogy a T C S halmaz olyan, hogyx € T,y € S—T
elemekre mindig c(z) > c(y). Ekkor #(c — x,) = 7#(c) — r(T).

Feladat 4.35 Igazoljuk, hogy 7 szubadditiv, azaz #(c1)+7(c2) > #(c1+c2) minden c1 és ca sdlyozdsra fenndll.
TETEL 4.5.5 A
max{cz : x € R% 2 > 0,2(Z) < r(Z) minden Z C S részhalmazra és x(S) = r(S)} (4.8)
primdl linedris program illetve ennek dudlisa a
min{Zzgs Y(2)r(Z) Y, y(Z) > c(s), has€ S, ésy(Z) >0, ha Z C S} (4.9)

linedris program olyan, hogy a primdl problémdnak mindig létezik egészértékd (ami automatikusan 0 — 1-
értékll) optimuma, mig a dudl problémdnak létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z : y(Z) > 0}
halmazrendszer lanc. Tovdbbd egészértéki c esetén az optimdlis y is vdlaszthatd egészértékiinek.

Biz. Legyen B egy maximalis silyu bazis és x ennek karakterisztikus vektora. Legyen
y(Sn) = c(sn) (4.10)
és
y(Si) = c(si) — c(Si+1) mindeni=1,...,n— 1 -re. (4.11)

Ekkor x (egész) eleme a primdl poliédernek és y (amely egész, ha c egész) eleme a duélis poliédernek, és az
4.5.4 tétel szerint cx = yr(:= > [y(Z)r(Z) : Z C S], azaz z primél optimum, y dudl optimum. e

TETEL 4.5.6 A max{cz : z € R%,2 > 0,2(X) < r(X) minden X C S részhalmazra} primdl linedris
program illetve ennek dudlisa a min{>_ [y(Z)r(Z): Z C 8] :y > 0,> [y(Z) : s € Z] > ¢(s) minden s € S-re}
linedris program olyanok, hogy a primdl problémdnak mindig létezik egészértéki; (ami automatikusan 0 — 1-
értékll) optimuma, mig a dudl problémdnak létezik olyan optimdlis y megolddsa, amelyre a {Z : y(Z) > 0}
halmazrendszer lanc. Tovdbbd egészértéki c esetén az optimdlis y is vdlaszthatd egészértékiinek.
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Biz. Amennyiben ¢ nemnegativ, dgy az 4.5.5 tételben kapott primdl és dudl optimumok itt is jok lesznek,
hiszen ekkor az y(S) = c(sn) érték is nemnegativ. Ha c-nek minden komponense nem-pozitiv, akkor z = 0
primal megoldas, ¥y = 0 dudl megoldas és ezek optimalisak. Tegyiik most fel, hogy c-nek vannak pozitiv és
negatfv komponensei is és legyen i az az index, amelyre c(s;) > 0 > c(s;+1). Legyen S’ := S; és M’ := M|S’.
Legyen z’ illetve y' az 4.5.5 tétel altal az M’-ben biztositott primal és dudl optimalis megoldés. Ekkor az
z'-t nulldkkal kiegészitve kapott x és a véltozatlan 3y’ primaél illetve dudlis optimuma a 4.5.6 tételbeli program
parnak. e

Legyen az M matroid rang-fiiggvénye r és jelolje a fiiggetlen halmazok karakterisztikus vektorainak konvex
burkét P(r). Ezt a matroid poliéderének vagy a fiiggetlenek poliéderének nevezziik. A bazisok karakter-
isztikus vektorainak konvex burkdt a matroid bézis poliéderének nevezziik és B(r)-rel jeloljiik.

Ismeretes, hogy minden politop (:=véges sok pont konvex burka) poliéder, azaz el6all véges sok féltér met-
szeteként (mdsszéval egy egyenldtlenség-rendszer megoldds halmazaként). Most explicit megadjuk a fiiggetlenségi
és a bazis poliédereket félterek metszeteként, azaz egyenlGtlenségekkel. Legyen

B :={zr € R®:2>0,2(Z) <r(Z) minden Z C S részhalmazra és x(S) = r(S)} (4.12)

és legyen
P :={z€R®:2>0,2(Z) <r(Z) minden Z C S részhalmagzra}. (4.13)

TETEL 4.5.7 B(r) = B’ és P(r) = P'.

Biz. Miutdn B(r) C B’ és P(r) C P’, csak azt kell 1atni, hogy B’ illetve P’ csicsai egészek, hiszen egy B’-ben
illetve P’-ben 1év6 egész (és igy 0 — 1-es) pont sziikségképpen egy bazisnak illetve egy fliggetlen halmaznak a
karakterisztikus vektora. Az 4.5.5 és 4.5.6 tételek szerint viszont B’ és P’ valéban egész poliéderek. o

Egy alkalmazas

A poliéderes szemlélet hasznit a mohé algoritmus egy érdekes alkalmazasaval mutatjuk be. Adott az S alaphal-
mazon egy M matroid, tovdbbd S részhalmazainak egy {Si,..., Sk} rendszere. Fejlessziink ki algoritmust
annak eldontésére, hogy létezik-e a matroidnak olyan B bazisa, amelyre

BN S; fesziti S;-t minden i-re. (4.14)

Egy teljes graf kormatroidjara alkalmazva, ennek segitségével példaul el lehet donteni, hogy egy adott hipergraf
részfa hipergraf-e, azaz 1étezik-e a hipergraf ponthalmazan egy olyan F' feszit§ fa, hogy minden hiperél az I
egy részfija.

Tekintsiik a ¢ := Zl X, silyfiiggvényt és legyen B* egy maximélis c-silyd bdzis, amit példdul a mohd
algoritmus segitségével kereshetiink meg.

TETEL 4.5.8 Akkor és csak akkor létezik (4.14)-t kielégitd bdzis, ha a mazimdlis c-sulyd B* bdzis ilyen.

Biz. Az elegend8ség semmitmondé. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy 1étezik (4.14)-t kielégité B’
bézis. Tekintsiik az 4.5.5 tételben megfogalmazott duélis linedris programot, és legyen y'(Z) := 1, ha Z = S,
valamely i = 1,...,k-ra és y'(Z) := 0 kiilonben. A ¢ definiciéja folytdn y’ duélis megengedett megoldds.
fgy a maximélis c-sulyt bdzis silya legfeljebb > [r(Si) : i = 1,...,k], és egy B bdzisra pontosan akkor &ll
fenn egyenl8ség, ha r(S;) = |B N S;| minden i-re, ami épp (4.14). Miutdn létezik ilyen B’ bdzis, {gy minden
maximalis silyu bdzis teljesiti (4.14)-t. o

2013. januér 28. dopt dulmatl4
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4.6 Matroid muveletek

Ebben a fejezetben dttekintjiik azokat az egyszerlibb és Osszetettebb miiveleteket, melyek segitségével grafokbdl
vagy meglévo matroidokbdl ijabb matroidot gyarthatunk.

4.6.1 Elemi miveletek

Parhuzamos tobbszorozés

Az M matroid egy s fliggetlen elemének parhuzamos t6bbszor6zésén azt értjiik, hogy az s elemet helyettesit-
jiikk az S-t6l diszjunkt S’ := {s1,...,sr} halmazzal, és a 1étrejové S — s U.S" alaphalmazon egy X részhalmazt
akkor deklardlunk fiiggetlennek, ha X C S—s és X fiiggetlen M-ben, vagy ha |[XNS'| = 1 és X — S5’ +s fiiggetlen
M-ben. Koénnyen lathatd, hogy igy matroidot kapunk, amelyben barmely két 1j elem kételemii kort alkot. Graf
kormatroidjaban ez a konstrukcié annak felel meg, hogy egy élt k parhuzamos éllel helyettesitiink. Hasznos
a parhuzamos t6bbszorozés egy mdsik szemléltetése. Tegytk fel, hogy (S,T; E) paros graf S ponthalmazin
adott egy hurokmentes M matroid. Ekkor M-t ,, ratehetjik” a graf élhalmazéra, egy F' C E részhalmazt akkor

tekintve fiiggetlenek, ha az F-beli élek végpontjai S-ben kiilonbozbek és fiiggetlenek. Az igy kapott M’ ma-
troid izomorf azzal, amit M-bél kapunk, ha minden s € S elemét fokszamnyiszor (da(s)-szer) parhuzamosan
megtdbbszordzziik. Egy F C E élhalmaz M’-beli rangja nem més, mint az F' S-beli végponthalmazanak M
szerinti rangja.

Soros tobbszorozés

Az M matroid egy s elemének soros tObbszorozésén azt értjik, hogy az s elemet helyettesitjiik az S-t6l
diszjunkt S’ := {si,...,sr} halmazzal, és a létrejové S — s U S’ alaphalmazon egy X részhalmazt akkor
deklardlunk kérnek, ha vagy X C S — S’ és X kor M-ben, vagypedig, ha S’ C X és X — S’ + s kér M-ben.
Konnyen ldthatd, hogy igy egy (koreivel definidlt) matroidot kapunk. Graf kérmatroidjiaban ez a konstrukcié
annak felel meg, hogy egy élt k élbdl all6 uttal helyettesitiink.

Direkt Osszeg

Tegylik fel, hogy adott k matroid, M; = (S;, F;) dgy, hogy az S; alaphalmazok diszjunktak. Legyen S := U;S;
s F:={ICS:INS; € Fii=1,...,t}, vagyis I fliggetlen, ha minden i-re az S;-be es§ része fliggetlen az
i-edik matroidban. Az axiémdk ezittal is konnyen ellenérizhetéek. A keletkezé matroidot az M; matroidok
direkt Osszegének vagy diszjunkt unidjinak nevezziik. Rang-fiiggvénye r(X) = Y ri(X N S;). A direkt
Osszeg egy kore valamelyik M; Gsszeadandé egy kore, és M; egy kore M-nek is kére. (Tehdt M minden kore
valamelyik S; halmazban fekszik.) Konny( ellenérizni, hogy minden matroid blokkjainak direkt osszegeként
all elé.

Gyakorlat 4.36 Igazoljuk, hogy egy X halmazra akkor és csak akkor r(X) =t(X), ha M az M|X és M — X
matroidok direkt osszege.

Csonkolas

Legyen M = (S,F) matroid és g > 0 egész szdm. Az M matroid egy csonkoltjin (truncation) vagy g-
csonkoltjan azt az M, matroidot értjiik, amelyben egy X halmaz akkor fiiggetlen, ha F-hez tartozik és
elemszdma legfeljebb g. Ez nyilvdn matroid lesz, melynek rangfiiggvénye r4(X) = min{r(X), g}.

Nyujtas

Legyen M = (S,F) matroid és f > 0 egész szdm. Az M matroid egy nyujtdasin (elongation) vagy f-
nyujtdsén azt az MY matroidot értjiik, amelyben egy X halmaz akkor fiiggetlen, ha M egy fiiggetlenjébdl
keletkezik legfeljebb f elem hozzavételével. Ez matroid lesz, melynek rangfiiggvénye v/ (X) = min{r(X) +

f X1}

Adjungalas

Legyen M = (S, F) matroid, Z C S, és z egy Uj elem. A z elem Z szerinti adjungaltjiban az S + z halmaz
egy X részhalmaza akkor legyen fiiggetlen, ha X € F vagy ha z € X és Z-nek van olyan 2z’ ¢ X eleme, amelyre
X —2+2 € F. Ha Z az egyetlen 2’ pontbdl 4ll, akkor a Z szerinti adjungdlt nem més, mint a 2z’ parhuzamos
dupléazasa.
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Feladat 4.37 Igazoljuk, hogy az adjungdlt valéban matroid, melynek v’ rangfiigguényére X C S esetén r’(X) =
r(X), mig z € X esetén v'(X) = min{r(XUZ —z),r(X —2)+1)}.

Affin matroidban az adjungilds annak felel meg, hogy a Z részhalmaz altal feszitett affin altérbdl a ma-
troidhoz vesziink egy ,, dltaldnos helyzetben” 1évé 4j z pontot. Ez azt jelenti, hogy z pontosan akkor van benne
valamely X halmaz lezartjaban, ha X minden eleme benne van Z lezartjaban. Példaul a sikban, ha Z két
pontbdl all, akkor az adjungdlt elem a két pontot 6sszekotd egyenesen van gy, hogy kiilénbozik minden S-beli
ponttdl és nincs rajta semelyik méas egyenesen, amelyet S két pontja hatdroz meg.

4.6.2 Dudlis matroid

Grafokndl taldlkoztunk azzal a jelenséggel, hogy a graf kormatroidja és vagas-matroidja kozott igen szoros
kapcsolat mutatkozik. Nevezetesen a kérmatroidban a feszitd fak a bazisok, mig a vagas-matroid bazisai éppen
a feszit§ fak komplementerei. Valdjaban minden matroidhoz elkészithet6 a dudlis matroidja.

Legyen M = (S, B) matroid a bézisaival adva. Az M dudlisdn azt az M™* = (S, B") matroidot értjiik, ahol
B* :={X :S5—X € B}. Tehat M* bézisai éppen az M bézisainak komplementerei. A definiciébdl vildgos, hogy
a matroid dudlis matroidjdnak duélisa onmaga. Természetesen be kell ldtnunk, hogy M™ tényleg matroidot
alkot.

TETEL 4.6.1 B* kielégiti a bdzis axiomdkat. A dudlis matroid r™ rangfiggvénye:
(X)) =|X|+7(S—X)—r(9). (4.15)

Biz. Az els6 bézis-axiéma trividlisan teljestl. (B2) igazoldsdhoz legyen By = S — B1 és B; = S — By a B*
két tagja, azaz, Bi és Bz az M bézisai. Barmely x € BT — B; elemre meg kell mutatnunk, hogy 1étezik egy
y € B3 — By elem, amelyekre B —z +y € B*. Ez azzal ekvivalens, hogy az x € Bs — B; elemhez létezik olyan
y € B1 — B> elem, amelyre By + x — y bédzisa M-nek, ami éppen a 4.4.1 allités.

(4.15) igazoldsdhoz figyeljilk meg, hogy egy X halmaz rangja azt méri, maximum mennyire tud egy bézis
X-be belemetszeni. Marmost |B" X| maximumat, ahol B* dudlis bazis, 1igy hatdrozhatjuk meg, hogy vesziink
M-nek egy olyan B bdazisit, amelyre |B N X| minimdlis, azaz amelyre |B — X| maximédlis. Ez a maximum
nyilvan 7(S — X). [gy a minimalis |B N X| értéke r(S) — r(S — X), amibél a keresett |B" X| maximuma, azaz
r"(X)=|X|-r(S)+r(S—X). e

A definiciébdl rogton latszik, hogy egy X C S halmaz akkor és csak akkor fiiggetlenje M-nek, ha a kom-
plementere generatora a dudlisnak.
Megjegyezziik, hogy most mar vildgos, miért is ,, kellett” az 4.22 feladat szerint az 6vatos algoritmusnak

maximalis silyd bézis meghatdrozdsara helyesen miikédnie. Ugyanis ez az algoritmus pontosan azt teszi, amit
a mohd algoritmus tesz a dudlis matroid minimaélis silyd béazisdnak megkeresésekor. Marpedig a maximalis
stlyu eredeti bazisok és a minimadlis silyd dudlis bézisok nyilvdan egymads komplementerei.

Gyakorlatok
4.38 Igazoljuk, hogy r*(X) +t(X) = | X|, ahol t a matroid ko-rangfiggvénye, mig r* a dudlis rangfiggvénye.

4.39 A matroid eqy B bdzisdhoz tartozé pdros grdf ugyanaz, mint a dudlis matroid B* := S — B bdzisdhoz
tartozd pdros grdf.

4.40 Igazoljuk, hogy egy matroid akkor és csak akkor 6sszefiiggd, ha a dudlisa is az.

4.41 Igazoljuk, hogy az elsd szakaszban leirt csonkoldsi és emelési miveletek eqgymds dudlisai abban az értelemben,
hogy egy matroid csonkoltjianak a dudlisa mem mdas, mint a dudlis matroid emeltje. Hasonloképp, az emelt
dudlisa ugyanaz, mint a dudlis csonkoltja.

4.42 Igazoljuk, hogy egy matroid kére a dudlis matroid vdgdsa, egy vdigdsa pedig a dudlis matroid kore.

Matrix-matroid dudalisa

TETEL 4.6.2 Ha egy M = (S, F) matroid valamely F test feletti mdtriz-matroid, akkor dudlisa is F feletti
mdtriz matroid.
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Biz. Legyen S = {s1,...,8n}. Legyen A olyan métrix, melynek elemei F-bdl valék, oszlopai megfelelnek az
S elemeinek, és az oszlopok egy részhalmaza pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha a megfelel§ részhalmaza
S-nek F-hez tartozik. Azt mondjuk, hogy az A matrix reprezentalja az M matroidot.

Vildgos, hogy ha az A sorat megszorozzuk egy nem-nulla elemmel, akkor az oszlopok linedris fiigg&sége ill.
fliggetlensége valtozatlan marad. Ugyanez érvényes, ha egy sort hozzdadunk egy mdsikhoz, vagy ha két sort
felcseréliink. Hasonléképp, ha az A egy sora linedrisan fiigg a tobbi sortdl, akkor a sor kihagyasdval keletkezé
matrix is reprezentélja M-t.

Legyen B := {si1,s2,...,S-} a matroid egy bédzisa. A fenti miiveletek egymds utdni alkalmazdséval (ma-
gyarul a Gauss elimindciéval) elérhetjiik, hogy az A mdtrix r sorbdl élljon és az elsd r oszlopa egységmatrixot
alkosson. Jeldlje C' az A métrix maradék r * (n — r)-es részét. Tekintsiik az A’ := (C7T, E,_,) métrixot, ahol
CT a C transzponéltja, E,_. pedig az (n — ) * (n — r)-es egységmatrix.

Az A" métrix rangja nyilvdn n —r. Azt allitjuk, hogy A’ métrix M’ métrix-matroidja éppen az M duélisa.
Legyen P egy r elemii részhalmaza S-nek. Feltehetjiik, hogy P = {si,..., Si+r—1}. Amennyiben P = B, Ugy
S — B-nek az E,_, egységmétrix felel meg A’-ben, vagyis ebben az esetben P bézisa M-nek és S — P bézisa
M'-nek.

Ha P # B, akkor legyen k a legkisebb index, amelyre s, ¢ B. Ugyanazt a P bet{it hasznédlhatjuk az
A maétrixban a P részhalmaznak megfelel6 r x r-es részmatrix jelolésére. Jeldlje P~ a P matrixnak azt a
részmatrixat, amely a P els6 k — i oszlopanak és utolsé k — i sordnak elhagyasaval keletkezik. Mivel P~ egy
egységmatrix kihagyasaval keletkezik P-bdl, ezért a P részhalmaz akkor és csak akkor bazisa M-nek, ha P~
nem-szingularis.

Tekintsiik most az S — P-nek megfeleld oszlopokat A’-ben és legyen T az A’-nek az elsd r — (k — i) oszlopa
és az els6 r — (k —1) sora altal meghatdrozott részmdtrixa. Mivel T az S — P-nek megfelel négyzetes métrixbdl
egy egységmatrix kihagyasival keletkezik, S — P akkor és csak akkor fiiggetlen M’-ben, ha T matrix nem-
szingulédris. De a konstrukcié miatt a 1" métrix éppen P~ transzpondltja, igy megkaptuk, hogy P akkor és
csak akkor bdzis M-ben, ha S — P bézis M’-ben. e

A valés szamok teste felett reprezentalhaté dudlis matroid paroknak szemléletes geometriai tartalmuk van:
egymasra ortogondlis kiegészité altereknek felelnek meg. Legyen A; egy r * n-es valds métrix, melynek sorai
linedrisan fiiggetlenek és legyen M az oszlophalmazon értelmezett métrix-matroid. Létezik egy (n — ) * n
méretli A2 matrix, amelynek sorai linedrisan fiiggetlenek és minden sora ortogondlis az A; minden sorira.
Vagyis az A1 és Ax métrixok sor-terei egymads ortogondlis kiegészit6 alterei. Jelolje My az oszlopok halmazén
az A, altal definidlt matrix-matroidot.

Azt &llitjuk, hogy M és M2 egymdsnak dudlisai. A dolog szimmetridja miatt ehhez elég azt belatni, hogy
ha B; az M, bazisa, akkor By := S — B fiiggetlen Ma-ben. Tegyiik fel indirekt, hogy nem az. Ekkor létezik
egy = # 0 vektor, amelyben a Bi-nek megfelel6 komponensek nulldk és amelyre Asx = 0. Ez azt jelenti, hogy
x ortogondlis az Ap minden sordra és igy benne van van az A; sor-terében, vagyis létezik y (r-dimenzids)
vektor, amelyre x = yA;. Mivel x # 0, igy y # 0. De ez azt jelenti, hogy az y ortogondlis a Bi-nek megfelel
Aj-beli oszlopokra, vagyis ezen oszlopok nem linedrisan fiiggetlenek, ellentmondasban a feltevéssel, hogy B:
bézisa Mi-nek.

Grafikus matroid dudlisa, sikgraf sikdualisa

Létjuk tehat, hogy reprezentalhaté matroid duélisa is reprezentalhaté. Felvetodik a kérdés, hogy egy grafikus
matroid dudlisa mikor grafikus. Erdekes médon ez grafok sikbarajzolhatésagaval van kapcsolatban. Legyen G
Osszefliggd sikbarajzolhaté graf és tekintsiink egy konkrét sikbarajzoldsat. Ehhez elkészitheté a G sik-dudlis
graf oly mdédon, hogy minden tartomanyba elhelyezziik a G*-nak egy csicsat és kettét a parhuzamos éllel
Osszekotlink, ha a megfelel6 tartomdnyoknak o« k6z0s éle van G-ben. A konstrukciébdl adédik, hogy G* sikba-
rajzolt graf, amelynek annyi csicsa van, mint ahdny tartoméanya a sikbarajzolt G-nek, és az élei egy-egy értelmii
megfeleltetésben vannak a G éleivel. Hangstlyozzuk, hogy a sik-duédlis a graf egy konkrét sikbarajzolasdhoz
rendel egy sikbarajzolt gréafot, és el6fordulhat, hogy G két kiilonboz6 sikbarajzoldsahoz tartozé sik-dudlis
grafok nem izomorfak egymadssal. (Tétel: 3-Gsszefiiggd grafokndl ez mar nem fordulhat elé.)

Hurokélnek a dudlisban elvagé él felel meg és megforditva. Altalénosabban, nem nehéz bebizonyitani, hogy
a sikgraf egy korének a sik-dudlis graf egy elemi véagasa felel meg, mig egy elemi vagdsianak a sik-duélis
graf egy kore. (A dolog azon a megfigyelésen mulik, hogy egy sikbarajzolt graf kore a sikot belsé és kiils§
részre osztja.) Ebbdl rogton kovetkezik, hogy ha F a G = (V, E) sikgraf feszit6 fdja, akkor az F — F-nek
megfelel élhalmaz a dualis grafnak feszito faja. Ebbol adédik, hogy sikbarajzolt graf és sik-dudlis grafjanak kor-
matroidjai egymadsnak (matroid-) dudlisai. Tovabbd, hogy a G kiilénbozé sikbarajzoldsaihoz tartozé sikduédlis
grafok bar nem biztosan izomorfak, de kérmatroidjuk ugyanaz (nevezetesen G kérmatroidjanak duélisa).

Megéllapitottuk tehat, hogy sikgraf kormatroidjanak dudlisa mindig grafikus. Ezen kijelentés megforditasa
is érvényes, vagyishogy nem sikbarajzolhaté graf kérmatroidjanak dudlisa nem grafikus. (A bizonyitds vézlata
a kovetkez6. El6szor kimutatja az ember, hogy ha egy graf kormatroidjanak dudlisa grafikus, akkor ugyanez
érvényes egy él elhagyédsaval vagy Osszehtzdsaval keletkez6 grafra. A Kuratowski tétel szerint, ha egy graf
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nem sikbeli, akkor élek egymads utani elhagyédsaval illetve Osszehuzasaval megkaphatjuk a két Kuratowski graf
egyikét. Elég tehdt kimutatni, hogy a K5 és a K33 kormatroidjainak dudlisa nem grafikus. Nézziik példaul
a K5 otpontt teljes grafot. A kérmatroid M* dudlisdnak rangja 6(= 10 — 4). Ha M™ grafikus, azaz egy G’
(6sszefiiggd) graf kormatroidja, akkor G'-nek 7 pontja van. Mivel K5-ben minden kér legaldbb harom elemfi,
az M’ matroidban minden végas legaldbb hirom elemii, és {gy G’ minden pontjanak a foka legalabb 3. De
akkor G'-nek legaldbb [7 % 3/2] = 11 éle kell hogy legyen, holott csak 10 éle van. Hasonlé meggondoldssal
lathatd, hogy K3 3 kérmatroidjanak M’ dudlisa sem grafikus. Valéban, ha M’ valamely 6sszefiiggd G’ graf
kormatroidja lenne, akkor G’'-nek 5 pontja van (merthogy M’ rangja 9-5=4). Mivel K3 3-ban mindegyik kor
legalabb 4 elemfi, az M’-ben mindegyik vdgds legaldbb 4 elemi, és ezért G’-ben mindegyik pont foka legaldbb
4. G’'-ben tehat legaldbb 5 x 4/2 = 10 élnek kell lennie, de csak 9 van.)

Mivel egy feszité fa élszdma eggyel kisebb, mint a pontszama, azt kapjuk, hogy F' eggyel kevesebb élbdl
all, mint a G csicsainak szdma, és E — F eggyel kevesebb élbél all, mint G* csicsainak szdma, ami épp a G
tartoményainak szdma. E ketté Osszeaddsdval nyerjiik az Euler formulat, amely szerint egy sikbarajzolt graf
csucsainak és tartomanyainak egyiittes szama kettével nagyobb, mint a graf éleinek a szdma.

4.6.3 Minorok: elhagyas és 0sszehtizas

Az S alaphalmazon adott az M matroid, melynek rang-fliggvénye r. Rogtén a bevezetében mér megis-
merkedtiink az elhagyds vagy részmatroid fogalmédval. Most ennek egyfajta értelemben duélis miiveletét,
az Osszehtizést vezetjiik be. Legyen Z az S valédi, nemiires részhalmaza és S’ := S — Z. Definidljuk az
P28 Z. halmaz-fliggvényt a kovetkezéképpen.

r(X) =r(XUZ)-r(2). (4.16)
Gyakorlat 4.43 Igazoljuk, hogy v’ teljesiti a rang aziémdkat.

A gyakorlat alapjan az 7’ egy M’ matroidot hatdroz meg az S’ halmazon. Azt mondjuk, hogy az M’
matroid az M-bél a Z halmaz 6sszehtizdsdval keletkezik, vagy azt, hogy M’ az M 6sszehtizottja (S — Z)-re.
Jelolésben M' = M/Z vagy M' = M - (S — Z).

TETEL 4.6.3 A kivetkez6k ekvivalensek.

(1) F C S figgetlen M'-ben,
(2) Z-nek mindegyik I mazimalis, M-ben figgetlen részhalmazdra I U F figgetlen M -ben.
(3) Létezik Z-nek egy I maximdlis M-ben fiiggetlen részhalmaza, amelyre I U F figgetlen M -ben.

Biz. (1) — (2). Legyen I a Z-nek egy maximadlis M-ben fliggetlen részhalmaza. Ez kiegészitheté az F'U Z-nek
egy F'UI maximdlis M-ben fliggetlen részhalmazdva. (1) szerint F fliggetlen M'-ben, igy r(FUZ)—r(Z) = |F|,
amib8l |[FUI| > |F'UI| =r(FUZ) = |F|+r(Z) = |F|+|1|. Itt sziikségképpen egyenl8ség van, ezért F' = F
és (2) kovetkezik.

A (2) — (3) irdny semmitmondé. Tegyiik fel most (3)-t. Most r(F U I) = |F U | és r(Z) = |I|, {gy
r"(F)=r(FUZ)—r(Z)>r(FUI)—7(Z)=|FUI|-|I| = |F| > r'(F). Végig egyenlségnek kell teljesiilnie
és ezért F fiiggetlen M'-ben, vagyis (1) fenndll. e

Gyakorlat 4.44 Igazoljuk, hogy a fenti konstrukcid eqy G = (V, E) grdf kormatroidjdban annak felel meg,
hogy az élek eqy F' részhalmazdnak elemeit dsszehizzuk.

Konnyen igazolhatd, hogy egy M métrix-matroidban valamely a (nem-hurok, azaz nem-nulla) elem Gssze-
huzéasa azt jelenti, hogy a tobbi vektort az a-ra merdleges hipersikra vetitjiik. Konkrétan ez azt jelenti, hogy
ha a matroid elemei az A matrix oszlopvektorai, akkor (sorokra vonatkozé) Gauss elimindciéval és sorcserével
elérhetd, hogy az a oszlopdban az els6 elem 1-es a tobbi 0. Ezzel persze az oszlopok linedris fliggésége vagy
fiiggetlensége nem valtozik. A meréleges vetités most azt jelenti, hogy elhagyjuk az elsé sort, valamint az a
oszlopat. A kapott métrix matroidja éppen az M’.

A definiciébdl rogton 1atszik, hogy ha Zi1, Zs két diszjunkt részhalmaza S-nek, akkor ugyanahhoz az M’
matroidhoz jutunk, ha el6szor 6sszehizzuk Z:-t majd toroljik Zo-t, mint ha eldszor tordljik Zs-t és azutan
hiizzuk 6ssze Zi1-t. Azt mondjuk, hogy M’ az M matroid minorja.

Feladatok
4.45 Igazoljuk, hogy t(X) az S — X halmaz ésszehizdsdval keletkezd matroid rangja.

4.46 Igazoljuk, hogy egy X C S — Z halmaz M' = M/Z-beli t'(X) ko-rangja t(X).
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4.47 Legyen Z1 C Z C S és Zy 1= Z — Zy. Igazoljuk, hogy M/Z = (M/Z\)]/Zs = (M/Z3)/Z, és (M —
Z1)]Zy = (M/Z2) — Z1.

4.48 Igazoljuk, hogy (M/Z)* = M* — Z és (M — Z)" = M*/Z.

A feladat értelmében elhagyds és Osszehizds dudlis fogalmak. Specidlis eset, amikor egy G sik-graf és
G* dudlisdnak kormatroidjait tekintjik, amelyek (mint tudjuk) egymads dudlisai. Egyszer( grafelméleti meg-
fontolasbdl adédik, hogy egy G-beli e (nem-elvdgd) él elhagydsdval keletkezd graf dudlisa ugyanaz, mint a
G*-bdl az e-nek megfelels e él Gsszehtizdsdval keletkezé graf.

A 4.6 szakaszban &ttekintettilk a matroidokra vontakozé alapmiiveleteket. Most tovébbi olyan érdekes
konstrukciékat mutatunk be, melyek segitségével meglévé matroidokbdl tjakat gyarthatunk.

4.6.4 Maximalis silyu bazisok matroidja

Egy matroidbdl az elemek tetszéleges c silyozédsa segitségével egy 1ij matroidot nyerhetiink.
TETEL 4.6.4 Barmely ¢ : S — R sulyozdsra a maximadlis sulyu bdzisok kielégitik a bdzis aziomdkat.

Biz. Legyen B; és Bs két maximdlis sulyd bazis és legyen x € By — Ba. Az 4.4.2 tétel alapjan létezik olyan
y € B2 — By elem, amelyre mind Bi := B; — x + y, mind B = B2 — y + = bézis. Ekkor sziikségképpen
c(z) = c(y), gy B] és Bj maximalis stilyd béazisok. e

A 4.6.4 tételben definidlt matroidot jeloljik Mc-vel.

Gyakorlat 4.49 Legyen Z C S. Igazoljuk, hogy a c = X, stlyozdsra M.|Z = M|Z, mig a ¢ = —X,
stlyozdsra Mc.|Z = M/(S — Z).

Tetszbleges c-re az M. matroidot konkrétan eléallithatjuk, mint az M bizonyos minorjainak direkt Gsszege.
Tegyiik fel, hogy a c kiilonbozd értékei 1 > c2 > ... > ¢ (¢t > 1). Legyen Z; := {s € S : ¢(s) > ¢;i). Legyen
P, =27y és Py := Z; — Z;—1. Legyen My := M|P1, mig ¢ = 2,...,t esetén M; legyen az a matroid a P;
alaphalmazon, amely M-bol keletkezik a Z;—1 halmaz Gsszehizésaval és az S — Z; elhagyéasaval.

TETEL 4.6.5 A mazimdlis stlyd bazisok M. matroidja az M; matroidok direkt dsszege. Az M. rang-fiiggvénye:

re(X) =Y [P(X N P)U Zio1) = 7(Zia))- (4.17)

i=1

Biz. Legyen B maximalis silyu bazis. Alh’tjuk, hogy M-ben BN Z; fesziti Z;-t minden i = 1, ..., t-re. Legyen
indirekt ¢ a legkisebb index, amelyre ez nem teljesiil. Ekkor van olyan x € Z; — B, amelyre BN Z; + x fiiggetlen
M-ben. A kicserélési axiéma miatt létezik olyan y € B, amelyre B — y+ x bazis. Most y & Z;, igy c(x) > c(y),
ellentmondésban azzal, hogy B maximalis silyu béazis. Tehat B N Z; valéban fesziti Z;-t, és emiatt B N P;
béazisa az M; matroidnak, vagyis B bazisa a direkt Osszegnek.

Megforditva, ha B bézisa a direkt dsszegnek, akkor lathatd, hogy B bazisa M-nek, és rdadasul olyan bézisa,
amit a mohé algoritmus valaszthatott, ezért maximalis sulyd. A rangformula kozvetleniil adédik a minor és a
direkt Osszeg rang-fliggvényére megismert alakbdl. e

Feladat 4.50 Igazoljuk, hogy a 4.6.4 tételben szerepld M. matroid bdzis-poliédere az M bdzis-poliéderének egy
oldala, és megforditva, minden ilyen oldal alkalmas c-re elédll, mint az M. matroid bdzis-poliédere.

Feladat 4.51 Legyen c egészértékii nemnegativ silyozds az M matroid S alaphalmazin. Minden X C S
részhalmazra jelolje be(X) az X -be esd fuggetlen halmazok maximadlis silydt. Igazoljuk, hogy a be szubmoduldris.
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4.7 Matroidok halmazrendszerekbdl és grafokbol

Az alédbbi konstrukciékban szereplé matroidok mind gy allnak el6, hogy megadunk egy bizonyos halmazrend-
szert, és egy részhalmazt akkor deklardlunk fiiggetlennek, ha a rendszer minden tagjabdl legfeljebb egy elére
adott szamu elemet tartalmaz.

4.7.1 Particiés matroid és rokonai

Teljes és iires matroid

Akkor beszéliink teljes vagy szabad matroidrél, ha minden részhalmaz fiiggetlen, mig az iires vagy trividlis
matroidban az iires halmaz az egyetlen fiiggetlen halmaz.

Uniform matroid

Legyen az S halmaz n elemi és k egy egész szdm, amelyre 0 < k < n. Alljon F az S Osszes legfeljebb k
elemii részhalmazabdl. Konnyen ellendrizhet6en mindhdrom axiéma fenndll. A kapott matroidot uniform
matroidnak hivjdk és U, p-val jelolik. Egy X halmaz rangja r(X) = min{|X|, k}. A teljes és az tlires matroid
nyilvan speciélis uniform matroidok.

Particiés matroid

Legyen {S1,...,S:t} az S alaphalmaz particidja, és legyenek gu,...,g: nemnegativ egészek. Egy I halmazt
deklaraljunk fiiggetlennek, ha |I N S;| < ¢g; minden i-re. Az axiémékat ismét konnyti ellendrizni: a kapott
matroid neve particiés matroid. A t = 1 esetben visszajutunk az uniform matroidhoz, masrészt egy particiés
matroid uniform matroidok direkt dsszege. A particiés matroid rang-fiiggvénye r(X) := 3 [min{g;, | X N.S;[}].

Gyakorlat 4.52 Igazoljuk, hogy eqy Z C S halmaz akkor és csak akkor zdrt, ha minden i = 1,... t-re vagy
Si C Z vagy |Z N S| < gi-

Gyakorlat 4.53 FEgy irdnyitott grdaf éleinek eqy részhalmazdt deklardljuk figgetlennek, ha minden pontba
legfeljebb egy belépd €lt tartalmaz. Igazoljuk, hogy ez matroidot hatdroz meg.

A tovabbiakban a particiés matroid kiilonféle dltaldanositisait tekintjik at.

Laminaris matroid

A particiés matroid fogalma dltaldnosithaté. Egy {Si,. .., S:} halmaz-csalddrdl akkor mondjuk, hogy lamindris,
ha barmely két tagja vagy diszjunkt vagy az egyik tartalmazza a masikat.

Feladat 4.54 Igazoljuk, hogy az
Z:={I:]INSi|<gi,i=1,...,t} (4.18)
halmazrendszer kielégiti a fiiggetlenségi axiomdkat.
Az igy definidlt matroidot lamindris matroidnak nevezziik.

Gyakorlat 4.55 Hatdrozzuk meg a lamindris matroid rang-fliggvényét.

Altaldnositott particiés matroid

A particiés matroidok egy mds irdnyd dltaldnositdsa a kovetkezd. Legyen {Si,...,S:} az S alaphalmaz
particiéja. Adottak a gi,...,g: valamint az fi,..., ft nemnegativ egészek (0 < f; < g; < |Si|) és még egy k
egész.

Feladat 4.56 Igazoljuk, hogy az B := {X : |X| =k, fi < |S: N X]|
rendszer, amennyiben nemures, kielégiti a bdzis ariomdkat.

IN

gi minden i = 1,...,t-re} halmaz-

A kapott matroid neve dltaldnositott particiés matroid. Az f; := 0 és k := > min{g;,|Si|} specidlis
esetben visszajutunk a particiés matroid fogalmahoz.
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Feladat 4.57 Akkor és csak akkor létezik olyan k elemd B halmaz, amelyre
(i) |SsNB| <g; (i=1,...,1), hazigi >k,
(i) |SsNB| > fi (1=1,...,1), ha szl <k,
(ti3) fi <|SiNB| <gi (i=1,...,t), ha kilon-kilon létezik (i)-t kielégitd és (ii)-t kielégité halmaz, azaz ha

szl Skgzz'gi‘

TETEL 4.7.1 Egy F halmaz akkor és csak akkor fiiggetlen az dltaldnositott particiés matroidban, ha

|F'N Si| < g; minden i -re (4.19)

> max{fi, |F 0 Si[} < k. (4.20)

Biz. Ha F fiiggetlen, akkor létezik egy B bdzis, amely magdban foglalja. Ekkor |F' N S;| < |BNS;| < g; és
o ymax{fi, [FNSi|} <> max{fi,|BNSi|} = >, [BNSi| = |B| = k, vagyis a feltételek valéban sziikségesek.

Tegyiik most fel, hogy egy F halmaz teljesiti a feltételeket. Be kell latnunk, hogy benne van bézisban.
Ezt elég olyan F' halmazokra igazolni, melyek maximalisak abban az értelemben, hogy méar nem bovithetdk a
feltételek megsértése nélkiil. Azt latjuk be, hogy egy ilyen F' halmaz bézis.

A (4.19) feltevés miatt |[F'N.S;| < g; teljesiil. Beldtjuk, hogy |F'N.S;| > f; is fenndll minden i-re. Valéban, ha
valamely j indexre ez nem teljesiilne, akkor S; — F egy elemét F-hez véve a keletkezd F'-re max{f;,|F'NS;|} =
max{f;,|FNS;|}, vagyis F' is teljesitené (4.20)-t (és persze (4.19)-t is), ellentétben F' maximalis véalasztdsaval.

Azt kell még igazolnunk, hogy |F| = k. Miutdn most |F'N.S;| > f; minden i-re, {gy max{fi,|F' N S;|} =
|[F'NSil, és ezért |F| =3 |[FNSi| =3 max{fi,|FNSi|} <k. Ha itt, indirekt, szigori egyenlStlenség éllna,
akkor Zl gi > k miatt az egyik S; halmazra |F'N S;| < g; teljesiilne, és {gy létezne egy s € S; — F elem,
és ezzel F-t ki lehetne béviteni a (4.19) és (4.20) feltételek megsértése nélkiil, ellentmondédsban F' maximélis
valasztasdval. e

4.7.2 Nagykori matroidok

Nevezziink egy r rangi matroidot nagykoriinek, ha minden kore legaldbb r elemi (azaz r vagy r + 1 elemd,
vagy még mésként minden legfeljebb r—1 elemii halmaz fliggetlen). Ilyen példdul az uniform matroid, amelyben
minden r elemii halmaz bézis. A legfeljebb 1 rangi matroidok nyilvdn nagykortiek, és a hurokmentes 2 rangi
matroidok is azok. A 3 rangu matroidok koziil pontosan az egyszeriiek (azaz a hurok és parhuzamos elemeket
nem tartalmazék) a nagykortiek. Az aldbbiakban megadjuk az Gsszes nagykorti matroid lefrdsét, amely tehét
specidlis esetként tartalmazza az Gsszes egyszert 3 rangi matroid lefrasét.

TETEL 4.7.2 Legyen r > 2 egész és S egy legaldbb r elemd halmaz. Legyen H := {H1,...,H¢} az S valddi
részhalmazainak egy olyan (esetleg iires) rendszere, amelyben mindegyik H; halmaz legaldbb r elemd, és barmely
két H;, H; halmaz metszete legfeljebb r — 2 elemd. Alljon By azon r elemid részhalmazokbdl, melyeket H
egyik tagja sem tartalmaz részhalmazként. Ekkor By kielégiti a bdzis aziomdkat és az My = (S, By ) matroid
nagykori. Minden nagykord matroid elddll ilyen alakban.

Biz. (x—) Legyen Bi, B € By és x € By — B2. A H-nak legfeljebb csak egy olyan tagja létezhet, amelynek
részhalmaza a Bi — x halmaz, mert két ilyen tagnak a metszete legaldbb |Bi| —1 = r — 1 elemii lenne,
ellentétben a feltevéssel. Ha egyaltalan nincs ilyen halmaz, akkor barmely y € B2 — By elemre B; — x + y
bézis. Ha viszont mondjuk H; ilyen, akkor van olyan y € Bs — By elem, amely nincs Hi-ben, mert kiilénben
H, tartalmaznd a teljes Ba-t, ellentétben azzal, hogy B2 bézis. Ebben az esetben is B1 — x 4 y bézis, és igy
By kielégiti a (B2) bézis-axiémét.

Lassuk be, hogy tetsz6leges r — 1 elemi I halmaz kib6vitheté egy elemmel (S, By) egy tagjdva. Miutdn H
barmely két tagjanak legfeljebb r — 2 k6z0s eleme van, I-t az H-nak legfeljebb csak egy tagja tartalmazhatja.
Mivel S nincs H-ban, van olyan € S — I elem, amelyre I + x nem része H egyik tagjanak sem. Vagyis
I + x € By. Ebbdl tehdt egyrészt kovetkezik, hogy béarmely legfeljebb r — 1 elemii halmaz kiegészithet6
bézissd, és fenndll a (B1) bazis-axiéma is, masrészt a By bézisokkal definidlt matroid valéban nagykort.

A maésodik részhez legyen M tetsz6leges nagykori matroid, melynek rang-fliggvénye r. Alljon ‘H a matroid
legaldbb r elemi hipersikjaibdl (hipersik: 7(S) — 1 rangd zart halmaz, azaz nem-bévitheté r(S) — 1 rangd
halmaz). Allitjuk, hogy két kiilsnbéz6 A, B hipersiknak legfeljebb csak 7(S) — 2 kézos eleme lehet. Valéban,
r(AU B) = r(S5), és ha |AN B| > r(S) — 1 éllna fenn, akkor a matroid nagykoriisége miatt A N B minden
r(S)—1 elemii részhalmaza figgetlen, és igy r(ANB) > r(S) —1. Ezért (r(S)—1)+(r(S)—1) =r(A)+r(B) >
r(ANB)+r(AUB) >r(S) — 14 r(S), ami lehetetlen.
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A tétel elsd fele alapjan tudjuk, hogy Mz matroid, és hogy rangja r(S). Azt éllitjuk, hogy M = M.
Miutdn mindkét matroid nagykord, elég csak az r(S) eleml X részhalmazokat tekinteni. Ha X béazis M-ben,
akkor r(X) = r(S), és igy nem lehet semelyik hipersiknak része, vagyis ekkor X bézis My-ban is. Forditva,
legyen X egy r(5) elem fiiggé halmaz M-ben. Ekkor a nagykor{iség miatt r(X) = r(S) — 1, {gy az X halmaz

o(X) lezdrtja hipersik, amelynek legaldbb | X| = r(S) eleme van. o(X) tehdt benne van H-ban és ezért X nem
bézis My-ban sem. o

Gyakorlat 4.58 Igazoljuk, hogy a 4.7.2 tételben megadott matroidban egy I halmaz pontosan akkor fiiggetlen,
ha

I <r|IAH|<r—1, (i=1,...,t). (4.21)

A nagykodrii matroidok egyszerli szerkezetiinek tlinnek, hiszen valamennyi legfeljebb r — 1 elemii halmaz
fiiggetlen. Ugyanakkor mar az ilyen matroidokbdl is ,, nagyon sok” van.
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Az aldbbiakban olyan konstrukcidk szerepelnek, amelyek (di)grafok parositdsaival és trendszereivel kapc-
solatos matroidokat eredményeznek.

4.7.3 Transzverzalis matroidok és deltoidok

Elészor vizsgdljuk meg, hogy péaros grafok ponthalmazén milyen matroidokat készithetiink. Legyen G =
(S,T; E) péros graf. Egy I C S részhalmazt parosithaténak mondunk, ha létezik G-ben egy olyan pérosités,
amely fedi az I elemeit. (A G éleinek egy X részhalmazdt parositdsnak nevezik, ha minden pontot legfeljebb
egy X-beli él fed. Ha pontosan egy, teljes parositasrdl beszélink.)

TETEL 4.7.3 Egy G = (S,T; E) pdros grafban az S pdrosithaté részhalmazai matroidot alkotnak.

Biz. (Vazlat) Az els6 két axiéma trividlisan teljesiil. (I3) pedig kovetkezik a kozismert alternalé utas médszerbél,
amely egy paros graf barmely nem teljes P parositdsdhoz megkonstrual egy olyan nagyobb P’ parositdst, ame-
lyre az S-ben fedett pontok halmaza b&vebb, mint a P altal fedetteké. e

A 4.7.3 tételben szerepl6 matroidot transzverzalis matroidnak nevezik. A név eredete a kovetkezé.
Legyen 7 := {A1, Az, ..., A} az S alaphalmaz részhalmazainak tetszdleges csalddja. Azt mondjuk, hogy az
I C S halmaz résztranszverzdlis, ha I minden = eleméhez hozza lehet rendelni egy x-et tartalmazé A;
halmazt gy, hogy minden halmazt legfeljebb egy elemhez rendeljiik.

Rendeljink a szébanforgd részhalmazrendszerhez egy Gr := (S,T; E) péros gréfot, ahol |T'| = ¢, a T
elemei az A; halmazoknak felelnek meg, és egy A; halmaznak megfeleltetett ¢; pont akkor szomszédos az
s € S ponttal, ha s € A;. A definiciébdl rogton latszik, hogy 7 résztranszverzdlisai és az S pérosithaté
részhalmazai ugyanazok. Ezért a résztranszverzalisok kielégitik a fiiggetlenségi axiomakat.

A transzverzalis matroid még egy ekvivalens médon bevezetheté. Legyen (S, 7) egy hipergréf. Hiperélek egy
F részhalmazit reprezentialhaténak mondunk, ha F-nek minden tagjabdl kivédlaszthaté annak egy pontja
ugy, hogy kiilonb6z6 hiperélbél kiilonbozé pontot vélasztunk. (Hall tétel alapjan ez pontosan akkor lehetséges,
ha F-bdl barhogyan kivéve j hiperélt, ezek egyesitése legaldbb j elemi).

Kovetkezmény 4.7.4 A T alaphalmazon a reprezentdlhatd részhipergrdfok egy matroid figgetlen halmazait
alkotjdk.

Gyakorlat 4.59 Igazoljuk a 4.7.4 kévetkezményt, majd mutassuk meg, hogy a kovetkezmény is implikdlja a
4.7.3 tételt.

Feladat 4.60 Igazoljuk, hogy a négyponti teljes grdf kérmatroidja nem transzverzdlis matroid.

A Kénig tételbdl, illetve a vele ekvivalens deficites alakbdl rogtén kiolvashaté a transzverzdlis matroid
rangfiiggvénye.

TETEL 4.7.5 A G = (S,T; E) pdros grdf dltal az S halmazon definidlt transzverzdlis matroid rangfiggvénye
a kovetkezd.
r(8") = min{|S’ — X| + |T'(X)|: X C S'}. (4.22)

Pérositasok segitségével egy G = (S, T'; E) paros graf teljes SUT ponthalmazén is definidlhatunk matroidot,
éspedig a bézisaival. Alljon B az S UT alaphalmaz azon |S| elemii részhalmazaibdl, amelyek az S halmaz és
valamely pérositds ponthalmazanak szimmetrikus differencidjaként dllnak elé.

Feladat 4.61 Igazoljuk, hogy az el6bbi definicio egy matroid bdzisait adja.

Az {gy nyert matroidot a G = (S,T; E) paros graf S bazisi deltoidjdnak nevezziik. Egy deltoid dudlisa
is deltoid, hiszen az S bazisu illetve a T béazisi deltoidok egymads duélisai. Az is nyilvdnvald, hogy az S-
n definidlt transzverzalis matroid a T béazisu deltoid részmatroidja. Mésrészt az S bézisu deltoid kénnyen
lathaté médon a {I'(s) + s : s € S} halmazrendszer &ltal definidlt transzverzélis matroid (ahol I'(s) az s pont
G-beli szomszédainak a halmaza).

Kovetkezmény 4.7.6 Egy matroid pontosan akkor transzverzdlis, ha egy deltoid részmatroidja.

Emlékeztetiink a paros grafok Mendelsohn-Dulmage tulajdonsagara:

Lemma 4.7.1 Ha a G = (S,T; F) pdros grdf pontjainak egqy X C S halmaza és eqy Y C T halmaza kilon-
kilon fedhetd egy-egy pdrositdssal, akkor létezik X UY -t fedd pdrositds is.
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Biz. Legyen Mx egy X-et fedd, mig My egy Y-t fed§ maximélis (azaz v(G)) elemszdmi pérositas olyan, hogy
|[Mx N My | maximélis. Ekkor Mx = My, mert kiilénben az Mx U My halmaz tartalmazna egy C' alternélé
kort és igy az Mx elemeit C-mentén kicserélve a kapott MY olyan X-t fedd v(G) elemszdmi parositds volna,
melyre |[M% N My| > |Mx N My|. Ezért az Mx = My pérositds fedi X UY-t. e

Feladat 4.62 Igazoljuk, hogy egy t rangu transzverzdlis matroid az S halmazon mindig megadhato egy olyan
(S,T; E) pdros grdf dltal definidlt transzverzdlis matroidként, amelyben |T| = t.

Kovetkezmény 4.7.7 A G = (S,T; E) pdros grdf dltal az S-n illetve a T-n definidlt transzverzdlis matroidok
direkt osszegében egy halmaz pontosan akkor fiiggetlen, ha fedheté G egy pdrositdasdval.

Ezek szerint egy paros graf pontjainak azon részhalmazai, melyek fedheték pérositassal egy matroidot
alkotnak. Valéjaban ez a konstrukcié minden gréafra atviheté.

4.7.4 Parositas matroid

Legyen G = (V, E) egyszeril irdnyitatlan graf. G pérositds matroidja a V ponthalmazon van definidlva ugy,
hogy csucsoknak egy U részhalmaza akkor tartozzék F-hez, ha létezik G-ben olyan parositas, amely U minden
pontjat fedi. A (V, F) parrél mindjart beldtjuk, hogy matroid, a G graf parositds matroidja.

TETEL 4.7.8 A fent definidlt (V,F) pdr matroidot alkot.

Biz. Az (I1) és (I12) axiéma a definiciébdl rogton adédik. Jeldlje v a graf legnagyobb pérositdsdnak elemszdmat.
Az (13"") axiémahoz el8szor figyeljiik meg, hogy ha M és M’ péarositdsok, melyekre |M'| < |M| = v, akkor a
két péarositds szimmetrikus differencidjanak egyik komponense sziikségképpen egy olyan P alternald 1t, amely
két M’ altal fedetlen pontot kot Gssze. fgy az M' © P pérositas éltal fedett csticsok halmaza b&vebb (két
elemmel), mint az M’ &ltal fedetteké. Ebbdl régton addédik, hogy a nem bévithetd fiiggetlenek elemszédma
ugyanaz: 2v.

Az (I3"") axiéma mdsodik feléhez igazolnunk kell, hogy egy 2v — 1 elem{i K és egy 2v elemfi N fiiggetlen
halmaz esetén K fiiggetlenné bévitheté N — K-bol. Léteznek M és My parositasok, melyek fedik K-t illetve
N-t. Az elemszamok miatt sziikségképpen mindkét parositds maximadlis, ezért Mi-nak van olyan uv eleme,
amelyre u € K,v ¢ K. Ekkor K + v fiiggetlen, igy ha v € N, akkor kész is vagyunk. Ha v ¢ N, akkor legyen
P az a maximaélis alternélé 1t, amelynek egyik végpontja v. Az My maximalitdsa miatt P maésik, y-nal jelolt
végpontja N — K-ban van. fgy a P © Mg szimmetrikus differencia egy olyan (maximadlis) parositds, amelynek
végponthalmaza K + y. e

Feladat 4.63 Igazoljuk, hogy egy G = (S, T'; E) pdros grdf pdrositds matroidja a G dltal az S-en illetve a T-n
definidlt transzverzdlis matroidok direkt 6sszege.

Figyeljiik meg, hogy a feladatban megfogalmazott allitds nem mas, mint a Mendelsohn-Dulmage tulajdonsag
(miszerint, ha az X C S és az Y C T halmazok kiilon-kiilon fedhet8k egy-egy pdrositdssal, akkor egyetlen
pérositassal is fedhet6k).

4.7.5 Gammoidok

A transzverzalis matroidok egy maésirdnyu &altalanositasat kaphatjuk irdnyitott grafok segitségével. Legyen
D = (V, A) irdnyitott graf és T C V a csticsok egy részhalmaza. X, Y C V esetén azt mondjuk, hogy X
elvezethetd az Y-hoz, ha |X| = [Y| és létezik |X| darab (esetleg egyponti) diszjunkt irdnyitott ut X-bol
Y-ba.

TETEL 4.7.9 AV azon részhalmazai, amelyekhez a T valamely részhalmaza elvezethetd egy matroidot alkot-
nak, éspedig egy transzverzdlis matroid dudlisdt.

Biz. Legyen V' és V" a V illetve a V —T halmazok egy-egy példanya. Azzal a jelolési konvenciéval éliink, hogy
egy V-beli v elem vagy X részhalmaz V'-beli megfelel8jét v'-vel illet8leg X'-vel jeléljiik, mig egy V — T-beli v
elem vagy X részhalmaz V''-beli megfelel8jét v”’-vel illetve X"'-vel. Készitsiink el egy G’ = (V',V"; E) paros
grafot, amelyben az v’ € V' és v” € V" csicsok akkor vannak éllel dsszekotve, ha u = v vagy ha uv éle D-nek.
Tekintsiik a G’ altal V'-n definidlt M’ transzverzalis matroidot.

Allitas 4.7.1 Egy B’ C V' halmaz pontosan akkor bdzisa M'-nek, ha T elvezetheté a V — B halmazhoz.
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Biz. Legyen el8szor B’ az M’ egy bézisa és P egy olyan pérositds, amely fedi B’-t. A konstrukcié miatt
|B| = |V — T|. Tetszbleges v' € V' — B’ ponthoz a P pdrositds segitségével megkonstrudlhatunk D-ben egy
T-b6l indulé és v-ben végzddd utat, a kovetkezdképpen. Ha v’ € T', gy az 1t alljon az egyetlen v pontbdl.
Tegyiik fel, hogy v' ¢ T'. Miutan P fedi V"-t, a v" pontot fedi parositds él, melynek mésik, v végpontja
olyan, hogy vagy v1 benne van T-ben, vagy ha nincs, akkor v{-t fedi parositds él. Ezt az eljardst ismételve
valéban egy utat definidlunk T' egy pontjabdl v-be. Konnyti ellendrizni, hogy a V' — B’ kiilonboz6 pontjaihoz
igy definialt utak paronként diszjunktak D-ben, tehat T' valéban elvezetheté V' — B-hez.

Megforditva, tekintsiink egy |7'| darab diszjunkt utbdl 4llé6 rendszert D-ben, amely a T halmazt valamely
X C V halmazhoz vezeti. Tekintsiik G’ azon éleit, melyek az utrendszer éleinek felelnek meg egyiitt az olyan
v'v” tipusi élekkel, melyekre v € V — T nincs egyik iton sem. Kénnyen ellenérizhetd, hogy igy a paros grafnak
egy olyan V-t fed6 M’ parositdsat kapjuk, amely altal fedetlen V’-beli pontok halmaza V' — X', azaz V' — X’
a transzverzalis matroid egy bézisa. e

Az M’ dudliséban egy Y’ C V' halmaz akkor fiiggetlen, ha V' — Y’ magaban foglalja M’ egy bézisat. Igy
az allitasbdl adédéan Y’ pontosan akkor fiiggetlen a dudlisban, ha T-nek valamely részhalmaza elvezethetd az
Y C V halmazhoz. e e

A 4.7.9 tételben szerepld matroid neve szoros gammoid. Ennek egy megszoritdsat (D pontjainak egy S
részhalmazdra) gammoidnak nevezik.

TETEL 4.7.10 A szoros gammoidok éppen a transzverzailis matroidok dudlisai.

Biz. A 4.7.9 tétel masodik része szerint minden szoros gammoid egy transzverzalis matroid dudlisa. A meg-
forditdshoz tekintsiink egy G = (V',V"; E) paros graf dltal a V' halmazon definidlt transzverzdlis matroidot.
A 4.62 feladat szerint feltehetd, hogy |V"'| a matroid rangja, azaz, hogy G-nek létezik V-t fedé N parositésa.
Jelolje T" a V' fedetlen pontjainak halmazat. Készitsiink el egy D = (V, A) irdnyitott grafot, amelyben V a V'
egy példénya, és xy akkor éle D-nek, haz' € V',y" € V" és 2'y” € E— N. Jelolje T a T'-nek megfelel6 V-beli
részhalmazt. A 4.7.9 tételben hasznélt bizonyitds gondolatat kovetve nem nehéz ellendrizni, hogy az igy kapott
digréafban a T dltal meghatarozott szoros gammoid izomorf a kiindulési transzverzélis matroid dudlisdval. e

Miutén a szoros gammoidok épp a transzverzalis matroidok dudlisai, a transzverzélis matroidok pedig épp
a deltoidok részmatroidjai, tovabba a deltoidok dudlisa is deltoid, kapjuk:

Kovetkezmény 4.7.11 A szoros gammoidok éppen a deltoidok dsszehizottjai.

Kovetkezmény 4.7.12 A gammoidok pontosan a deltoidok minorjai és pontosan a transzverzdlis matroidok
0sszehuzottjai.

Kovetkezmény 4.7.13 Gammoidok dudlisa gammoid.

Biz. Egy gammoid dudlisa egy deltoid minorjanak dudlisa, azaz egy dudlis deltoid minorja, és igy egy deltoid
minorja, tehat gammoid. e
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4.8 Matroidok Osszege és metszete

4.8.1 Matroidok Osszege

A most ismertetésre keriil$ 6sszegmatroid fogalma jéval izgalmasabb matroid-konstrukcié, mint a mar targyalt
direkt Osszeg. A kozos S alaphalmazon legyenek adva az M, ..., M, matroidok. Az S azon részhalmazait,
amelyek elddllnak az M; matroidokbdl vett egy-egy fliggetlen halmaz egyesitéseként (vagy ekvivalensen,
partici¢jaként) particiondlhaté halmazoknak hivjuk (az M; matroidokra nézve).

TETEL 4.8.1 (Edmonds és Fulkerson) Legyenek My, Mo, ..., M} matroidok a kézos S alaphalmazon.
A particiondlhats halmazok Fx. rendszere kielégiti a fliggetlenségi axidmdkat. Az igy nyert 6sszegmatroid
rangfiigguényét a kévetkezd osszegformula adja meg.

rs(2) = min{|Z - X| +) (0} (4.23)

Biz. A particionalhat6 halmazok nyilvan kielégitik az elsé két fliggetlenségi axiomét. A 3. fiiggetlenségi axiéma
azt koveteli meg, hogy egy tetszbleges Z halmazban az ott mar tovabb nem bdvithet6 fliggetlen halmazok
elemszdma ugyanaz. Egy algoritmus segitségével azt fogjuk beldtni, hogy ez a kozos elemszdm épp a (4.23)
formulaval megadott érték. Ezt elegendd csupdn a Z = S alaphalmazra igazolni, mert S részhalmazaira
ugyanugy megy a bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy az I C S halmaz particiondlhaté és legyen X tetszéleges részhalmaza S-nek. Ekkor
[I|=I-X|+[INX|<|S—X|+>,r(X), amibdl kovetkezik, hogy egy particiondlhaté halmaz maximélis
elemszéma legfeljebb minxcs{|Z— X[+, 7:(X)}. Az egyenl8ség igazoldsahoz lefrunk egy algoritmust, amely
egyrészt megad Fi,..., Fj diszjunkt halmazokat ugy, hogy az F; fiiggetlen M;-ben, méasrészt megad egy X
halmazt gy, hogy S = X U (U;F;) és F; N X az M; matroidban fesziti X-et. E feltételekre optimalitdsi
kritériumként fogunk hivatkozni.

Az algoritmus tetszéleges diszjunkt F; € cal F'; halmazokbdl indithaté (ez lényeges a 3. fiiggetlenségi axiéma
igazoldsdhoz). Kezdetben eyek mindegyike lehet példdul az lires halmaz. Legyen a kimarad6 pontok halmaza
R, és készitsiink el egy segédgrafot a kovetkezoképpen. Mindegyik matroidhoz vegyiink fel egy 1j t; pontot és
legyen az 4j pontok halmaza T'. Egy = € S — F; pontbdl vezessiink élt t;-be, ha M;-ben F; 4 z fiiggetlen, azaz
ha z az Fi-hez vehetd. Az x € S — F; pontbdl vezessiink élt az y € F; pontba, ha F; + x fligg6 M;-ben és y
benne van az F; 4+ x egyetlen korében.

Egy utkeres6 algoritmussal hatarozzuk meg az R halmazbdl irdnyitott dton elérhet6 pontok X halmazat.
Két eset lehetséges.

1. eset Nincs tit R-bél T-be, azaz X diszjunkt T-t6l. Miutan X-bdl nem 1ép ki semmilyen él, mindegyik i-re
érvényes, hogy barmely x € X — F; pontra F; +x fiiggé halmaz M;-ben és rdadéasul az F; + z-ben 1év6 egyetlen
M;-beli kor teljesen X-ben fekszik. Ez pont azt jelenti, hogy az F; N X halmaz fesziti az M; matroidban X-et.
Tehat a meglévo F; fiiggetlen halmazok a megtalalt X halmazzal teljesitik az optimalitasi kritériumokat, és
ilyenkor az algoritmus véget ér.

2. eset Létezik ut R-bdl T-be. Vélasszunk ki egy P legrovidebb utat (amelyrdl csak annyit fogunk hasznélni,
hogy nincsen hozza eléreugré él.) Legyen P utolsé éle st;. Bovitsiik ki Fj-t az s elemmel, azaz legyen Fj :=
F;+s. Mindegyik F; halmazra tekintsiik az itnak az Fj-be 1ép6 xy éleit és ezek mindegyikének y fejét hagyjuk
ki F;-bél és x tovét vegyiik be Fj-be.

Lemma 4.8.1 Legyen M matroidnak I egy fiiggetlen részhalmaza. Legyenek yi,...,ye € S—I ésx1,...,x¢ € 1
olyan elemek, amelyekre x; € C(L,y;) (i=1,...,0) ésxi € C(1,y;) (1 <i<j<¥l). Ekkor I —{z1,...,z,} U
{y1,...ye} fiiggetlen.

Biz. ¢ szerinti indukcié. Ha ¢ = 1, akkor az allitds nyilvanvald, mert minden elemet be lehet cserélni az
alapkorének egy elemére. Tegyiik fel, hogy £ > 1 és hogy £ — 1-re igaz az allités. Legyen I’ := I — x1 + y1.
Ekkor I’ fiiggetlen. A feltétel szerint C'(I',y;) (i > 2) tartalmazza a C(I,y;) kort, vagyis C(I',z;) = C(I, x;).
Ezért I'-re, {y2,...,y¢} valamint {xo,...,xcy}-ra teljesiilnek a lemma feltételei, és igy indukciéval a lemma
kovetkezik. o

Miutdn a P 1t legrévidebb volt, alkalmazhatjuk a 4.8.1 lemmaét, amibdl kévetkezik, hogy a keletkezd FY
halmaz is fliggetlen lesz M;-ben. igy teh4t olyan diszjunkt F fiiggetlen halmazokat kaptunk, amelyek unidja
egy elemmel (éspedig a P ut kezdépontjdval) bévebb, mint a kiinduldsi F; halmazok unidja.

Kovetkezik, hogy az eljardst ismételve, legfeljebb |S| tutkeresés utdn az 1. eset fog el6fordulni.

Végiil a 3. fliggetlenségi axiéma kovetkezik abbdl, hogy az algoritmus egy javité 1épése soran a szébanforgd
F; halmazok ugyan nagy mértékben dtszabdsra keriilnek, de az output altal adott particiondlhaté halmaz egy
elemmel (a javité it elsé elemével) b6vebb, mint a kiinduldsi particiondlhaté halmaz. e
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TETEL 4.8.2 Az S halmazon adott k matroid. S akkor és csak akkor tartalmaz k diszjunkt bdzist, ha

Z[ri(S) —ri(Y)] <|S =Y/, vagy ekvivalensen Zti(X) < |X]| (4.24)

teljesiil minden Y C S halmazra illetve minden X C S halmazra.

Az (S, Fs) matroidot az M, Ma, ..., M) matroidok Osszegének (néha uniéjdnak) nevezik. Amennyiben
M =M, = My = --- = My, ugy az (S, Fx) matroidot az M matroid k-szorosdnak mondjuk.

TETEL 4.8.3 Az S halmazon adott egy matroid. S akkor és csak akkor bomlik fel k fiiggetlen halmazra, ha
kr(X) > |X], (4.25)
teljestl minden felbonthatatlan, zdart X C S halmazra.

Biz. A feltétel nyilvan minden X C S-re sziikséges. Az elegendéséghez figyeljiik meg, hogy ha egy X zért
halmazra megszoritva a matroidot X direkt Gsszegre bomlik, akkor a direkt Gsszeadanddk is zart halmazok.
Emiatt (4.25) teljesil minden zdrt halmazra. De ekkor teljesiil minden halmazra is, hiszen ha egy halmaz
megsérti, akkor a lezartja is. Alkalmazhatjuk a 4.8.1 tételt. o

Kovetkezmény 4.8.4 Egy G = (V, E) irdnyitatlan grdf élhalmaza akkor és csak akkor fedhetd le k erddvel,
ha ic(Z) < k(|1Z — 1]) fenndll minden olyan Z C V nemiires csicshalmazra, amely 2-pontosszefiiggd grdfot
feszit.

Biz. Egy graf kérmatroidjaban élek egy részhalmaza pontosan akkor felbonthatatlan és zart, ha a tételben
megadott Z halmaz fesziti. e

TETEL 4.8.5 Az S halmazon adott egy matroid. S akkor és csak akkor tartalmaz k diszjunkt bdzist, ha
k(r(S)—r(Y)) <|S =Y/, vagy ekvivalensen kt(X) < | X| (4.26)

teljesil minden zdart Y C S halmazra illetve minden nyilt X halmazra.

4.8.2 A matroid metszettétel

Az Osszeghez analég médon felvethetd, hogy maximum milyen nagy lehet egy ko6zos alaphalmazon adott
k matroid kozos fiiggetlenjének az elemszdma. Sajnos méar a k = 3 eset is NP-teljes problémakat foglal
magéaban. Példaul az az NP-teljes feladat, hogy egy digrafban van-e Hamilton it megfogalmazhaté dgy, hogy
a kormatroidnak és két particiés matroidnak van-e n — 1 elemii kozos fliggetlenje. Még a k = 2 esetben sem
érvényes, hogy két matroid kozos fiiggetlenjei egy matroid fiiggetlenjeit alkotjék, hiszen egy péros grafban a
parositasok két particiés matroid kozos fiiggetlenjei, de nem alkotnak matroidot. De a k = 2 esetre legalabb
meg tudjuk mondani a maximalis k6zos fiiggetlen halmaz elemszamat.

TETEL 4.8.6 (J. Edmonds) Az S alaphalmazon adott két matroid. A kézos figgetlen halmazok mazimdlis
elemszdama egyenld a

)r{ﬂgiré{rl (X)+r(S—X)} (4.27)

értékkel.
Edmonds tételét néha az aldbbi ekvivalens alakban fogalmazzdk meg.

TETEL 4.8.7 Az S alaphalmazon adott két matroid. Akkor és csak akkor létezik k elemt kizos fliggetlen
halmaz, ha
ri(X1) +r2(X2) > k (4.28)

fenndll az S minden {X1, X2} particidjdra.

A (4.28) feltétel szlikségessége kézenfekvd, hiszen a tetszéleges F' kozos fliggetlen halmazra és az alaphalmaz
{X1, X2} partici6jara fenndll, hogy r1(X1) > |X1NF| és r2(X2) > | X2NF|, amiket dsszeadva r1(X1)+r2(X2) >
| X1 NF|+|X2NF| = |F| adédik. Hasonloképp lathaté a 4.8.6 tételben a max < min irdny. Igy a tovabbiakban
csak az elegenddség illetve a nemtrividlis max > min igazoldsdval foglalkozunk.

Biz. [4.8.6 alak] Jelolje B; az M; bézisainak halmazat és tekintsiik az M> matroid M35 dudlisdt. Az M, és
M; maximadlis kozos fliggetlenjének keresése olyan B; € B; (i = 1,2) bézisok keresésével ekvivalens, melyek
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metszete maxim4dlis elemszdmi. Ez viszont olyan Mi-beli By bézis és M5-beli B; bézis keresésével egyenértékii,
melyek egyesitése maximalis elemszamu.

A 4.8.1 tételben szerepld rs = minxcs{>,r:(X) + |S — X[} formuldt az r1,r3-ra alkalmazva azt kapjuk,
hogy ezen maximalis unié elemszdma minxcs{ri(X) + r3(X) + [S — X|} = minxcg{ri(X) + | X| — r2(5) +
T‘Q(S — X) + |S — X|} = minxgs{?ﬁ(X) =+ |S| — TQ(S) + Tz(s — X)} Miutan |B1 N B2| = |B1 U B;l — |B§|7
adddik, hogy max{|B1NBz|: By € B1,B5 € B3} = minxcg{ri(X)+|S|—r2(S)+r2(S—X))—(|S|—r2(9)} =
minxgs{rl(X) + 7‘2(5 — X)} °

Tegytik fel, hogy egy paros graf mindkét pontosztdlyén adva van egy-egy matroid. A graf egy élhalmazat
akkor nevezziik er8sen fiiggetlennek, ha parositds (azaz minden pontot legfeljebb egyszer fed) és mindkét
pontosztilyban a fedett pontok halmaza a megfelel6 matroidban fiiggetlen.

TETEL 4.8.8 (Brualdi) Legyen a G = (S,T; E) pdros grdf S illetve T' ponthalmazain adva az M, illetve
az Mz matroid. Az erdsen fiiggetlen élek maximdlis szdma egyenld

min{r1(X) +r2(Y): X CS)Y CT, X UY minden élt lefog}. (4.29)

Biz. Az E élhalmazon definidljuk az M; matroidot tigy, hogy egy halmaz fiiggetlen, ha S-ben minden pontot
legfeljebb egyszer fed és a fedett pontok halmaza fiiggetlen M;-ben. Ez nyilvan matroid lesz, éspedig az
a matroid, amely M;-b6l az elemek parhuzamos tébbszorozésével &ll el6 (minden v € S elemet dg(v)-szer
tobbszordziink). Definidljuk analég médon az Mj; matroidot. Régtén adédik, hogy egy élhalmaz akkor és csak
akkor erdsen fiiggetlen, ha az M, és az M, matroidok kozos fiiggetlenje. Az Edmonds-féle matroidmetszet
tételbdl addédik, hogy a kozos fiiggetlenek maximdlis elemszama egyenld az

1 (Er) + rh(Es) (4.30)

értékének minimumdval, ahol £y U B> = E és E; zart Mi-ben, Es pedig zart Mj-ben. Az M] matroid minden
zart halmaza olyan alakd, hogy egy X1 C S halmazra az X; pontjaival szomszédos élekbdl &ll, és ekkor
r1(E1) = r(X1). Hasonléképp, M5 egy E> zart halmaza olyan alaki, hogy egy X» C T halmazra, az X»
pontjaival szomszédos élekbél all. EbbSl adéddan (4.29) megegyezik a (4.30) minimumédval. e

Amenyiben |S| = |T| és a graf egyetlen teljes pérositdsbdl all, ugy visszajutunk Edmonds tételéhez.
Tetszbleges paros graf esetén, ha a két matroid egyike a szabad matroid, akkor a kévetkezo tételhez jutunk.

TETEL 4.8.9 Legyen adva a G = (S,T; E) pdros grdf S pont-osztilydn egy M matroid. A maximdlis M-
fliggetlen parositas elemszdma, amely S-ben a matroid egy fliggetlen ponthalmazdt fedi eqyenld a

min{r(X1) + |X2|: X1 € S, X2 C T, X1 U Xy lefogja E-t} (4.31)
értékkel. o
Specidlis esetben kapjuk Rado tételét.

TETEL 4.8.10 (Rado) Legyen M = (S,r) matroid. A G = (S,T;E) pdros grdfban akkor és csak akkor
létezik T-t fedd M -fiiggetlen pdrositas, ha minden X C T esetén teljesil a Rado-féle feltétel, azaz

r(I(X)) > |X|. (4.32)
A Hall tétellel analég médon, a Rado tételt is meg lehet fogalmazni egy maésik, ekvivalens alakban.

TETEL 4.8.11 Legyen adott az M = (S,r) matroid, valamint egy k halmazbdl dli6 T := {T1,Ts,..., Tk}
halmaz-rendszer. Akkor és csak akkor lehet a T; halmazok egy-egy elemét tigy kivdlasztani, hogy a kivdlasztott
elemek kulonbozdek legyenek és a matroidban (k-elemi) fuggetlen halmazt alkossanak, ha bdrhogyan is véve
T-b8l j halmazt (1 < j < k), az egyesitésik rangja legaldbd j.

Biz. Készitsiink el egy pédros gréfot, melynek két pontosztilya S és egy k elemii T halmaz, ahol T" elemei az
T tagjainak felelnek meg. Egy s € S és egy t; € T pont akkor van &sszekdtve, ha s € T;. Konnyen latszik,
hogy a 4.8.10 tételt ezen paros grafra alkalmazva éppen a 4.8.11 tételt kapjuk. e

A 4.8.11 tételben szerepld sziikséges feltételt is Rado feltételnek hivjak.

Megjegyzés. Igen specidlisak az olyan G’ = (S’, T'; E’) paros grafok, amelyeknél minden S’-beli pont els6 fokii.
Mégis, mar az ezekre vonatkozé Rado tételbdl kiovetkezik az altalanos alak. Helyettesitsiink ugyanis minden
v € S pontot d(v) darab, a matroidban parhuzamos elemmel. A v-b6l kiindul6 d(v) élt helyettesitsiik a d(v) 4j
pont és a v eredeti d(v) darab szomszédja kozott vezetd d(v) elemi pérositéssal. Az igy kapott G’ = (S',T; E')
grafra és M’ matroidra a Rado tétel épp ekvivalens az eredeti G grafra és M matroidra vonatkozé Rado tétellel.
Ez a konstrukcié azt jelzi valamiképp, hogy a Rado tételben a paros graf struktirdjanak nincs kiilon szerepe,
mert az belekédolhaté a matroidba. Teljesen analég mdédon lathatd, hogy a 4.8.11 tételbeli alak ekvivalens
azzal a specidlis esetével, amikor a szébanforgd T; halmazok paronként diszjunktak.
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Gyakorlatok

4.64 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {X1, X2} particidkra koveteljik meg, ahol
X1 zdrt az M1 matroidban.

4.65 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {X1, X2} particidkra koveteljik meg, ahol
X1 nem tartalmazza az M1|X1 matroid elvdgd elemét.

4.66 Igazoljuk, hogy ekvivalens feltételt kapunk, ha (4.28)-t olyan {X1, X2} halmaz-pdrokra kéveteljik mey,
amelyek unidja S (de nem feltétlenil diszjunktak) és X; zdrt az M; matroidban (i = 1,2).

2013. janudr 28. dopt dulmat24
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5. Fejezet

POLIEDERES
KOMBINATORIKA

5.1 Egész poliéderek, teljesen dualis egészértékiiség

Az aldbbiakban épitiink az Operédcidkutatas olyan alapfogalmaira és alaperedményeire, mint poliéder, politop,
kup, csucs, (erés) bazis-megoldds, Farkas lemma, Dualitds tétel, Optimalitdsi feltételek.

5.1.1 Oldalak

Foglaljuk ossze a poliéder oldalainak néhény tulajdonsigét. Egy R = {z : Qz < b} (nemdiires) poliéder F
oldaldn az R-nek egy

F:={z € R:cx =0} (5.1)
alaki nemiires részhalmazat értettiik, ahol § := max{cz : © € R} valamely cz célfiiggvényre, melyre a maxi-
mum létezik. Vagyis a poliéder oldala az optimum helyek halmaza valamely cz linedris célfiiggvényre nézve,
masként szélva a poliédernek az a része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor azt kiviilrél a poliéderhez
toljuk.

TETEL 5.1.1 (Hermite) Az R = {z : Qz < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor és csak akkor
oldala R-nek, ha létezik a Q bizonyos soraibdl dllé olyan Q' részmdtriz, amelyre F = {z € R: Q'x = b}, ahol
b a Q' sorainak megfeleld részvektora b-nek.

Biz. Tegyiik fel, hogy F oldal, melyet (5.1) definidl. Tekintsiik a min{yb : y@Q = ¢,y > 0} dudlis linedris
programnak egy 3’ optimdlis megolddsat. Legyen Q" a @ azon ;¢ soraibdl 4116 részméatrix, amelyekre a megfelels
y' (i) komponens pozitiv. Tetszéleges z € R-re cx = (v'Q)r = y'(Qz) < y’'b. A dualitds tételbdl kovetkezik,
hogy egy ' € R vektor akkor és csak akkor primal optimum (azaz eleme F-nek), ha az y’ minden pozitiv
komponensére a neki megfelel8 primél feltétel egyenléséggel teljesiil (azaz 3y’ (i) > 0-bdl ;qz = b(i) kdvetkezik.)
gy tehat F = {z € R: Q'z = b'}.

Forditva, legyen Q' a @ bizonyos sorai &ltal alkotott métrix, és b’ a b megfeleld része, amelyekre {z €
R : Q'x = b'} nemiires. Legyen €’ a csupa egyes vektor, amelynek annyi komponense van, mint ahdny sora
Q'-nek. Jeldlje c a Q' sorainak Gsszegét (azaz ¢ = €'Q’), mig & a b’ komponenseinek dsszegét (6 := e'b’). Most
cx = ('Q")x = ' (Q'z) < €'b = 4. Ebbdl adédban valamely z € R vektorra Q'x = b akkor és csak akkor
teljesiil, ha cx = 4, amibél a tétel kovetkezik. o

Az R poliéder maga is oldal (pl. ¢ = 0 célfiiggvényre az R minden pontja maximalizélja cx-t, vagy
mdsként, amikor semmilyen egyenlStlenséget nem kotiink meg egyenldségként.) A poliédernek egy énmagétol
kiilonb6z6 oldalat valédi oldalnak nevezziik. Egy tartalmazasra nézve maximélis valédi oldalt lapnak hivunk.
Fontos szerepet jatszanak a (tartalmazdsra nézve) minimadlis oldalak, vagyis az olyan oldalak, melyek valédi
részhalmazként mar nem tartalmaznak mds oldalt. Az R poliéder egy R = {z : Px = bg, Qz < b1} lefrdsdban
szerepld gqr < [ egyenl6tlenségrdl azt mondtuk, hogy lényeges, ha kihagydsa megviltoztatja (bdviti) a
poliédert. Az egyenlStlenség igazi, ha egyenléséggel torténé cseréje megvaltoztatja (sziikiti) a poliédert.

TETEL 5.1.2 Egy R nemiires poliédernek akkor és csak akkor nincs valodi oldala, ha R affin altér.

Biz. Ha R = {z : Qz = b} affin altér, dgy az 5.1.1 tétel szerint nincs valddi oldala.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az R poliédernek nincs valédi oldala. Tekintsiik a poliédernek egy olyan R =
{z : Px = bo, Qz < b1} megaddsdt, amelyben minden egyenl&tlenség igazi és 1lényeges. (Ilyen persze van, hiszen
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R egy tetszoleges lefrasabdl kiindulva egymads utan kihagyhatjuk az aktudlisan lényegtelen egyenlStlenségeket,
majd az implicit egyenlGségeket explicitté alakithatjuk). Azt ldtjuk be, hogy @ tres, és igy R valéban affin altér.
Tegyiik fel indirekt, hogy létezik egy qr < 3 igazi és lényeges egyenlStlenség. Jeldlje Q' a g sor kihagydsdval
Q-bél keletkezd részmétrixot és b} a megfeleld jobboldalt. Ekkor egyrészt van olyan ' € R pontja, amelyre
Px' = by, Q'z’ <V és gz’ > [3, masrészt R-nek van olyan z”’ pontja, melyre gz’ < 3. Igy az o'z" szakasznak
van olyan z pontja, amelyre gz = (3 és z € R, vagyis {z : Pz = by, Q'z < b}, qx = 3} valédi nemiires oldala
R-nek, ellentmondésban a feltevéssel, hogy ilyen oldal nem létezik. o

Kovetkezmény 5.1.3 Egy poliéder minimdlis oldala affin altér.

Biz. Az 5.1.1 tétel miatt az R poliéder egy oldaldnak oldala R-nek is oldala, igy a minimaélis oldal olyan
poliéder, amelynek mar nincs valédi oldala. Alkalmazzuk az 5.1.2 tételt. o

5.1.2 Egész megoldasok

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez avval ekvivalens, hogy
minden minimaélis oldala tartalmaz egész pontot, ami abban a specidlis esetben, amikor a poliéder csicsos
(vagy ekvivalensen egyenes-mentes) azzal egyenértéki, hogy minden csics egész. Elészor azt vizsgdljuk meg,
hogy egy affin altér mikor tartalmaz egész pontot. Az aldbbi eredmény érdekes analégidt mutat a Farkas
lemma&val, amely arra adott jellemzést, hogy egy affin altérnek mikor nincs nemnegativ eleme.

TETEL 5.1.4 Legyen A egész mdatriz és b egész vektor. Az Ax = b rendszernek akkor és csak akkor van egész
megolddsa, ha minden y vektorra, amelyre yA egész, yb is egész. Ha van olyan y, amelyre yA egész, de yb
nem, akkor van ilyen nemnegativ y is.

Biz. Ha létezik egész x megoldds, és valamely y-ra yA egész vektor, akkor (yA)z = y(Ax) = yb, azaz yb is
egész.

Az ellenkezé irdnyd kovetkeztetés bizonyitasdhoz feltehetjiik, hogy az Ax = b-nek létezik egyaltaldn
megoldasa, mert ha nem létezne, akkor van olyan y, hogy yA = 0 és yb # 0. De akkor y ugy is vélaszthatd,
hogy yb nem egész.

Az is feltehetd, hogy az A sorai linearisan fiiggetlenek, mert ha valamelyik sor linedrisan fiigg a t&bbiektdl,
akkor ezt kihagyhatjuk (b megfel§ komponensével egyiitt), és az 1j rendszernek, ha van megoldésa, akkor az
az eredetinek is megolddsa, ha pedig nincs, akkor indukciéval van olyan y’, amelyre y' A’ egész, de y'b’ nem.
Ha most a kihagyott komponenst 0-nak vessziik, akkor egy olyan y-t kapunk 3’-bél, amelyre yA egész, de yb
nem az.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az eredetivel ekvivalens feladatot kapunk (mind az z, mind az y létezése
szempontjdbol), ha az A egy oszlopat egy masik oszlopdhoz adjuk vagy abbdl levonjuk. Ezen miivelet ismételt
alkalmazdsdval (és esetleges oszlop cserékkel) az A matrix [B,0] alakra hozhatd, ahol B egész hdromszog
métrix (azaz a f84t16 elemei felett minden elem 0) és a f84tléban nem nulla elemek &llnak.

Mivel B~*(B,0) = (I,0) egész matrix, a feltevésbl kivetkezik, hogy B™'b is egész vektor. lgy az z* =

B™'b

0

A tétel utolsé részéhez tegyiik fel, hogy valamely y'-re y’ A egész, de y'b nem. Legyen 3" olyan egész vektor,

amelyre y* := 3’ + ¢’ nemnegativ. Mivel y”’ A és y"'b is egész, igy y* A egész, y*b nem az. e

egész vektorra (B,0)z* = b, azaz Az™ = b.

Alapvet§ fontossagi az egész poliédereknek a kovetkezd jellemzése.

TETEL 5.1.5 (Edmonds és Giles) Az R := {z : Qz < b} nemiires poliéder (Q,b egész) akkor és csak
akkor egész, ha minden olyan c egész vektorra, amelyre {cx : © € R} felilrél korldtos, a max{cz : © € R} szdm
egész.

Biz. A feltétel sziikségessége nyilvanvald, igy csak az elegend8ség bizonyitdsaval foglalkozunk. Tekintsiik az
R-nek cz-t maximalizalé oldalat és legyen R’ ennek egy minimdlis oldala. Az 5.1.3 kovetkezmény miatt R’
affin altér, azaz megadhaté {z : Q'z = b’} alakban, ahol Q' az Q bizonyos soraibdl 4ll6 részmatrix.

A tételhez azt kell bebizonyitani, hogy R’ tartalmaz egész pontot. Ha indirekt nem tartalmaz, akkor az 5.1.4
tétel alapjan létezik olyan y’ > 0 vektor, amelyre ¢’ := y'Q’ egész, de y'b’ nem. Ekkor tetszéleges z € R'-re
dx =19 (Q'x) = y'l, és tetszbleges x € R-re 'z =y (Q'z) < y'b’, amibdl kdvetkezik, hogy a max{c'z : x € R}
az R elemein felvétetik és fgy a maximum értéke y'b’. De ez ellentmond a tétel feltevésének, hiszen y'd’ nem
egész. e
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5.1.3 Teljesen dudlisan egészértékii rendszerek

Gyakran az 5.1.5 tételt olyan mdédon fogjuk haszndlni, hogy valamely max{cz : Qz < b} linedris pro-
gram dudlisdrél minden egész c-re kimutatjuk, hogy van egész optimadlis megoldasa, feltéve persze, hogy
van egydltaldn optimélis megolddsa. Ekkor a Qz < b rendszert teljesen dudlisan egészértékiinek (to-
tal dual integral: TDI) hivjdk. (Ez tehdt az egyenlOtlenség-rendszer tulajdonsdga és nem a rendszer &ltal
definidlt poliéderé. Hogy mennyire nem, azt jelzi Giles és Pulleyblank tétele: minden egész poliéder leirhato
TDI rendszerrel.) llyenkor tehdt az 5.1.5 tétel miatt a primél poliéder egész és igy a primdl probléméaban
minden c célfiiggvényre (nem csak egészre) az optimum, ha véges, ugy egész vektoron is felvétetik. A TDI-ség
definicigjabdl és az 5.1.5 poli tételbol kozvetleniil adédik az aldbbi eredmény.

TETEL 5.1.6 (Edmonds és Giles) Egy TDI rendszerrel megadott poliéder egész, ha a feltételi mdiriz és
a korldtozo vektor egész. o

Igen hasznos az aldbbi eredmény, amely azt mondja ki, hogy ha egy TDI rendszer egyik egyenlStlenségét
egyenlOséggel helyettesitjiik, akkor tovabbra is TDI rendszert kapunk. Ebbol persze kovetkezik, hogy akarhany
egyenlOtlenséget is egyenl6ségre cserélhetiink a TDI-ség elrontdsa nélkiil.

TETEL 5.1.7 (W. Cook) Amennyiben a {Qx < b,qx < [} rendszer TDI (ahol Q,q,b, egész), Ugy a
{Qz < b,qz = B} rendszer is TDIL.

Biz. Legyen
P:={z:Qx<b, qz<fB} és D={(y,m): yQ+mg=¢, 7 >0, y >0}
az eredeti primadl illetve dudl poliéder. Legyen c olyan egész vektor, amelyre a primél illetve dual
Pr={z:Qz<b, qz=p} & D' ={(y,7):yQ+7g=c, y 20}
poliéderek egyike sem iires. Azt kell igazolnunk, hogy az
m' := min{yb+ 78 : (y,7) € D'} (5.2)

dudlis linedris programnak van egészértékl (y,n) optimuma.

Ezt el8szér olyan c-kre igazoljuk, amelyekre (5.2)-nek van egy (y',7’) nemnegativ optimélis megoldésa.
Ekkor (y',n') € D C D’ miatt m’ > min{yb+ 73 : (y,7) € D} > m'. Vagyis ilyenkor D egy optimdlis eleme
optimélis D’-ben is, ugyanakkor a tétel feltevése szerint D-nek van egészértékit (y, 3) optimuma.

Az altaldnos eset konnyen visszavezethetd a fentire. Legyen (y',7') a D’ egy optimdlis megolddsa. Legyen
£ olyan egész szam, amelyre X := £+ 7’ > 0. Legyen ¢, := c + £q és tekintsiik a

Dy ={(y,N): yQ+Ag=ce, y >0}
duélis poliédert. A X\ = m + £ megfeleltetés egy-egy értelmli kapcsolatot definidl a D’ és a D poliéder elemei
kozott (éspedig a D} nem més, mint a D' ¢-lel tortént eltoltja a 3 tengely mentén) és igy yb+ A0 = yb+(m+£)0.

Emiatt (y’,)\’) optimélis eleme Dj-nek, amely nemnegativ, és igy az els6 rész szerint 1étezik (y*, \*) egész
optimuma is Dj-nek. De ekkor m* := \* — f-re (y*, ") egész optimuma D'-nek. e o

2013. januar 28.file: dulmat degesz
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5.2 TU-matrixok: példak, alaptulajdonsagok

Az aldbbiakban egy métrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egészértékiinek, ha minden
elemiik (komponensiik) egész szam. Gyakran el6fordul, hogy egy linedris egyenl6tlenség-rendszernek egész
megolddsara vagy egy linedris programnak egész optimalis megolddsira van sziikségiink. Bebizonyitottak,
hogy mindkét feladat NP-teljes, igy dltalanossdgban olyan tipusu kerek védlaszt nem varhatunk, mint amilyent
a Farkas lemma vagy a dualitds tétel nydjtott a valds (vagy racionélis) esetre. Speciélis feltételi métrixok esetén
azonban szavatolhaté egészértéki megoldas vagy optimum létezése. Ennek messzemend kovetkezményei lesznek
grafokon megfogalmazott optimalizdlasi feladatok megértésében.

Valamely @ métrixot akkor nevezilink teljesen unimoduldrisnak (TU: totally unimodular), ha minden
aldetermindnsa (0, 1) értékii. Specidlisan, ilyen matrix minden eleme 0, +1 vagy —1. Vildgos, hogy TU-mdtrix
transzponaltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-maétrixot kapunk.
Tovabb4, egységvektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-matrixhoz illesztve TU-méatrixot kapunk. fgy, ha
a @ TU-métrixot kiegészitjiik egy I egység-métrixszal, akkor a keletkezd (Q, ) métrix is TU-métrix. Ha Q
TU-métrix, gy (Q, —Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa 1 oszloppal egészitjiik ki @-t, akkor nem feltétleniil
kapunk TU-métrixot: legyen @ az {1,2,3,4} pontokon az {12,13,14} élekbdl 4ll6 graf 4 x 3-as incidencia
maétrixa.)

Ha egy TU-maétrix valamely oszlopdban van egy +1-es és egy —1-es elem, gy az egyik sorit a méasikéhoz
adva a keletkezd matrix ugyan {0,+1}-es lesz, de nem biztosan teljesen unimoduldris. Ha viszont ilyen
atalakitasokkal egy oszlopot egységvektorra alakitunk, Ugy mar sziikségképpen TU-métrixot kapunk, amint
ezt a kovetkezo tétel allitja.

TETEL 5.2.1 Legyen a Q m X n-es TU-mdtriz és q1 a Q egy oszlopa, melyre qi(1) # 0. Legyen e; € R™
az i-edik egységuektor (i =1,...,m). Jeldlje Q1 azt a mdtrizot, amelyet akkor kapunk, ha Q-t a qi,e2,...,em
bdzisban irjuk fel. Ekkor Q1 teljesen unimoduldris.

Biz. Feltehetd, hogy ¢1 a Q els6 oszlopa. Sorok esetleges negdldsdval feltehetd, hogy ¢1(1) = 1 és j > 2-re
q1(7) 0 vagy —1. Q1 tehdt ugy 4ll el Q-bdl, hogy a Q elsb sordt hozzdadjuk minden olyan sordhoz, amelynek
elsé eleme —1.

Ha a tétel nem igaz, akkor @Q1-nek van egy olyan B négyzetes részmdtrixa, amelyre |det B| > 2. Az
olyan aldeterminansok értéke a bdziscserével nem véltozik, melyek az elsé sorbdl tartalmaznak elemet, igy
B nem ilyen. Mivel Q: els6 oszlopa az els6 elemétdl eltekintve nulla, a B az elsé oszlopbdl sem tartalmaz
elemet. Feltehetjiik, hogy az els6 sortdl és az elsé oszloptdl eltekintve B tartalmazza a Q1 Osszes sorat és
oszlopat, mert ha valamelyiket nem tartalmaznd, azt egyszertien kihagyhatjuk @Q-bdl és Q1-bdl. Most viszont
det B =det Q1 = det Q € {0, £1}, ellentmondds. e

Kovetkezmény 5.2.2 Ha @ eqgy m rangd m X n-es TU-mdtrix, és B a QQ egy m X m-es nemszinguldris
részmdtriza, akkor B~'Q teljesen unimoduldris. Specidlisan, egy (négyzetes) nemszinguldris TU-mdtriz inverze
is teljesen unimoduldris. e

Példaképp, legyen Q egy D = (V, A) irdnyitott graf incidencia métrixa, azaz @ sorai a V-nek, oszlopai
E-nek felelnek meg, és az qu,e elem akkor +1 illetve —1, ha az e él belép illetve kilép v-b6l (egyébként 0). Egy
G = (V,E) gréaf (pont-él) incidencia matrixdban a soroknak a csucsok, mig az oszlopoknak az élek felelnek
meg. A métrix egy v csicshoz és e élhez tartozd eleme akkor 1, ha e egyik végpontja v, kiilonben 0. Tehat az
incidencia matrix minden oszlopaban két darab 1-es elem van.

TETEL 5.2.3 (a) Digrdf incidencia mdtriza teljesen unimoduldris. (b) Pdros grdf incidencia mdtriza teljesen
unimoduldris.

Biz. (a) Vegyiink egy Q' négyzetes részmétrixot, amelyrdl be akarjuk 14tni, hogy determindnsa 0,41. Amen-
nyiben ennek van olyan oszlopa, amelyben legfeljebb csak egy nem-nulla elem van, akkor ezen oszlop szerint
kifejtve a determinédnst, indukciéval kész vagyunk. fgy feltehetjiik, hogy minden oszlopban pontosan két nem-
nulla van (merthogy tobb nem lehet). Ezek koziil az egyik +1, a médsik —1, vagyis a sorokat Osszeadva 0-t
kapunk, azaz Q' sorai linedrisan fiiggéek, igy a determindns 0.

(b) Szorozzuk meg —1-gyel a mdtrix azon sorait, amelyek a pédros graf egyik osztélydban 1évé pontoknak
felelnek meg. Ekkor egy iranyitott graf incidencia métrixat kapjuk, amirél az el6bb lattuk, hogy TU. e

Feladat 5.1 Igazoljuk, hogy ha egy pdros grdf incidencia mdtrizdt kibévitjik eqy csupa egyesekbdl dllo sorral,
akkor TU-mdtrizot kapunk, mig ha az oszlopaihoz veszink eqy csupa egyes oszlopot, akkor az igy keletkezd
mdtrix nem feltételendl TU.

Feladat 5.2 Igazoljuk, hogy egy D digrdf incidencia mdtrizanak oszlopai akkor és csak akkor linedrisan

fliggetlenek, ha D irdnyitott erdd.
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Hipergrafon egy (V, F) part értiink, ahol V' adott alaphalmaz, F pedig V részhalmazainak egy rendszere,
amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb példdnyban is szerepelhet. Az F tagjai a hipergraf hiperélei. Egy H
hipergrafot akkor nevezziink teljesen unimodularisnak, ha H incidencia métrixa teljesen unimoduléris. Ez
egy olyan (0, 1)-értékil métrix, amelyben a soroknak a V elemei felelnek meg, az oszlopoknak az F elemei,
és a maétrix egy eleme pontosan akkor egy, ha az oszlopanak megfelel6 hiperél tartalmazza a maétrix-elem
soranak megfelel V-beli elemet. A grafok specidlis hipergrafok, ahol minden hiperél kételemi. Ezek koziil méar
lattuk, hogy a paros grafok teljesen unimodularisak. Més grafok viszont sohasem azok, hiszen egy pératlan
kor incidencia matrixdnak determindnsa £2.

Mint lattuk, minden D digraf +1-es incidencia matrixa TU. Ezt altaldnositja a halézati matrix. Legyen D
olyan irdnyitott graf, amely irdnyitatlan értelemben Osszefliggd és legyen F' egy feszitd fa. A Hp métrix sorai az
F éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili éleknek. Minden uv nem-fa élre a fadban egy egyértelmi
(nem feltétleniil irdnyitott) it vezet v-bdl u-ba. Ennek egy f elemére a matrix as,. elemét definidljuk 1-nek,
ha f irdnya megegyezik az tutéval és —1-nek, ha azzal ellentétes. A matrix minden més eleme 0.

Lemma 5.2.1 Hdldzati mdtriz részmdtriza is az. Hdlozati mdtriz sordt vagy oszlopdt —1-gyel szorozva hdldzati
mdtrizot kapunk.

Biz. Egy oszlop eltorlése annak felel meg, hogy a megfelel6 nem-fa élt a digrafbdl kihagyjuk. Egy sor torlése
annak felel meg, hogy a megfelel§ fa-élt a digrafban 6sszehizzuk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel valé szorzdsa
annak felel meg, hogy a megfelels élt (akdr fa-él, akar nem-fa él) atirdnyitjuk. e

TETEL 5.2.4 A Hp hdlézati mdtriz teljesen unimoduldris.

Biz. A lemma alapjdn elég belatni, hogy egy négyzetes halézati matrix determindnsa 0, 1 vagy —1. Tekintsiik
a fanak egy v végpontjat. Ha az F' fa v-vel szomszédos éléhez tartozé sorban 1év6 nem-nulla elemek o szama
legfeljebb 1, akkor a determindns kifejtési szabaly alapjan indukciéval készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy o > 1,
vagyis v szomszédos legaldbb két nem-fa éllel. Atirényités miatt feltehetd, hogy ezek koziil pontosan egy van
v felé irdnyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek megfelel6 oszlopot, hozzdadjuk a
vt-nek megfelel6 oszlophoz, akkor egyrészt persze a determindns értéke nem valtozik, masrészt ismét halozati
matrixot kapunk, éspedig azé a grafét, amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitasokkal egy olyan grafot kaphatunk, amelyben az F' feszit6 fa véltozatlan, egyetlen nem-fa él
(nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis a hozzdtartozé hdlézati matrix v-nek megfeleld sordban egy nem-
nulla elem van. Ilyen hal6zati métrixrél pedig mar lattuk, hogy a determindnsa 0,=+1, ugyanakkor a fenti
operaciok nem valtoztattak a determindns abszolit értékét. e

Kovetkezmény 5.2.5 FEgy olyan hipergrdf teljesen unimoduldris, amely egy irdnyitott fa élhalmazdn van
definidlva és a hiperélek irdnyitott utak. e

Gyakorlat 5.3 Legyen M a G = (V,E) grdf F feszitd fdja dltal definidlt négyzetes hdlézati mdtriz. Fogal-
mazzuk meg a grdf nyelvén az M invertdlhatosdgdnak a feltételét.

Feladat 5.4 Igazoljuk, hogy az aldbbi mdtriz teljesen unimoduldris, de sem 6, sem a transzpondltja nem
hdlozati mdtriz:

1 1 1

1
0
1
0
1

— = e
O = O =
[E o S Y

1
1
0
0

5.2.1 Laminaris hipergrafok

Egy hipergrafot lamindrisnak mondunk, ha barmely két hiperéle vagy diszjunkt vagy az egyik tartalmazza
a masikat. Példdul, ha F = (V, E) egy s gyokerti feny6 és minden e = uv éléhez tekintjiikk a v-bdl a feny&ben
elérheté pontok halmazat, akkor ezen halmazok lamindris rendszert alkotnak. Valéjaban ezen Aallitds meg-
forditasat sem nehéz bebizonyitani, amely szerint minden laminaris halmazrendszer lényegében ilyen alakban
all elé.

TETEL 5.2.6 A V részhalmazaibdl dllé tetszdleges F lamindris rendszerhez létezik eqy H = (U, F) fenyd
valamint eqy ¢ : V. — U leképezés gy, hogy F tagjai és a fenyd élei 1-1 értelmiien megfelelnek egymdsnak,
éspedig olymddon, hogy tetszbleges e € F élre ¢~ (V.) az e-nek megfeleld halmaz, ahol Ve jeloli a H fenydbdl
az e kihagyasaval keletkezd két komponens kézil azt, amelybe e belép.
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Biz. Feltehetjiik, hogy F tagjai kiilonbozoek, ha ugyanis egy ilyen laminaris rendszernek mar létezik a kivant
feny6-abrazolasa és az F egy X tagjanak egy ujabb példdnyat bevessziik, akkor a keletkez6 lamindris rend-
szernek ugy kaphatjuk meg a kivdnt reprezentaldsat, hogy X-nek megfeleltetett fenyd élt egy 1j ponttal
felosztjuk.

Azt is feltehetjiik, hogy V minden v eleme benne van F valamelyik tagjaban. Ezek koziil a legszlikebbet
jelolje o(v). Minden X € F halmaznak feleltessiink meg egy dj f(X) pontot és legyen s még egy extra pont.
A keletkezd pontok U halmaza lesz a fenyd ponthalmaza (U-nak tehdt eggyel tobb eleme van, mint F-nek).

Készitsiik el az F' feny6t az U halmazon a kovetkezéképpen. Az F minden maximalis X tagjara vezessiink
egy élt s-bél f(X)-be. Amennyiben X az F-nek nem maximdlis tagja, gy létezik egy egyértelmii legsziikebb
Y € F halmaz, amely tartalmazza X-et. Ebben az esetben vezessiink f(Y)-bél f(X)-be élt. Igy egy H feny6t
kapunk, melynek gyokere a specidlis s pont. Végiil minden v € V pontra legyen ¢(v) := f(o(v)). Kénnyen
ellendrizhetd, hogy az igy definidlt H fenyd és ¢ leképezés kielégiti a tételbeli kivansagokat. e

Legyen F1 és Fa két lamindris hipergraf az S alaphalmazon. Jelolje A; (i = 1,2) az F; incidencia métrixdnak
transzponaltjat. Ebben az oszlopok az S elemeinek felelnek meg, mig a sorok F; elemeinek. Legyen M :=

Ay
Az J”
TETEL 5.2.7 M teljesen unimoduldris.

Biz. Vegyiikk M-nek egy négyzetes részmatrixdt. Az ebben 1évé egyesek szdma szerinti indukciéval ennek
determindnsardl kimutatjuk, hogy 0 vagy +1. Mivel A; barmely részmatrixa is egy lamindris rendszer incidencia
matrixa (miért?!), igy feltehetjiik, hogy a vizsgalt részmétrix maga M. Ha M-ben minden elem nulla, akkor
persze a determindns is nulla. Ha M-nek van olyan sora vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy nem-nulla elem
van, akkor indukciéval (és kifejtési szabéllyal) készen vagyunk.

Ha F; is és F» is particid, akkor mind A1, mind As sorainak Gsszege a csupa 1 vektor, tehat A sorai linedrisan
fiiggdek, igy det(M) = 0. Tegyiik fel, hogy mondjuk F; nem particié. Ekkor van egy olyan minimdlis Z tagja,
amely része Fi egy masik tagjdnak. Ha most Fi-nek valamennyi Z-t tartalmazé tagjabdl kivonjuk Z-t, ami
azzal ekvivalens (a laminaritds miatt), hogy a megfeleld sorokbdl kivonjuk Z sorét, akkor a determindns értéke
nem valtozik, viszont a keletkez6 matrixban kevesebb egyes szerepel. Miutan a médositott halmazrendszer is
laminéris, indukciéval készen vagyunk. e

Kimutatjuk, hogy valéjaban a két lamindris rendszerhez definialt fenti M métrix hélézati matrix.
TETEL 5.2.8 M hdldzati mdtriz (és igy teljesen unimodularis).

Biz. Legyen F; = (V;, E;) illetve ¢; az F; lamindris rendszert dbrézolé fenyd illetve leképezés (i = 1, 2), melyek
létezését az 5.2.6 tételben igazoltuk és legyen s; az F; feny6 gyokere. Tegyiik fel, hogy a fenydk diszjunktak.
Egyesitsiik az s1 és az s2 gyokeret egyetlen s pontta és forditsuk meg az I fenyd éleinek irdnyitasat. Ekkor
egy F irdnyitott fit kapunk, amelyben az S alaphalmaz egy v € S eleméhez rendelt w2 (v) és 1(v) pontok
kozott vezeté P(v) dt irdnyitott. A konstrukciébdl kénnyen ldthatd, hogy a v elemet az Fi U F» hipergrafnak
pontosan azon hiperélei tartalmazzdk, melyek a P 1t éleinek felelnek meg. Az 5.2.5 kdvetkezmény maga utén
vonja a tételt. o

Gyakorlat 5.5 Igazoljuk, hogy ha F az S két particicjinak egyesitése, akkor az F incidencia mdtriza éppen
egy pdros grdf incidencia mdtrixdnak transzpondltja.

Legyen V alaphalmaznak Xp C Xk két részhalmaza. Az X = (Xk, Xp) part parhalmaznak nevezziik,
melynek X g a kiils6 tagja, mig Xp a bels6. A parhalmazokon értelmezziik a N és U miiveleteket a természetes
médon: X, Y parhalmazokra legyen XNY := (XxNYk, XpNYs), XUY = (XxgUYk, XpUYg). Azt mondjuk,
hogy X része Y-nak, jelolésben X C Y, ha Xx CYx és Xp CYp. Ha X CY vagy Y C X, akkor X és YV
osszehasonlithaté. Két parhalmaz metsz6, ha nem osszehasonlithatéak és Xp NYp # (. Két parhalmaz
keresztez6, ha metszék és kiilsé tagjaik egyesitése nem V. Parhalmazok egy rendszere lamindris, ha nincs
kozottiik két metsz6. A parhalmazok egy F részhalmazardl azt mondjuk, hogy metszd (keresztezd), ha F
barmely két metszé (keresztezd) tagjdval egylitt azok metszete és unidja is F-ben van.

Tegylik fel, hogy parhalmazok egy F rendszere lamindris. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf. Azt mondjuk,
hogy egy e irdnyitott él lefog egy X parhalmazt (mésszéval, hogy e belép X-be), ha mindkét tagjdba belép.
Készitsiik el az Ar (0, 1)- matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felelnek meg. Egy
elem akkor 1, ha az oszlopnak megfelel6 él lefogja a sornak megfelelé parhalmazt.

TETEL 5.2.9 Egy pdrhalmazokbdl dllé lamindris F rendszerhez (specidlisan egy lamindris halmazrendszer-
hez) tartozd Ay mdtriz hdldzati mdtriz (és {gy teljesen unimoduléris).

Biz. Az F-beli bels§ (mdsodik) tagjai lamindris halmazrendszert alkotnak. Tekintsiik az ezt reprezentdlé F
feny6t, a D digraf egy tetszlleges e élét és az altala lefogott parhalmazokat. Ezek bels6 tagjainak megfelel¢
feny6 élek irdnyitott utat alkotnak. Marpedig egy feny6 bizonyos részitjai altal alkotott hipergraf incidencia
matrixdnak transzpondltjardl lattuk mér, hogy hélézati matrix. e
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5.2.2 Keresztezés-mentes hipergrafok

Egy alaphalmaz két részhalmazit keresztezés-mentesnek mondjuk, ha vagy diszjunktak, vagy az egyik
tartalmazza a mésikat, vagy az uniéjuk az alaphalmaz. Egy F halmazcsalddot keresztezés-mentes (cross-
free) mondunk, ha nincs két keresztezd tagja.

Példdul, ha adott egy F irdnyitott fa (nem feltétleniil feny8), és minden e élhez tekintjik a V. halmazt,
amely a fanak az e elhagydsdval keletkez6 azon komponensét jeloli, amelybe e belép, akkor az igy keletkezett
rendszer keresztezés-mentes. Ismét érvényes egyfajta megforditas.

TETEL 5.2.10 AV részhalmazaibdl dllé tetszdleges F keresztezés-mentes rendszerhez létezik eqy H = (U, F)
iranyitott fa valamint V' pontjainak egy ¢ leképezése U-ba gy, hogy F tagjai és a fa élei 1-1 értelmien
megfelelnek eqymdsnak, éspedig olymddon, hogy tetszbleges e élre 4,071(‘/6) az e-nek megfeleld halmaz F-ben.

Biz. Legyen z az alaphalmaz tetszéleges pontja. F minden z-t tartalmazé tagjat helyettesitsiik a komple-
menterével. A keletkezd F' halmazrendszer lamindris. Alkalmazhatjuk az 5.2.6 tételt. A kapott fenySben
forditsunk meg minden olyan élt, amely az eredeti F egy z-t tartalmazé tagja komplementerének felel meg.
Ekkor a kivant reprezentéciot kapjuk. e

Legyen adott a D = (V,A) irdnyitott graf ponthalmazin egy F keresztezés-mentes halmaz-rendszer.
Készitsiik el a Br (0,41)-értékii matrixot, melynek sorai az F tagjainak, mig oszlopai a D éleinek felel-
nek meg. Egy elem akkor 1 (illetve —1), ha az oszlopnak megfelel él belép (illetve kilép) a sornak megfeleld
halmazba (halmazbdl). Minden egyéb elem 0.

TETEL 5.2.11 A By mdtriz hdlézati mdtriz (és igy teljesen unimoduldris).
Biz. Az allitas kozvetleniil adédik az 5.2.10 tételbél. e
Gyakorlat 5.6 Igazoljuk, az 5.2.11 tétel megforditisdt, miszerint minden hdldzati mdtriz elédll Br alakban.

Gyakorlat 5.7 Egy F keresztezés-mentes halmazrendszerhez és D = (V, A) digrdfhoz hozzdrendelhetink egy
0 — 1 mdtrizot, amelyben a soroknak az F tagjai, az oszlopoknak D élei felelnek meg, és a mdtriz egy az,e
eleme (Z € F, e € A) akkor 1, ha e belép Z-be, (minden mds esetben 0). Példdval mutassuk meg, hogy ez a
mdtrix nem feltétlenil teljesen unimoduldris.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi érdekes eredményt.

TETEL Egy D digraf altal meghatdrozott halézati matrix transzponaltja akkor és csak akkor halézati matrix,
ha D (irdnyitatlan értelemben) sikba rajzolhatd.

5.3 Farkas lemma, dualitas, optimalitasi feltételek TU-matrixokra

Az er8s bazis-megoldés fogalma mér eddig is hasznos volt (mert csak véges sok volt beléliik, és mert minden,
a poliéderen feliilré] korldtos cx célfiiggvény esetén max cx erds béazis-megolddson felvétetett.) E fogalom most
ujabb fontos szerephez jut.

Lemma 5.3.1 Tetszdleges M TU-mdtrizszal megadott egyenlbtlenség-rendszer esetén, ha a b jobboldali korldtozo
vektor egész, akkor minden erds bdzis-megoldds egész.

Biz. Legyen M = (P) és tekintsiik a

Q
Pz =bo,Qx < by (5.3)
rendszert. Az Irdnymenti korldtossdg cimii szakaszban megfigyeltiik, hogy minden erds bazis-megoldas el6all
valamely Mz’ = b’ egyenletrendszer egyértelmii megolddsdnak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként,

ahol M az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nem-szinguléris részmdtrixa és b’ jeloli a b azon részét, amely az M’
sorainak felel meg. Marmost, ha M TU-métrix, akkor a nem-szinguldris M’ determindnsa +1 vagy —1. A
Cramer szabaly szerint, miutén b’ egész, az egyértelm(i =’ megoldés is az. e

Lemma 5.3.2 Legyen c tetszéleges (nem feltétlentil egészértékll) vektor. Barmely M TU-mdtrizszal megadott
K metszet-kipnak, ha van olyan x' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0, £1)-értéki eleme is.
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Biz. Legyen M = (g

pozitfv szdmszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy ' maga olyan, hogy minden komponense a [—1,+1] zart
intervallumba esik. Vagyis a

> és tegyiik fel, hogy a K kip a Pz = 0, Qz < 0 rendszer megold4s-halmaza. Mivel z’

(-1,...,-1) <z <(1,...,1), Pz=0,Qz <0 (5.4)

rendszer 4ltal meghatdrozott korlatos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre cx’ > 0. Ekkor az operaciékutatdsban
tanultak szerint van olyan x* erds bazis-megolddsa az (5.4) rendszernek, amelyre cz* > cx’. Az 5.3.1 lemma
miatt ¥ egészértékii, azaz minden komponense 0, +1. o

A Farkas lemma szerint az (5.3) és az aldbbi (5.5) rendszerek koziil pontosan az egyik oldhaté meg. Az
aldbbi tétel a Farkas lemma TU-métrixokra vonatkozo élesitését szolgéltatja.

TETEL 5.3.1 Tegytik fel, hogy az M = (P mdtriz teljesen unimoduldris. Ha az (5.3) primdl probléma

Q

oldhaté meg és a korldtozd b vektor egész, akkor (5.3)-nek van egész megolddsa is. Ha az

y1 2 0,yM =0,yb <0 (5.5)
dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0,£1)-értéki y megoldds is (fiiggetleniil b egész-
értékiiségétol).
Biz. A tétel elsé fele kovetkezik az 5.3.1 lemmabdl, és abbdl a kordbbi eredménybdl, hogy ha létezik megoldas,
akkor 1étezik er6s bazis-megoldds is. A tétel mésodik fele pedig az 5.3.2 lemma kozvetlen folyomdanya. e

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. Ez nyilvan azzal ekvi-
valens, hogy minden (tartalmazdsra nézve) minimélis oldal tartalmaz egész pontot, tovdbb4a azzal (az oldal
definicidja folytdn), hogy minden linedris célfiiggvény optimuma egész vektoron is felvétetik. Csiicsos poliéder

esetén a poliéder akkor egész, ha minden csicsa egész. Az aldbbi tételek mindegyikében az M = (g) matrix

teljesen unimoduléris és b egész vektor.

TETEL 5.3.2 Haa max{cz : Pz = bo, Qx < b1} linedris programozdsi problémdnak létezik megolddsa, akkor
az optimum egész vektoron is felvétetik (figgetlenil attdl, hogy c egészértékii vagy sem). Ekvivalens alakban:
minden TU-mdtrix és egész korldatozo vektor dltal megadott poliéder egész.

Biz. Miutdn az optimum er6s bazis-megolddson is felvétetik, az 5.3.1 lemmabdl a tétel kovetkezik. o

Az aldbbi tételek ugyanigy kovetkeznek a megfeleld linedris programozési tételekbdl az 5.3.1 és 5.3.2
lemm3ak segitségével.

TETEL 5.3.3 Tegyiik fel, hogy R = {x : Px = by, Qx < b1} nemiires. A kévetkezdk ekvivalensek.

(1) {cx : x € R} felilrdl korldtos.

(2) Nem létezik olyan (0, £1)-értékii ' vektor, amelyre Px' = 0,Qz’ <0, és cz’ > 0.

(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0 és yM = ¢, és amely egész, amennyiben c egész. ®

TETEL 5.3.4 Legyen z* az R := {z : Pz = bo,Qz < by)} poliéder egy eleme. Jelslje Q7 a Q aktiv
részmdtrizdt. A kovetkezdk ekvivalensek.

(1) z* mazimalizdlja cx-t R folott.

(2) Nem létezik olyan (0,+1)-értékti ' vektor, amelyre Pz’ =0, Q«x’ <0, és cx’ > 0.

(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y1 > 0, yM = ¢, y(b — Mz*) = 0, és y egész, amennyiben c
egész. ®

Gyakran (bar nem mindig) a teljesen dudlis egészértékiiség az aldbbi tulajdonsdgon mulik.

Lemma 5.3.3 Tegyiik fel, hogy a {Px = by, Qz < b1} rendszer olyan, hogy minden egész c-re, amelyre max cx
létezik, a

min{boyo + b1y1 : y1 > 0, yoP + 11Q = ¢} (5.6)
!
dudlis linedris programnak van olyan y* optimuma, amelyre a P és Q azon soraibdl dllé M' = g,)

részmdtriz, melyek az y* nem nulla komponenseinek felelnek meg, teljesen unimoduldris. Ekkor a {Px =
bo, Qx < b} rendszer TDI.

Biz. Az M’ teljes unimodularitdsa miatt a min{byg + b1y : y1 > 0,y P’ + y1Q’ = c} linedris programnak
van egész optimuma, amit nulla komponensekkel kiegészitve az (5.6) egy egész optimumét kapjuk. e
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5.4 Kerekités és egyenletes szinezés

5.4.1 Kerekités

Akkor mondjuk, hogy egy z egész szdm az = szdm kerekitése, ha |z — z| < 1. (Tehdt az 1,01-nak az 1 és a
2 is kerekitése.) Ez specidlisan azt jelenti, hogy ha x egész, akkor z = z. A z vektor az x vektor kerekitése,
ha minden komponense kerekités. Egy x nem-egész szdm |z alsé egész részén a legnagyobb z-nél kisebb
egész szamot értjik, mig [z] felsé egész részen a legkisebb z-nél nagyob szdmot. Egész z-re |z] := [z] := =.
Amennyiben z egy vektort jelol, ugy |z| azt a vektort jeloli, amelyet z-b8l nyeriink a komponenseinek alsé
egész részét véve. Az x vektor [z] felsé egész részét analég médon definidljuk.

Lemma 5.4.1 Legyen A teljesen unimoduldris mdtriz és xo egy vektor. Ekkor létezik egy olyan q egészértéki
vektor, amelyre |zo| < q¢ < [z0] és |Azo] < Aq < [Azo]. Mds szdval az xo-nak van olyan q kerekitése, hogy
az A minden a sordra aq kerekitése axo-nak.

Biz. A feltevés szerint az |zo| < z < [zo] és |Azo]| < Az < [Axzo] rendszernek van megolddsa, igy az 5.3.1
tétel szerint van egész megoldésa is. e

Erdemes megfogalmazni az aldbbi kovetkezményt: Ha (S, F) teljesen unimoduldris hipergréf, igy bdrmely
zo : S — R fiiggvénynek létezik olyan q kerekitése, hogy minden A € F hiperélre a Y [q(v) : v € A] szdm
kerekitése Y [zo(v) : v € A]-nak.

TETEL 5.4.1 Tetszdleges m X m-es B mdtriznak van olyan kerekitése, hogy a kovetkezd mennyiségek mind
egynél kevesebbel vdltoznak: minden sordsszeg, minden oszlopisszeg, az elsé j sor elemeinek édsszege (j =
1,2,...,m), az elsé i oszlop elemeinek dsszege (i =1,2,...,n).

Biz. Legyen S a B matrix mezdinek halmaza. B minden sordhoz legyen a sorban 1évé mezdk halmaza tagja
Fi-nek valamint minden i-re (2 < ¢ < m) az elsé ¢ sor mez6inek halmaza legyen tagja Fi-nek (Gsszesen tehat
2m — 1 tagja van Fi-ben). F2 analég médon van definidlva az oszlopok segitségével. Ekkor F; lamindris, {gy
az 5.2.7 tétel és az 5.4.1 lemma alapjan készen vagyunk. e

TETEL 5.4.2 Egy x1,...xy sorozat elemeinek létezik olyan z1, ..., zn kerekitése, hogy minden 1 <i<j<n
indexre a z; + ...+ z; 0sszeq kerekitése az x; + ...+ x; dsszegnek.

Biz. A {v1,...,v,} alaphalmazon tekintsiik azt a hipergrafot, melynek élei a {v;,...,v;} tipusi halmazok
minden 1 < ¢ < j < nindex parra. Amint méar lattuk, ez a hipergraf teljesen unimodularis, igy az 5.4.1 lemma
alkalmazhaté. e

5.4.2 Egyenletes szinezések
A teljesen unimoduldris métrixok egy masik érdekes alkalmazdasa hipergrafok egyenletes szinezésével foglalkozik.

TETEL 5.4.3 Legyen A TU-madatriz, b egész vektor, k pozitiv egész. Legyen z olyan egész vektor, amelyre
Az < kb. Ekkor z elddll olyan z1, z2, . . ., zi egész vektorok osszegeként, melyekre Az; < b.

Biz. k szerinti indukcié alapjén elég egy olyan egész z1 egész vektort taldlni, amelyre Az <bés A(z —21) <
(k — 1)b. Ugyanis ilyen 21 létezése esetén 2’ := z — z1 olyan, amelyre Az’ < (k — 1)b és az indukcids feltevés
alkalmazhaté (k — 1)-re.

A fenti z; 1étezéséhez csak azt kell 1atni, hogy az Az — (k — 1)b < Ax < b poliédernek van egész pontja. A
poliéder mindenesetre nemiires, hiszen z/k benne van. Tovdbba a feltételek egy TU-métrixszal adhaték meg,
igy létezik a kivant egész pont is. e

A fenti tétel kiterjeszthetd arra az esetre, amikor z nemnegativitasat is megkoveteljiik, és az Az-re nemcsak
fels6 korlat van, hanem alsé is. Valéban, ha A TU-métrix, akkor az (A4, —A, I) matrix is teljesen unimoduldris.
Kapjuk a kovetkezot.

Kovetkezmény 5.4.4 Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kby < Az < kba, akkor z felbomlik olyan
21,22, ..., 2K egész vektorok Osszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < ba. @

Ezt felhasznédlhatjuk TU-maétrixok oszlopainak egyenletes k-szinezésére. Az A oszlopainak egy particidjat
(,,5zinezését”) Ai, Aa, ..., Ay részre akkor nevezziik egyenletesnek, ha A minden a sordra érvényes, hogy
a sornak az egyes A; részekbe es6 elemeinek Gsszege minden A;-re lényegében ugyanaz, tehdt |ena/k| vagy

[ena/k].

TETEL 5.4.5 Az A TU-mdtriz oszlopainak létezik egyenletes k-szinezése.

Biz. Legyen d az A oszlopainak az osszege. Legyen b1 := |d/k],bs := [d/k]. Ekkor a z := 1 benne van a
{kby < Az < kba,z > 0} poliéderben. Az elébbi kovetkezmény szerint z felbomlik 21, 22, . . ., 2k egész vektorok

Osszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; < be. Vildgos, hogy a z;-k (0, 1)-vektorok. Legyen A; az oszlopoknak
azon halmaza, melyeknek megfelel6 komponense z;-nek 1. Ezek éppen a kivant egyenletes szinezést adjik. e
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Egy alkalmazas

Kovetkezmény 5.4.6 Adott egy F irdnyitott fa (specidlis esetben irdnyitott ut) és F irdnyitott részutjainak
eqy P :={Pi,..., P} rendszere, ahol minden utat F-élek egy részhalmazdnak tekintink. P tagjai megszinez-
heték k szinnel (minden k pozitiv egészre) gy, hogy F minden e élére az e-t tartalmazd egyszind utak
szama minden szinre lényegében ugyanannyi, ahol a ,,lényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy bdrmely két
szinosztdlyra az eltérés legfeljebb egy lehet. o

Ha a hélézati matrix transzponadltjara alkalmazzuk az egyenletes szinezési tételt, akkor a kovetkezét kapjuk.

Kovetkezmény 5.4.7 Adott egy F irdnyitott fa és F irdnyitott részitjainak egy P := { P, ..., P} rendszere,
ahol minden utat F-élek egy részhalmazdnak tekintink. Az F élei megszinezhetdk k szinnel (minden k pozitiv
egészre) gy, hogy P minden tagjdban a szinek lényegében egyenletes szdmban fordulnak eld. o

Feladat 5.8 Egyszerd mohd algoritmus megaddsdval kozvetleniil bizonyitsuk be az 5.4.7 kévetkezményt.

Az 5.4.5 tétel paros grafokra vonatkozd kévetkezményeit az 5.6.6 tételben targyaljuk majd.

5.5 TU-matrixok jellemzése

Amint mér lattuk, minden TU-métrixszal meghatdrozott poliéder egész, amennyiben a korldtozé vektor egész.
Mivel az egész poliéderek hasznosak kombinatorikus optimalizalasi feladatok megolddsaban, felvetédik, hogy
léteznek-e altaldnosabb maétrixok ezzel a tulajdonsdggal. Az aldbbi tétel szerint a vélasz egyfajta értelemben
nemleges.

TETEL 5.5.1 (Hoffman és Kruskal) A Q egész mdtriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris, ha min-
den egész b vektorra az Ry := {x : x > 0,Qx < b} poliéder egész.

Biz. Legyen b olyan, hogy R, nem iires. Azt mér tanultuk, hogy R, egész. A megforditdshoz indirekt tegyiik
fel, hogy létezik Q-nak egy Q' négyzetes részmatrixa, amelyre |det Q| > 2. Feltessziik, hogy Q' minimélis,
azaz @' minden valédi aldetermindnsa 0,41 értékii.

Allitas 5.5.1 Tetszbleges b egész vektorra a Q'z’ = b rendszer egyértelmd zy, megolddsa egész.

Biz. Elészor csak az olyan b’ vektorokra igazoljuk az &llitast, amelyekre xz;,; > 0. Jelolje z* azt a vektort,
amelyet az xj nulldkkal torténd kiegészitésével nyeriink. A b'-t alkalmasan nagy (egész) komponensekkel
kiegészitve olyan b vektort kapunk, amelyre xz* kielégiti a Qz < b, x > 0 rendszert, azaz =™ benne van Rp-ben,
és igy az el6allitds miatt annak csicsa. A tétel feltevése szerint x* egész, és igy xy is az.

Altalanos b'-re legyen z’ olyan egész vektor, amelyre z, + 2’ > 0. Ekkor b := b' + Q"2 = Q' (zy + 2)
olyan, hogy a Q'z’ = b" egyértelmli x; + 2’ megolddsa nemnegativ, igy az elsd rész szerint egész, de akkor 2’
egészértékilisége miatt xy is az. e

Mivel Q' nemszinguldris, igy az els6 sora szerint kifejtve az egyik tag, mondjuk a g1 1-hez tartozé, nem
nulla. Legyen most b’ = (1,0, ...0) egy egységvektor. Ekkor a Cramer szabdly szerint ;s els6 komponense a
Q' egy aldeterminansanak, ami £1 értékii, és det Q’-nek a hanyadosa, és ezért nem egész, ellentmonddsban az
Allitéssal. o o

Megjegyzés A Hoffman-Kruskal tételt kézenfekvének lehet érezni. Ertékét taldn még jobban kiemeli, hogy
a hasonléképp természetesnek tiinG azon &llitds, miszerint egy ) négyzetes egész matrix akkor és csak akkor
TU, ha minden b egész vektorra a Qx = b egyértelmii megolddsa egész, nem igaz, amint azt az a 3 X 3-as
matrix példdzza, amelynek sorai (1,1,1), (—1,1,0), (1,0,0).

Bemutatjuk a TU-matrixoknak még egy hasznos jellemzését. Az 5.4.5 tételben lattuk mar, hogy TU-
maétrixok oszlopai egyenletesen k-szinezheték. Kérdés, hogy ez a tulajdonsdg mennyire a csak TU-matrixok
sajatja. Az aldbbi tétel szerint, mar az egyenletes 2-szinezhet&séghél is kovetkezik a TU-sdg. Az oszlopok
egyenletes 2-szinezhet8ségének azt az ekvivalens definiciéjat haszniljuk, amely egy olyan z {+1}-es vektor
létezését koveteli, amelyre Qz {0, +1}-es vektor.

TETEL 5.5.2 (Ghouila-Houri) (ejtsd: Gujla-tiri) Egy Q mdtriz akkor és csak akkor teljesen unimoduldris,
ha oszlapainak bdrmely részhalmaza egyenletesen 2-szinezhetd.
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Biz. TU-matrix egyenletes k-szinezhetségét mar lattuk korabban, igy csak a forditott irannyal foglalkozunk.
Megjegyezziik, hogy ha kihagyjuk @ néhdny sorat, akkor @) oszlopainak egy egyenletes 2-szinezése automatiku-
san egyenletes 2-szinezése a maradéknak. fgy Q@ mindenesetre {0, +1}-es matrix.

Tegyiik fel, hogy @ minimélis méretl ellenpélda. Ekkor tehat @@ nem TU, de minden valédi részmatrixa
az. Ezért @ négyzetes métrix, amelyre K := det@Q ¢ {0,+1}. fgy Q nem egyelemii és @Q minden valédi
aldetermindnsa {0, £1} értéki. Tekintsiik a Q matrix Q' inverzét. A Cramer szabaly szerint

Q" minden nem-nulla eleme =+ 1/K alaki. (5.7)

Legyen ¢f a Q™' els6 oszlopa és jeldlje R azon j indexek halmazéat, melyekre gf(j) # 0. Jelolje ;¢ a Q
matrix i-dik sordt és ex = (1,0, ...,0) az els§ egységvektort. Mivel minden ¢ > 2 indexre ;qq7 = 0, ezért (5.7)
miatt a ;¢ sornak paros sok olyan ¢;; nem-nulla eleme van, amelyre j € R.

A feltevés szerint a @@ matrix R-hez tartozé oszlopai egyenletesen 2-szinezhetdk, vagyis létezik egy olyan
z {0,%1}-es vektor, amelyre Qz {0,£1} értékii és z(j) pontosan akkor nem nulla, ha j € R. Az el8bbi
paritdsi megfigyelés miatt minden i > 2-re ;qz = 0. De ekkor 1gz # 0, mert kiiléonben @z = 0 volna,
ellentmonddsban | det Q| > 2-vel. z esetleges negdldsdval feltehetjiik, hogy 19z = 1, vagyis Qz = e1, és emiatt
z = g7, ellentmondésban az (5.7) tulajdonsdggal. e
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5.6 Paros grafok és linearis programozas

Mi allhat annak hétterében, hogy paros grafok parositasaival, irdnyitott grafokban pedig utakkal, folyamokkal,
aramokkal kapcsolatban megannyi szép tételt lehet megfogalmazni és igazolni? Miként lehet ilyen tételeket
megsejteni? Ebben és a kdvetkezo részben megmutatjuk, hogy a szébanforgé hélézati optimalizalési feladatok
egy olyan linedris programként irhatdék fel, amelyben a feltételi métrix teljesen unimoduléris. Kideriil, hogy
a tételek mindegyike gy tekinthet8, mint egy linedris programozdsi tétel (Farkas lemma, korldtossagi tétel,
optimalitdsi feltétel, dualitds tétel) TU-métrixokra felirt alakjanak specidlis esete. Ennek a felismerésnek nem
csak az a haszna, hogy mar igazolt tételekre ijabb bizonyitdst nyeriink, hanem olyan hatékony eszkoz birtokdba
jutunk &ltala, amely altaldnosabb ilyen irdnyud tételek megsejtésére és bizonyitasara is alkalmas.
A csupa egyesbdl all6 j-dimenzids vektort e; jeloli, mig a j - j-es identitds matrixot I;.

5.6.1 Paros grafok: optimalis részgrafok
Optimalis parositasok

El6szor levezetjiik Kénig mar megismert tételét:

TETEL 5.6.1 (Kénig) A G = (S,T;E) pdros grdfban a figgetlen élek mazimdlis v szdma egyenld az éleket
lefogo pontok minimdlis T szdmdval.

Biz. A graf pontjainak szadmat jelolje p az élek szamét gq. A paros gréf incidencia matrixat jelolje A, amelyben
a soroknak a graf pontjai, az oszlopoknak a gréf élei felelnek meg. Ekkor tehdt A egy p x ¢ méreti (0, 1)-matrix.
Tekintsiik a kovetkez6 priméal-dudl linedris program part:

max{eqx : Az < ep,z > 0}, (5.8)

min{epy : yA > eq,y > 0}. (5.9)

Az 5.3.2 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik. Jeloljiik ezeket rendre xo-
lal és yo-lal. (5.8) minden egészértékli megoldasa (0, 1)-értékii, és rogton latszik, hogy (5.9) minden optimélis
egészértékii megolddsa is (0, 1)-értékii. Legyen M azon élek halmaza, melyeken xo az 1 értéket vesz fel, és
legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo egyet vesz fel. Az Ax < e, feltétel azt jelenti, hogy M pérositas
a grafban, mig az yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primadl és dudl optimum
értékek egyenl8sége pedig azt jelenti, hogy |M| = |L|, ami a célunk volt. e

E bizonyitds kapcsdn azt mondhatjuk, hogy a Kénig tétel nem mas, mint a dualitds tétel TU-méatrixokra
vonatkoz6 egészértékii alakja abban a specidlis esetben, amikor a feltételi matrix a paros graf incidencia
madtrixa, mig a korldtozé vektor és a célfiiggvény a (megfeleld dimenziés) azonosan 1 vektor. Természetesen a
primél programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett valaszthatunk tetszéleges c célfiiggvényt. Ekkor a fenti
megkozelités Egervary tételének kovetkezo valtozatat adja.

TETEL 5.6.2 Pdros grdfban egy pdrositds mazimdlis silya eqyenld min{zvevﬂ'(v) s > 0,7(u) + 7(v) >
c(uv) minden wv élre}. Ha ¢ egészértékd, az optimdlis w is vdlaszthatd egészértékiinek. o

Melléktermékként kapjuk:

TETEL 5.6.3 A G pdros graf A incidencia mdtrizaval felirt
{z: Az < ep,x > 0} (5.10)
poliéder egész, amelynek csicsai pontosan a grdf pdrositasainak incidencia vektorai. o

Egy gréaf parositds politopja a parositasok incidencia vektorainak konvex burka. A linedris programozasban
tanultak szerint tetsz6leges politop (korldtos) poliéder, azaz felirhaté egy linedris egyenlétlenség-rendszer
megolddshalmazaként. Az 5.6.3 tétel az (5.10) rendszerrel tehét konkrétan megadja a parositds politop poliéderként
torténd eldéllitasat. (Ezek miatt nem okozhat félreértést, hogy a pdrositds politopot gyakran pérositds poliédernek
hivjdk.) Megjegyzendd, hogy tetszéleges grafra is a pérositds politop mindig része a (5.10) poliédernek, de
ilyenkor lehet valédi része.

Nevezziink egy matrixot bisztochasztikusnak, ha négyzetes, nemnegativ és minden sordsszege valamint
minden oszloposszege egy. Legegyszeriibb bisztochasztikus méatrixok a permutécié matrixok, melyeknek min-
den eleme 0 vagy 1 és minden oszlopdban és minden soraban pontosan egy darab egyes van. Permutacié
matrixok konvex kombindcidja is bisztochasztikus. A kovetkezé tétel 6 mondanivaldja az, hogy valdjaban
minden bisztochasztikus matrix el6éll ilyen alakban.
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TETEL 5.6.4 (Birkhoff és Neumann) FEgy mdtriz akkor és csak akkor bisztochasztikus, ha permutdcid
mdtrizok konver kombindcidja.

Biz. Egy B n x n-es matrix megfelel egy G n X n-es teljes paros graf élhalmazan értelmezett xp vektornak.
Figyeljiik meg, hogy a permutdcié matrixok éppen a teljes parositasoknak felelnek meg. Ha B bisztochasztikus,
akkor Azp = e,2,xp > 0, azaz xp benne van a G pdarositds poliéderében, vagyis eldall parositdsok (incidencia
vektorainak) konvex kombindcidjaként. tehdt B el6all permutécié méarixok konvex kombindcidjaként. e

Természetesen megkaphatjuk Egervéry tételét, s6t most mar belefoglaljuk azt az esetet is, amikor a sulyfiiggvény
nem egész.

TETEL 5.6.5 (Egervary) A G = (S,T;E) teljes pdrositdssal rendelkezd pdros grdfban ac > 0 silyfiigguényre
vonatkozé maximadlis sulyd teljes pdrositds v. sulya egyenld a sulyozott lefogdsok minimdlis 1. Osszértékével.

Amennyiben G teljes pdros graf, ugy az optimdlis sulyozott lefogas vdlaszthaté nemmnegativnak is. Amennyiben

c egészértéki az optimdlis sulyozott lefogds is vdlaszthato annak.

Biz. A fenti megkozelitéshez képest csak annyit kell valtoztatni, hogy az Az < e, egyenl6tlenség rend-
szer helyett az Az = e, egyenletrendszert kell venniink. Ekkor persze a dudlisban a valtozdékra nincs nem-
negativitas eldirva. A teljes paros graf esetén azért igaz mégis, hogy az optimaélis dudlis megoldéds valaszthaté
nemnegativnak, mert ilyenkor az {max cx : Az < ep,x > 0} linedris program optimadlis megolddsa ¢ nem neg-
ativitasa valamint a paros graf teljessége miatt mindig teljes péarositason is felvétetik, marpedig ezen linearis
program dudlisdban a véltozok nemnegativak. e

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k éli parositdsok maximalis sulyara szeretnénk tételt kapni? Miutan
egy péros graf incidenciamdtrixat egy csupa egyes sorral kiegészitve tovdbbra is TU-métrixot kapunk (figyelem:
csupa egyes oszloppal valé kiegészitéssel nem), igy a kovetkezd primdl-dudl linedris program par megadja a
vélaszt: max{cz : Az < ep,eqr = k} és min{me, + ko : TA + aeq > ¢,m > 0}. A primdl optimum tehdt
egészértékii, és igy sziikségképpen egy k elemii parositis incidencia vektora. A dudl optimum is egészértéki,
feltéve, hogy c az.

Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szallitasi probléma

Tovabbi altaldnositdsokat kaphatunk, ha a primél feladatban a jobboldalt valamilyen (nem-negativ) b vektor-
nak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus jelentése, hogy a péaros grafban maximalis silyu fokszam-korlatozott
részgrafot keresiink. Természetesen alsé korlatokat is kittizhetlink a fokszamokra, mint ahogy korldtozhatjuk
alulrdl és feliilrél azt is, hogy egy élt hany példanyban vehetiink be a keresett részgrafba (megint csak ami-
att, hogy az incidencia métrixot egy csupa egyes sorral kiegészitva TU-métrixot kapunk). Valdjdban nem is
érdemes explicit megfogalmazni a kiillénbo6z6 lehet6ségekre vonatkozé min-max tételeket, mert a dualitas tétel
és a péros graf incidencia matrixanak teljes unimodularitdsa mar magiban hordozza a sziikséges informéciot.
Emlékeztetiink, hogy kordbban ezen feladatok korét neveztiik szallitasi problémanak.

Feladat 5.9 Mikor létezik egy pdros grdfnak eqgy N és eqy K részgrdfja gy, hogy minden csucsban az N
fokszdma pontosan eggyel nagyobb, mint K fokszama?

5.6.2 Paros grafok: élszinezések

Kozismert Konig élszinezési tétele, amely szerint minden A-reguléris paros graf élhalmaza felbomlik A élidegen
teljes parositasra. (Ez kozvetleniil levezethetd indukciéval, vagy esetleg a Hall tételre tdmaszkodva). Ugyanak-
kor a TU-métrixokra vonatkozo 5.4.5 egyenletes szinezési tételbdl sokkal dltalanosabb eredmény nyerhets. Az
élszinezési tételt néha kicsit dltaldnosabban fogalmazzik meg: Ha egy pdros grdifban a mazimdlis fokszam A,

” ooz

akkor az éleket meg lehet A szinnel szinezni ugy, hogy minden csiucsba kiilonbozé szini élek futnak.

TETEL 5.6.6 Egy G = (S,T; E) pdros grdf éleit meg lehet k szinnel dgy szinezni, hogy minden v csicsra
és mindegyik j szinre (j = 1,...,k) a v-be mend d(v) darab €l kézul |d(v)/k| vagy [d(v)/k] darab szine
j. Rdaddsul még azt is megkdvetelhetjik, hogy minden szinosztdly mérete kézel ugyanakkora legyen, vagyis
LIE|/K] vagy [|E|/K].

Ha k-t a maximaélis A fokszdmnak vélasztjuk, akkor megkapjuk Kénig élszinezési tételét, amely szerint paros
graf kromatikus indexe (élszinezési szdma) a maximélis fokszdmmal egyenld. Ha k-t a minimalis ¢ fokszdmnak
vélasztjuk, akkor Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G péaros graf élhalmaza felbonthaté § részre ugy,
hogy mindegyik rész fedi az Gsszes pontot. e

A linedris programozdasi megkozelités eredményességét egy kevésbé kozismert tételen is bemutatjuk.
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TETEL 5.6.7 (Folkman és Fulkerson) Egy G = (S,T;E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik ¢
darab élidegen k €éld pdrositds, ha
ic(2) > Uk+|Z| - |U)) (5.11)

fenndll U := SUT minden Z részhalmazdra, ahol iq(Z) jeldli a Z dltal feszitett élek szdmat.

Biz. Mivel egy M pérosités legfeljebb |U| — |Z| olyan élt tartalmaz, amelynek legaldbb egyik végpontja nincs
Z-ben, gy legaldbb |M| — (|U| — |Z|) darab |Z| &ltal feszitett élt tartalmaz. Igy, ha létezik ¢ darab k éli
pérositds, akkor Z legalabb £(k + |Z| — |U|) élt feszit, vagyis (5.11) sziikséges.

Az elegendéséghez jelolje A a péaros graf pont-€él incidencia marixét, p a csicsok szamat, q az élek szamét. Az
Teq és yeq skalarszorzatot szemléletesebben z(E)-vel illetve y(E)-vel jelljiik, mig a wep-t 7 (U)-val. Tekintsiik
a

max {T(E): z >0, Az <{, I,z <1} (5.12)
primal és a
min {{x(U) +y(E): (m,y) >0, tA+y>1} (5.13)
duélis linedris programot, ahol 7 : U — R4 az A sorainak megfelel dudlis valtozdk vektora, mig y : E — Ry
az I, sorainak megfeleléké. Az A matrix TU-sdga miatt mind a primdl, mind a duél optimum egész vektoron
felvétetik, sét (0,1) vektoron is, hiszen a primél feltételek kozott explicit szerepel a 0 < z < 1 kikotés, mig a
dudlisban a jobboldalon azonosan 1 &ll, {gy egy optimélis (7, y) vektor minden komponense legfeljebb 1.

Amennyiben a (dualitds tétel miatt 1étez6) kozos optimum-érték legaldbb k¢, ugy a (0, 1)-értékii optimadlis
primdl vektor 1 értékli komponensei egy olyan legaldbb k¢ éli G' = (U, E’) részgrafot hatdroznak meg,
amelyben minden pont foka legfeljebb 2. Elek esetleges torlésével elérhetjiik, hogy G’ pontosan kf darab élbsl
alljon. Az 5.6.6 tétel miatt E’ felbomlik £ darab péarositdsra, amelyben mindegyik parositds kozel egyforma,
méretl, és igy sziikségképpen pontosan k elemi.

Tételezziik most fel, hogy a kozos optimum értéke kisebb, mint k¢. Ekkor létezik egy (0,1) értékil (m,y)
dudlis optimalis megoldds, amelyre £7(U) +y(E) < kf. Jeldlje Z a graf azon v pontjainak halmazét, melyekre
m(v) = 0. A dudlis feltételek miatt minden Z altal feszitett e élre y(e) = 1, és ezért ig(Z) < y(E). Miutdn
7(U) = |U| —|Z|, igy £(|U| — |Z]) +ic(Z) < £ —7(U) + y(E) < k¢, ellentmonddsban a (5.11) feltétellel. o

Megjegyzés Szub- illetve szupermoduléris fiiggvények gyakran szerepelnek kiilonféle sziikséges és ele-
gend§ feltételekben (példdul Hall tételében az X halmaz szomszédainak elemszdmat jelolé |I'(X)| fliggvény
szubmoduldris, és errdl koveteljiik meg, hogy legaldbb |X| legyen). Altaldban a szubmoduldris fliggvények
felsé korldtként szerepelnek, mig a szupermoduldris fiiggvények alséként. (Példdul grafelméletben bizonyitott
eredmény, hogy egy 2-élosszefliggd grafnak akkor és csak akkor van olyan erdsen Osszefiiggd iranyitdsa, amely-
ben minden v csucs befoka legfeljebb egy eldre megadott g(v) érték, ha g(X) > i(X) + c(X) a csicsok minden
nemires X részhalmazdra, ahol ¢(X) az X elhagydsdval keletkezd komponensek szdma. Itt az i(X) + ¢(X)
fiiggvény szupermoduldris.)

Ebben a tiikorben furcsa, hogy a szupermoduldris i¢ fiiggvény az (5.11) feltételben felsé korlatként szerepel.
Valdjéban a szokdsos N és U miiveletek helyett bevezethetiink a paros gréf részhalmazain egy masik halét a
kovetkezd miiveletekkel: legyen X AY := (XNY NS)U((XUY)NT)és X VY := ((XUY)NS)U(XNYNT).
Kimutathaté, hogy ezekre nézve az ig fliggvény mar szubmoduléris.
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5.7 Haloézati optimalizalas és linearis programozas

Ebben a részben attekintjiik a potencidlokra utakra, folyamokra és aramokra vonatkozo tételek linearis pro-
gramozasi kapcsolatat.

5.7.1 Megengedett potencialok, legolcs6bb utak

Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, melynek (0,1, —1)-es incidencia matrixat jeldlje Q. Egy 7 : V — R vektort
akkor neveztiink a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve megengedett potencidlnak, ha w(v) — w(u) < c(uv)
fenndll minden wv € A élre. Figyeljiik meg, hogy egy 7 vektor pontosan akkor megengedett potencidl, ha
7@ < c. Egy x : A — R vektor pedig pontosan akkor aram, ha Qz = 0. Megmutatjuk, hogy a megengedett
potencidl létezésére vonatkozd tétel rogton kovetkezik a Farkas lemma TU-métrixokra vonatkozé élesebb
alakjabdl.

TETEL 5.7.1 Adott ¢ : A — R kéltség-fiiggvényre akkor és csak akkor létezik olyan m : V. — R wektor,
amelyre w(v) — m(u) < c(uv) minden e = wv € A élre, ha c konzervativ, azaz ha nem létezik negativ kéltségt
wranyitott kor. Amennyiben c egészértékd, ugy a potencidal is vdlaszthaté annak.

Biz. A Q métrix transzponéltja teljesen unimoduléris, igy a 5.3.1 tétel miatt vagy létezik a 7Q) < ¢ rendszernek
megolddsa (amely egész, ha ¢ az), vagy pedig a dudlis {Qz = 0,z > 0, cx < 0} rendszernek létezik egy (0,+1)-
es megolddsa. Az elsd eset épp egy megengedett potencidl 1étezését jelenti, mig a masodik esetben, x > 0 miatt,
x egy (0,1) értékil, negativ koltségli dram, amely élidegen korokre bomlik, és gy e korok egyike is negativ. e

A dualitds tétel TU-métrixokra vonatkozé élesitett alakjabdl konnyen levezetheté a legolcs6bb utakra
vonatkoz6 alabbi eredmény is.

TETEL 5.7.2 Konzervativ c koltségfigguény esetén az s-bél t-be vezetd utak koltségének l.(t) minimuma
egyenld w(t) — m(s) mazimumdval, ahol a mazimum az dsszes megengedett m potencidlon veendd.

Biz. Tegyiik fel, hogy a @ matrix els6 és masodik sora felel meg az s illetve a ¢t pontnak. Tekintsiik a
max{7(t) — 7(s) : 7Q < c} linedris programot. Ennek dudlisa min{cz : Qz = (-1,41,0,0,...,0),z > 0}. A
primél program optimélis megoldasa épp a tétlben szereplé maximum. Mivel Q TU-métrix, igy a 5.3.2 tétel mi-
att 1étezik egészértékli optimadlis 7 is, ha ¢ egész. A dualis programnak az 5.3.2 szerint a c egészértékiiségétsl
fiiggetleniil létezik egy x* egészértékii optimuma. Figyeljik meg, hogy a Qz = (-1,+1,0,0,...,0),z > 0
megolddsai éppen az egy nagysagu folyamok. Mivel z* egészértékii, igy el6dll, mint egy 1t és irdnyitott korok
(incidencia vektorainak) nemnegativ kombindcidjaként. De ¢ konzervativitdsa miatt a korok koltsége nem-
negativ, igy ezeket kihagyva feltehetjik, hogy =™ egy st 1t incidencia vektora.

5.7.2 Megengedett aramok és folyamok

Egyszerl észrevétel, hogy ha a megmaraddsi szabély helyett csupan a g, (v) < 0, (v) egyenlStlenséget irjuk eld
minden v csicsnal, akkor x automatikusan dram, mésszéval a Qr < 0 egyenl6tlenség-rendszer megolddshalmaza
pontosan az dramok halmaza.

TETEL 5.7.3 Ha f < g egészértékd, akkor a megengedett dramok {x : Qr < 0,f < z < g} poliédere,
amennyiben nemires, egész poliéder.

Biz. Mivel @ TU-matrix, igy ha kiegészitjik egy (negativ) egységmétrixszal, igy tovabbra is TU-métrixot
kapunk, és igy a 5.3.2 tételt alkalmazhatjuk. e

Hasonlé megfontolédssal kapjuk:

TETEL 5.7.4 AD = (V, A) digrdf élhalmazan adott a g > 0 egész kapacitdsfiggvény. Legyen s ést két kijelolt
csiics, melyekre o(s) = 0 = 8(t). A k nagysdgi megengedett folyamok {x € R* : 0 < z < g, 0.(v) = 6:(v)
minden v € V — {s,t}-re, 0z(s) = k} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder. o

Most megmutatjuk, hogy A. Hoffman megengedett dramok létezésére vonatkozé tétele nem mds, mint a
Farkas lemmaéanak az 5.3.1 tételben TU-métrixokra vonatkozé élesebb alakja egy digraf incidencia métrixdra
felirva.

TETEL 5.7.5 (Hoffman, 1960) A D = (V, A) digrdfban adott f < g kapacitdsfiiggvényekre vonatkozdlag
akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha

0f(X) < 64(X) minden X CV halmazra. (5.14)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és (5.14) fenndll, igy létezik egészértékii megengedett dram is.
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Biz. Csak az elegend§ség igazoldsaval foglalkozunk. Tekintsiik a Qz < 0,z < g, —z < —f rendszert. Az 5.3.1
tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha a fenti rendszernek nincs megolddsa, akkor van olyan (y,w,v) (0, 1)-értéki
vektor, amelyre (¥) yA+u—v =0 és (xx) ug —vf < 0. Mivel f < g, igy minden élre feltehet&, hogy u(e) és
v(e) koziil legaldbb az egyik nulla (ha ugyanis mindkettd 1, akkor mindkett&t helyettesithetjiik nulldval.)

Jeldlje Z azon z pontok halmazdt, ahol az y(z) = 1. Ekkor (%) miatt minden olyan e élre, amelynek mindkét
vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) = v(e) = 0. Tovdbbd minden Z-be belépd e élre v(e) =1, u(e) =0
és minden Z-bdl kilép6 élre v(e) = 0, u(e) = 1. Miutdn ug = §4(Z2) és vf = 0¢(Z), igy (**) ellentmond a (5.14)
feltételnek. o

5.7.3 Minimalis koltségii aramok és folyamok

Tekintsiik most a koltséges aram problémét, azaz adott ¢ : A — R koltségfiiggvény esetén keressiink minimélis
koltségli megengedett aramot, mas széval, oldjuk meg a

min{cz: Qz =0, f <z < g} (5.15)

linedris programot. (Természetesen az x < g egyenlStlenség itt azt jelenti, hogy x(e) < g(e) az olyan élekre,
ahol g(e) véges. Dudlis valtoz6 tehdt csak ilyen egyenlStlenségekhez tartozik.)

Korlatossag és optimalitas

El8szor vizsgaljuk meg, hogy cx mikor korldtos alulrél. Készitsiink el egy D' = (V, A’) digrafot, és élein
definidljuk a ¢’ koltségfiiggvényt a kovetkezdképpen. D’-ben uv akkor él, ha vagy vu € A, f(vu) = —oo,
és ekkor ¢'(uv) = —c(vu), vagy pedig uv € A, g(uv) = oo, és ekkor ' (uwv) = c(uv). Bar az 5.3.3 tételt
specializalva kozvetleniil is kiolvashaté az aldbbi eredmény, jra megadjuk az ottani bizonyitdst a mostani
helyzetre specializalva.

TETEL 5.7.6 Feltéve, hogy létezik megengedett dram, a kovetkezok ekvivalensek.

(a) A megengedett ¢ dramok cx koltsége alulrdl korldtos.
(b) Nincs negativ 6sszkoltségti irdnyitott kor D’ -ben.
(c) Létezik egy olyan w:V — R fiigguény, hogy minden uv € A esetén

m(v) — w(u) < c(uv), ha g(uv) = 0o, azaz c(uv) < 0= g(uv) < 0o (5.16)

w(v) — w(u) > c(uw), ha f(uv) = —oo, azaz cx(uv) > 0= f(uv) > —o0. (5.17)

Amennyiben c egészértéki, ugy a szébanforgd m is valaszthaté annak.

Biz. (a)—(b) Ha létezik negativ kor D’-ben, akkor ennek egy olyan kor felel meg D-ben, melynek az eléremend
élein a g végtelen, a hatramend élein az f minusz végtelen, és az éleinek GsszkOltsége negativ. Marpedig
ha a meglévé megengedett dramot az eléremend éleken béarmilyen nagy K-val egységesen megnoveljik a
hatramendkon pedig K-val csokkentjiik, akkor megengedett dramot kapunk, amelynek koltsége igy akdrmilyen
kicsi lehet.

(b)—(c) Ha D’-ben nincs negativ kor, akkor az 5.7.1 tétel miatt 1étezik egy 7 : V — R fiiggvény, amelyre
ww € A, g(uv) = oo esetén (amikor is wv € A") w(v) — w(u) < '(ww) = c(uv) azaz (5.16) fennall, mig
wv € A, f(uv) = —oo esetén (amikor is vu € A’) 7(u) — w(v) < ' (vu) = —c(uv) vagyis m(v) — m(u) > c(uv),
azaz (5.17) fennall.

(c)—(b) Tetszéleges = dram koltsége barmely A, (uv) := 7w(v) — 7w(u) pontindukélt koltségfiiggvény esetén
nulla. A cr(uv) := c(uv) — w(v) +7(u) eltolt koltségfiiggvényre (5.16) azzal ekvivalens, hogy cx(uv) > 0 esetén
g(uv) < oo, mig (5.17) azzal, hogy cx(uv) < 0 esetén f(uv) > —oo. Ezek alapjdn egy x megengedett dramra
és (c)-t kielégit6 m-re

CT = Crx = Z cr(uv)z(uv) = Z [ex (uv)z(uv) : ex(uv) > 0] + Z [ex (uv)z(uv) : cx(uv) < 0] >

uvEA uv€EA uv€EA

Z [cx(uv) f(uv) : ex(uv) > 0] + Z [er (uv)g(uw) @ ex(uv) < 0],

uvEA uv€EA
ami a cz-re véges alsé korldt. (Most tehdt részletesen kifrogatva azt a mdar kordbban latott egyszert tényt
igazoltuk tdjfent, hogy ha mind a primdl, mind a dual poliéder nemiires, akkor cx alulrél korldtos a primal
poliéderen.) o

Tegytk most fel, hogy z megengedett dram. Készitstink el egy D, = (V, A.) digrafot és az élhalmazan egy
c. koltségliiggvényt a kovetkez8képpen. Az uv él akkor tartozzék A.-hez, ha vagy wv € A, z(uwv) < g(uwv),
és ekkor legyen c.(uv) = c(uv), vagy pedig vu € A, z(vu) > f(vu), és ekkor legyen c.(uv) := —c(vu). Az
5.3.4 tételt specializdlva megkapjuk a kovetkezét, de a biztonsig kedvéért maga a bizonyitas is djra szerepel:
a helyzetre specializalva.
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TETEL 5.7.7 Adott z megengedett dram esetén a kévetkezok ekvivalensek.

(a) A z optimdlis megolddsa a (5.15) minimdlis koltségli megengedett dram feladatnak.
(b) A D.-ben nem létezik negativ dsszkoltségt irdnyitott kor.
(¢) Létezik egy olyan w: V — R fliggvény, hogy minden uv € A €l esetén

m(v) — w(u) < c(uv), ha z(uwv) < g(wv), azaz cx(uv) < 0= z(uv) = g(uv) (5.18)
m(v) — m(u) > c(uv), ha z(uwv) > f(uwv), azaz cx(uv) > 0= z(uwv) = f(uv). (5.19)

Amennyiben c egészértéki, ugy a szébanforgé m is valaszthaté annak. e

Biz. (a)—(b) Tegyiik fel létezik negativ kor D.-ben. Az ebben 16v6 uv éleknek megfelelé D-beli élek kétfélék
lehetnek. Vagy egy olyan uv € A él, amelyre z(uv) < g(uv), vagy egy olyan vu € A él, amelyre z(vu) < f(vu).
Az els§ tipusu éleken z-t kicsiny pozitiv A-val névelve, a méasodik tipusiakon A-val csokkentve megengedett
dramot kapunk, amelynek koltsége kisebb, mint z koltsége, hiszen C negativ kér D’-ben.

(b)—(c) Ha D.-ben nincs negativ kor, akkor az 5.7.1 tétel miatt 1étezik egy 7 : V — R fliggvény, amelyre
wv € A, z(uv) < g(uv) esetén (amikor is uwv € A;) w(v) — w(u) < c.(uv) = c(uv), azaz (5.18) fenndll, mig
wv € A, z(uv) > f(uv) esetén (amikor is vu € A”) w(u) — 7(v) < cz(vu) = —c(uv) vagyis w(v) — w(u) > c(uv),
azaz (5.19) fennall.

(¢c)—(b) Tetszéleges = dram koltsége barmely A, (uv) := 7w (v) — w(u) pontindukélt koltségfiiggvény esetén
nulla. A cr(uv) := c(uv) — w(v) +7(u) eltolt koltségfiiggvényre (5.18) azzal ekvivalens, hogy cx(uv) > 0 esetén
z(uww) = g(uwv), mig (5.19) azzal, hogy c(uv) < 0 esetén z(uv) = f(uv). Ezek alapjian egy z megengedett
dramra és (c)-t kielégit6 m-re

CT = crx = Z cx(uwv)z(uv) = Z [er (uwv)z(uv) : cr(uv) > 0] + Z [exr (w)z(uv) : ex(uv) < 0] >

uvEA uv€A uv€EA

Z [cx(uv) f(uv) : ex(uv) > 0] + Z [er (uv)g(uv) : ex(uv) < 0] =

uvEA uv€EA

Z [cx(uv)z(uv) @ ex(uv) > 0] + Z [cr(uv)z(uv) : ex(uv) < 0] = cz,
uvEA uvEA
azaz z minimélis koltségli megengedett dram. o

Feladat 5.10 Az 5.7.6 tétel fenti direkt bizonyitdsdnak mintdjdra adjuk meg az 5.7.7 tétel kézvetlen bi-
zonyitasat is.

Feladat 5.11 Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a 5.7.6 és a 5.7.7 tételek megengedett potencidlokra vonatkozo
ellenparjat.

Az dramokra megfogalmazott optimalitési feltételt konnyen atvihetjiik folyamokra.

TETEL 5.7.8 A D = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — Ry kapacitdsfiggvény ésac: A — R
kaoltségfiigguény. Egy k nagysdgi megengedett z folyam akkor és csak akkor minimadlis kéltségti a k nagysdgu
megengedett folyamok kézdtt, ha létezik olyan 7 potencidl, amelyre fenndllnak a kévetkezd optimalitdsi feltételek:

m(v) — w(u) < c(uv) = z(uwv) =0, (3)
m(v) — w(u) > c(uv) = z(uwv) = g(uv). (44)
Biz. Adjunk a digrifthoz egy ts élt és definidljuk a koltségét 0-nak. Legyen g(ts) := f(ts) := k. Minden régi

élen legyen f(e) := 0. Az igy kib&vitett D' = (V, A’) digrdfban a megengedett dramok éppen a D-beli k
nagysagu folyamoknak felelnek meg, igy a 5.7.7 tételt D’-re alkalmazva az (i) és (ii) feltételeket kapjuk. e

A minimalis koltségii folyamokra vonatkozo algoritmus segitségével mar igazoltuk az alabbi tételt, legaldbbis
abban az esetben, amikor g egészértékli és ¢ nemnegativ. Megmutatjuk, hogy a héattérben most is az 5.3.2
tételben megfogalmazott TU-métrixokra vonatkozé élesitett dualitds tétel all.

TETEL 5.7.9 AD = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — Ry kapacitdsfiggvény ésac: A — R
kaoltségfiigguény. A k nagysdgu megengedett folyamok kéltségének minimuma egyenld a

k(t) + ) _lex (uv)g(uv) : uv € A, ex(uv) < 0] (5.20)

érték mazimumdval, ahol a mazimum az osszes w: V — R fliggvényre megy, amelyre w(s) = 0. Amennyiben
g egészértéki, az optimdlis folyam vdlaszthatd egésznek. Amennyiben c egészértéki, az optimdlis w vdlaszthato
egészértékiimek.
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Biz. Tegylik fel, hogy a digraf (2 incidencia-méatrixanak elsé és mésodik sora felel meg az s illetve a ¢t pontnak.
Tekintsiik a min{cz : z > 0,Qz = (—k,+k,0,0,...,0),z < g} primél programot. Az z < g feltételt az
ekvivalens (—I,)z > —g alakba téve felirhatjuk a dudlis problémét: max{k(w(t) — 7(s)) — gz : 7Q — 2L, <
¢,z > 0}, ahol m = |A|. A primél poliéder elemei a k nagysdgi folyamok. Az 5.3.2 tétel szerint egész g esetén
a primél poliéder egész, fliggetleniil ¢ egészértékiiségétél. Hasonloképp a dudlis poliéder is egész, amennyiben c
egész. Figyeljiikk meg, hogy tetszbleges m meghatdroz egy hozzd tartozd legjobb z-t: z(uv) := 7 (v) —m(u) —c(uv),
ha 7(v) —m(u) > c(uwv), és z(uv) = 0, ha c(uv) < 7(v) —7(u). Igy tehét adott 7-hez tartozé k(w(t) —m(s)) —gz
célfiiggvény értéke nem mds, mint az (5.20) képletben megadott érték, hiszen a 7 eltoldsdval feltehetjik, hogy
m(s)=0.e

5.7.4 Halézati matrixokkal adott linearis programok

Fontos megjegyezni, hogy a hélézati métrixokkal megadott linedris programok megoldhaték dram problé-
maként. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, F feszit6 fa és legyen N := A — F a nem-fa élek halmaza. Legyen
adott f = (fr, fn) és g = (gr,gn) korldt, melyekre f < g. Legyen tovdbbd ¢ = (cr,cn) egy olyan vektor,
amelyre cp = 0. Jelolje az F-hez tartozé (0,%1)-es hdlézati matrixot B, mig a D digraf (0,%1)-es pont-él
incidencia métrixdt @p. Legyen tovabbd z = (zr, zn). Tekintsiikk a max{cnzn : fr < Ban < gr, fn <zan <
gn } linedris programot. Beldtjuk, hogy ez ekvivalens a max{cz : Qpz = 0, f < z < g} maximalis koltségl
aram feladattal.

Amennyiben z = (zp,zn) dram (azaz Qpz = 0), Ugy konnyen l4tszik, hogy ©r = Bxn, és persze cx =
cyry. Emiatt f <z < g ekvivalens a fr < Bxy < gr, fn < zn < gn feltételekkel. Forditva, tegyiik fel, hogy
xn kielégiti ezen utébbi egyenlétlenségeket. Minden e € N nem-fa élhez legyen X, az (1, ae) vektor, ahol ae
az A matrix e-hez tartozé oszlopa. (Mésszéval, x X, aze élhez tartozé Ce alapkér 0, ‘+1-es incidencia vektora. )
Ekkor persze x  dram, és igy az x := Slzn(e e)x, : € € N] is dram, méghozzd olyan, hogy z(e) = xn(e), ha

e € N. Lathato hogy fr < Bxn < gr azzal ekvivalens, hogy fr(e) < z(e) < gr(e) minden e € F élre fenndll.
L)

Kovetkezik példaul, hogy paros grafok éleinek vagy az irdnyitott fak iranyitott részutjainak egyenletes
szinezéseire vonatkozo tételeket egy maximalis folyamot kiszamité algoritmussal tudjuk algoritmikusan kezelni.
Hasonldképp a kerekitési eredményeket. A minimélis koltségli megengedett potencidl meghatarozisanak problémajét
pedig dgy lehet algoritmikusan megoldani, hogy felirjuk a hozzatartozé dudlis feladatot. Ez minimaélis koltségi
megengedett dram probléménak tekinthetd, majd ennek megolddsaként elééllitjuk az optimaélis dramot és en-
nek optimalis dudalis megoldédst, ami éppen az eredeti potencial probléma megoldésa.

2018. janusr 28. dopt file: dtuc
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5.8 Fedés sétakkal és utakkal

Az aldbbiakban a minimalis koltségii dramok elméletének két érdekes alkalmazasat tekintjiik &t.

5.8.1 Az iranyitott kinai postas probléma

Egy D = (V, A) er6sen Osszefliggd digrafot kell egy megadott pontjabdl kiindulva dgy bejarnunk, hogy minden
élén legalabb egyszer végigmenjilink és a kiinduldsi pontba jussunk vissza. Cél a végigjart élek szdmanak min-
imalizaldsa, vagy dltalanosabban, ha az éleken adott egy végighaladési id6, akkor a teljes bejaras 6sszidejének
minimalizédlasa.

Példaul egy postasnak a postardl elindulva egy korzet minden utcdjan, amelyek mindegyikérél feltessziik,
hogy egyirdnyu, legaldbb egyszer végig kell haladnia majd a postdra visszatérnie. (A kérdést eredetileg
irdnyitatlan grafra fogalmazta meg Mey-Go Guan kinai matematikus 1960-ban. Ennek megoldasa, és a kinai
postés elnevezés J. Edmondstdl szdrmazik, és sokkal mélyebb eszkozoket igényel, mint az irdnyitott valtozat).

Egy mésik alkalmazdsban dramkor miikodésének helyességét kell tesztelniink. Ehhez meg van adva, hogy az
aramkor milyen dllapotokban lehet. Ezek az allapotok felelnek meg a digraf csicsainak. Ezen kiviil adott még,
hogy mely &allapotokbdl mely méasokba lehet dtmenni, és valdjdban egy-egy ilyen atmenetnek a helyességét
tudjuk mérni. A feladat az Osszes lehetséges dllapot-dtmenet ellenérzése minimélis id6 alatt. Vildgos, hogy a
digraf bejarasi probléma miért modellezi ezen tesztelési feladatot.

Annak érdekében, hogy az irdnyitott postds problémét megengedett dram feladatként megfogalmazzuk,
képzeljink el a digraf éleinek egy adott bejardsat. Jelolje z(uv) azt a szdmot, ahdnyszor az uv élen dthaladtunk.
Rogton latszik, hogy 2 egy olyan egészértékli dram, amelynek értéke minden élen legalabb 1. Megforditva,
egy olyan z egészértékii aramhoz, amely minden élen legaldbb 1 tartozik egy bejdrds, amely minden e élen
pontosan z(e)-szer halad végig. Ugyanis ha mindegyik e élt z(e) darab parhuzamos példdnydval helyettesitjiik,
akkor Euler-féle digrafot kapunk és az Euler digrafok kézismerten bejarhatok ugy, hogy minden élen pontosan
egyszer haladunk végig. Ezen megfigyelés alapjdn az optimélis bejdrasi probléma egy minimalis koltségi
megengedett egészértékii dramnak a meghatdrozasaval egyenértékii a D digrafban az f = 1 és g = 400
korlatozé fiiggvényekre vonatkozodan.

TETEL 5.8.1 Egy D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdfban azon 1j, meglévével pdrhuzamosan behizott élek
minimdlis szdma, melyek hozzdaddsdval Fuler-féle digrdfot kapunk egyenld a kovetkezé mazimummal:

max{» "[5(Vi) = o(Vi) :i =1,...,q}, (5.21)
ahol a mazimum a V részhalmazaibdl dllo olyan Vi D Vo D ... DV, megengedettnek nevezett halmazlincokra
megy, melyek tagjaira §(Vi)—o(V;) > 0, és amelyekre igaz, hogy D semelyik éle sem 1ép egynél tobb Vi halmazba.

Biz. Miutan egy Euler digrafban minden halmaz befoka megegyezik a kifokaval, igy mindegyik V; halmazba
legaldbb 6(V;) — o(V;) 1j él fog 1épni. Tekintve azonban, hogy az 4j élek mindegyike meglévével parhuzamos, és
a feltevés szerint semmilyen él nem 1ép egynél tobb V; halmazba, igy a hozzdadandé dj élek minimaélis szdma
legaldbb >"[6(V;) — o(Vi) :i=1,...,q], tehdt max < min.

Ez a becslés azt is mutatja, hogy D éleinek egy adott parhuzamos tobbszordzése, amely D-t Eulerrd teszi
valamint egy adott Vi C Vo C ... C V,; megengedett halmazldnc esetén pontosan akkor all egyenlGség,
ha kizarélag Vi-be mend él keriilt tobbszordzésre. A forditott irdny igazoldsdhoz tehat ilyen Fulerrd tévé
parhuzamos éltobbszorozés és megengedett halmazlanc létezését kell kimutatnunk. E célbdl tekintsiink egy z
minimalis koltségli egészértékli megengedett aramot az f = 1,9 = +oo korlatozd fliggvényekre és a ¢ = 1
koltségfiiggvényre vonatkozdlag. A z meghatdrozza a parhuzamosan megtdbbszorézend6 éleket: minden olyan
e = uv élre, amelyre z(uv) > 2, vegylk az e-nek z(uv)—1 parhuzamos példanyat. A 5.7.7 tétel miatt 1étezik egy
m: V — Z fiiggvény, amelyre 7(v) —m(u) < c(uv) = 1, hauv € A és z(uv) < g(uv), és m(v) —m(u) > c(uv) =1,
ha uv € A és z(uv) > f(uv). Tekintettel arra, hogy g(uv) = +o0, igy z(uv) < g(uv) mindig fenndll, azaz
minden uv € A élre w(v) —7(u) < 1. A mésodik feltételbél pedig az adédik, hogy t6bbszorézott uv élen (azaz
ha z(uww) > 2) 7w(v) —7w(u) > 1 ésigy n(v) —m(u) = 1.

A 7 esetleges eltoldsaval feltehetjiik, hogy a 7 legkisebb értéke nulla. A legnagyobb 7 értéket jelolje g.
Legyen ¢ = 1,...,¢ra V; ;== {v € V : w(v) > i}. Alh’tjuk7 hogy a z &altal definidlt éltobbszorozés és az igy
definidlt halmazlanc teljesiti a fenti kivanalmakat.

Valéban, 7(v) — 7(u) < 1 miatt D minden uv éle legfeljebb egy V; halmazba 1ép be. Mivel z(uv) > 2
esetén m(v) — w(u) = 1, igy tényleg csak valamilyen V;-be 1ép8 él keriilt tobbszorozésre. Végiil, mindegyik
Vi-re valéban §(V;) > o(V;), mert ha valamely i-re 6(V;) < o(V;) éllna, akkor a V; komplementerébe kell, hogy
belépjen (legaldbb o(V;) — 6(V;)) t6bbszorozott él, marpedig ilyen élen w(v) — w(v) < —1, ellentétben azzal,
hogy t6bbszorozott élen w(v) — w(v) =1. @

Feladat 5.12 Dolgozzunk ki modellt az dramkér tesztelési feladat azon wvdltozatdra, amelyben egy megadott
allapotbol egy mdsikba valé dtmenetnek nem ugyanaz az ideje, ha az dllapotvdltdst mérjik, mintha egyszeriien
csak dttérunk az eqyik dllapotbol a mdsikba.
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Feladat 5.13 Hogyan lehet a digrdf fedési feladatot megoldani, ha nem kotjik ki, hogy a bejdrds végén a
kiinduldsi pontba kell visszaérni? Es ha a kiinduldsi pont is szabadon vdlaszthaté?

5.8.2 Aciklikus digrafok optimalis fedése utakkal

Az olimpia egy napjan egy hiriigynokség a rendelkezésre allé tuddsitéit igy akarja a kiilonféle eseményekre
beosztani, hogy egylittesen minél t6bb eseményrdl tudjanak tuddsitani. Az egyes eseményeket egy-egy kozos
pont nélkiili iranyitott éllel abrazoljuk és ezen élek halmazat F-fel jeloljiik. Ha az x = uv esemény annyival
megel6zi az ' = u'v’ eseményt, hogy = befejez6dése utdn 4t lehet érni =’ kezdetére, akkor bevezetiink egy vu’
élt. A feladat ugy fogalmazhaté meg, hogy egy aciklikus digrafban, amelyben adott az élek egy F' részhalmaza,
adott szamu uttal fedjiink le minél tébb F-beli élt.

TETEL 5.8.2 Legyen D = (V, A) aciklikus digrdfban F C A az éleknek egy kijelolt részhalmaza, és legyen
pozitiv egész. A v darab (nem feltétleniil élidegen) irdnyitott dttal lefedhetd F-élek mazimdlis szama egyenld a
kévetkezd minimummal:

min{yg+ az egyik Vi,-ba sem 1épd F-élek szdma}, (5.22)

ahol a minimum a V részhalmazainak olyan q tagu Vi C Vo C ... C Vi halmazldncaira megy, amelynek
tagjaibol nem vezet ki D-beli él.

Biz. El6szor igazoljuk a trividlis max < min irdnyt. Legyenek Pi, Ps,..., P, irdnyitott utak D-ben és V1 C
... C Vg egy olyan halmazldnc, hogy

semelyik V} halmazbdl sem 1ép ki D-beli él. (5.23)

Ekkor egy P; ut egy Vi, halmazba legfeljebb egyszer 1éphet be. Emiatt v 1t a legjobb esetben is a V}, halmazokba
(h=1,...,q) belépd F-élek koziil legfeljebb g darabot valamint az dsszes olyan F-élt tartalmazhatja, amely
nem lép semelyik V},-ba, és igy valéban max < min. Ebbdl azt is megfigyelhetjiik, hogy adott P; utakra és V},
halmazokra pontosan akkor all egyenl6ség, ha

(1) mindegyik P; it ¢ kiillonboz6 F-él mentén belép mind a g darab Vj, halmazba,
(2) bérmelyik Vi,-ba belépé F-élt legfeljebb egy P; ut hasznélja,
(3) minden olyan F-él, amely semelyik V}, halmazba sem 1ép be, rajta van valamely P; uton.

A tétel nem trivialis irdnyanak igazoldsdhoz kimutatjuk egy ilyen itrendszer és halmazlanc 1étezését. Adjunk
D-hez egy s forrdas pontot és egy t nyelé pontot, tovibba minden v € V csicsra 1j sv és vt éleket. Ezen
kiviil minden f = wv € F élre adjunk a digrafhoz az f egy parhuzamos f' = uv példdnydt. Az {gy nyert
digrafot jelolje D' = (V', A"). Definidljuk a g kapacitdsfiiggvényt F-éleken 1-nek, a tobbi élen kelléen nagynak
(valjdban v + 1 megteszi). Definidljuk a ¢ koltségliiggvényt az F-éleken —1-nek, a tobbi élen 0-nak.

Tekintsiink egy z egészértékii minimalis koltségli v nagysagi megengedett folyamot valamint egy optimaélis
7 potencidlt, melyekre tehat teljesiilnek a 5.7.7 tételben megfogalmazott optimalitasi feltételek:

z(uv) > 0 esetén 7(v) — w(u) > c(uv) (5.24)

z(uv) < g(uv) esetén w(v) — m(u) < c(uv) (5.25)

A 7 esetleges eltoldsaval feltehetjiik, hogy = (t) = 0. (Figyelem: nem az s m-értékérdl tesszik fel, hogy
nulla.) A 7(s) értéket jeldljiik g-val. Mivel D aciklikus, {gy z el84ll, mint v darab olyan D’-beli irdnyitott st-tit
incidenciavektordnak osszege, melyek az F-en élidegenek. Jelolje P, ..., P, ezen utakat és nevezziik az dltaluk
hasznélt éleket fedettnek, mig a nem hasznéltakat fedetlennek.

Mivel minden e = uv nem F-él kapacitdsa nagy, {gy ezen éleken mindig z(e) < g(e), ezért a (5.25) op-
timalitédsi feltételbdl w(v) — w(u) < c(uv) = 0, azaz w(v) < w(u). Rdaddsul minden F-él parhuzamos egy
(djonnan hozzdadott) éllel, igy

minden uv € A’ élre 7(v) < 7(u). (5.26)
Mivel minden v € V-re sv és vt él D'-ben, igy
minden v € V csticsra 0 = 7(t) < 7(v) < w(s) = q. (5.27)
Ha egy uwv € F él fedetlen, azaz z(uv) = 0, akkor (5.25) miatt 7(v) — m(u) < c¢(uv) = —1, vagyis

ha uv fedetlen F-él, akkor m(v) < m(u). (5.28)

Tekintsiik a fedett e = uv éleket, amelyeken tehat z(uv) > 0. Ha e nem F-él, akkor c(e) = 0 és (5.24) miatt
m(v) > 7(u), vagyis (5.26) folytdn
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ha uv fedett nem F-él, akkor 7(u) = w(v). (5.29)
Ha pedig e fedett F-él, akkor c(e) = —1 és (5.24) miatt, w(v) — w(u) > —1, vagyis w(v) > w(u) folytdn

ha wv fedett F-él, akkor m(u) > w(v) > w(u) — 1. (5.30)

fgy ha egy P; tton s-bdl elindulva végigmegyiink t-ig, akkor a csicsokon a 7 érték a kezdeti ¢ = m(s)
értékrdl indulva nem F-élen valtozatlan, F-élen pedig vagy nem valtozik vagy pedig eggyel csokken. Ezért
minden h =1,2,...,q egészre a

P/ dtnak van olyan uv € F éle, amelyre m(u) = h,7(v) = h — 1. (5.31)

Legyen h=1,2,...,qra V) :={ve V' :n(v) < h—1}és Vj, := V} — {s,t}. (5.28) miatt minden fedetlen F-
él belép valamelyik V} -ba. Tovabba (5.26) miatt V},-bdl semmilyen él nem 1ép ki. Végiil (5.31) miatt mindegyik
P/ 1t valamennyi V,, halmazba pontosan egyszer 16p be éspedig egy olyan F-él mentén, amely egyetlen V}
halmazba 1ép be.

Jeldlje P; a P/-nek D-ben megfeleld utat, ami tehat gy keletkezik P/-b6l, hogy kihagyjuk az elsé valamint
az utolsé élét és az Osszes tobbi f/ = uwv 4j élét helyettesitjilk az f'-t definidlé f = uv F-éllel. Alh’tjuk, hogy
a P; utak és a V4, halmazok teljesitik az (1), (2), (3) feltételeket. Valéban, (1) kovetkezik az (5.30) és (5.31)
feltételekbol.

A (2) tulajdonsdghoz el8szér is figyeljiik meg, hogy g definiciéja miatt D’-ben a P/ utak minden F-élt
legfeljebb egyszer hasznalnak. Tovabb4 ha egy e = uv F-éllel parhuzamos 14j €’ élt haszndl valamelyik P/ 1it,
akkor (5.29) miatt e nem 1ép be semelyik Vj,-ba, igy (2) tényleg fennall.

Végiil (3) azért teljesiil, mert ha egy uv € F él semelyik V};, halmazba nem 1ép be, akkor 7(u) = 7(v), {gy
(5.28) folytdn rajta kell lennie valamelyik P; uton. e

Részbenrendezett halmazok lancfedései

Dilworth tétele arra adott vélaszt, hogy egy P részbenrendezett halmaz mikor fedheté le v darab lanccal
(pontosan akkor, ha nincs y-ndl tobb elembél 4116 antildnc). A poldris Dilworth tétel meghatdrozta az egyetlen
lanccal fedhet6 elemek maximélis szdmdat, magyardn a leghosszabb ldnc elemszamét. (Ez a P-t fedd antildncok
minimalis szdmdval volt egyenlé.) A két probléma kozos altaldanositdsaként megfogalmazhaté a kérdés, hogy
egy részbenrendezett halmazban v darab ldnccal maximum hény elem fedhet§ le. A valaszt C. Greene tétele
adja meg.

TETEL 5.8.3 (Greene, 1976) Egy P részbenrendezett halmazban a ~y ldnccal fedhetd elemek mazimdlis c-
szdmdra ¢y = min{qy + |P — UA,| : Aq}, ahol a minimum a g darab diszjunkt antildncbdl dllé Aq csalddokra
megy (¢=1,2,...).

A bizonyités trividlis max < min irdnyédhoz figyeljiik meg, hogy egy ldnc minden antilancbdl legfeljebb egy
elemet tartalmazhat, igy v lanc egyesitése a legjobb esetben a ¢ antilanc Z egyesitésébdl vk elemet valamint

az Osszes P — Z-beli elemet tartalmazza.

Feladat 5.14 Vezessiik le Greene tételének nemtrividlis max > min irdnydt a 5.8.2 tétel felhaszndldsdval.

2013. janudr 28. dopt file: dtud
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5.9 Fedés korokkel

Kozismert Camion azon tétele, amely szerint minden legaldbb 2 ponti erfsen Osszefiiggé turnamentnek van
Hamilton koére, vagy masként fogalmazva, ha a digraf (irdnyitatlan értelemben vett) stabilitds szdma 1, akkor
a pontok lefedheték egyetlen egyiranyu korrel, roviden dikorrel.

Egy D = (V, A) erésen 6sszefliggé digrafra jelolje v(D) a digraf pontjait fed6 dikérok minimélis szamat, mig
a(D) az irdnyitatlan alapgraf stabilitds szdma (azaz a fiiggetlen pontjainak maximdlis szdma). A kovetkezd
eredményt Gallai sejtette 1963-ban majd Bessy és Thomassé igazolta 2007-ben. Az aldbbiakban bemutatandé
bizonyitas két kordbban meglévé tételén alapul.

TETEL 5.9.1 Egy D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdfra
v(D) < a(D),
mds széval D pontjai mindig lefedheték a(D) dikorrel.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitdsra, felidézziik az igért két kordbbi tételt. A digraf egyirdnyu koreinek egy
F C A lefogésa lapos, ha minden él benne van pontosan egyszer lefogott dikérben.

TETEL 5.9.2 (Knuth lemma, 1974) Erdsen dsszefiiggé D = (V, A) digrdfban létezik a dikoroknek lapos
lefogdsa.

Biz. Ha D egyetlen pontbdl all akkor a tétel semmitmondé. A fiilfelbontési tétel alapjan D megkaphaté egy
er6sen osszefiiggd D' = (V' A”) digrafbdl egy P fiil hozzdaddsdval. Indukcié alapjén a D’ dikoreinek van egy
B’ lapos lefogdsa. Amennyiben P egy kor, igy P egy tetszbleges élét B’-hoz véve a D egy lapos lefogdsét
kapjuk. Igy feltehetjiik, hogy P egy s-bél t-be mené egyirdnyu tt.

Allitas 5.9.1 A D' dikéreinek van olyan B* lapos lefogdsa, amelyre s elérhetd t-b6l a D' — B* digrdfban.

Biz. Ha s benne van a t-bél D’ — B’-ben elérhet6é pontok Z C V' halmazéban, akkor B* = B’ j6 lesz. Ha s
nincs Z-ben, akkor D’ minden Z-bél kilép6 éle B’-ben van. A B’ lapossagabdl kovetkezik, hogy D’ semelyik
Z-be belépd éle sincs B’-ben, hiszen egy Z-be belépd él is benne van egyszer fedett dikorben, marpedig egy
ilyen dikér kilép Z-bél és a kilépé élekrél mar tudjuk, hogy B’-ben vannak.

Moédositsuk most B’-t olyképpen, hogy a Z-bdl kilépd éleket kivessziik beléle, mig a Z-be belépdket
bevessziik. A kapott B” halmaz olyan, hogy |B” N K| = |B’ N K| minden K dikérre, és ezért B” is a D’
dikéreinek egy lapos lefogdsa. Miutdn D’ — B”-ben a tbél elérhetd pontok halmaza szigortian b&vebb mint
Z, legfeljebb n ilyen csere utédn egy olyan B* lapos lefogdst kapunk, amelyre s is elérhetd t-b6l a D' — B*
digrafban. e

Legyen b a P fiil egy tetszbleges éle. Ekkor B := B* + b nyilvan fedi D minden dikorét, és azt dllitjuk, hogy
B lapos. Valéban, tekintsiink a D’ — B*-ban egy t-b&l s-be men6 P’ egyirdnyi utat, aminek a létezését a fenti
allitds biztositja. Ekkor K := P’ U P egy olyan dikér, amelynek b az egyetlen B-hez tartozé eleme. Ezért D
minden éle hozzdtartozik egy egyszer fedett dikorhoz. e e

A miésik segédeszkoz Gallai egy 1958-as tétele. Legyen ¢ : A — Zy a D = (V, A) erésen osszefliggd digraf
élhalmazén egy nem-negativ egészértékii fliggvény. (Az alkalmazéshoz valjdban csak a ¢ := Xp specialis esetre
lesz sziikségiink.) Egy K kor c-értéke az élei c-értékeinek dsszege, vagyis ¢(K ). Csticsoknak egy multihalmazat
(ahol tehdt egy cstics tobb példanyban is szerepelhet) c-fliggetlennek mondunk, ha minden dikérbél legfeljebb
annyi elemet tartalmaz, mint a dikor c-értéke. Egy multihalmaz egy = : V' — Z egész vektorral azonosithato,
és ekkor z c-fiiggetlensége azt jelenti, hogy #(V(K)) < ¢(K) minden K kérre, ahol V(K) a kor ponthalmaza.

Legyen w : V — Z4 egy sulyfiiggvény. A dikorok halmazan értelmezett y > 0 fliggvényrdl azt mondjuk,
hogy fedi w-t, ha > [y(K) : v € V(K), K dikér] > w(v) minden v € V-re fennéll. Egy z > 0 dramrdl azt
mondjuk, hogy fedi a w-t, ha g.(v) > w(z) minden z € V csticsra fenndll. A w-t fed6 korok és w-t fed6 dramok
kozotti kapcsolatot adja meg a kovetkezd egyszerii megfigyelés.

Lemma 5.9.1 Ha y > 0 a dikérék halmazdn értelmezett w-t fedd figgvény, akkor a z(e) :== > [y(K) : K
dikér és e € K] egy w-t fed§ nemnegativ z dramot definidl, melyre cz = > [y(K)c(K) : K dikér]. Ha y
egészértéki, akkor z is az. Megforditva, egy w-t fedd z > 0 dram elddll dikérék nemnegativ kombindcidjaként,
és barmely z = > y(Z)x(2) elédllitdsra az y egy w-t fedd figgvény, melyre cz = > [y(K)e(K) : K dikor]. Ha
z egészértéki, akkor y is vdlaszthaté annak.

TETEL 5.9.3 (Gallai, 1958) Legyen w : V. — Zy egy silyfigguény a D erdsen dsszefiiggd digrdf pont-

halmazdn. A w-t fedd dikorok c-értékeinek minimdlis dsszege egyenld a nem-feltétlendl kilénbozd c-fliggetlen
csucsok maximalis w-sulydval.
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Felhaszndlva a teljesen dudlis egészértékii rendszerekre vonatkozé 5.1.6 tételt (miszerint egy TDI rendszerrel
megadott poliéder egész, ha a feltételi métrix és a korldtozé vektor egész) Gallai tétele kovetkezik az aldbbi
eredménybél (és valéjdban ekvivalens vele).

TETEL 5.9.4 Jelolje Q a D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf dikir-csics incidencia mdtrizdt. Jelélje ¢ azt
a vektort, melynek komponensei a Q sorainak (azaz D dikoreinek) felelnek meg és a K dikérnek megfeleld
komponens értéke c(K). Ekkor az

{Qx <<, = >0} (5.32)

rendszer teljesen dudlisan egészértéki.

Biz. Legyen w egy egészértékil sulyfliggvény V-n és tekintsiik a kdvetkez6 dudlis linearis programot.

min{>_[y(K)c(K) : K dikor] : yQ > w, y > 0}. (5.33)

Az kell kimutatnunk, hogy ennek létezik olyan y optimuma, amely egészértékii. A lemma alapjén elegendé
azt igazolni, hogy a min{cz : z > 0 dram, amely fedi w-t} rendszernek van egészértékli optimuma. Ez vis-
zont a szokasos pontduplazasi technikaval rogton kévetkezik a megengedett aram poliéder egészértékiliségébil.
Valéban, minden v pontot helyettesitsiink a v’ és v" pontokkal, az uv € A éleket helyettesitsiik az u'v" éllel
(melynek alsé kapacitdsa 0 és koltsége c(uv)), végiil minden v pontra vegyiik be a v”v’" élt w(v) alsé ka-
pacitéssal és 0 koltséggel. Ekkor a keletkezd D’-grafban egy megengedett 2’ dram az eredeti D-ben egy olyan

z dramot definidl, amelyre o.(v) > w(v) minden v € V-re, tovdbbd 'z’ = cz. e

Legyen F' egy adott lapos lefogés és alkalmazzuk Gallai 5.9.3 tételét a w =1 és ¢ := x , specidlis esetben.
Figyeljiik meg, hogy ilyenkor egy S c-fiiggetlen ponthalmaz automatikusan kiilonboz6 pontokbél &ll, hiszen
minden pont benne van egyszer fedett dikorben, tovdbba S stabil, hiszen minden él benne van egyszer fedett
dikérben. Ekkor tehdt az 5.9.3 tétel a kovetkezot adja.

TETEL 5.9.5 (Bessy és Thomassé) Legyen F' C A eqy D(V, A) erdsen dsszefiiggé digrdf dikéreinek egy la-
pos lefogdsa. Ekkor a mazximdlis F'-fiiggetlen stabil halmaz elemszdma egyenld a pontokat fedd dikorsk minimdlis
Ossz F'-értékével (ahol az F-fiiggetlenség a x  -fliggetlenséget roviditi, vagyis az S halmaz F-fiiggetlen, ha min-
den K dikor legfeljebb |F' N K| pontban metszi). o

Bizonyitas (5.9.1 tételé) Mivel egy dikor értéke legaldbb 1, Bessy és Thomassé tételébdl rogton kovetkezik,
hogy a maximalis stabil halmaz elemszdma legalabb akkora, mint a pontokat fed6 dikorok minimaélis szdma. e

Legyen U C V a cstcsok egy adott részhalmaza. A 5.9.1 tétel bizonyitadsaban hasznalt megfontolast a w = 1
helyett a w := Xy fliggvényre alkalmazva rogton kapjuk az alabbi kiterjesztést.

TETEL 5.9.6 Legyen U a D = (V, A) erdsen dsszefiiggd digrdf csicsainak egy részhalmaza. Ekkor U lefedhetd
a(D|U) dikorrel, ahol a(D|U) jeloli az U dltal feszitett digrdf stabilitds szdmdt. e

Feladat 5.15 Adjunk direkt bizonyitdst az (5.9.6) tétel azon specidlis esetére, amikor U klikket feszit.

Megjegyzés Felvetodik a kérdés, hogy ha a bizonyitas két {6 6sszetevdje mar legkésébb 1974-ben ismert volt,
akkor miért csak 2007-ben jelent meg az elsé bizonyitas. Egyrészt Bessy és Thomassé nem ismerte ezen korabbi
eredményeket, 6k egy mds megkozelitést alkalmaztak. De ha még valaki ismerte volna is (mint ahogy az egyik
segédtétel magatdl Gallaitdl vald és bizonyosra vehetd, hogy Gallai latta Knuth lemméjat), a bizonyitdst Bessy
és Thomassénak az az alapveto észrevétele tette lehetévé, hogy valdjaban nem kozvetleniil a Gallai sejtést kell
igazolni, hanem a fentebb mar megfogalmazott sokkal élesebb min-max tételt: a mazimalis F-fliggetlen stabil
halmaz elemszama egyenld a pontokat fedd dikdrok minimdlis 6ssz F-értékével.

directory: dopt file: dgalsejt 2013. januar 28.
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5.10 Gyokeresen k-élosszefiiggo digrafok

Legyen D = (V, A) gyoOkeresen k-élosszefiiggd digraf. Célunk egy min-max tételt kidolgozni a gyokeresen k-
élosszefiiggd feszitett részgraf minimalis koltségére. A tétel biyonyitdsdhoz hasznos lesz az aldbbi egyszerii
megfigyelés.

Lemma 5.10.1 Legyenri,...,r, nemnegativ raciondlis szimoknak egy sorozata. Ameddig csak lehet, valasszunk
ki négy kilonbozo tagot igy, hogy a két kozépsd pozitiv. Csokkentsik a két kézépsit a kisebbikik o értékével és
noveljik a két kivalasztott szélsét a-val. Ekkor az eljdrds véges sok lépés utdn véget ér.

Biz. Feltehetd, hogy a sorozat egész szamokbdl dll. Mivel az elsé tag sosem csokken és a teljes Osszeg konstans,
véges sok 1épés utan az els6 tag rogziil. Toroljik el az els6 tagot és indukciéval a lemma kovetkezik. o

Legyen D = (V, A) digraf, amelyben s kijelolt gyokérpont.

TETEL 5.10.1 Ha D gyokeresen k-élosszefiliggd, ugy D gyokeresen k-élosszefliggd feszitett részgrdfjainak
poliédere {z : 0:(Z) > k minden ) C Z C V —s halmazra és 0 < z(e) < 1 minden e élre}. A leirdsban szerepld
rendszer TDI.

Biz. A 5.1.6 tétel alapjan elég beldtni, hogy a szébanforgd rendszer TDI.

Legyen c : A — Z egészértékii. Jelolje Q azt a (0, 1)-métrixot, amelyben a sorok V' —s nemiires részhalmazainak
felelnek meg, mig az oszlopok a D éleinek. Az X C V — s halmaznak és az e élnek megfelel6 métrix-elem
pontosan akkor 1, ha e belép X-be. Az aldbbiakban jelolje k azt a vektort, amelnyek minden komponense k
és a komponensek a V' — s részuhalmazainak felelnek meg.

Ekkor a primdl probléma min{cz : 0 < z < 1,Qx > k}, mig a dudlis:

max{ Y y(X)k—21:yQ—2<cy>0,2>0}, (5.34)
XCV—s

ahol az z(e) < 1 egyenlétlenségnek megfeleld dudlis valtozét z(e) jeloli.

Adott y egyértelmiien meghatdrozza a z optimélis vélasztasat: z(e) = (yge — c(e))™, ahol ¢. a Q e-nek
megfelel$ oszlopa. fgy beszélhetiink arrdl, hogy egy vy a (5.34) optimadlis megolddsa.

Azt kell igazolnunk, hogy (5.34) optimuma egész vektoron is felvétetik. Legyen yo egy optimélis (raciondlis)
megoldds. Ameddig csak létezik két atmetszé halmaz X és Y melyek yo-értéke pozitiv, mdédositsuk yo-t a
kovetkezdképpen. Az a := min{yo(X),yo(Y)} értékkel csokkentsiik yo(X)-t és yo(Y)-t és egyuttal noveljik
a-val mind X NY, mind X UY yo-értékét. Kénnyli ellendrizni, hogy (a ¢ befok fiiggvény szubmodularitdsa
miatt) ismét dudlis megolddst kapunk, amely optimdlis. A dudlis optimum ezen megvéltoztatdsat nevezziik
egy kikeresztezési 1épésnek.

A V —srészhalmazainak tekintsiink egy olyan sorrendjét, amelyet gy kapunk, hogy egymads utén vélasztunk
a még nem vélasztott elemek koziik egy minimalisat. Ekkor tetszbleges X, Y C V — s esetén X N'Y megel6zi
X-t és Y-t, mig X UY koveti 6ket. Ebbdl és az 5.10.1 lemmabdl kovetkezik, hogy a fenti kikeresztezési 1épésbdl
csak véges sok lehet.

Feltehetjiik tehdt, hogy azon részhalmazok P’ rendszere, melyeken az yo értéke pozitiv, lamindris. Legyen
H := {X :€ P'}. (Itt az X halmazokat multiplicitdssal vessziik, tehdt |H| = |P’|). Ekkor H laminaris hal-
mazrendszer, amely az ismert médon egy F feny&vel és egy ¢ : V. — V(F) leképezéssel reprezentdlhato.
Koénnyen ellenérizhet6, hogy H minden e élére a ‘H azon tagjainak megfelelé fenySbeli élek, melyekbe az e
belép, az F egy irdnyitott részitjat alkotjdk. Ebbél adédik, hogy a @ métrix azon Q' részmétrixa, melynek
sorai a P’ elemeinek felelnek meg, halézati matrixot alkotnak, ami teljesen unimoduléris, {gy a 5.3.3 lemmabdl
a tétel kovetkezik. o

A dualitas tételbdl és 5.10.1 tételbol kiolvashaté az aldbbi min-max tétel, amely a legolcsébb feny&kre
vonatkozo Fulkerson tétel altalanositdsanak tekintheto.

TETEL 5.10.2 Legyen D = (V, A) gydkeresen k-élosszefiiggd digrdf az s gydkérpontra nézve és c: A — Ziy
egy nemnegativ kéltségfigguény. A legolcsobb gyiokeresen k-éldsszefiiggd feszitett részgrdf kiltsége egyenld a
kovetkezd kifejezéssel:

max{k Zngfs y(X) — ZeeA(Z[y(Z) : Z-be belép e] —c(e))t: y > 0}. (5.35)
Azon halmazok rendszere, melyen y pozitiv vdlaszthaté lamindrisnak. Amennyiben c egészértékd, az op-
timdlis y is vdlaszthato egészértékiinek.

A k =1 esetben a fenti tétel egyszerlisodik, mert a primél problémédban nem kell explicit kikétni az < 1
feltételt, hiszen ilyenkor a ¢ nemnegativitdsa miatt a p»(X) > 1 (X C V —s) feltételt teljesitdé = egész vektorok
automatikusan (0, 1)-értékiiek. De ekkor az ezen feltételeknek megfeleltetett z dudlis valtozé sem szerepel és
ezért a min-max tétel a kovetkezbképp egyszeriisodik.
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TETEL 5.10.3 (D.R. Fulkerson) Nemnegativ, egészértéki c sulyfiiggvény esetén a minimdlis silyd s gyokerd
feszitd fenyd silya egyenld a c-fliggetlen s-t mem tartalmazd halmazok mazximdlis szdmdval. Az optimadlis c-
fliggetlen halmaz-rendszer valaszthatd lamindrisnak. e

dopt, file: dgyok, 2013. januar 28.
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