Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAQ09)
1. ZH javitékulcs (2023. 04. 19.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztaté jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam elGtt szerepls allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a
megoldashoz vezets gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl.
Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam
legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Keressiink az abran lathaté halézatban maximalis nagysagu st-folyamot. Ha a l\
cd él kapacitasat tetszolegesen megvaltoztathatjuk, akkor ezzel legfeljebb mek-
kordra tudjuk novelni a maximaélis nagysagu st-folyam nagysagat? (15 pont)

A javité utas algoritmussal meghatéroztuk az abrén lathaté 42 nagységu st-folyamot. Ehhez az sabet(7),
scfgt(7), sadt(h), scdt(5), sabdt(4), saebdt(7) ill. scfgdt(7) javitasokat végeztiik, a zardjelben az adott

javitds soran kiildott folyammennyiség all. (6 pont)
A kapott folyam mellett s-b6l az X = {s,a,c, g} csicsok érhetdk el javité uton, és ez az X halmaz egy 42
kapacitdsu st-vagdst indukal. Ezért a megtalalt 42 nagysdgu folyam csakugyan maximaélis. (4 pont)

A cd él kapacitasat megnovelve tjabb javité utat taldlunk, mégpedig a scdt-t. Ezen az uton a dt él 33-as
kapacitasa miatt legfeljebb 5-tel novelhetd a folyamnagysig. Ha tehat a cd él kapacitasat legalabb 5-tel
megnoveljiik, akkor elérhetd egy 47 nagysdgu st-folyam. (2 pont)
Hiaba noveljitkk azonban 5 f6lé a cd él kapacitdsat, ennél nagyobb folyamot nem kaphatunk, ugyanis a 47
nagysagu folyamhoz tartozé segédgrafban az s-bol elérhet6 csicsok Y = {s,a,b, ¢, d, e, f, g} halmaza egy 47
kapacitasu st-vagast hatdroz meg. Ezért a feladat masodik részére a valasz 47. (3 pont)

A folyam maximalitdsanak igazoldsdhoz nem sziikséges a folyamalgoritmusra hivatkozni: ha valaki (bérhogy)
talal egy 42 nagysagu folyamot, és egy 42 kapacitasu vagast, és erre megfeleloen hivatkozik, akkor azért jar
a pont. (Vagy éppenséggel akkor is, ha vildgosan kijelenti (és bizonyitja), hogy a 42 nagysdgu folyamhoz
tartozo segédgrafban mér nincs st-ut.) Ha azonban csak egy 42 nagysdgi folyamra mutat rd a megoldd
(amir6l nem vildgos, hogyan keletkezett), és nem ad bizonyitékot a maximalitdsra, akkor ez csak minimélisan
visz kozelebb a megoldashoz.

2. Az A,B,C,D,1,2,3,4 csiucsokkal rendelkezé paros graf él-

silyait az alabbi tablazat tartalmazza. Allapitsuk meg, hogy ’ HA‘B‘C‘DH
a sorok utan ill. az oszlopok alatt allé szamok silyozott le- L) 7] 7) 6] 5)4
fogast alkotnak-e. Ha igen, akkor dontsiik el, hogy minimalis z Z g g 2 Z
Osszsulyt-e ez a silyozott lefogas. Ha nem minimalis 6sszst-

. .. 4| 5| 6| 4| 3|12
Iy, akkor keressiink egy minimalis Gsszsilyu stlyozott lefo- I

gast. (10 pont)

Koénnyt ellenérizni, hogy a tablazat barmely eleme legfeljebb akkora, mint a sora végén és az oszlopa aljan
allé két szam Osszege. Ezért az elsé kérdésre igenl a vélasz, csakugyan stlyozott lefogasrdl van szé. (3 pont)
El kell donteniink, hogy van-e ennél kisebb 6sszsilyu silyozott lefogds, azaz, hogy a megadott sulyozott
lefogas vajon minimalis Osszsilyt-e. Az o6ran tanultak szerint paros graf egy silyozott lefogasa pontosan
akkor minimalis 6sszsily1, ha van a pontos éleken teljes parositas. (2 pont)
A pontos élek az A3, B2, B4,C1,C2,C3,C4 és D3. Ezek koziil A3, B2, C1 parositést alkotnak. (1 pont)
A fedetlen D oszlopbdl elérhet6 az A oszlop, valamint a 3 sor. Ennek megfeleléen a két emlitett oszlopon
csOkkentiink, az soron pedig noveljiik a lefogast e-nal, ami a D4 mezé miatt legfeljebb 1 lehet. (2 pont)
A valtoztatas utan a kapott silyozott lefogas Osszsulya 23 lett, ezért az eredetileg megkapott nem volt




minimalis 6sszsuly, igy a masodik kérdésre nemleges a vélasz. (1 pont)
A D4 él pontossa valt, ezért a korabbi parositast ezzel kiegészitve egy pontos élekbdl ’ HA‘B‘C‘DH
all6, 23 sulyu teljes parositast kapunk. Az emlitett optimalitdsi kritérium midtt a  |1]| 7| 7||6] 5|4 4
megvaltoztatott 23 dsszstlyt stlyozott lefogds minimalis 6sszstly. (1 pont) |2 5]16]] 4] 3||2 2
Az is teljes értékii megoldas, ha valaki megindokolja, hogy a kiindulasi értékek su- 3 7 6| 6(|45
lyozott lefogast alkotnak, elérukkol egy 23 Osszstlyu stulyozott lefogassal és egy 23 4| 5| 6| 4] 3|12 2
Osszsulyt teljes parositassal, majd hivatkozik az optimalitasi kritériumra, és igy ad 4] 4] 2] 2
valaszt a feladat masik két kérdésére. 3l 4] 2| 1
. Dontsiik el, van-e megoldasa az aldbbi linedris egyen- — 223 <3
l16tlenségrendszernek, és ha van, akkor adjunk meg egy 21— Qg — 153 > 1
olyat, amelyikben az x5 valtozd értéke a leheto legna-
gyobb. (13 pont) T2 <0
To+1x3 < 4
Atalakitjuk az egyenlotlenségeket gy, hogy mindegyik < tipusu legyen. (1 pont)
Fourier-Motzkin-eliminaciét alkalmazunk, azzal a valtoztatassal, hogy a minimalizdlandé x, ismeretlent
elimindljuk utoljéra. (3 pont)
Ehhez felirjuk a kibovitett egyiitthatématrixot, és azt alakitjuk a tanult médon. (1 pont)
10-23
02-12
-1 2 1)1 030[6
1-1 0|6 8112 0307 b (5 pont)
01 1/4
Nem kaptunk tilos sort, tehat az egyenlétlenségrendszer megoldhato. (1 pont)
Az utolsénak eliminalt xo-re 3z < 6 ill. 329 < 7 adddott. Mivel azt a megoldast keressiik, amiben x5 a
legnagyobb, ezért x, = 2. (1 pont)
Ezt behelyettesitve az x5 eliminalasa elotti allapotba z3 < 2 ill. x3 > 2 adddik, igy 3 = 2. Mindezt eredeti
egyenlitlenségekbe helyettesitve a 7 < x; < 7 feltételt kapjuk, ahonnan x; = 7. (1 pont)
. frjuk fel az itt 14that6 LP probléma dudlisét és dontsiik max{2z; + o + 1023} ha
el, hogy a DLP probléma optimalis megoldasat kapjuk- z3 20
e, ha minden dualis valtozo értékét 1-nek valasztjuk. 3ry + 223 <9
Vizsgaljuk meg azt is, hogy az x1 = 1,29 = 2,23 = 3 —x1 + 229 + T3 < 24

értékadas a primal feladat megoldasat adja-e. (12 pont) Ty — T3 ; _1

Felirjuk az LP-t sztenderd alakban: mivel minimalizalunk, minden egyenlot- max{2z1+2+10z3)} ha

lenségnek < tipustunak kell lennie. (1 pont)

Meghatarozzuk hozza a szamarvezetét. Az ckolszabalyokat alkalmazva harom 23 > 0
dudlvaltozo lesz, mondjuk w1, y2 és ys. (1 pont) Sy + 225 < O
Ezek mindegyike egyenl6tlenséghez tartozik, ezért nemnegativak. (1 pont) -

A primélban maximalizdlunk, ezért a dualban minimalizalunk, és > tipusu —o o+ 2wp 4 Ty < 24
egyenlStlenségek lesznek a feltételekben. (1 pont) —T2ta3 =1

Mivel x1, x5 elojelkotetlen, ezért a megfelelé dualfeltételek egyenlo-
ségek, a nemnegativ x3-hoz tartozé pedig egyenl6tlenség. (1 pont) T 230 S 2
A primal jobboldalak dudl célfy egyiitthatdk, a primédl célfy egyiitt- 0 =¥1| 3 0 21<9

haték pedig dual jobboldalak lesznek. 2pont) V=swe-1 2 7= 24
A szamarvezet6 alapjan felirjuk a DLP feladatot. (1 pont) O0<ys| 0 -1 <1

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy y; = y2 = y3 = 1 megoldasa a . =2=1 =10
DLP-nek: 3-1-1=22-1—1=1, valamint 2-1+7-1+1>10.  Min{9%: + 24y, + ys} ha

Ezért a feladat kérdésére igenld a valasz. (1 pont) Y1, 92,43 2 0
Ehhez a dudlmegolddshoz a 9-1+24-1+1-1 = 34 célfiiggvényérték Y1 — Y2 = 2
tartozik. Ha egyetlen dudlmegoldas célfiiggvényértéke sem kisebb 2y —y3 = 1
ennél, akkor ez a megoldas optimalis. (1 pont) 21 + Tys + y5 > 10

Szintén behelyettesitéssel adodik, hogy az x1 = 1,29 = 2, x3 = 3 értékadas a primal feladat olyan megoldasa,
amihez a célfiiggvényérték szintén 34. Ezért a vizsgalt primal- és dudlmegoldas is optimalis. (2 pont)



