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Bevezetés

Def: Egy G graf akkor 2-élosszefiiggo, ha nincs elvagé éle,
azaz ha G barmely két csiicsa kozott vezet két éldiszjunkt ut. A G
egyszer(i graf akkor 2-0sszefiiggo, ha legalabb 3 csiicsa van, és
nincs elvagd pontja, avagy G barmely két csicsa kozott vezet két
bels6leg pontdiszjunkt Gt. Az irdnyitott G graf akkor gyengén
osszefiiggo, ha G irdnyitatlan értelemben Gsszefiiggd, és akkor
erosen osszefiiggod, ha G barmely u, v cstcsaira van G-ben
irdnyitott uv-ut (és a v, u valasztds miatt irdnyitott vu-ut is).
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Def: Egy G graf akkor 2-élosszefiiggo, ha nincs elvagé éle,
azaz ha G barmely két csiicsa kozott vezet két éldiszjunkt ut. A G
egyszer(i graf akkor 2-0sszefiiggo, ha legalabb 3 csiicsa van, és
nincs elvagd pontja, avagy G barmely két csicsa kozott vezet két
bels6leg pontdiszjunkt Gt. Az irdnyitott G graf akkor gyengén
osszefiiggo, ha G irdnyitatlan értelemben Gsszefiiggd, és akkor
erosen osszefiiggod, ha G barmely u, v cstcsaira van G-ben
irdnyitott uv-ut (és a v, u valasztds miatt irdnyitott vu-ut is).

A tovabbiakban 2-(él)0sszefiiggd és erésen Osszefiiggd grafok
tulajdonsdgaival, struktirajaval foglalkozunk.



2-of grafok egy jellemzése

A G graf pontosan akkor 2-6sszefliggd, ha G
barmely két u, v csticsdhoz létezik olyan C kor, ami az u, v
csucsokat tartalmazza.
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A G graf pontosan akkor 2-6sszefliggd, ha G
barmely két u, v csticsdhoz létezik olyan C kor, ami az u, v
csucsokat tartalmazza.

Biz: Ha G nem 2-Gsszefiiggd, akkor
van elvagd pontja. Legyen u és v két
cstcs G két kiilonbozé maxblokkjabdl.
Ekkor G-nek nincs olyan kore, ami u és v mindegyikét tartalmazza.
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A G graf pontosan akkor 2-6sszefliggd, ha G
barmely két u, v csticsdhoz létezik olyan C kor, ami az u, v
csucsokat tartalmazza.

Biz: Ha G nem 2-Gsszefiiggd, akkor
van elvagd pontja. Legyen u és v két
cstcs G két kiilonbozé maxblokkjabdl.
Ekkor G-nek nincs olyan kore, ami u és v mindegyikét tartalmazza.

Ha viszont G 2-Gsszefiiggd és u,v €
V(G), akkor Menger tétele szerint van
G-ben két belséleg pontdiszjunkt uv-it.
Ezek egylitt egy u-t és v-t tartalmazé
kort adnak.
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A G graf pontosan akkor 2-0sszefliggd, ha G
barmely két u, v csticsdhoz létezik olyan C kor, ami az u, v

csticsokat tartalmazza.
Tfh G-nek nincs izolalt pontja. Ekkor G

pontosan akkor 2-0sszefliggd, ha G barmely két e, f élére létezik
olyan C kor, ami az e, f éleket tartalmazza.



2-of grafok egy jellemzése

A G graf pontosan akkor 2-6sszefliggd, ha G
barmely két u, v csticsdhoz létezik olyan C kor, ami az u, v
csucsokat tartalmazza.

Tfh G-nek nincs izolalt pontja. Ekkor G
pontosan akkor 2-0sszefliggd, ha G barmely két e, f élére létezik
olyan C kor, ami az e, f éleket tartalmazza.

Biz: Ha bmely 2 élhez van kor, akkor bmely 2 csticshoz is, igy az
el6z6 tétel miatt G 2-6f. Ha G 2-0f, és e, f élek akkor e-t egy u,
f-et egy v cslccsal felosztva nem keletkezik elvagd pont. Ilgy a
graf 2-6f marad, tehat van u-n és v-n keresztiil kor, ami G-ben épp
egy e-t és f-et tartalmazé kor. O



2-élof grafok fulfelbontasa

Tetsz. G graf akkor és csak akkor 2-élosszefiiggd, ha G
elééllithatd egy pontbdl kiindulva dgy, hogy minden [épésben egy
fulet ragasztunk az addig elkésziilt grafhoz, azaz egy u és v pont
kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsé csticsai tjak. Itt u=v
is megengedett.
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kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsé csticsai tjak. Itt u=v
is megengedett.

Biz: Tfh G-nek van filfelbontdsa. Mivel a kiindulasi egypontu
graf 2-élof, és egyetlen fiil hozzaadasakor sem keletkezik elvagd él,
ezért a felépitett G 2-élof lesz.
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Tetsz. G graf akkor és csak akkor 2-élosszefiiggd, ha G
elééllithatd egy pontbdl kiindulva dgy, hogy minden [épésben egy
fulet ragasztunk az addig elkésziilt grafhoz, azaz egy u és v pont
kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsé csticsai tjak. Itt u=v
is megengedett.

Biz: Tfh G 2-élof. Induljunk ki G tetsz. w cslcsabdl és épitsiik
G-t fulek hozzavételével amig tudjuk.
Ha van felépitetlen csics, akkor van
felépitett u csicsbdl felépitetlen z csticsba
vezetd él. Tekintsiink (G — u) egy zw-
utjdt. Legyen v ennek az els6 olyan
csticsa, amit mar felépitettiink. Ekkor a
mar felépitett grafhoz hozzdadhaté egy uj,
z-t tartalmazé wuv-fiil.
Ha mar G minden csicsat felépitettiil, akkor a hidnyzé élek
egy-egy filként hozzdadhatdk. Tehat tetsz. 2-élof G grafnak van
fulfelbontasa. O




2-of grafok fulfelbontdsa

Tetsz. G graf akkor és csak akkor 2-0sszefiiggd, ha G
elééllithatd egy korbol kiindulva tgy, hogy minden [épésben egy
fulet ragasztunk az addig elkésziilt grafhoz, azaz egy u és v pont
kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsd csticsai tjak. Itt u=v
nem megengedett.
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Tetsz. G graf akkor és csak akkor 2-0sszefiiggd, ha G
elééllithatd egy korbol kiindulva tgy, hogy minden [épésben egy
fulet ragasztunk az addig elkésziilt grafhoz, azaz egy u és v pont
kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsd csticsai tjak. Itt u=v
nem megengedett.

Biz: Tfh G 2-of. Induljunk ki G tetsz. C korébdl és épitsiik
G-t fulek hozzavételével amig tudjuk.
Ha van olyan cslics, amit eddig nem sikerilt
megkapni, legyen wuz egy mar felépitett v ~__ 2 Q
csucsbdl egy felépitetlen z-be vezetd G-beli él. °
Mivel G-nek u nem elvagd pontja, ezért G — u-
ban vezet z-bdl Ut a mar felépitett részbe.
Legyen v az Gt elsé mar megéplilt pontja. Ekkor az (t zv-része a
zu éllel egy uv-fiilként hozzdadhaté az eddig felépitett grafhoz.



2-of grafok fulfelbontdsa

Tetsz. G graf akkor és csak akkor 2-0sszefiiggd, ha G
elééllithatd egy korbol kiindulva tgy, hogy minden [épésben egy
fulet ragasztunk az addig elkésziilt grafhoz, azaz egy u és v pont
kozé olyan utat vesziink be, amelynek belsd csticsai tjak. Itt u=v
nem megengedett.

Biz: Tfh G 2-of. Induljunk ki G tetsz. C korébdl és épitsiik
G-t fulek hozzavételével amig tudjuk.
Ha van olyan cslics, amit eddig nem sikerilt
megkapni, legyen wuz egy mar felépitett v ~__ 2 Q
csucsbdl egy felépitetlen z-be vezetd G-beli él. °
Mivel G-nek u nem elvagd pontja, ezért G — u-
ban vezet z-bdl Gt a mar felépitett részbe.
Legyen v az Gt elsé mar megéplilt pontja. Ekkor az (t zv-része a
zu éllel egy uv-fiilként hozzdadhaté az eddig felépitett grafhoz.
Miutdn minden cslicsot felépitettiink, a hianyzé élek fiilekként
hozzdadhaték. Tehat tetsz. 2-6f G grafnak van fiilfelbontdsa. [



Erésen osszefliggd grafok jellemzése

Tetszbleges G iranyitatlan graf éleit pontosan
akkor lehet erGsen oOsszefliggbvé iranyitani, ha G 2-élosszefliggd.



Erésen osszefliggd grafok jellemzése

Tetszbleges G iranyitatlan graf éleit pontosan
akkor lehet erGsen oOsszefliggbvé iranyitani, ha G 2-élosszefliggd.
Biz: Tfh G nem 2-élof, azaz G az e él elhagydsatdl szétesik egy
Ki és egy K> komponensre. Legyen u és v rendre a Ky ill. a Kj
egy-egy cslicsa. Ha e-t a Ki-bol a Kj-be iranyitjuk, akkor nem lesz
irdnyitott vu-at, ha Kr-bdl Ki-be, akkor nem lesz iranyitott uv-(t.
Ezért a 2-élosszefliggdség szlikséges az eof irdnyitas létezéséhez.
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Erésen osszefliggd grafok jellemzése

Tetszbleges G iranyitatlan graf éleit pontosan
akkor lehet erGsen oOsszefliggbvé iranyitani, ha G 2-élosszefliggd.
Biz: Tfh G nem 2-élof, azaz G az e él elhagydsatdl szétesik egy
Ki és egy K> komponensre. Legyen u és v rendre a Ky ill. a Kj
egy-egy cslicsa. Ha e-t a Ki-bol a Kj-be iranyitjuk, akkor nem lesz
irdnyitott vu-at, ha Kr-bdl Ki-be, akkor nem lesz iranyitott uv-(t.
Ezért a 2-élosszefliggdség szlikséges az eof irdnyitas létezéséhez.

Elégségesség. Ha G 2-élof, akkor az el6z6 tétel szerint G-nek van
fulfelbontasa. Ennek segitségével tgy kaphatjuk meg G eof
irdnyitdsat, hogy minden hozzdadott fil éleit a fiil mentén egy
irdnyba irdnyitjuk. Konnyi [4tni, hogy a felépités barmely koztes
allapotdban a kapott graf eof lesz: ha ugyanis v az djonnan bevett
ful, v pedig a kordbban felépitett graf egy-egy cstcsa, akkor van a
ful bevétele utani grafban iranyitott uv- és vu-it is.

Ezért a fiilek megirdnyitdsaval felépitett graf csakugyan az eredeti
G graf egy eof irdnyitasa. Ol
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Hurra!



