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Bevezetés

Egy graf akkor osszefiiggd, ha barmely csiicsabdl barmely masik
csiicsaba vezet Gt. Definidlhaté a magasabb Osszefliggdség is, ami
a gyakorlatban is hasznos fogalom pl megbizhaté halézatok
tevezésekor.
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Egy graf akkor osszefiiggd, ha barmely csiicsabdl barmely masik
csiicsaba vezet Gt. Definidlhaté a magasabb Osszefliggdség is, ami
a gyakorlatban is hasznos fogalom pl megbizhaté halézatok
tevezésekor.

Egy G graf akkor k-szorosan élosszefiiggd (k-€élof), ha barhogy
is torlink G-bél legfeljebb k — 1 élt, azt G tuléli (vagyis osszefliggd
marad). Menger tétele szerint ez azzal ekvivalens, hogy G barmely
csucsabdl barmely mdsik cstcsdba vezet k olyan ut, amelyek kozil
semelyik kettonek sincs kozos éle. A G graf élosszefiiggosége

A G) = k, ha G k-€él6f, de nem (k + 1)-él6f. Ez az érték
megegyezik G minimdlis vdgasanak méretével, ahol minimilis
vagas az olyan lehetd legkevesebb éIbol 4ll6 halmaz, amit elhagyva
G nem marad of.
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Bevezetés

Egy G graf akkor k-szorosan pontosszefiiggd (k-6f), ha (1)
[V(G)| > k + 1 és (2) barhogy is torliink G-bél legfeljebb k — 1
cstcsot, azt G tuléli (vagyis Osszefiiggd marad). Menger tétele
szerint ez azzal ekvivalens, hogy G barmely csticsabdl barmely
masik csicsdba vezet k olyan Gt, amelyek koziil semelyik kettének
sincs kozos belsd csticsa. (Az (1) feltétel jelentdsége, hogy annak
hidnydban K, barmilyen k-ra k-of lenne.) G pontdsszefiiggosége
k(G) = k, ha G k-6f, de nem (k + 1)-6f. Pl. k(K,) = n.
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Egy G graf akkor k-szorosan pontosszefiiggd (k-6f), ha (1)
[V(G)| > k + 1 és (2) barhogy is torliink G-bél legfeljebb k — 1
cstcsot, azt G tuléli (vagyis Osszefiiggd marad). Menger tétele
szerint ez azzal ekvivalens, hogy G barmely csticsabdl barmely
masik csicsdba vezet k olyan Gt, amelyek koziil semelyik kettének
sincs kozos belsd csticsa. (Az (1) feltétel jelentdsége, hogy annak
hidnydban K, barmilyen k-ra k-of lenne.) G pontdsszefiiggosége
k(G) = k, ha G k-6f, de nem (k + 1)-6f. Pl. k(K,) = n.

Az 2-élof ill 2-of grafok struktirdjat fogjuk vizsgdlni, és altalban
azt nézziik meg, hogyan lehet egy grafban minimalis vagast talalni,
azaz minimalis szamu él torlésével elérni, hogy G ne maradjon
Osszefiiggo.
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A(G) meghatarozasa folyamokkal

Ha A(G)-t keressiik, akkor azt szeretnénk megallapitani, mennyi a
legkevesebb él, aminek a torlésétdl G szétesik, azaz G egy u és egy
v csticsa kozott nem lesz Gt. Rogzitett u, v esetén egyetlen
folyamalgoritmussal meg tudunk hatdrozni egy minimalis uv-vagast
G-ben (¢ =1 és G minden élét oda-vissza megiranyitjuk). Ha az
osszes lehetséges u, v cslicspérra ezt megtessziik, akkor a kapott
legkisebb vagds G egy minimilis vagasa lesz.
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Ha A(G)-t keressiik, akkor azt szeretnénk megallapitani, mennyi a
legkevesebb él, aminek a torlésétdl G szétesik, azaz G egy u és egy
v csticsa kozott nem lesz Gt. Rogzitett u, v esetén egyetlen
folyamalgoritmussal meg tudunk hatdrozni egy minimalis uv-vagast
G-ben (¢ =1 és G minden élét oda-vissza megiranyitjuk). Ha az
osszes lehetséges u, v cslicspérra ezt megtessziik, akkor a kapott
legkisebb vagds G egy minimilis vagasa lesz.

Ennél azonban van jobb mddszer is. Legyen v a G egy kitlintetett
csticsa. G barmely minimalis vagasa olyan, hogy ha elhagyjuk az
éleit, akkor lesz G-nek olyan u # v cslcsa, hogy u és v kozot nincs
at. Ezért G barmely minvagdsa olyan, hogy megkaphaté a
kitiintetett v-t egy alkalmas u csticstdl szepardlé minimalis
vagasként egyetlen folyamalgoritmussal. Ezért ha v-t rogzitjuk,
akkor elegend6 n — 1 folyamalgoritmust futtani, ahol n a G cslcsai
szama. (Tkp. A(G) a A(u, v)-k minimuma, ahol v régzitett, u
pedig barmelyik masik cstcs lehet.)



x(G) meghatarozasa folyamokkal

Az el6bbi otlet mikodik a pontosszefliggdség meghatdrozasara is.
Ha az Gsszes u, v cslicsparra meghatarozzuk x(u, v)-t (az u és v
kozott futd, belsdleg paronként pontdiszjunkt utak maximalis
szamat), akkor

k(G) = min{|V(G)| — 1, min{k(u,v) : u,v € V(G)}}, és ez
alapjan x(G) meghatdrozhaté. Egyetlen x(u, v) meghatdrozésa
szintén a folyamalgoritmussal lehetséges: minden élt oda-vissza
irdnyitunk, a csticsokat széthuzzuk és minden irdnyitott élnek 1
kapacitast adunk.
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Pontosszefliggdség meghatarozasakor azonban nem miikodik a
masodik otlet: nem rogzithetjiik az s = v cslicsot, mert lehet,
hogy v-t el kell hagyni G minimalis vagasban.



Grafok 2-élosszefliggdségi struktirdja

A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvdgé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.
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Grafok 2-élosszefliggdségi struktirdja

A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvagé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.

Def: A G graf 2-komponensei a G elvigd éleinek elhagyasaval
kapott graf komponensei. Egy 2-kompnenens izolalt, ha 0, levél,
ha 1 és bels6, ha legaldbb 3 elvdgd él indul beléle. ¢(G) ill. ¢/(G)
a G levél ill. az izoldlt 2-komponensei szamat jeloli.
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A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvagé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.
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kapott graf komponensei. Egy 2-kompnenens izolalt, ha 0, levél,
ha 1 és bels6, ha legaldbb 3 elvdgd él indul beléle. ¢(G) ill. ¢/(G)
a G levél ill. az izoldlt 2-komponensei szamat jeloli.

A0 ®

A G graf 2-komponenseit egy-egy pontba 6sszeolvasztva
olyan erd6t kapunk, aminek élei a G elvagd élei. Ha G 0Osszefliggd,
akkor ez az erdé fa.

7(G)=1
levél | 4(G)=7
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A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvagé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.
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A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvagé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.
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A G graf akkor 2-élof, ha G of, és G-nek nincs elvdgé éle, azaz
olyan éle, amit elhagyva G szétesik.

Def: A G graf 2-komponensei a G elvagé éleinek elhagyasaval
kapott graf komponensei. Egy 2-kompnenens izolalt, ha 0, levél,
ha 1 és bels6, ha legaldbb 3 elvagd él indul beléle. ¢(G) ill. ¢/(G)
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[8iii]) «(c) =1
(6)=1

A G graf 2-élosszefliggdvé tételéhez sziikséges

!/
behidzandd élek minimalis szama w )

Biz: Minden levél 2-komponensbdl ki kell indulnia egy dj élnek,
minden izolalt 2-komponensbdl legaldabb 2-nek. Mindig be lehet
hidzni olyan élt, ami a formula értékét 1-gyel csokkenti. L]



Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja
G akkor 2-6f, ha G of, |[V(G)| > 3, és G-nek nincs elvagé pontja.



Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja

G akkor 2-6f, ha G of, [V(G)| > 3, és G-nek nincs elvagé pontja.

Def: Blokk: elvdgd pont mentes 6f graf. Maxblokk: maximalis
blokk részgraf. G egy maxblokkja izolalt blokk (levélblokk), ha
G-nek 0 (1) elvagd pontjat tartalmazza. m(G) ill. m'(G) a G levél
ill. az izolalt blokkjai szamat, b(G) az egy cstics elhagyasaval
keletkez6 komponensek maximdlis szdm4at jeloli.
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G akkor 2-6f, ha G of, [V(G)| > 3, és G-nek nincs elvagé pontja.

Def: Blokk: elvdgd pont mentes 6f graf. Maxblokk: maximalis
blokk részgraf. G egy maxblokkja izolalt blokk (levélblokk), ha
G-nek 0 (1) elvagd pontjat tartalmazza. m(G) ill. m'(G) a G levél
ill. az izolalt blokkjai szamat, b(G) az egy cstics elhagyasaval
keletkez6 komponensek maximdlis szdm4at jeloli.

I,



Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja

G akkor 2-6f, ha G of, [V(G)| > 3, és G-nek nincs elvagé pontja.

Def: Blokk: elvdgd pont mentes 6f graf. Maxblokk: maximalis
blokk részgraf. G egy maxblokkja izolalt blokk (levélblokk), ha
G-nek 0 (1) elvagd pontjat tartalmazza. m(G) ill. m'(G) a G levél
ill. az izolalt blokkjai szamat, b(G) az egy cstics elhagyasaval
keletkez6 komponensek maximdlis szdm4at jeloli.
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Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja

G akkor 2-6f, ha G of, [V(G)| > 3, és G-nek nincs elvagé pontja.

Def: Blokk: elvdgd pont mentes 6f graf. Maxblokk: maximalis
blokk részgraf. G egy maxblokkja izolalt blokk (levélblokk), ha
G-nek 0 (1) elvagd pontjat tartalmazza. m(G) ill. m'(G) a G levél
ill. az izolalt blokkjai szamat, b(G) az egy cstics elhagyasaval
keletkez6 komponensek maximdlis szdm4at jeloli.

AP ERA TN
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A G graf maxblokkjai az elvagd pontok mentén faszeriien
kapcsoldédnak: ha minden maxblokkot egy csticcsal helyettesitiink,
amit a G maxblokkbeli elvdgd pontjaival kotiink ossze, akkor igy
olyan T,(G) erdét kapunk, aminek csticsai a maxblokkok és G
elvagd pontjai. Ha G of, akkor T»(G) fa. T(G) izolalt pontjai az
izolalt blokkoknak, a levelei pedig a levélblokkoknak: felelnek meg.
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A G graf 2-osszefiiggové tételéhez szukséges behlizandé
élek minimalis szima max {b(G) -1, {ww }



Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja
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A G graf 2-osszefliggové tételéhez sziikséges behiizandd
élek minimalis szama max { b(G) — 1, | M2 1,
Biz: Minden levélblokkbdl kell indulnia dj élnek, minden
izoldltbdl legaldbb 2-nek. Ha egy csiics elhagydsa nyoman b(G)
komponens keletkezik, akkor mar emiatt legalabb b(G) — 1 él

sziikséges, hisz minden behtzott él legfeljebb 1-gyel csokkenti a
komponensek szamat.



Grafok 2-osszefliggoségi struktuirdja
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A G graf 2-osszefliggové tételéhez sziikséges behiizandd
élek minimalis széma max{b(G) ~1, {w} }

Biz: Minden levélblokkbdl kell indulnia dj élnek, minden
izoldltbdl legaldbb 2-nek. Ha egy csiics elhagydsa nyoman b(G)
komponens keletkezik, akkor mar emiatt legalabb b(G) — 1 él
sziikséges, hisz minden behtzott él legfeljebb 1-gyel csokkenti a
komponensek szamat.

Mindig be lehet hdzni egy élt Ggy, hogy a formula értéke 1-gyel
csokkenjen, ezért a formulaval megadott élszam mindig
elegendd. O



Graf élosszefliggoségének meghatdrozasa |.

Cél: Adott G = (V,E) n csticsti grafraés c: E — R4
kapacitdsokra A-(G) meghatdrozdsa, azaz a lehetd legkevesebb
osszkapacitasu élek torlésével elérni, hogy G szétessen.
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Cél: Adott G = (V,E) n csticsti grafraés c: E — R4
kapacitdsokra A-(G) meghatdrozdsa, azaz a lehetd legkevesebb
osszkapacitasu élek torlésével elérni, hogy G szétessen.

Legyen E(X) egy minimalis vdgds G-ben a ¢ kap.fv-re.
Ha a c-vel ardnyos eloszldssal random e élt vélasztunk, akkor
P(e € E(X)) < 2, azaz P(e ¢ E(X)) > 2.

n
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Cél: Adott G = (V,E) n csticsti grafraés c: E — R4
kapacitdsokra A-(G) meghatdrozdsa, azaz a lehetd legkevesebb
osszkapacitasu élek torlésével elérni, hogy G szétessen.

Legyen E(X) egy minimalis vdgds G-ben a ¢ kap.fv-re.
Ha a c-vel ardnyos eloszldssal random e élt vélasztunk, akkor
P(e € E(X)) < 2, azaz P(e ¢ E(X)) > 2.
Biz: 2¢(E) =) {¢(E(v)):ve V}>n-AA(G), igy

Plec E(X)) =g <2.
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Cél: Adott G = (V,E) n csticsti grafraés c: E — R4
kapacitdsokra A-(G) meghatdrozdsa, azaz a lehetd legkevesebb
osszkapacitasu élek torlésével elérni, hogy G szétessen.

Legyen E(X) egy minimalis vdgds G-ben a ¢ kap.fv-re.
Ha a c-vel ardnyos eloszldssal random e élt vélasztunk, akkor
P(e € E(X)) < 2, azaz P(e ¢ E(X)) > 2.

Ha e ¢ E(X), akkor az X &ltal reprezentdlt minvigds az
e osszehlzdsa utan is megmarad. Ezért annak a valdszinlisége,
hogy az E(X) minvagas egymds utdn n — 2 random élosszehtizast

14 £ n—2 n—3 n—4 1 _ 2
talél, legalabb “2= - 1=3 - /=5 -...- 3 = A1)
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Cél: Adott G = (V,E) n csticsti grafraés c: E — R4
kapacitdsokra A-(G) meghatdrozdsa, azaz a lehetd legkevesebb
osszkapacitasu élek torlésével elérni, hogy G szétessen.

Legyen E(X) egy minimalis vdgds G-ben a ¢ kap.fv-re.
Ha a c-vel ardnyos eloszldssal random e élt vélasztunk, akkor
P(e € E(X)) < 2, azaz P(e ¢ E(X)) > 2.

Ha e ¢ E(X), akkor az X &ltal reprezentdlt minvigds az
e osszehlzdsa utan is megmarad. Ezért annak a valdszinlisége,
hogy az E(X) minvagas egymds utdn n — 2 random élosszehtizast
tulél, legaldbb ”;nz . Z:? : Z:‘z‘ s % = ﬁ

Karger algoritmusa: c-vel ardnyos eloszlassal valasszunk
random élt, és hizzuk Ossze. (Elésszehﬁzésnél itt a parhuzamos
éleket megtartjuk, a hurokéleket toroljiik.) Ismételjiik ezt egészen
addig, amig a graf két csicsi marad. A két cslics 6sképe altal
meghatdrozott vagds egy jelolt a G minimdlis vagdsara. Annak a
valésziniisége, hogy k - n? ilyen vagasjeldlt kozétt E(X) nem fordul
el legfeljebb e=2%, ami nagyon gyorsan tart 0-hoz.




Karger algoritmusanak illusztracidja

Az 0sszehidzandé random élt piros szin jeloli. A végsé vagasjelolt
az {a, d, e} csdcshalmazbdl kilépd élek halmaza.
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Graf élosszefliggoségének meghatarozasa |l.

Cél: Gyors, egyszerii determinisztikus algoritmus A(G)
meghatdrozdsara. (Ac(G)-re is miikodik, de most ¢ = 1.)
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Cél: Gyors, egyszerii determinisztikus algoritmus A(G)
meghatdrozdsara. (Ac(G)-re is miikodik, de most ¢ = 1.)

Def: A G graf csicsainak vq, vs, ..., v, maxvissza sorrendje,
ha minden /i = 1,2,...,n eetén v; azon cslicsok egyike, amelyik a
legtobb éllel kapcsolddik a {vi, va, ..., vi_1} halmazhoz.

Maxvissza sorrend nagyon gyorsan taldlhaté.
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Cél: Gyors, egyszerii determinisztikus algoritmus A(G)
meghatdrozdsara. (Ac(G)-re is miikodik, de most ¢ = 1.)

Def: A G graf csicsainak vq, vs, ..., v, maxvissza sorrendje,
ha minden /i = 1,2,...,n eetén v; azon cslicsok egyike, amelyik a
legtobb éllel kapcsolddik a {vi, va, ..., vi_1} halmazhoz.

Maxvissza sorrend nagyon gyorsan taldlhaté.
Ha vi,vo,..., v, a G cslcsainak maxvissza sorrendje,
akkor A\(vp, vp—1) = d(vp). O
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Cél: Gyors, egyszerii determinisztikus algoritmus A(G)
meghatdrozdsara. (Ac(G)-re is miikodik, de most ¢ = 1.)
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ha minden /i = 1,2,...,n eetén v; azon cslicsok egyike, amelyik a
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Maxvissza sorrend nagyon gyorsan taldlhaté.
Ha vi,vo,..., v, a G cslcsainak maxvissza sorrendje,
akkor A\(vp, vp—1) = d(vp). O
Ha vi, v, ..., Vv, a G cslicsainak maxvissza sorrendje,
akkor A(G) = d(vy,) vagy M(G) = A(G/vp—1vn), ahol G/uv az u
és v csticsok egybeolvasztasdval kapott graf. O
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Cél: Gyors, egyszerii determinisztikus algoritmus A(G)
meghatdrozdsara. (Ac(G)-re is miikodik, de most ¢ = 1.)

Def: A G graf csicsainak vq, vs, ..., v, maxvissza sorrendje,
ha minden /i = 1,2,...,n eetén v; azon cslicsok egyike, amelyik a
legtobb éllel kapcsolddik a {vi, va, ..., vi_1} halmazhoz.

Maxvissza sorrend nagyon gyorsan taldlhaté.
Ha vi,vo,..., v, a G cslcsainak maxvissza sorrendje,
akkor A\(vp, vp—1) = d(vp). O
Ha vi, v, ..., Vv, a G cslicsainak maxvissza sorrendje,
akkor A(G) = d(vy,) vagy M(G) = A(G/vp—1vn), ahol G/uv az u
és v csticsok egybeolvasztasdval kapott graf. O

Nagamochi-Ibaraki-algoritmus: Maxvissza sorrendet utolsé
két cslicsat egybeolvasztjuk, majd ugyanezt ismételjiik egészen
addig, amig csak 2 cstics marad. Minden koztes graf utolsé
csticsabdl kiinduld élek ltal definidlt egyponti vagasnak megfelel
az eredeti G graf egy vagdsa. Ezen n — 1 vagasjelolt kozil a
legkevesebbélt tartalmazé az output: ez G egy minimalis vagésa.



A Nagamochi-lbaraki-algoritmus illusztracidja

A maxvissza sorrendet szdmozas, az osszeolvasztandd csiicspart
szaggatott bekeretezés, a vagdsjelolteket szaggatott piros iv jeloli.
A legjobb végésjelolt {c, g} csicshalmazbdl kilépé élek halmaza:
ez az algoritmus outputja.
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Itt a vége, fuss el véle!



