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st-folyam nagysdga megegyezik egy st-vagas kapacitdsaval,
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Megj: (1) Az LP feladatban egy konvex halmazon, az IP-ben
pedig egy konvex halmaz racspontjain optimalizdlunk.
(2) Ps graf maximalis stlyd TP-a felirhaté IP feladatként.

Ha a max cx/min yb tipust IP/DIP feladatok kielégithetdk,
akkor max;p cx < maxyp cx = minp,p yb < minp;p yb .

Ha a fenti IP és DIP feladatok x ill. y megoldasdra cx = yb
teljesiil, akkor x és y a megfelel6 feladatok optimalis megoldasai.
Megj: (1) cx = yb nem mindig teljesil az IP/DIP optimumokra.
(2) A tovabbiakban arra keresiink feltételt, hogy az LP ill. DLP
feladatoknak automatikusan legyen egész optimuma.



TU matrixok

Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
négyzetes részmatrixdnak 0 vagy 41 a determindnsa.
Megj: TU matrix elemei csak 0 és +1 lehetnek.



TU matrixok

Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
négyzetes részmatrixdnak 0 vagy 41 a determindnsa.



TU matrixok

Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
négyzetes részmatrixdnak 0 vagy +1 a determinansa.

Tfh A TU mx, a b oszlopvektor minden koordinataja
egész és az Ax = b linedris egyenléségrendszer megoldhaté. Ekkor
van olyan x* egész vektor, amire Ax* = b.



TU matrixok

Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
négyzetes részmatrixdnak 0 vagy +1 a determinansa.

Tfh A TU mx, a b oszlopvektor minden koordinatéja
egész és az Ax = b linedris egyenléségrendszer megoldhaté. Ekkor
van olyan x* egész vektor, amire Ax* = b.

Biz: (Vézlat) Sorra végigmegyiink az egyenleteken. Ha a soron
kovetkez6 elhagydsaval nem véltozik a megoldasok halmaza, akkor
elhagyjuk. Végiil olyan (TU) egyenletrendszer marad, aminek
minden megolddsa megoldja az eredetit is.



TU matrixok

Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
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kovetkez6 elhagydsaval nem véltozik a megoldasok halmaza, akkor
elhagyjuk. Végiil olyan (TU) egyenletrendszer marad, aminek
minden megolddsa megoldja az eredetit is.

A szabad paraméterek oszlopait A-bdl elhagyva egy négyzetes TU
matrixszal adott olyan A’x’ = b’ egyenletrendszer adédik, aminek
egyértelmii a megolddsa: x’ = (A')tA'x' = (A)~1b. Raadasul
det A" = +1 miatt (A')~! egész mitrix, igy x’ egész. A szabad
paramétereknek 0 értéket adva x’-bdl egy x* egész megoldas
addédik. Pontosan erre volt sziikség. O
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Biz: (Vézlat) Sorra végigmegyiink az egyenl6tlenségeken. Ha a
soron kovetkezd elhagydsaval nem valtozik a megolddsok halmaza,
elhagyjuk, ha valtozik, akkor egyenl6séggel koveteljik meg.
Mindkét esetben marad megoldas, és 1j megoldas nem keletkezik.
A fenti lemma miatt az eljrds végén kapott (TU)
egyenletrendszernek van egy egész megolddsa, mondjuk x*.
Ugyanez az x* megoldja az eredeti egyenlGtlenségrendszert is. [
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Biz: Az el6z6 kovetkezmény bizonyitdsdan annyit kell médositani,
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Def: Az A matrix teljesen unimodularis (TU), ha A minden
négyzetes részmatrixdnak 0 vagy +1 a determinansa.

Tfh A TU mx, a b oszlopvektor minden koordindtaja egész
és az Ax < b linedris egyenl6tlenségrendszer megoldhaté. Ekkor
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Ha A TU mx és b egész vektor esetén a max{cx : Ax < b}
LP-nek van optimuma, akkor van egész optimuma is, azaz
maXx;p CX = maxXjp CX.
Ha c egész vektor esetén a min{yb:y > 0, Ax = c} DLP-nek van
optimuma, akkor van egész optimuma is: minp;p yb = minpp yb.
Tanulsag: A TU egylitthatématrixnak azért oriliink, mert
automatikusan lesz egész optimum.
Kinzé kérdés: Jo, j6: de mitdl lesz egy matrix TU?
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és az Ax < b linedris egyenl6tlenségrendszer megoldhaté. Ekkor
van olyan x* egész vektor, amire Ax* < b.

Ha A TU mx és b egész vektor esetén a max{cx : Ax < b}
LP-nek van optimuma, akkor van egész optimuma is, azaz
maXx;p CX = maxXjp CX.
Ha c egész vektor esetén a min{yb:y > 0, Ax = c} DLP-nek van
optimuma, akkor van egész optimuma is: minp;p yb = minpp yb.
Ha A TU matrix, akkor TU marad, ha
(1) transzponaljuk,
(2) valamely sordt/oszlopat (—1)-gyel végigszorozzuk,
(3) valamely sorat/oszlopat megismételjiik vagy tordljik,
(4) két sordt/oszlopat felcseréljiik,
(5) A-t egy egységvektor sorral/oszloppal bévitjiik.



TU matrix konstrukcidja

Def: A G = (V, E) (iranyitott) graf B(G) illeszkedési matrixa

olyan |V| x |E| matrix, amiben a v sor e eleme 1, ha az e él v-bdl

indul, —1, ha v-be érkezik, 0 kiilonben. (Ir.tatlan él csak ,,indul”.)
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“ ®) e f g h i
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e f g h i
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. v o 0 0 0 1
w -1 -1 0 0 O
z 0 0 -1 1 -1
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Kifejtési tétel és indukcié miatt det A € {0,+1} v/
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k=1 V. Tfh k — 1-ig tudjuk, A pedig k x k részmx.

A-nak van csupa 0 oszlopa. detA=0 v

A-nak van 1 db nemnullat tartalmazé oszlopa.

Kifejtési tétel és indukcié miatt det A € {0,+1} v/

A minden oszlopa 2 db nemnullat tartalmaz.

Ekkor A sorainak 0sszege csupa0 sor, ezért det A =0 V. O
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TU matrix konstrukcidja

Def: A G = (V, E) (iranyitott) graf B(G) illeszkedési matrixa
olyan |V| x |E| matrix, amiben a v sor e eleme 1, ha az e él v-bdl
indul, —1, ha v-be érkezik, 0 kiilonben. (Ir.tatlan él csak ,,indul”.)

Tetsz. D digraf B(D) illeszkedési martrixa TU.

G = (A, B; E) iranyitatlan, paros graf = a B(G) mx TU.
Biz: G éleit A-bdl B-be irdnyitva kapjuk a D digrafot. A fenti
tétel miatt B(D) TU. B(D)-nek a B-hez tartozé sorait (—1)-gyel
végigszorozva egyrészt TU matrix, mésrészt B(G) adddik. O



Maximdlis stlyu teljes parositds paros grafban

Adott G = (V/, E) péros graf és w : E — R slyfv.

max wx
x e zZE

x > 0
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Az IP feladat a maximalis sdlyd teljes
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TU. Ezért az optimumok kozott van egész
iS: max;p wx = max;p wx = minpyp yl.
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x 20 TU. Ezért az optimumok kozott van egész
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Maximdlis stlyu teljes parositds paros grafban

Adott G = (V/, E) péros graf és w : E — R slyfv.

max wx
x € ZF

X

X(E(v))

>

0
1Vv

Az IP feladat a maximalis sdlyd teljes
parositds  (karakterisztikus  vektordnak)
keresése. Az egyutthatématrix B(G), ami
TU. Ezért az optimumok kozott van egész
iS: max;p wx = max;p wx = minpyp yl.

Célszertinek latszik felirni a DLP feladatot:

L v ]

o< miny -1
yeRY

) YW +y(v) > w(e)
Ve=uvekE

Magic, magic: az y dudlvaltozék pontosan egy sllyozott lefogast
irnak le. Ezek szerint a LP dualitastétel és a TU matrixokrdl
tanultak kovetkezménye, hogy paros grafban a maximilis sdlyd
teljes parositds silya megegyezik a minimdlis 6sszsulyd silyozott
lefogds Osszsulydval. Kordbban ezt az Egervary-algoritmussal
bizonyitottuk, most pedig LP/IP mddszerekkel igazoltuk.



Silyozott parositasok a kozgazdasagtanban

Adott a G = (V, E) péros graf és a w : E — R sulyfiiggvény.
A két szinosztdly csticsai eladdk ill. vevék. Minden eladé egy
terméket arul, minden vevd egy terméket szeretne vasarolni.
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Adott a G = (V, E) péros graf és a w : E — R sulyfiiggvény.

A két szinosztdly csticsai eladdk ill. vevék. Minden eladé egy
terméket arul, minden vevd egy terméket szeretne vasarolni.
w(ev) : az e eladé termékének hasznossdga a v vevd szdmara.
Parositas siilya: az adott lizletek tarsadalmi osszhasznossaga.
Maximalis sulyd parositds: max tarsadalmi osszhasznossag elérése.
y(e) : az e eladd termékének &ra.

w(ev) — y(e) : a v vevd profitja, ha megveszi az e eladé termékét.
y(v) :=(a v altal elérheté maximalis profit) = y silyozott lefogas.
A maximalis stlyu teljes parositasrél szold tétel szerint tetsz. w
hasznossagokra van olyan drszinvonal ami mellett minden vevo
egyszerre tudja maximalizalni a profitjat.

Az Egervary-algoritmus Iépései:

Pontos éleken parositas novelése: az aktudlis vasarlasi sémahoz
képest olyat taldlunk, amiben tobb vevé maximalizélja a profitjat.
Silyozott lefogds véltoztatdsa: egy adott termékkorre nagyobb
a kindlat, mint a kereslet, ezért ezen termékkor dra csokken.



LP vagy IP

Azt fogjuk latni, hogy az LP/DLP bar sok mindenre alkalmas, a
gyakorlatban sokszor egész értékii optimumot keresiink, ezért
IP-vel /DIP-vel kell dolgozni. Mindkét tipusra vannak miikodd
algoritmusok, programcsomagok, de lényeges kiilonbség van a két
problématipus kozott.
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IP-vel /DIP-vel kell dolgozni. Mindkét tipusra vannak miikodd
algoritmusok, programcsomagok, de lényeges kiilonbség van a két
problématipus kozott.

LP/DLP esetén van garantéltan polinomidejii algoritmus (az un.
ellipszoid médszer), ami a gyakorlatban elég ligyetlen. Ezzel
szemben szamos algoritmus -bar nem polinomideji- pazarul
miikodik. (Szimplex médszer véltozatai, criss-cross mdédszer . .. )
Van rdaddsul a gyakorlatban is j6 miikodd, polinomidejii eljaras:
Karmakar belsé pontos mdédszere. Ezért az egészen nagyméreti
(sokvdéltozds, rengeteg egyenltlenségbdl 4ll6) problémak is jdl
kezelhetdk a gyakorlatban.
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Azt fogjuk latni, hogy az LP/DLP bar sok mindenre alkalmas, a
gyakorlatban sokszor egész értékii optimumot keresiink, ezért
IP-vel /DIP-vel kell dolgozni. Mindkét tipusra vannak miikodd
algoritmusok, programcsomagok, de lényeges kiilonbség van a két
problématipus kozott.

IP/DIP esetén a probléma bizonyitottan reménytelen (NP-teljes
problémat tartalmaz), igy nem véarhaté ra hatékony algoritmus.
Vannak hasznos mdédszerek (branch and bound, branch and cut,
vagésikos médszerek, Lagrange-relaxacid, oszlopgenerdlas, .. .), de
ezek nagy feladatokon nehezen boldogulnak. Ismert jopar
heurisztika, ami sokat segithet, de az igazan jél mikodok egy-egy
cég szigoruan Orzott tuddsbazisat képezik. A gyakorlatban sok
mulhat azon, hogyan formalizéljuk a feladatot. Erdemes lehet nem
egész valtozdkat is megengedve az egészértekiiségi feltételek
szdmat alacsonyan tartani. IP megoldé algoritmusokra nincsenek
értelmes |épésszamgarancidk: ezekrdl tapasztalati alapokon
,»tudjuk” hogy jél vagy rosszul miikodnek egy-egy feladattipusra.



Maximdlis nagysagu folyamok

A folyamok példajaval illusztrdljuk, hogyan is készitiink LP/IP
feladatot egy gakorlati problémabdl, és hogyan kaphatunk
(szerencsés esetben) igazi matematikai eredményt a dualitdsi tétel
alkamazasdval.
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A cél persze a folyam nagysdgénak (azaz az s-bdl kilépd nettd
folyammennyiségnek) a maximalizélasa:

maxf((Ek,-(s)) — )?(Ebe(s))
Nahat: ez egy LP! Nosza, nézziilk meg, mi a dualisa!



Maximdlis nagysagi folyam dualisa

E
x>0
E y>0 / <c
V-st =« B'(G)| =0
>
1 -10

Rajzoljunk egy szamdrvezetét!
A matrix tetején egy egységmatrix irja le a kapacitdsfeltételeket.
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A matrix tetején egy egységmatrix irja le a kapacitdsfeltételeket.
Alatta a B/(G) matrix felel a Kirchhoff-feltételekért. Ezt dgy
kapjuk, hogy a B(G) illeszkedési matrixbdl elhagyjuk az s és t
terminalokhoz tartozé sorokat. Az s-bdl indulé élekhez 1, az s-be
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Ezért a dudlisvaltozdk kétfélék: nemnegativ y-ok tartoznak az
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Magyarul: ugy kell az élekre nemnegativ szdmokat irni, hogy
minden élre irt szam legaldbb annyi legyen, mint az él végpontjai
kozti potenciadlugras. (A potencidlokat szabadon vélaszthatjuk
azzal a megkdtéssel, hogy s potencidlja —1 és t-é pedig 0.)
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A DLP miétrixa TU: B(G)-bél
sortorlésekkel és egységvektor sorok
és oszlopok hozzaaddsaval kapjuk.

Rdadasul a jobboldalakon 4llé konstansok is egészek.



Maxfolyam, TU matrix, Ford-Fulkerson

min yc y >0 A DLP miétrixa TU: B(G)-bél
y(e)+m(u)—m(v) > 0Ve = uv |sortorlésekkel és egységvektor sorok
m(s) = —1, m(t) =0 és oszlopok hozzdadasaval kapjuk.

Rdadasul a jobboldalakon 4llé konstansok is egészek.
Ezért az optimalis megoldasok kozott van olyan, amelyre y(e) és
m(v) minden e élre és minden v cslicsra egész szam.
E miatt tovdbb tudjuk egyszerisiteni az optimalis dudlmegoldast.



Maxfolyam, TU matrix, Ford-Fulkerson

min yc y >0 A DLP miétrixa TU: B(G)-bél
y(e)+m(u)—m(v) > 0Ve = uv |sortorlésekkel és egységvektor sorok
m(s) = —1, m(t) =0 és oszlopok hozzdadasaval kapjuk.

Rdadasul a jobboldalakon 4llé konstansok is egészek.

Ezért az optimalis megoldasok kozott van olyan, amelyre y(e) és
m(v) minden e élre és minden v cslicsra egész szam.

E miatt tovdbb tudjuk egyszerisiteni az optimalis dudlmegoldast.
Cseréljlink ki minden negativ 7 értéket —1-re, és minden pozitivat
0-ra. Konnyen lathatd, hogy tovabbra is megolddst kapunk, és a
célfiiggvény értéke sem viltozik.



Maxfolyam, TU matrix, Ford-Fulkerson

min yc y >0 A DLP miétrixa TU: B(G)-bél
y(e)+m(u)—m(v) > 0Ve = uv |sortorlésekkel és egységvektor sorok
m(s) = —1, m(t) =0 és oszlopok hozzdadasaval kapjuk.

Rdadasul a jobboldalakon 4llé konstansok is egészek.

Ezért az optimalis megoldasok kozott van olyan, amelyre y(e) és
m(v) minden e élre és minden v cslicsra egész szam.

E miatt tovdbb tudjuk egyszerisiteni az optimalis dudlmegoldast.
Cseréljlink ki minden negativ 7 értéket —1-re, és minden pozitivat
0-ra. Konnyen lathatd, hogy tovabbra is megolddst kapunk, és a
célfiiggvény értéke sem valtozik. Ezek utdn cseréljiink le minden
1-nél nagyobb y értéket 1-re. Tovdbbra is megoldast kapunk, és
mivel a célfiiggvényérték sem novekszik, optimalisat.



Maxfolyam, TU matrix, Ford-Fulkerson

min yc y >0 A DLP miétrixa TU: B(G)-bél
y(e)+m(u)—m(v) > 0Ve = uv |sortorlésekkel és egységvektor sorok
m(s) = —1, m(t) =0 és oszlopok hozzdadasaval kapjuk.

Rdadasul a jobboldalakon 4llé konstansok is egészek.

Ezért az optimalis megoldasok kozott van olyan, amelyre y(e) és
m(v) minden e élre és minden v cslicsra egész szam.

E miatt tovdbb tudjuk egyszerisiteni az optimalis dudlmegoldast.
Cseréljlink ki minden negativ 7 értéket —1-re, és minden pozitivat
0-ra. Konnyen lathatd, hogy tovabbra is megolddst kapunk, és a
célfiiggvény értéke sem valtozik. Ezek utdn cseréljiink le minden
1-nél nagyobb y értéket 1-re. Tovdbbra is megoldast kapunk, és
mivel a célfiiggvényérték sem novekszik, optimalisat.

Jeldlje X := m71(—1) a —1 potencialti csticsok halmazat. Csak az
X-bdl kilépo élek mentén nd a potencidl: y csak ezeken vesz fel 1
értéket. Mivel s € X Z t, X egy st-vagast hatdroz meg, igy a
célfiiggvényérték pontosan az X-bdl kilépé élek osszkapacitasa.
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Ennyit mara a természettudomanyok

ujdonsagaibol, érdekességeibol



