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» A Farkas-lemma segitségével barmely linedris
egyenlétlenségrendszerhez konstrudlhaté egy alternativ
egyenl&tlenségrendszer (pontosan egy szigort
egyenlStlenséggel) Ugy, hogy az eredeti és a konstrudlt
rendszerbdl pontosan az egyiknek van megoldasa.

> Ma a linedris egyenlGtlenségrendszerek geometriai jelentését
vizsgaljuk, és az egész megoldasok |étezésének jelentOségére
és egy lehetséges feltételére mutatunk ra.
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Két valtozé esetén az értékaddsok megfeleltethetok a koordinatasik
pontjainak. Mi jelent ekkor egy linedris egyenlet ill. egyenl6tlenség?
Egyenlet: egyenes, egyenlGtlenség: félsik.

3 valtozd esetén egyenlet: sik, egyenlStlenség: féltér.

Linearis egyenletrendszer: egyenesek/sikok metszete (affin altér),
egyenl6tlenségrendszer: félsikok/félterek metszete (poliéder).

3-ndl tobb viltozd esetén is ugyanez a helyzet (hipersikok, félterek
metszete), csak ez nem olyan szemléletes.
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Farkas-lemma: (3x: Ax < b) <= (By >0:yA=0,yb < 0).
Avagy: tetsz. A matrixra és b oszlopvektorra az Ax < b ill.

y > 0,yA =0, yb < 0 kozil pontosan egy megoldhaté.
Farkas-lemma néhany alakja:

1. (3x:Ax=b) < (Py:yA=0,yb#0)

2. (3x>0:Ax<b) <= (By>0:yA>0,yb<0)

3. 3x>0: Ax=b) < (By:yA>0,yb<0)

A fenti bizonyitdsokban hasznilt mddszer segitségével barmely
linedris egyenlOtlenségrendszer esetén konnyen megadhaté egy, aa
Farkas-lemmabelihez hasonlé alternativ egyenlétlenségrendszer gy,
hogy az eredeti és az alternativa koziil pontosan az egyik
egyenldtlenségrendszer legyen megoldhatd.
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Geometriailag: egy félterek metszeteként meghatarozott konvex
ponthalmaznak keressiik azt az (x1, x2, x3) pontjat, amelyikre a
3x1 — 2xa + 13x3 kifejezés maximdlis. A keresett ponto(ka)t dgy
kapjuk, hogy a (3, —2,13) normalvektoru sik itt tdmasztja (a
megfelelé iranybdl) a megolddsok alkotta konvex halmazt.



A linedris programozasi feladat
Példa: Olyan megolddsat keressiik a

10
22

3x1 + Txp
7x1 — 5x0 — 3x3

IN NN

—3x1 — 42x

linedris egyenl&tlenségredszernek, amire xo > 0 és emellett

3x1 — 2x2 + 13x3 a lehetd legnagyobb. Formélisan: maximalizalni

7 X1 7 7
szeretnénk a 3,-2,13). [ x | skaldris szorzatot azon feltételek

X3

meIIett,hogynZOés( ;e g>.<§i>g( g)

-3 —42 0 X3 -7



A linedris programozasi feladat
Példa: Olyan megolddsat keressiik a

10
22

3x1 + Txp
7x1 — 5x0 — 3x3

IN NN

—3x1 — 42x

linedris egyenl&tlenségredszernek, amire xo > 0 és emellett

3x1 — 2x2 + 13x3 a lehetd legnagyobb. Formélisan: maximalizalni

7 X1 7 7
szeretnénk a 3,-2,13). [ x | skaldris szorzatot azon feltételek

X3

mellett, hogyxz20és< ;e 2>< s >§( ég>

-3 -4 0 x3 -7
Terminoldgia: Az egyenld(tlen)ségek a linearis feltételek,
az xp > 0 kovetelmény neve nemnegativitasi feltétel,
a maximalizdland6/minimalizdlandé mennyiség a célfiiggvény.
A linearis programozasi (LP) feladat pedig mindez egyiitt: egy
célfuggvény bizonyos linedris és esetleges nemnegativitasi feltételek
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Néhany sztenderd alakban megadott LP feladat:

(1) max{ex : Ax < b}, (2) max{ecx: x >0 Ax < b},
(3) max{cx: x>0, Ax = b}, (4) min{cx : Ax > b},
(5) min{yb: yA > c}, (6) min{yb: y >0yA=c}

Mit tudunk egy ilyennel kezdeni?
Egy masik, rokon LP feladat keresése a cél, ami valamilyen
értelemben jellemzi az eredeti LP feladat optimumat.



Két rokon LP feladat

A max{cx : Ax < b} (primél) LP feladatot vizsgéljuk. Szorosan
kapcsolddik ehhez a min{yb : y > 0, yA = c} (duélis) LP feladat.
Felirjuk a Farkas-lemma szerint az aldbbi alternativdkat:

IGx: Ax<b < I3y >0:yA=0,yb <0
Ax:Ax>0,ex <0 “ B[dy >0:yA=
Mindkét parbdl az egyik megoldhatd, a masik nem, igy 4 eset van.
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cx = cxp — Aexy = oxp + A(—cxq) adédik.

Mivel —cx; > 0, ezért a A novelésével tetsz. nagy célfiiggvényérték
elérhetd: sup{cx : Ax < b} = 0.
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B esetl fx : Ax < b, ésinf{yb:y >0, yA=c} = —cc.
Legyenek yo > 0, ygpA=césy; >0, y1A=0, y1b<0a ll. és B.
megoldasai. Ekkor tetsz. A > 0 esetén y = yg + Ay; megoldja B.-t:
Y=Y+ 2>20+XA-0=0, valamint

VA= o+ 1)A= A+ \yiA=c+A-0=c.

A célfiiggvényértékre yb = (yo + Ay1)b = yob + A(y1b) adddik.
Mivel y1b < 0, ezért A-t novelve a célfliggvényérték tetsz. kicsi
lehet: inf{yb:y >0, yA=c} = —oc.
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kapcsolddik ehhez a min{yb : y > 0, yA = c} (duélis) LP feladat.
Felirjuk a Farkas-lemma szerint az aldbbi alternativdkat:

IGx: Ax<b < I3y >0:yA=0,yb <0
Ax:Ax>0,ex <0 “ B[dy >0:yA=
Mindkét parbdl az egyik megoldhatd, a masik nem, igy 4 eset van.
LA esetl By > 0, yA = c, és sup{cx : Ax < b} = oo.

LB esetl ix : Ax < b, ésinf{yb:y >0, yA=c} = —cc.
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A kovetkezo oldalon 6sszfoglaljuk, amit most tanultunk.
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A linedris programozas dualitastétele
Dualitas tétel: Tetszéleges max{cx : Ax < b} primdl LP

feladathoz felirhaté a min{yb : y > 0, yA = c} dudlis DLP feladat.
Ekkor az aldbbi 4 eset koziil pontosan az egyik kovetkezik be.

Il. Az LP egyenl6tlenségrendszere megoldhaté, a DLP-é nem,

az LP (maximalizdlandd) célfiiggvényértéke nem korlatos feliilrdl.
I1l. A DLP egyenlGtlenségrendszere megoldhatd, az LP-é nem,

a DLP (minimalizdlandd) célfiiggvényértéke nem korlatos alulrdl.
V. Mindkét egyenlStlenségrendszer megoldhatd, az optimumérték
kozos: max{cx : Ax < b} =min{yb:y >0, yA=c} . O
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Ha x a primdl, y pedig a dudl feladat megoldésa, akkor
(1) ex = (yA)x = y(Ax) < yb
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(1) ex = (yA)x = y(Ax) < yb, ill.
(2) (optimalitasi kritérium) cx = yb esetén x és y opt megoldasok.
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Kolt6i kérdés: Lattunk mar ilyet valahol?77
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Megj: A Dualitas tétel pontosan azt mondja ki, hogy ha a primal
LP és a dudlis DLP is megoldhatd, akkor vannak olyan x és y
megoldasaik, amikre a fenti optimalitasi kritérium megvaldsul.



A linedris programozas dualitastétele
Dualitas tétel: Tetszéleges max{cx : Ax < b} primdl LP

feladathoz felirhaté a min{yb : y > 0, yA = c} dudlis DLP feladat.
Ekkor az aldbbi 4 eset koziil pontosan az egyik kovetkezik be.

Il. Az LP egyenl6tlenségrendszere megoldhaté, a DLP-é nem,

az LP (maximalizdlandd) célfiiggvényértéke nem korlatos feliilrdl.
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a DLP (minimalizdlandd) célfiiggvényértéke nem korlatos alulrdl.
V. Mindkét egyenlStlenségrendszer megoldhatd, az optimumérték
kozos: max{cx : Ax < b} =min{yb:y >0, yA=c} . O

Ha x a primdl, y pedig a dudl feladat megoldésa, akkor
(1) ex = (yA)x = y(Ax) < yb, ill.
(2) (optimalitasi kritérium) cx = yb esetén x és y opt megoldasok.
Megj: A Dualitas tétel pontosan azt mondja ki, hogy ha a primal
LP és a dudlis DLP is megoldhatd, akkor vannak olyan x és y
megoldasaik, amikre a fenti optimalitasi kritérium megvaldsul.
Kinzé kérdések: (1) Barmely LP feladathoz lehet dudlist képezni?
(2) Van az LP feladat megolddséra hatékony eljaras?



Dualis LP feladat felirasa
Dualizalasi okolszabalyok
(0) Ne szégyelljiink szamarvezetst haszndlni.
(1) Az LP és DLP feladatot sztenderd alakban irjuk fel.
(2) Az LP ill. DLP egyikében maximalizdlunk, a masikban
minimalizalunk.
(3) Dudlis véltozék a primal feltételeknek, a dudlis feltételek a primal
véltozéknak felelnek meg.
(4) Nemnegativ valtozékhoz egyenlStlenségek, elbjelkdtetlen véltozékhoz
egyenloségek tartoznak mindkét relacidban.
(5) A primal célfiiggvény egyiitthatk a dudl konstansokat,
a primal konstansok a dudl célfiiggvény egyiitthatéit hatarozzak meg.
(6) Az igy kapott primal/dudl feladat is sztenderd alakban lesz felirva.
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A dualitas tétel szerint ha az LP és a DLP is megoldhatdk,
akkor az optimalis célfliggvényértékeik megegyeznek. Ha csak
az egyik oldhaté meg, akkor a hozza tartozd célfliggvényérték
nem korlatos, a megolddsok kozott nincs optimdlis.
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felirhaté egy Farkas-lemma szerinti alternativa.

A linedris programozasi (LP) feladatban linedris és
nemnegativitasi feltételek teljestilése mellett kell optimializalni
egy linedris célfiiggvényt.

Minden sztenderd alakban megadott LP feladathoz az
okolszabélyok segitségével felirhaté a dudlis (DLP) feladat.

A dualitas tétel szerint ha az LP és a DLP is megoldhatdk,
akkor az optimalis célfliggvényértékeik megegyeznek. Ha csak
az egyik oldhaté meg, akkor a hozza tartozd célfliggvényérték
nem korlatos, a megolddsok kozott nincs optimdlis.

Ez forditva is igaz: ha egy LP ill. DLP megoldashoz ugyanaz a
célfuggvényérték tartozik, akkor ezek optimdlis megolddsok.
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Ennyi!



