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Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa

—x+y+3z+4t = -1
2x =3y +7z—-Tt =
X+2z—t = 6



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

—Xx+y+3z+4t = -1 1 1 -3 4] —1
2x =3y +7z—-T7t = 1 2 -3 7 =7
X+2z—t = 6 1 0 2 -1] 6
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Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.
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Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

X

atalakitdsokkal eliminaljuk az egyes isme- — 7

retleneket. 2 _3 7 7 1
1




Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.

» Sort nemnulldval végigszorzunk.

X y z t

-1 1 -3 41 -1
2 -3 7T =7 1
1 0 2 -1 6
-1 3 —4 1
2 -3 7T =7 1
1 0 2 -1 6




Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4

retleneket. 2 _3 7 —7 1
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 1 0 2 -1




Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.

» Sort nemnulldval végigszorzunk.

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

X y z t

-1 3 —4 1
2 -3 7T =7 1
1 0 2 -1 6
-1 3 —4 1
0 -1 1 1] -1
0 1 1 3] 5




Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

X y z t
atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4 1
retleneket. 0 -1 1 1] =1
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 1 -1 3 >

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.

» Sort nemnulldval végigszorzunk.

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

Sorokat felcserélink.

v

X y z t

-1 3 —4 1
0 -1 1 1] -1
0 1 -1 3] 5
-1 3 —4 1
0 -1 3] 5
0 -1 1 1] -1

v

(csupa0 sort elhagyunk.)



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4 1

retleneket. 0 -1 3| 5
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 -1 1 1]-1

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢
atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4 1
retleneket. 0 -1 3| 5
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 -1 1 1 1
» Sor \-szorosit masik sorhoz adjuk. -1 3 -4 1
Sorokat felcseréliink 0 L3
» Sorokat felcseréliink. 0 0 0 4l 2




Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

X y z t

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4
retleneket. 0 -1 3| 5

» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0 4

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.

» Sort nemnulldval végigszorzunk.

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink.
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El&bb-utdbb 1épcsés alakot (LA) kapunk.
LA:

1. Minen sor els6 nemnulla eleme egy
(vezér)egyes.

2. minden vezéregyes feletti sorban van
a vezéregyestol balra vezéregyes.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

X y z t

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 4
retleneket. 0 -1 3
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.
» Sorokat felcseréliink.
El&bb-utdbb 1épcsés alakot (LA) kapunk.
LA:
1. Minen sor els6 nemnulla eleme egy
(vezér)egyes.
2. minden vezéregyes feletti sorban van
a vezéregyestol balra vezéregyes.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

<
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atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.
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» Sort nemnulldval végigszorzunk.

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink.
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El&bb-utdbb 1épcsés alakot (LA) kapunk.
LA:

1. Minen sor els6 nemnulla eleme egy
(vezér)egyes.

2. minden vezéregyes feletti sorban van
a vezéregyestol balra vezéregyes.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢

atalakitdsokkal elimindljuk az egyes isme- 1 3 0

retleneket. 0 -1 0| 2
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink.

El&bb-utdbb 1épcsés alakot (LA) kapunk.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

=<
N

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme-
retleneket.

» Sort nemnulldval végigszorzunk.

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.
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» Sorokat felcseréliink.
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El6bb-utdbb 1épcsés alakot (LA), majd
redukdlt lécs6s alakot (RLA) kapunk.
RLA: LA + vezéregyes felett csak 0 all.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 0 2 0

retleneket. 0 -1 0 2
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.
» Sorokat felcseréliink.

El6bb-utdbb 1épcsés alakot (LA), majd
redukdlt lécsés alakot (RLA) kapunk.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-eliminacid: elemi sorekvivalens

X y z t

atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 0 2 0
retleneket. 0 -1 0 2

» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0

» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.

» Sorokat felcseréliink. z €R tetsz,

x=7-2z

Elébb-utébb 1épcsds alakot (LA), majd y=2+7z
redukalt lécsés alakot (RLA) kapunk. =1

A RLA-bdl minden megoldés kiolvashaté: a szabad paraméter(ek)
értéke tetszlleges, a vezéregyeseknek megfeleld ismeretlenekhez
pedig egy-egy értékadd egyenldség tartozik.

Szabad paraméter: ismeretlen, amihez nem tartozik vezéregyes.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢
atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 0 2 0
retleneket. 0 -1 0 2
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0
» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.
» Sorokat felcseréliink. z €R tetsz,
x=7-2z
El6bb-utdbb 1épcsés alakot (LA), majd y=2+z
redukalt lécsés alakot (RLA) kapunk. t=1

A RLA-bdl minden megoldés kiolvashaté: a szabad paraméter(ek)
értéke tetszlleges, a vezéregyeseknek megfeleld ismeretlenekhez
pedig egy-egy értékadd egyenldség tartozik.



Linearis egyenletrendszerek (ismétlés)

Lin. egyenletrendszer megoldasa : kibovitett egyiitthatématrixszal.

Gauss-elimindcié:  elemi sorekvivalens X y P ¢
atalakitasokkal elimindljuk az egyes isme- 0 2 0
retleneket. 0 -1 0 2
» Sort nemnulldval végigszorzunk. 0 0 0
» Sor A-szorosit mdsik sorhoz adjuk.
» Sorokat felcseréliink. z €R tetsz,
x=7-2z
El6bb-utdbb 1épcsés alakot (LA), majd y=2+z
redukalt lécsés alakot (RLA) kapunk. t=1

A RLA-bdl minden megoldés kiolvashaté: a szabad paraméter(ek)
értéke tetszlleges, a vezéregyeseknek megfeleld ismeretlenekhez
pedig egy-egy értékadd egyenldség tartozik.

Tovabba: (nincs megoldds) <= (RLA tilos sort tartalmaz).
Tilos sor: egy (0 ... 0 ‘ p ) sor, ahol p #0. (Tkp p=[1)



Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.



Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.



Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.



Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.

> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.



Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.
> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.

Példa: X y z t| <
—X+y—-3z+4t = -1 -1 1 -3 4]|-1
2x =3y +7z—-T7t < 1 1 -1 3 —4] 1

X+2z—t > -3 7 -7 1

-1 0 -2 1]-6




Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.
> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.

Példa: X y z t| <
—X+y—-3z+4t = -1 -1 1 -3 4]|-1
2x =3y +7z—-T7t < 1 1 -1 3 —4] 1

xX+2z—t > 2 -3 7 -7 1

-1 0 -2 1]-6

A Gauss-elimindacié sajnos itt mar nem mikodik.




Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.

> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.

Példa: x y z t] <
—X+y—-3z+4t = -1 -1 1 -3 4]|-1
2x =3y +7z—-T7t < 1 1 -1 3 —4] 1

x+2z—t > 6 2 -3 7 -7 1

-1 0 -2 1|-6
A Gauss-elimindacié sajnos itt mar nem mikodik.
(Sort negativ szaimmal szorozva az egyenlétlenség megfordulna.)




Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.
> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.

Példa: X y z t| <
—X+y—-3z+4t = -1 -1 1 -3 4]|-1
2x =3y +7z—-T7t < 1 1 -1 3 —4] 1

xX+2z—t > 6 2 -3 7 —7 1

-1 0 -2 1|-6
A Gauss-elimindacié sajnos itt mar nem mikodik.
(Sort negativ szaimmal szorozva az egyenlétlenség megfordulna.)
Ezért olyan mdédszer a cél, ami elkeriili a negativ szammal szorzést.




Linearis egyenlotlenségrendszerek

» Olyan, mint a lin. egyenletrendszer (BO: ismeretlenek, JO:
konstansok), de lehetnek egyenlétlenségek is.

> Az egyenldségek helyettesithetok két egyenlotlenséggel.
> Feltehetd, hogy minden egyenl6tlenség < tipusd.

> Itt is a kibOvitett egyutthatématrixszal érdemes dolgozni.

Példa: x y z t] <
—X+y—-3z+4t = -1 -1 1 -3 4]|-1
2x =3y +7z—-T7t < 1 1 -1 3 —4] 1

x+2z—t > 6 2 -3 7 -7 1

-1 0 -2 1|-6
A Gauss-elimindacié sajnos itt mar nem mikodik.
(Sort negativ szaimmal szorozva az egyenlétlenség megfordulna.)
Ezért olyan mdédszer a cél, ami elkeriili a negativ szammal szorzést.
Sajnos azonban ez bonyolultabb és firadsagosabb lesz, mint a GE.




Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimnacids [épés utan kapott lin. egyenlotlenségrendszer



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimnacids [épés utan kapott lin. egyenlotlenségrendszer

» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimndcids |épés utdn kapott lin. egyenl6tlenségrendszer
» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,
» pontosan akkor oldhaté meg, ha az eredeti megoldhatd,



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimndcids |épés utdn kapott lin. egyenl6tlenségrendszer

» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,
» pontosan akkor oldhaté meg, ha az eredeti megoldhatd,
> Az elimindlt rendszer bmely megolddsabdl megkaphaté a
korabbi rendszer egy megoldasa.



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimndcids |épés utdn kapott lin. egyenl6tlenségrendszer

» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,
» pontosan akkor oldhaté meg, ha az eredeti megoldhatd,

> Az elimindlt rendszer bmely megolddsabdl megkaphaté a
korabbi rendszer egy megoldasa.

» A kordbbi rendszer megolddsai az elimindltat is megoldjak.



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimndcids |épés utdn kapott lin. egyenl6tlenségrendszer

» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,
» pontosan akkor oldhaté meg, ha az eredeti megoldhatd,

> Az elimindlt rendszer bmely megolddsabdl megkaphaté a
korabbi rendszer egy megoldasa.

» A kordbbi rendszer megolddsai az elimindltat is megoldjak.

» Az Osszes valtozd elimindlasa utan azonnal latszik, van-e
megoldas. (Nincs megoldds <= tilos sort kapunk.)



Fourier-Motzkin-eliminacié attekintés

» A FME minden fazisiban egy-egy ismeretlent elimindlunk.
Az elimndcids |épés utdn kapott lin. egyenl6tlenségrendszer

» nem tartalmazza az elimindlt ismeretlent,
» pontosan akkor oldhaté meg, ha az eredeti megoldhatd,
> Az elimindlt rendszer bmely megolddsabdl megkaphaté a
korabbi rendszer egy megoldasa.

» A kordbbi rendszer megolddsai az elimindltat is megoldjak.

» Az Osszes valtozd elimindlasa utan azonnal latszik, van-e
megoldas. (Nincs megoldds <= tilos sort kapunk.)

> A megoldasra ugyan nincs az RLA esetén kapotthoz hasonlé
explicit képlet, de az eredeti rendszer barmely megoldasa

megkaphaté Ugy, hogy a valtozdknak az elimindlas forditott
sorrendjében adunk értéket.



Az x ismeretlen eliminacidja
> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.



Az x ismeretlen eliminacidja
> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.
> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.



Az x ismeretlen eliminacidja
> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.
> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.
> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.



Az x ismeretlen eliminacidja
> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.
> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.
> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.
» x < a;ill. —=x < bj (azaz x > —b;) tipusti egyenl6tlenségekbdl
kell x-et eliminalni. (a;, b; a tobbi ismeretlentdl is fiigg.)



Az x ismeretlen eliminacidja

> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.

> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.

> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.

» x < a;ill. —=x < bj (azaz x > —b;) tipusti egyenl6tlenségekbdl
kell x-et eliminalni. (a;, b; a tobbi ismeretlentdl is fiigg.)

» Az elimindlds el6tti rendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a
0 egyiitthatds egyenlotlenségek mellett megkivént
—b; < x < a; egyenldtlenségeknek van kozos megoldasa.



Az x ismeretlen eliminacidja

> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.

> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.

> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.

» x < a;ill. —=x < bj (azaz x > —b;) tipusti egyenl6tlenségekbdl
kell x-et eliminalni. (a;, b; a tobbi ismeretlentdl is fiigg.)

» Az elimindlds el6tti rendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a
0 egyiitthatds egyenlotlenségek mellett megkivént
—b; < x < a; egyenldtlenségeknek van kozos megoldasa.

» Igy eliminaljuk x-et: A 0 egyiitthatés egyenlétlenségek mellé
bevessziik az osszes 0 < a; + b; egyenlStlenséget.



Az x ismeretlen eliminacidja

> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.

> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.

> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.

» x < a;ill. —=x < bj (azaz x > —b;) tipusti egyenl6tlenségekbdl
kell x-et eliminalni. (a;, b; a tobbi ismeretlentdl is fiigg.)

» Az elimindlds el6tti rendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a
0 egyiitthatds egyenlotlenségek mellett megkivént
—b; < x < a; egyenldtlenségeknek van kozos megoldasa.

> Igy eliminaljuk x-et: A 0 egyiitthatés egyenl8tlenségek mellé
bevessziik az osszes 0 < a; + b; egyenlStlenséget.

> Az elimindlt rendszer megolddsai megegyeznek az eliminicié
el6tti rendszer megoldasaival, ha azokbdl x-et elhagyjuk.



Az x ismeretlen eliminacidja

> A cél olyan egyenlGtlenségrsz-t talalni, amiben x nem szerepel,
de a tobbi ismeretlen szempontjabdl ugyanazok a megoldasok.

> Feltehetd: x egyiitthatdja V egyenl6tlenségben 0 vagy +1.

> A 0 egyutthatds egyenlétlenségeket megtartjuk.

» x < a;ill. —=x < bj (azaz x > —b;) tipusti egyenl6tlenségekbdl
kell x-et eliminalni. (a;, b; a tobbi ismeretlentdl is fiigg.)

» Az elimindlds el6tti rendszer pontosan akkor megoldhatd, ha a
0 egyiitthatds egyenlotlenségek mellett megkivént
—b; < x < a; egyenldtlenségeknek van kozos megoldasa.

> Igy eliminaljuk x-et: A 0 egyiitthatés egyenl8tlenségek mellé
bevessziik az osszes 0 < a; + b; egyenlStlenséget.

> Az elimindlt rendszer megolddsai megegyeznek az eliminicié
el6tti rendszer megoldasaival, ha azokbdl x-et elhagyjuk.

> Az elimindciéban hasznalt |1épések:
(1) sor pozitiv szimmal szorzasa,
(2) sorcsere,
(3) két sor Gsszegének j sorként torténd bevétele,
(4) bizonyos, nem csupa0 sorok elhagyasa.



Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A

— 0| Ax . .
—1|A1 | — ( 0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

0| Ao
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A

— 0| Ax . .
—1|A1 | — ( 0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

0| Ao
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
—1

A1
A1

0

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és

Ao

o

0| Ax
0 Ao

), ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

Konkrét példa:

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

X y z <
1 2 1 6
0 -1 3| -7
-1 -3 0 0
1 4 2 3




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
1

0

A1
Ay
Ao

o

0| Ax
0| Ao

), ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
1 2 1 6
0 -1 3| -7
-1 -3 0 0
1 4 2 3
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 =3 0 0
0o -1 3| -7




Fourier-Motzkin

1A
-1 A

0] A,

eliminacié az egyutthatématrixon

0| Ax . .
— ( 0 A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

Konkrét példa:

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0 -1 3| -7




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A

— 0| Ax . .
—1|A1 | — ( 0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

0| Ao
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Konkrét példa:

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0 -1 3| -7
0 -1 1 6
0 1 2 3
0o -1 3| -7




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 -1 1 6
0 1 2 3
0 -1 3| -7




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 -1 1 6
0 1 2 3
0 -1 3| -7
0 1 2 3
0 -1 1 6
0o -1 3| -7




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 1 2 3
0 -1 1 6
0 -1 3| -7




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
- 0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 1 2 3
0 -1 1 6
0 -1 3| -7
0 0 3 9
0 0 -1 —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon
1| A
-11A; |~ ( 8 QX ) ahol Ay ill. Ay az1ill. -1
0] A, °
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 0 3 9
0 0 -1 —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 0 3 9
0 0 -1 —4
0 0 1 3
0 0 -1 —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon
1| A
-11A; |~ ( 8 QX ) ahol Ay ill. Ay az1ill. -1
0] A, °
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 0 1 3
0 0 -1 —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Konkrét példa:

X y z <
0 0 1 3
0 0 -1 —4
0 0 0| -1




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Konkrét példa:

X y z <
0 0 1 3
0 0 —-1| -4
0 0 0] —1
Tilos sor: egy (0 ... 0 ‘ p ) sor, ahol p < 0.

(Ez egy 0 < p < 0 egyenlétlenségnek felel meg: nincs megoldas.)



Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A

— 0| Ax . .
—1|A1 | — ( 0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

0| Ao
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
—1

0

A1
A1
Ao

(O] A
0 Ao

), ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
0o -1 3| -4
-1 -3 0 0
1 4 2 3




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
1

0

Ar

A | o (LAY ahol Ayl Ay az 1ill -1
i 0 Ao
o

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
0o -1 3| -4
-1 -3 0 0
1 4 2 3
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 =3 0 0
0o -1 3| —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
1

0

Ar

A | o (LAY ahol Ayl Ay az 1ill -1
i 0 Ao
o

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0o -1 3| -4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
1

0

Ar

A | o (LAY ahol Ayl Ay az 1ill -1
i 0 Ao
o

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0o -1 3| -4
0 -1 1 6
0 1 2 3
0o -1 3| -4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:
X y z <

0 -1 1| 6
o 1 2| 3
0 -1 -3| -4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
0 -1 1 6
0 1 2 3
0o -1 3| -4
0 1 2 3
0 -1 1 6
0o -1 3| —4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:
X y z <

0 1 2| 3
0 -1 1| 6
0 -1 -3| -4




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

—1

1

0

Ar

A | o (LAY ahol Ayl Ay az 1ill -1
i 0 Ao
o

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
0 1 2 3
0 -1 1 6
0o -1 3| -4
0 0 3 9
0 0 —-1| -1




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:
X y z <

0 0 3 9
0 0 1| -1




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
0 0 3 9
0 0 —-1| -1
0 0 1 3
0 0 —-1| -1




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

o1 A1 ol A
-1 A — X ), ahol A;ill. Ay az 1ill. —1
0l A,
0| A,

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
0 0 1 3
0 0 -1 -1
0 0 0 2




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A 0|A
1AL | = ( 0 AX ) ahol Ay ill. Ay az1ill. -1
0] A, °
egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.
(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:
X y z < Nincs tilos sor, ezért van megoldas.
0 0 1 3 A zelimindcidja el6tt 1 <z < 3 volt a
0 0 —1| —1 feltétel, igy pl hez van megoldas.
0 0 0 2




Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

_ 1
1

0

A1
Ay
Ao

o

0

Ax . .
0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)
Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
0 1 2 3
0 -1 1 6
0o -1 3| -4

Nincs tilos sor, ezért van megoldas.
A z elimindcidja el6tt 1 < z < 3 volt a

feltétel, igy pl hez van megoldas.

Ezt behelyettesitve az y eliminacidja elotti

4llapotba 1 < y < 1 adédik: .



Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A
-1 A
0] A

o

0

Ax . .
0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0o -1 3| -4

Nincs tilos sor, ezért van megoldas.
A z elimindcidja el6tt 1 < z < 3 volt a

feltétel, igy pl hez van megoldas.

Ezt behelyettesitve az y eliminacidja elotti

4llapotba 1 < y < 1 adédik: .

Ezeket behelyettesitve az x eliminacidja elotti allapotba

—3 < x < —3 adddik, igy az megoldast kaptuk,



Fourier-Motzkin eliminacié az egyutthatomatrixon

1A
-1 A
0] A

o

0

Ax . .
0l A, ) ahol Ay ill. Ay az 1ill. -1

egyutthatdk utdni sorok, A, sorait pedig ugy kapjuk, hogy A; és
A_j sorait az osszes lehetséges médon osszeadjuk.

(Ha Aj vagy A_; iires, akkor Ay is 0 sorbdl 4ll.)

Nézziink most egy mdsik konkrét példat:

X y z <
1 2 1 6
1 4 2 3
-1 -3 0 0
0o -1 3| -4

Nincs tilos sor, ezért van megoldas.
A z elimindcidja el6tt 1 < z < 3 volt a

feltétel, igy pl hez van megoldas.

Ezt behelyettesitve az y eliminacidja elotti

4llapotba 1 < y < 1 adédik: .

Ezeket behelyettesitve az x eliminacidja elotti allapotba

—3 < x < —3 adddik, igy az megoldast kaptuk,
de barmely mas megoldast is megkaphattunk volna ugyanezzel a
médszerrel. (Es amit a médszerrel kapunk, az biztosan megoldas.)



A linedris egyenl6tlenségrendszer matrixszorzatos alakja

irjuk fel egy linedris egyenlotlenségrendszer kibovitett
egyutthatématrixat!
—x1+x2—3x3 < 1 -1 1 =31
2x1 —3x +7x3 < 1 2 -3 711 = (A|b)
x1+2x3 < 6 1 0 216




A linedris egyenl6tlenségrendszer matrixszorzatos alakja

irjuk fel egy linearis egyenldtlenségrendszer kibdvitett
egyutthatématrixat!

—x1+x—33 < 1 -1 1 =31
2x1 —3x +7x3 < 1 2 -3 711 = (A|b)
x1+2x3 < 6 ( 1 0 216 )
x1
Az x = | x» | oszlopvektor segitségével az eredeti
X3

egyenldtlenségrendszer roviden Ax < b alakban irhaté fel:

-1 1 -3 X1 1
2 -3 7 . X2 S 1
1 0 2 X3 6



A linedris egyenl6tlenségrendszer matrixszorzatos alakja

irjuk fel egy linearis egyenldtlenségrendszer kibdvitett
egyutthatématrixat!

—x1+x—3x3 < 1 -1 1 3|1
2x1 —3x +7x3 < 1 2 -3 711 = (A|b)
x1+2x3 < 6 ( 1 0 216 )
x1
Az x = | x» | oszlopvektor segitségével az eredeti
X3

egyenldtlenségrendszer roviden Ax < b alakban irhaté fel:

-1 1 -3 X1 1
2 -3 7 . X2 S 1
1 0 2 X3 6

Azt vizsgdljuk a tovabbiakban, hogy a Fourier-Motzkin eliminécié
soran a kibovitett egylitthatomatrixon végzett sormiiveletek minek
felelnek meg matrixterminoldgiaban.



A matrixszorzas egy érdekes tulajdonsiga

Nézziink meg kozelebbrol egy matrixszorzast:

2 1 0 2
1 0 0 3
0 311
1 2 01
3 211 9 8 1 14
0 010 0 3 1 1
1 211 5 7 1 10



A matrixszorzas egy érdekes tulajdonsiga

Nézziink meg kozelebbrol egy matrixszorzast:

2 1 0 2
1 0 0 3
0 311
1 2 01
3211 9 8 1 14
0 010 0 3 1 1
1 211 5 7 1 10
(1) Az AB matrix i-dik sora a B matrix sorainak linedris

kombinacidja (alkalmas egyiitthatdkkal vett szorzatainak Osszege).
A széban forgé egyiitthatok az A matrix j-dik sordban taldlhatdk.



A matrixszorzas egy érdekes tulajdonsiga

Nézziink meg kozelebbrol egy matrixszorzast:

2 1 0 2
1 0 0 3
0 311
1 2 01
3211 9 8 1 14
0 010 0 3 1 1
1 211 5 7 1 10
(1) Az AB matrix i-dik sora a B matrix sorainak linedris

kombinacidja (alkalmas egyiitthatdkkal vett szorzatainak Osszege).
A széban forgé egyiitthatok az A matrix j-dik sordban taldlhatdk.
(2) Hasonléan, az AB j-dik oszlopa az A oszlopainak az a lineéris
kombindcidja, aminek egyiitthatéi a B j-dik oszlopdban vannak.



A matrixszorzas egy érdekes tulajdonsiga

Nézziink meg kozelebbrol egy matrixszorzast:

2 1 0 2
1 0 0 3
0 311
1 2 01
3211 9 8 1 14
0 010 0 3 1 1
1 211 5 7 1 10
(1) Az AB matrix i-dik sora a B matrix sorainak linedris

kombinacidja (alkalmas egyiitthatdkkal vett szorzatainak Osszege).
A széban forgé egyiitthatok az A matrix j-dik sordban taldlhatdk.
(2) Hasonléan, az AB j-dik oszlopa az A oszlopainak az a lineéris
kombindcidja, aminek egyiitthatéi a B j-dik oszlopdban vannak.

A v sorvektor tehat pontosan akkor linedris kombinacidja az
A matrix sorainak, ha v = yA alkalmas y sorvektorra.



A Farkas-lemma

A Fourier-Motzkin elimindcié soran kapott barmely matrix sorait az
eredeti (kib&vitett) egylitthatématrix bizonyos sorainak lineéris
kombinacidjaként (azaz nemnegativ egyiitthatdkkal vett
osszegeként) kapjuk. Az aldbbi tétel azt a tényt fogalmazza meg,
hogy ha a Fourier-Motzkin eliminacié nem tilos sorral ér véget,
akkor az eredeti linedris egyenlotlenségrendszer megoldhatd.



A Farkas-lemma

A Fourier-Motzkin elimindcié soran kapott barmely matrix sorait az
eredeti (kib&vitett) egylitthatématrix bizonyos sorainak lineéris
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