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P> A cél néhany, az optimalizadlds soran alkalmazott matematikai
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Kombinatorikus struktdrdkon (féleg grafokon) torténd
optimalizalassal foglalkozunk a kurzuson.

A cél néhany, az optimalizdlds sordn alkalmazott matematikai
mddszer felvillantasa.

Gyakorlat: Cs 8:30-10:00, R504 & R505

ZH: 4 feladat, 90 perc, 50 pont. A két ZH, és két pZH
idépontjai késobb deriilnek ki.

ZH 20 ponttdl sikeres, két sikeres ZH utdn megajanlott jegy.
Ponthatarok: 2: 40, 3: 55, 4: 70, 5: 85. Szdbeli: legfeljebb 1
jegyet lehet javitani.

Elsédleges informacidforras a kurzushonlap:
www.cs.bme.hu/villkombopt.

Siirg6s tudnivaldk neptun-iizenetben érkezhetnek.
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Grafok (ismétlés)

3 V:{u7 V7 W’X7.y7z}

Ez a G = (V, E) (irdnyitatlan) graf (diagramja). V(G) =V a G
csticsai, E(G) = E pedig G élei halmaza. Pl ue Vill. uz € E,
mas széval u és z szomszédosak G-ben. Két parhuzamos él fut
u és v kozt, x-re hurokél illeszkedik. Egyszerii grafban nincs se
parhuzamos, se hurokél. Az u, x, y csicsok kozott nem fut él,
ezek fiiggetlenek. A szomszédossagi matrix A(G).
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u és v kozt, x-re hurokél illeszkedik. Egyszerii grafban nincs se
parhuzamos, se hurokél. Az u, x, y csicsok kozott nem fut él,
ezek fiiggetlenek. A szomszédossagi matrix A(G).

Cstics fokszama a beléle kiindulé élek szama, pl d(u) = d(x) = 4.
wyvzu a G egy w-bdl u-ba vezetd wu-atja.

A G graf osszefiiggd, mert barmely két csiicsa kozott vezet (t.
Minden irdnyitatlan G graf egyértelmiien felbonthaté
komponensekre, azaz olyan osszefliggd grafokra, amelyek kozott
nem vezet G-nek éle. Ha pl G oOsszefiiggd, akkor G-nek egyetlen
komponense van: onmaga.
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Def: A G graf csicsainak kiszinezése soran a csuicsokhoz tgy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.



Grafok csticsainak szinezése

Def: A G graf cslicsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz tgy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Megj: (1) Lehet éppenséggel piros, fehér, zold, stb szinekkel is
szinezni, de matematikusoknak jobban kézre dllnak az 1,2,3,4,...
szinek, mert ezekkel konnyebb dolgozni. Nem kell kétségbe esni:
ettdl mi még haszndlhatjuk a szokdsos szineket.
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Def: A G graf cslicsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz tgy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Megj: (2) Ha a grafnak van hurokéle, akkor a csticsai semmiképp
sem szinezhetdk ki, hisz a hurokél csticsa szinének kulonboznie
kéne onmagatdl. Ha tobb parhuzamos élbol csak egyet tartunk
meg, akkor az nem valtoztat a graf kiszinezhetdségén: ugyanazok
a lehetséges szinezések parhuzamos élekkel, mint nélkiluk. Ezért
cslicsszinézésekor feltehetd, hogy a kiszinezend6 graf egyszerd.
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Def: A G graf cslicsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz tgy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Megj: (3) Sok szinnel kdnnyii kiszinezni egy egyszerii grafot: pl a
csicsokat csupa kiilonbozére szinezhetjilk. A kihivds az, ha a
lehetd legkevesebb szinnel akarunk szinezni.
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szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k
szinnel, de (k — 1)-gyel nem.
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Def: A G graf csicsainak kiszinezése soran a csuicsokhoz tgy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k
szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Példa: y(K,) = n, semelyik két csiics nem kaphat azonos szint.
X(Pn) =
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Def: A G graf cslcsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz gy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k
szinnel, de (k — 1)-gyel nem.
Példa: y(K,) = n, semelyik két csiics nem kaphat azonos szint.
X(Pn) = 2: két szin kell, és felvdltva szinezve elég is. (x(P1) =1)
X(Cn) =2, ha n paros. Két szin kell, és felvaltva szinezve elég is.
Ha n ptn, akkor két szin nem elég, de 3 igen.
Def: Szinosztaly: kiszinezett graf azonos szinre szinezett cstcsai.
A szinosztdly fliggetlen ponthalmaz. A leheté legkevesebb
szinnel torténd szinezés keresésekor G csiicsait minimalis szamu
szinosztéllyal (ftn ponthalmazzal) szeretnénk lefedni.



Grafok csticsainak szinezése

Def: A G graf cslcsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz gy kell

szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.

Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k

szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Példa: y(K,) = n, semelyik két csiics nem kaphat azonos szint.

X(Pn) = 2: két szin kell, és felvdltva szinezve elég is. (x(P1) =1)

X(Cn) =2, ha n paros. Két szin kell, és felvaltva szinezve elég is.

Ha n ptn, akkor két szin nem elég, de 3 igen.

Def: Szinosztaly: kiszinezett graf azonos szinre szinezett cstcsai.
A szinosztdly fliggetlen ponthalmaz. A leheté legkevesebb

szinnel torténd szinezés keresésekor G csiicsait minimalis szamu

szinosztéllyal (ftn ponthalmazzal) szeretnénk lefedni.

Megj: A szinosztalyokat figyeljiik, nem a szineken abrandozunk.
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Def: A G graf cslcsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz gy kell
szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.
Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k
szinnel, de (k — 1)-gyel nem.
Példa: y(K,) = n, semelyik két csiics nem kaphat azonos szint.
X(Pn) = 2: két szin kell, és felvdltva szinezve elég is. (x(P1) =1)
X(Cn) =2, ha n paros. Két szin kell, és felvaltva szinezve elég is.
Ha n ptn, akkor két szin nem elég, de 3 igen.
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szinnel torténd szinezés keresésekor G csiicsait minimalis szamu
szinosztéllyal (ftn ponthalmazzal) szeretnénk lefedni.
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Def: A G graf cslcsainak kiszinezése sordn a csticsokhoz gy kell

szineket rendelni, hogy szomszédos cslicsok szine kiilonbozé legyen.

Def: A G grif kromatikus szama x(G) = k, ha G kiszinezheté k

szinnel, de (k — 1)-gyel nem.

Példa: y(K,) = n, semelyik két csiics nem kaphat azonos szint.

X(Pn) = 2: két szin kell, és felvdltva szinezve elég is. (x(P1) =1)

X(Cn) =2, ha n paros. Két szin kell, és felvaltva szinezve elég is.

Ha n ptn, akkor két szin nem elég, de 3 igen.

Def: Szinosztaly: kiszinezett graf azonos szinre szinezett cstcsai.
A szinosztdly fliggetlen ponthalmaz. A leheté legkevesebb

szinnel torténd szinezés keresésekor G csiicsait minimalis szamu

szinosztéllyal (ftn ponthalmazzal) szeretnénk lefedni.

Cél: A kromatikus szam minél jobb becslése.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.

Vagyis az 1-szinezhet6 grafok az liresgrafok,
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.

Vagyis az 1-szinezhet6 grafok az liresgrafok,

a 2-szinezhet6 grafok élei két szinosztaly kozott futnak,



k-kromatikus grafok struktu réja

Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.

Vagyis az 1-szinezhet6 grafok az liresgrafok,

a 2-szinezhet6 grafok élei két szinosztaly kozott futnak,

a 3-szinezhetd grafoknak hiarom szinosztélya van, stb.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?

Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.

Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!
Ha egy él kilonbozé komponensek azonos szinli csticsait koti ossze




k-kromatikus grafok strukturaja

Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!
Ha egy él kiilonbozé komponensek azonos szinli csticsait koti
ossze, akkor a csiicsok 2-szinezettsége fennmarad az egyik
komponens atszinezésével.




k-kromatikus grafok strukturaja

Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!




k-kromatikus grafok strukturaja
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!
Ha az uv él komponensen beliil fut,



k-kromatikus grafok strukturaja

Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!
Ha az uv él komponensen beliil fut, akkor uv-n keresztiil van kor,
ami paros sok csticsot tartalmaz.




k-kromatikus grafok strukturaja

) W a0,

<=4

Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Biz: Epitsiik fel G-t az élek egyenkénti behtizasaval!
Ha az uv él komponensen beliil fut, akkor uv-n keresztiil van kor,
ami paros sok csticsot tartalmaz. E koron a csiicsok felvaltva
vannak szinezve, ezért u és v kulonbozo szinliek voltak. [J



k-kromatikus grafok strukturaja
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhetd, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.



k-kromatikus grafok strukturaja
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Kinzo kérdés: Hogy néz ki egy k-szinezhetd graf?
Szemléletes valasz: A graf csiicsai k szinosztalyba sorolhatdk, és
mindegyik szinosztily fliiggetlen ponthalmaz. Vagyis a k
szinosztaly egyikén beliil sem fut él, am kiilonboz6 szinosztélyok
kozott korlatlanul futhatnak élek.
Def: A G graf paros, ha G 2-szinezhet, azaz, ha x(G) < 2.

Ha G paros graf, akkor G minden részgrafja is paros.
Mivel x(Cont1) = 3, ezért péros grafban nincs paratlan kor.

Ha G-ben nincs pératlan kor, akkor G paros graf.

Megj: Egy G graf parossagara kéféleképp tekinthetiink. Definicié
szerint 2-szinezhet6 grafrdl van szd, de gondolhatunk G-re pératlan
kort nem tartalmazé grafként is. Utdbbibdl rogton latszik, hogy
minden erdd (azaz kdrmentes graf) paros.



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeloli.



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeloli.
Tehat a(G) = k, ha G-ben van k ftn pont, de k + 1 nincs.



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: a(K,) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1,



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(K,) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(K,) =n,



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: a(K,) =1, w(Ky) =n, a(Pp) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pn) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

a(Cy) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

a(Gr) =51,



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

o(Co) =13 w(Ca) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

a(Cp) =53], w(Cp) =2, ha n >3, w(G) = w(K3) =3



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3

w(G) =



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],

w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,

a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3

w(G) =a(G),



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét o(G) jeldli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],
w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,
a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3
w(G) =a(G),

Ha G egyszerii graf, akkor (1) x(G) > w(G) ill.
(2) X(6) - a(G) = |V(G)].



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét a(G) jeloli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],
w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,
a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3
w(G) =a(G),

Ha G egyszerii graf, akkor (1) x(G) > w(G) ill.
(2) (G) - a(G) = |V(G)].
Biz: (1): Ha w(G) = k, akkor G-ben van egy k méretii K klikk. A
G tetszéleges kiszinezésekor K cslcsait is kiszinezziik. K-ban nincs
két azonos szinli cslics, ezért mar onmagaban K pontjaihoz
sziikséges k szin. Tehat a kromatikus szam nem lehet k-nal kisebb.



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét a(G) jeloli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],
w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,
a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3
w(G) =a(G),

Ha G egyszerii graf, akkor (1) x(G) > w(G) ill.
(2) X(6) - a(G) = |V(G).
Biz: (1): Ha w(G) = k, akkor G-ben van egy k méretii K klikk. A
G tetszéleges kiszinezésekor K cslcsait is kiszinezziik. K-ban nincs
két azonos szinli cslics, ezért mar onmagaban K pontjaihoz
sziikséges k szin. Tehat a kromatikus szam nem lehet k-nal kisebb.
(2): G cstcsai felbonthatdék x(G) fiiggetlen ponthalmazra. Minden
egyes ponthalmazban legfeljebb o(G) csics van. Ezért G
csticsainak szamara |V(G)| < x(G) - a(G) teljesiil. O



A kromatikus szam alsé becslései

Def: A G graf maximalis méretii fiiggetlen ponthalmazanak
méretét a(G) jeloli. Klikk a G graf pként szomszédos pontjai
alkotta halmaz. A G graf maximilis klikkjének mérete w(G).
Példa: o(K,) =1, w(Ky) =n, a(Ps) =[5],
w(Pr) =2, han>1,ill. w(P1)=1,
a(Cp) =53], w(Cy) =2, ha n >3, w(G) =w(K3) =3
w(G) =a(G),

Ha G egyszerii graf, akkor (1) x(G) > w(G) ill.
(2) X(G) - a(G) = |V(G)).
Biz: (1): Ha w(G) = k, akkor G-ben van egy k méretii K klikk. A
G tetszéleges kiszinezésekor K cslcsait is kiszinezziik. K-ban nincs
két azonos szinli cslics, ezért mar onmagaban K pontjaihoz
sziikséges k szin. Tehat a kromatikus szam nem lehet k-nal kisebb.
(2): G cstcsai felbonthatdék x(G) fiiggetlen ponthalmazra. Minden
egyes ponthalmazban legfeljebb o(G) csics van. Ezért G
csticsainak szamara |V(G)| < x(G) - a(G) teljesiil. O
Megj: A fenti becslések nagyon tavol lehetnek az igazsagtdl.



A kromatikus szam felso becslése mohd szinezéssel

Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.



A kromatikus szam felso becslése mohd szinezéssel

Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Megj: (1) A(G) a G graf maximalis fokszamat jeldli.
(2)A tétel igazoldsahoz azt kell megmutatni, hogy A(G) + 1 szin
minden esetben elegendd G cslcsainak kiszinezéséhez. Ha ezt
igazoltuk, akkor rogton adddik, hogy a G kiszinezéséhez sziikséges
minimalis szdmu szin ennél nem lehet tobb.



A kromatikus szam felso becslése mohd szinezéssel

Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.



A kromatikus szam felso becslése mohd szinezéssel
®
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
ehhez legfeljebb A(G) + 1 szinre volt sziikség. Legyenek
Vi,Vo,..., Vv, a G csicsai, és 1,2,... a rendelkezésre all6 szinek.
Szinezziik G cslcsait vi, vo, . .., v, sorrendben. A soron kovetkezd
v; szine legyen mindig a legkisebb olyan szin, amit nem hasznaltunk
még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
A v; csicsnak d(v;) szomszédja van, ezért legfeljebb ennyi szin van
kizdrva a v; szinének kivalasztdsakor. Ezért v; szinét biztosan az
1,2,...,d(vj) + 1 szinek koziil valasztjuk.
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Biz: Megadjuk G egy konkrét kiszinezését, és bebizonyitjuk, hogy
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még fel v; egyetlen kordbban kiszinezett szomszédjdhoz sem.
A v; csicsnak d(v;) szomszédja van, ezért legfeljebb ennyi szin van
kizdrva a v; szinének kivalasztdsakor. Ezért v; szinét biztosan az
1,2,...,d(vj) + 1 szinek koziil valasztjuk.
igy sosem hasznéltunk (A(G) + 1)-nél nagyobb sorszami szint,
ezért a fenti mohé szinezéshez biztosan elég (A(G) + 1) szin. [
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A kromatikus szam felso becslése mohd szinezéssel
®

O

(O]

[ J
Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.
Megj: (1) A Tétel felsd becslése igen tavol allhat az igazsagtdl.
Megadhaté alkalmas 2n csiicsii G paros grafon olyan cstcssorrend,
amire a mohé szinezés n szint hasznal a sziikséges 2 helyett.
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Megj: (1) A Tétel felsd becslése igen tavol allhat az igazsagtdl.
Megadhaté alkalmas 2n csiicsii G paros grafon olyan cstcssorrend,
amire a mohé szinezés n szint hasznal a sziikséges 2 helyett.
(2) J6 hir, hogy barmely G grafhoz van olyan csicssorrend, amire
a mohd algoritmus csupan x(G) szint hasznal.
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Megadhaté alkalmas 2n csiicsii G paros grafon olyan cstcssorrend,
amire a mohé szinezés n szint hasznal a sziikséges 2 helyett.
(2) J6 hir, hogy barmely G grafhoz van olyan csicssorrend, amire
a mohd algoritmus csupan x(G) szint hasznal.
(3) A kromatikus szdm meghatdrozasa altaldban reménytelen. Mar
arra sem varhaté hatékony algoritmus, hogy egy inputgraf
3-szinezhetGségét eldontsiik.
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(3) A kromatikus szdm meghatdrozasa altaldban reménytelen. Mar
arra sem varhaté hatékony algoritmus, hogy egy inputgraf
3-szinezhetGségét eldontsiik.
(4) Ha G teljes graf vagy paratlan kor, akkor x(G) = A(G) + 1.
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Ha G egyszerii graf, akkor x(G) < A(G) + 1.

Megj: (1) A Tétel felsd becslése igen tavol allhat az igazsagtdl.
Megadhaté alkalmas 2n csiicsii G paros grafon olyan cstcssorrend,
amire a mohé szinezés n szint hasznal a sziikséges 2 helyett.
(2) J6 hir, hogy barmely G grafhoz van olyan csicssorrend, amire
a mohd algoritmus csupan x(G) szint hasznal.
(3) A kromatikus szdm meghatdrozasa altaldban reménytelen. Mar
arra sem varhaté hatékony algoritmus, hogy egy inputgraf
3-szinezhetGségét eldontsiik.
(4) Ha G teljes graf vagy paratlan kor, akkor x(G) = A(G) + 1.

Ha G osszefliggd egyszerli graf, és G nem teljes
graf és nem ptn kor, akkor x(G) < A(G).
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Megj: (1) A Tétel felsd becslése igen tavol allhat az igazsagtdl.
Megadhaté alkalmas 2n csiicsii G paros grafon olyan cstcssorrend,
amire a mohé szinezés n szint hasznal a sziikséges 2 helyett.
(2) J6 hir, hogy barmely G grafhoz van olyan csicssorrend, amire
a mohd algoritmus csupan x(G) szint hasznal.
(3) A kromatikus szdm meghatdrozasa altaldban reménytelen. Mar
arra sem varhaté hatékony algoritmus, hogy egy inputgraf
3-szinezhetGségét eldontsiik.
(4) Ha G teljes graf vagy paratlan kor, akkor x(G) = A(G) + 1.

Ha G osszefliggd egyszerli graf, és G nem teljes
graf és nem ptn kor, akkor x(G) < A(G). Biz: Varatlanul nehéz.



Elszinezések

Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).



Elszinezések

Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).

Megj: (1) Az élszinezési feladat multigrafokra is érdekes.
Elszinezés keresésekor barmely hurokél helyettesithetd levéllel, ezért
feltehetd, hogy a szinezendd grafnak nincs hurokéle.
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szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).

Megj: (1) Az élszinezési feladat multigrafokra is érdekes.
Elszinezés keresésekor barmely hurokél helyettesithetd levéllel, ezért
feltehetd, hogy a szinezendd grafnak nincs hurokéle.

(2) Elszinezés esetén is a szinosztalyokat (vagyis az azonos szinii
élek halmazat) érdemes figyelni. Néhany él akkor lehet egyszindi,
ha nincs kozos csticsuk, mas széval ha parositast alkotnak. Az
élkromatikus szam meghatarozasihoz G éleit a legkevesebb szamiu
parositassal szeretnénk lefedni.
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G élkromatikus szama, jele x'(G).
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szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).

Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).

Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Biz: Ha d(v) = A(G), akkor a v-bdl indulé élek csupa kiilonbozé
szint kapnak. Igy mar ezen élek szinezéséhez A(G) szin kell, ezért
G éleinek szinezése nem Uszhaté meg A(G)-nél kevesebb
szinbal. O
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G élkromatikus szama, jele x'(G).

Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Megj: A fenti allitds nem all messze az igazsagtdl.
Ha G egyszerii gréf, akkor x'(G) < A(G) + 1.
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Megj: A fenti allitds nem all messze az igazsagtdl.
Ha G egyszerii gréf, akkor x'(G) < A(G) + 1.
G egyszerii graf = \/(G) = A(G) vagy X'(G) = A(G) + 1.
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Megj: A fenti allitds nem all messze az igazsagtdl.
Ha G egyszerii gréf, akkor x'(G) < A(G) + 1.

G egyszerii graf = \/(G) = A(G) vagy X'(G) = A(G) + 1.
Megj: (1) NP-nehéz eldonteni, hogy X’ = A teljesiil-e.
(2) Vizing tétele nem igaz multigrafokra.
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legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
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Megj: (1) NP-nehéz eldonteni, hogy X’ = A teljesiil-e.
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Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Megj: A fenti allitds nem all messze az igazsagtdl.
Ha G egyszerii gréf, akkor x'(G) < A(G) + 1.

G egyszerii graf = \/(G) = A(G) vagy X'(G) = A(G) + 1.
Megj: (1) NP-nehéz eldonteni, hogy X’ = A teljesiil-e.
(2) Vizing tétele nem igaz multigrafokra.

Ha G véges graf, akkor \/(G) < 3A(G).



Elszinezések

Def: A G graf éleinek kiszinezése soran G éleihez lgy kell
szineket rendelni, hogy kozos cslicsot hasznilé élek szine kiilonbozo
legyen. A G éleinek kiszinezéséhez sziikséges minimalis szinszam a
G élkromatikus szama, jele x'(G).
Barmely hurokélmentes G grafra x/'(G) > A(G) teljesiil.
Megj: A fenti allitds nem all messze az igazsagtdl.
Ha G egyszerii gréf, akkor x'(G) < A(G) + 1.
G egyszerii graf = \/(G) = A(G) vagy X'(G) = A(G) + 1.
Megj: (1) NP-nehéz eldonteni, hogy X’ = A teljesiil-e.
(2) Vizing tétele nem igaz multigrafokra.
Ha G véges graf, akkor x/(G) < % :
G véges graf = \'(G) < A(G) + u(G),
ahol 1(G) a legnagyobb élmultiplicitds G-ben.



Péaros grafok élszinezései

Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).



Péaros grafok élszinezései

Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
Minden él behlizasa utan az addigi maximalis fokszamnyi szinnel
szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hidzunk be.
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Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
Minden él behlizasa utan az addigi maximalis fokszamnyi szinnel
szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hizunk be.
l. eset e behiizasdval a maxfokszdm megnd.
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Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
Minden él behlizasa utan az addigi maximalis fokszamnyi szinnel
szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hizunk be.
l. eset e behlzdsdval a maxfokszdm megné. e (j szint kap. v/
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Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
Minden él behlizasa utan az addigi maximalis fokszamnyi szinnel
szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hizunk be.
l. eset e behlzdsdval a maxfokszdm megné. e (j szint kap. v/
Il. eset e behlzasival a maxfokszdm nem né. Ekkor u-nal és v-nél
is van szabad szin. Ha ezek egyformdk, akkor e-t ezzel szinezziik.
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Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
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szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hizunk be.
l. eset e behlzdsdval a maxfokszdm megné. e (j szint kap. v/
Il. eset e behlzasival a maxfokszdm nem né. Ekkor u-nal és v-nél
is van szabad szin. Ha ezek egyformdk, akkor e-t ezzel szinezziik.
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Ha G paros graf, akkor x'(G) = A(G).
Biz: Algoritmussal bizonyitunk: G éleit egyenként hiizzuk be.
Minden él behlizasa utan az addigi maximalis fokszamnyi szinnel
szineziink. Tfh néhany él behdzasa utan ilyen szinezésiink van, és
egy e = uv élt hizunk be.
l. eset e behlzdsdval a maxfokszdm megné. e (j szint kap. v/
Il. eset e behlzasival a maxfokszdm nem né. Ekkor u-nal és v-nél
is van szabad szin. Ha ezek egyformdk, akkor e-t ezzel szinezziik.
Ha wu-nal a piros, v-nél pedig a zold szin szabad, akkor a piros és
zold élek piros-zold alternalé utakat és koroket alkotnak.
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Az u-bdl induld P, ut zolden indul, és v szinosztalydba mindig zold
élen érkezik. I/gy P, kiilonbozik a v-bdl piros élen indulé P,-tol.
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Ezért P, éleit atszinezve olyan szinezést kapunk, ami mellett e-t
zoldre szinezhetjiik. Ol
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