Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
1. ZH javitékulcs (2019. 03. 26.)

Az titmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utdbbi kideriil, &am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az aldbbi tablazat A, B,C és D sorai ill. 1,2,3 és 4 oszlopai - [[1]2]3]4]
2[2]6]3

alkotjak a GG paros gréaf csucshalmazat, a tdblazatbeli szamok

pedig az adott sor és oszlop kozott futd él sulyat jelentik. A
) L . s B||7/5/9(8
Hatarozzuk meg az éran tanult médszerrel G' egy maximalis
P ST . . . Cl||5|2]7]3
sulyu M parositasat, és igazoljuk egyuttal, hogy nincs G-ben D
M-nél nagyobb stulyt péarositas. 7131915

Az o6ran tanult Egervary algoritmus segitségével keresiink teljes parositast: kiindulunk az oszlopmaximumok-
hoz ill a sorokon 0 sulyhoz tartozé silyozott lefogésbodl, és a pontos éleken maximélis parositast keresiink.
Ha ez nem teljes, akkor a fedetlen oszlopokbdl alternald uton elérhet6 oszlopokon csokkentiink, a sorokon

pedig noveljiik a lefogast az aldbbiak szerint, addig, amig lesz a pontos élekbdl teljes parositds. (2 pont)
A kiindulasi sulyozott lefogas az 1,2, 3 és 4 csiicsokon a megfelel6

oszlopmaximum, azaz 7,5,9 és 8, a tobbi csticson 0. (2 pont)

52 75
53 76 Az abran az algoritmust kovetve kapott sulyozott lefogasok, be-
75 08 keretezve pedig egy pontos élekbol allé teljes parositds elemei
’ H 1‘ 2‘ 3‘ 4‘ lathatok. (3 pOIlt)
Egy 24 sulyu parositast és egy 24 oOsszsulyu lefogast kaptunk.
Al 2/2]l 6/ 3]000 Y :
0923 Utébbi miatt nem létezik 24-nél nagyobb 6sszsilyt sulyozott le-
Bl 71 5] 9 fogas, azaz a kapott parositds csakugyan maximalis stly. (2
C 2/ 713/000 ont)
022 b
DJ 7] 3]19] 5 Ezért az A2, B4,C1, D3 élek egy maximalis sdlyt teljes parosi-
tast alkotnak G-ben. (1 pont)

2. Allapitsuk meg, hogy van-e valés megoldésa az itt 201 — 3w+ w3 > -3
lathaté egyenlotlenségrendszernek. Ha van megol- 2x9 + 313 > 2
das, akkor talaljunk egy olyan megoldast, amely- T1 — 29 + 275 < 0
ben az w3 valtozo értéke a leheto legkisebb.

3r] — 61y — Dy < —7

Felirjuk a linedaris egyenlotlenségrendszert matrixos alakban gy, hogy az egyenlttlenségek azonos iranyba
alljanak, azaz az elsé két egyenlGtlenséget —1-gyel megszorozzuk. (1 pont)
Végrehajtjuk a Fourier-Motzkin eliminaciét, azaz a valtozokat egyméas utan eliminaljuk tgy, a 0 egyiittha-
tos egyenlétlenségeket megdrizziik, és az Osszes lehetséges pozitiv-negativ egyiitthatéparra felirjuk azt az

osszeget, amiben az eliminalandé valtozo egyiitthatéja 0-va valik. (2 pont)
0—-2 —-3|-2

0-2-3-2 0 1 3 3 00 34

, -2 3-1 3 0-3-13]-5 00 —-44
Konkrétan: 1-1 2l 0 0 1 33 00 31 0007 (3 pont)

3 —6 —5|—7 0-2 —3/-2 00 —1|1

0 —3 —13|-5 o
A Ozy + Oz + 023 < 7 egyenl6tlenség adédott, ezért van megoldas. (1 pont)
Megoldas talalasahoz a valtozoknak xs, xo, 1 sorrendben adunk értéket, az adott valtozé eliminacidja elétti
egyenlGtlenségek figyelembevételével. (1 pont)
Az x3-ra —x3 <1 és 3x3 < 4 feltételek allnak, azaz x3 > —1 miatt az x3 minimalis értéke x3 = —1. (1

pont)




Ezzel a valasztassal xo-re x9 < 6, 229 > 5 és 3xy > 18 adddik, tehat példaul az xo = 6 megfelelo. Ekkor

xi1-nek az 11 < 8, 3xy < 24 ill. 22, > 16 feltételeket kell teljesitenie, tehat x; = 8. (1 pont)
(a) Oldjuk meg az itt lathaté LP feladatot! max{4x; + bxs} ha
1,29 = 0

(b) Meg lehet-e véltoztatni a célfiiggvényt ugy, hogy

az r1 = 180,22 = 80 optimalis megoldas legyen? 71 < 180
Ha igen, akkor mutassunk példat ilyen célfiigg- 211 + 329 < 600
vényre! 221 + 12 < 400

Az (x4, z5) megolddsokat a sikon dbrazoljuk. Az egyes feltételeknek egy-egy félsik felel meg, a megoldasok
halmaza pedig e félsikok metszete, egy konvex taromany lesz. Ezen a tartomanyon kell optimalizalnunk a
célfiiggvényt. (1 pont)
A nemnegativitasi feltételek a pozitiv siknegyedet adjak, ebbdl vag le a harom félsik egy konvex Gtszoget.
Ezen 6tszoget hatarold egyes egyenesek a 300 és 200, ill. a 200 és 400 pontokban metszik az egyes koordi-
natatengelyeket, valamint egy egyenes parhuzamos az x, tengellyel, az z; tengelyt pedig a 180-ban metszi.

Egy ezt vildgosan mutaté abraért is jar a (2 pont)
A széban forgé 6tszog csucsaira a (0, 0), (0, 200), (150, 100), (180, 40) és a (180, 0) koordinatdju pontok addd-
nak, a harmadik és negyedik megtalaldsahoz izzadsagos szamitas vezet. (2 pont)
Béarmi is legyen a célfiiggvény, az optimumat bizonyosan felveszi a fenti 5 pont valamelyikében, ezért csupan
ezek koziil kell kivélasztani azt, amelyik a maximalizal. (2 pont)
Ez pedig konkrétan az x; = 150, x5 = 100 megoldashoz tartozik, (1 pont)
az optimumérték pedig 1100. (0 pont)
Mivel a (180, 80) pont az 6tszogon kiviil helyezkedik el (u.i. nem teljesiti az utolsé egyenlStlenséget), ezért
az nem megoldas, tehdat egyetlen célfiiggvényre sem lesz optimum. (2 pont)

Aki ebben a feladatban csupan a dudlis programot irja fel, az bar valéjaban nem jut lényegesen kozelebb a
megoldédshoz (hisz a dudlist is optimalizélni kell, rdadasul 3 dimenziéban), mégis kap egy pontot.

min{7y; — 2ys} ha

. Hatarozzuk meg azt a primal LP problém&t ami- Y1,y 2 0
nek a dualisa itt lathato. 4y — 2y +ys > 77
(Nem tilos felrajzolni egy szamérvezetot.) Yo —Dys = 9

Y1 +y2+ys =5

Teljesiil az egyenlétlenségek irdnyardl szolé okolszabaly (minimalizalds mellett nem lehet > tipusi egyen-

16tlenség), ezért felirjuk a szamérvezet&ként hasznalt tablazatot. (1 pont)
2120 132320
0<1y 4 0 1] <7
Y2 -2 1 1l =0
0<uys 1 =5 1< =2
>77=9 >5 (3 pont)
Mivel az els6 és a harmadik dudlis feltétel egyenlotlenség, ezért x, és x3 nemnegativ, (2 pont)
az el6jelkotetlen yo-hoz egyenléség tartozik a primdl feladatban, a tobbi feltétel pedig (a maximalizdlds
miatt) < tipust. (2 pont)

Ennek alapjén a duélis

max{77xs + 92 + bx3} ha
ri1,x3 >0

4o +x3 <7
—2x1+x2+x3 =0

T —51’2+$3 S —2
(2 pont)

. A piréz labdarugé bajnoksagban minden csapat minden masik csapattal egyszer jatszik. Tegyiik fel tovabba,
hogy a bajnoksag végeztével sikeriilt a csapatokat tigy jutalmazni, hogy ha az i csapat legyozte a j csapatot,
akkor az p(i) — p(j) kiilonbség 10° - a(i, j) és 10° - b(i, j) PP (piréz petdk) kizé essék, ahol p(v) a v csapat
jutalmét jeloli, valamint a(i, j) < b(i,j) egész szamok.



Igaz-e, hogy a jutalmazas megvaldsithatd ekkor gy is, hogy a fenti feltételek tovabbra is teljesiiljenek, am
minden csapat egymillié PP tobbszorosét kapja, rdadasul a szétosztott jutalom 6sszege ne novekedjék ettol?

(Célszeriinek latszik felirni egy, a feladathoz kapcsolodé LP problémat.)

Vezessiink be minden csapathoz egy-egy valtozoét: az i csapathoz tartozzék az x(i). Tekintsiik azt a linearis
programozasi feladatot, amelyben az x(1)+x(2)+. . . dsszeget kell maximalizalni, az aldbbi feltételek mellett.
Minden i-re teljesiil, hogy egyrészt (i) > 0, masrészt a(i,j) < x(i) — x(j) < b(4, ) teljesiil minden olyan

esetben, amikor az i csapat legydzte a j csapatot. (2 pont)
A feladat szdvege alapjén a fenti LP probléma megoldhatd, hisz az (i) = p(i)/10° valasztédssal a feltételeket
kielégité megolddst kapunk (ami persze nem feltétleniil optimélis). (2 pont)

Kozelebbrol megnézve az adddik, hogy az LP problémahoz tartozé méatrix két részbdl all: az iranyitott G
graf incidenciamétrixdnak transzponéltjabdl ill. ezen transzpondlt (—1)-szeresébdl, ahol a G graf csicsai a
csapatok, és élei pedig a nem dontetlenre végzodd mérkozésekhez tartoznak: az ¢ csapatbol a j csapatba

akkor fut irdnyitott él, ha az i csapat legybzte a j csapatot. (2 pont)
A tanultak szerint a széban forgd matrix TU tulajdonsagu. (2 pont)
Ezért ha a célfiiggvényérték alulrdl korlatos, akkor az optimalis megoldasok kozott van olyan is, amelyik
esetén minden (i) valtozd egész értéket vesz fel. (1 pont)

A nemnegativitasi feltételek miatt a célfiiggvényérték mindig nemnegativ, igy a célfiiggvényérték csakugyan
alulrol korlatos. Ezért a felirt LP-nek van egész optimuma, és az ezen optimélis megoldasban szereplo
valtozok egymilliészorosai olyan jutalmazast irnak le, ami teljesiti a feladatban megkivant feltételeket. (1
pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
2. ZH javitékulcs (2019. 05. 09.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. frjuk fel ILP problémaként a kovetkezé feladatot. Adott G = (V, E) graf csucsainak keressiik olyan maxi-
malis méretii U részhalmazat, amely el6all két fliggetlen ponthalmaz unidjaként, azaz U = U; U U,, ahol
G-nek egyetlen éle sem kot 6ssze két Ui-beli vagy két Us-beli csticsot. (Erdemes lehet két karakterisztikus
vektorral dolgozni.)

A G minden v csicsdhoz tartozzék egy x(v) és egy y(v) valtozé. Az x(v) értéke akkor lesz 1, ha v € Uy

(egyébként az értéke 0), az y(v) pedig akkor 1, ha v € U, (egyébként y(v) = 0). (2 pont)
Ekkor a célfiiggvény max (V) + g(V), (1 pont)
ezek a véltozdk a 0 vagy 1 értékek valamelyikét veszik fel: 0 < z(v) < 1 és 0 < y(v) < 1, valamint
z(v),y(v) € Z teljesiil minden v csticsra, (3 pont)
és egyetlen élnek sincs mindkét végpontja Ui-ben vagy Us-ben: z(u) + z(v) < 11ill. y(u) + y(v) < 1 teljesiil
G minden uv élére, (2 pont)
valamint egyetlen v cstics sem szamithat bele egyszerre Us-be és Us-be is: z(v) 4+ y(v) < 1 teljesiil G minden
v csucsara. (1 pont)

Ez tehat az ILP feladat. Vilagos, hogy minden keresett ponthalmaz megadhaté ezen feladat megoldasaként,
ill. hogy minden megoldashoz definidlhatok az egymastol diszjunkt Uy és Us fiiggetlen ponthalmazok, melyek
osszmérete éppen a célfiiggvényben kiszamitott érték. (1 pont)

2. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan fiilfelbontasa, amelyben pontosan 7 db olyan fiil szerepel, ami
egyetlen ponton csatlakozik a kordbban felépitett grafhoz. Legfeljebb hény elvdgo éle és hany (maximalis)
blokkja lehet G-nek?

Mivel a fiilfelbontas mindig 2-élosszefiiggd grafot eredményez, ezért G bizonyosan 2-élosszefiiggd, igy elvagd

éle nem lehet. Az elvago élek szama tehét legfeljebb 0. (3 pont)
A fiilfelbontés definiciéjabol adédéan elvagd pontja G-nek csakis olyan cstcs lehet, ami egy fiilfelbontédsbeli
fiill mindkét végével megegyezik. (2 pont)
Szintén a fiilfelbontas mikéntjébol adédik, hogy G minden maximaélis blokkja tartalmaz olyan fiilet, amelyik
a korabban felépitett grafhoz egy csicsban csatlakozik. (3 pont)
Mivel 7 ilyen fiil van, ezért G-nek legfeljebb 7 maximalis blokkja lehet. (1 pont)
A 7 blokk el is érhet6, hiszen pl. annak a grafnak, ami 7 db pontdiszjunkt kor egy-egy csicsdnak 6sszeol-
vasztasabol szarmazik, van ilyen fiilfelbontéasa. (1 pont)

Mivel a fiilfelbontasban olyan fiil is szerepel, amelyiknek a két végpontja megegyezik, ezért a feladat szo-
vegébdl az kovetkezik, hogy itt a 2-élosszefiiggd grafok fiilfelbontdsardl van szé (amelyik egy pontbdl indul
és az elsé fiil két végpontja megegyezik), és nem pedig a 2-sszefliggd grafok fiilfelbontasardl (amelyik egy
korbél indul). Ha azonban valaki kérbél indulénak gondolta a fiilfelbontést, és ezért a végeredmény 8 lett,
azért nem jar pontlevonas.

3. Tegyiik fel, hogy a G grafnak pontosan két elviagd pontja és pontosan 10 (maximalis) blokkja van. Melyik
az a legkisebb k érték, amire igaz, hogy a G graf k él behtuzéasaval garantaltan 2-szeresen pontosszefiiggové
tehet6?

Az 6rén azt tanitottak, hogy a 2-Gsszefiiggéség eléréséhez pontosan max{ [M} ,b(G) — 1} a behu-
zand6 élek minimélis szdma, ahol m(G) a levélblokkok szdma, m/(G) az izoldlt blokkok szdma, b(G) pedig
az ugyanazon elvagd pontot tartalmazé maximélis blokkok maximélis szama. (4 pont)
Mivel 6sszesen 10 blokk és két elvagd pont van ezért nem illeszkedik minden maximalis blokk ugyanarra az




elvagd pontra, azaz b(G) < 9, tehéat b(G) — 1 < 8. (2 pont)
Ha van olyan maximalis blokk, amelyik mindkét elvagd pontot tartalmazza, akkor ez a blokk sem nem levél,
sem nem izolédlt blokk, ezért az izoldlt blokkok szama legfeljebb 7. Innen m(G) +2m/(G) <2+2-7 =16

adddik, azaz w <8. (1 pont)
Ha pedig a két elvagd pontot nem tartalmazza ugyanaz a maximalis blokk, akkor legfeljebb 6 izolalt blokk
lehet, igy m(G) +2m/(G) <4+ 2.6 = 16, azaz M <8. (1 pont)
Azt kaptuk, hogy 8 él behtizasaval G mindenképpen 2-6sszefiiggévé tehetd. (1 pont)

Hét él azonban nem biztos, hogy elég, pl ha ugyanazt az elvagd pontot 9 maximalis blokk tartalmazza, ezek
egyike pedig tartalmaz egy masik elvagd pontot, amihez a tizedik maximdlis blokk is csatlakozik, akkor
ez a graf megfelel a feladatbeli feltételeknek, és b(G) = 9 miatt 8 él behizdsa sziikséges a 2-Osszefiiggéség
eléréséhez. A feladat kérdésére tehat 8 a valasz. (1 pont)

“ A o d

. Vannak-e az abran lathaté grafnak olyan w és v cstcsai, amelyek
kozti élosszefiiggbségre A(u,v) = d(v) teljestiil? Ha van, akkor ke-

ressiink ilyen csicspart, ha nincs, bizonyitsuk be, hogy nem létezik e f
ilyen. h
9

A Nagamochi-Ibaraki-algoritmus kapcsan tanult lemma szerint ha u és v a G egy maxvissza sorrendjének
utolsé két csuesa, akkor A(u,v) = d(v) tlejesiil. (4 pont)
Tehét van ilyen csticspér, és egy ilyen kereséséhez mindossze egy maxvissza sorrendet kell taldlni. (1 pont)
A konkrét grafnak példaul g,a,b, e, c,d, f, h egy maxvissza sorrendje, (4 pont)
ezért az (f, h) megfelelé cstcspar. (1 pont)

Természetesen az is teljes értékii megoldas, ha valaki konrétan bebizonyitja egy csticsparrdl, hogy rendelkezik
a leirt tulajdonsaggal. Példaul igy.

Figyeljiikk meg, hogy a g cstcs fokszama 3, a gb, gab, geb pedig harom éldiszjunkt gb-tit. (6 pont)
Ezért M(g,b) > 3 =d(g) > A(g,b), vagyis A(g,b) = d(g). (3 pont)
Ezért a feladat kérdésére igen a vélasz, és példaul a (b, g) cstcspar redelkezik a feladatban leirt tulajdon-
saggal. (1
pont)

. Tegyiik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggd G grafnak u és v szomszédos, hatodfoku cstcsai. Bizonyitsuk be,
hogy G-nek van olyan uz és vy éle, amelyre az emlitett élek és uv torlésével, valamint egy xy él behtizasaval
létrejove G — uv — ux — vy + xy graf szintén 4-szeresen élosszefiiggd.

Lovész éran tanult leemelési tétele szerint ha a G graf legaldbb 2-szeresen élosszefiiggd és d(v) péros, akkor
barmely vz élhez van olyan vy él, hogy a vz, vy élpar leemelése utan kapott graf barmely két v-t61 kiilonb6zo
cstcsa kozott a lokalis élosszefiiggéség legalabb A(G) marad. (3 pont)
Ezért (mivel d(u) paros) az u csicsbdl az uv élt leemelhetjiik valamely ux éllel, majd a keletkezett xv élt
(a szintén paros fokszdami) v-bél leemelhetjiik egy maésik vy éllel. (2 pont)
E két leemelés utan megkapjuk a feladatban leirt G' = G — ux — vy + xy gréafot, és Lovasz tétele miatt
bamely két u-tol és v-t6l kiilonbozo cstucs kozott legalabb 4 marad az élosszefiiggoség. (2 pont)
Nekiink azonban a teljes G graf 4-szeres élosszefiiggéségét kell igazolnunk. Ehhez az immar 4-edfokuvé valt
u és v csucsokat kell teljesen leemelni. Az igy kapott graf tovabbra is 4-szeresen élosszeefiiggé marad. Ezutan
a két élpar osszecsipésével kaphatjuk vissza a G grafot. A 2k-szorosan élosszefiiggd grafok eléallitdasa kapesan
azt tanitottak, hogy k él Osszecsipése megorzi a k-szoros élosszefiiggoséget. Ezt a k = 2 esetre alkalmazva
adédik, hogy a G’ graf valéban 4-szeresen élosszefiiggs, amint azt a feladat éllitja. (3 pont)

A fenti megoldasban tigyelni kell arra, hogy Lovéasz leemelési tételében a lokalis Gsszefiiggoség csak a leeme-
1ési ponttol kiilonboz6é pontok koézott marad meg. Ezért van sziikség az utolsé 3 pontos részre. Egyszertibb
leirni azt a megoldéast, amelyik eleve teljes leemelésekkel operal.

Mivel a A(G) > 2 és d(u) ill. d(v) parosak, ezért az éréan tanultak miatt az u és v csticsok teljesen leemelhetok,

és az gy keletkezé G* graf 4-szeresen élossefiiggd marad. (5 pont)
A leemelési konstrukcié miatt G* gy all el6, hogy abban x és y szomszédosak lesznek, és ezen kiviil G-be
még behizunk 4 élt, mégpedig u és v szomszédai kozottt 2 — 2-t. (2 pont)
Ha a G* gréfban 6sszecsipjiik ezt a 2 — 2 élt, akkor éppen egy megfeleld G’ grafot kapunk, (1 pont)

és ez az Osszecsipés opercié az oran tanultak miatt megorzi a 4-szeres élosszefiiggdséget. Ezzel a feladat
allitasat igazoltuk. (2 pont)




Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
1. pZH javitékulcs (2019. 05. 17.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Az aldbbi tablazat A, B,C és D sorai ill. 1,2,3 és 4 oszlopai

1 2/ 3/ 4

alkotjak a GG paros graf cstcshalmazat, a tdblazatbeli szamok ’ H ‘ ‘ ‘ ‘

. . - L o tese s . Alj2/ 0] 11 9

pedig az adott sor és oszlop kozott futd él sulyat jelentik. B0 8 61T
Hatarozzunk meg G éleinek egy minimalis 6sszsulyu lefogasat,

, . . : P . 1. B a. |Cll1] 5| 7|12

és igazoljuk, hogy nincs G éleinek nincs ennél kisebb 6sszsilyt ISR

lefogésa.

Az o6ran tanult Egervary algoritmus segitségével keresiink teljes parositast: kiindulunk az oszlopmaximumok-
hoz ill a sorokon 0 sulyhoz tartozé silyozott lefogasbodl, és a pontos éleken maximélis parositast keresiink.
Ha ez nem teljes, akkor a fedetlen oszlopokbdl alternald uton elérhet6 oszlopokon csokkentiink, a sorokon

pedig noveljiik a lefogast az alabbiak szerin, addig, amig lesz a pontos élekbdl teljes parositas. (3 pont)
2 7 5 11
3 8 6 11
4 8 711 A kiindulasi silyozott lefogas az 1,2, 3 és 4 csticsokon a megfelel6 oszlop-
5 8 8 12 maximum, azaz 9,11,12 és 16, a tobbi csticson 0. (2 pont)
6 8 9 13 Az dbran az algoritmust kévetve kapott stulyozott lefogasok, bekeretezve
911 12 16 pedig egy pontos élekbdl all6 teljes parositds elemei lathaték. (3 pont)
’ H 1\ 2\ 3\ 4‘ Egy 34 stlyu parositast és egy 34 dsszsulyu lefogast kaptunk. El6bbi mi-
A 0/ 1| 9000000 att nem létezik 34-nél kisebb Gsszsulyu sulyozott lefogas, azaz a kapott
B 0 6/11/0000 0 1 lefogéds csakugyan minimélis Gsszstly. (3 pont)
Ccll1 5] 7 000111
DI 9|11]12]] 16|03456 7
2. Allapitsuk meg, hogy van-e valdés megoldasa az itt 211 — 3wy + 23 > =3
lathaté egyenlotlenségrendszernek. Ha van megol- 2x9 + 313 > 2
dés, akkor talaljunk egy olyan megoldast, amely- Ty — a9 + 213 < 0
ben az x3 valtozé értéke a lehetd legkisebb. 32, — 619 — By < —7

Felirjuk a linearis egyenlotlenségrendszert matrixos alakban tgy, hogy az egyenlotlenségek azonos iranyba
alljanak, azaz az elsé két egyenldtlenséget —1-gyel megszorozzuk. (1 pont)
Végrehajtjuk a Fourier-Motzkin eliminécidt, azaz a valtozdkat egymds utan elimindljuk dgy, a 0 egyiitt-
hatés egyenl6tlenségeket megoriziik, és az Osszes lehetséges pozitiv-negativ egyiitthatoparra felirjuk azt az

osszeget, amiben az elimindlando valtozd egyiitthatéja 0-va valik. (2 pont)
0—-2 —-3|-2
0-2-3-2 0 1 3 3 00 34
, -2 3-1| 3 0 -3 —-13|-5 00 —4/4
Konkrétan: 1-1 2l 0 0 1 33 00 31 0007 (3 pont)
3—6—-5-7 0-2 —-3/-2 00-1]1
0—-3—-13|-5 -
A 0z1 + 0z + Ox3 < 7 egyenlOtlenség adodott, ezért van megoldas. (1 pont)
Megoldés talalasahoz a valtozoknak xj3, xo, 1 sorrendben adunk értéket, az adott valtozé eliminacioja elotti
egyenldtlenségek figyelembevételével. (1 pont)

Az x3-ra —x3 <1 és 3x3 < 4 feltételek allnak, azaz r3 > —1 miatt az r3 minimalis értéke z3 = —1. (1




pont)
Ezzel a valasztassal xo-re 9 < 6, 229 > 5 és 3xy > 18 adddik, tehat példaul az xo = 6 megfelel6. Ekkor

xi-nek az 11 < 8, 3xy < 24 ill. 221 > 16 feltételeket kell teljesitenie, tehat x; = 8. (1 pont)
(a) Oldjuk meg az itt lathaté linearis programozasi feladatot! max{2z; + 3x2}>hab
T1, T2 =
(b) Meg lehet-e valtoztatni a célfiiggvényt gy, hogy az x; = x1 <20
20,29 = 110 /olgt,im.fmlis m,ci%.c.)ldés/ legy|en? Ha igen, akkor T, + x5 < 30
mutassunk példat ilyen celtfiiggvenyre! 21+ 229 < 50

Az (x4, ) megolddsokat a sikon dbrazoljuk. Az egyes feltételeknek egy-egy félsik felel meg, a megoldasok
halmaza pedig e félsikok metszete, egy konvex taromany lesz. Ezen a tartoméanyon kell optimalizalnunk a
célfiggvényt. (1 pont)
A nemnegativitasi feltételek a pozitiv siknegyedet adjék, ebbdl vag le a harom félsik egy konvex 6tszoget.
Ezen 6tszoget hatarold egyes egyenesek a 30 és 50, ill. a 30 és 25 pontokban metszik az egyes koordinata-
tengelyeket, valamint egy egyenes parhuzamos az zo tengellyel, az x; tengelyt pedig a 20-ban metszi. Egy

ezt vildgosan mutaté abraért is jar a (2 pont)
A széban forgd 6tszog csucsaira a (0,0), (0,25), (10, 20), (20, 10) és a (20,0) koordinataju pontok adddnak,
a harmadik és negyedik megtalaldsahoz izzadsagos szamitéas vezet. (2 pont)
Barmi is legyen a célfiiggvény, az optimumat bizonyosan felveszi a fenti 5 pont valamelyikében, ezért csupan
ezek koziil kell kivalasztani azt, amelyik a maximalizal. (2 pont)
Ez pedig konkrétan az x; = 10, 2o = 20 megoldashoz tartozik, (1 pont)
az optimumérték pedig 80. (0 pont)
Mivel a (20, 10) pont az 6tszogon egyik csucsa, ezért alkalmas célfiiggvényre ez lesz az optimum. Alkalmas
célfiiggvény példdul 2x + 3y (2 pont)

Aki ebben a feladatban csupan a dudlis programot irja fel, az bar valéjaban nem jut lényegesen kozelebb a
megoldédshoz (hisz a dudlist is optimalizélni kell, rdaddsul 3 dimenziéban), mégis kap egy pontot.

max{2y; + 5y3} ha

. Hatarozzuk meg azt a primal LP problémat Y2,ys =0
aminek a dudlisa itt lathatd. 3y1 + 2y — dys < 42
(Nem tilos felrajzolni egy szaméarvezetot. ) Y1 —bys =7

6yr —y2 + Tyz > 11

. Egy G = (V, E) graf 2-faktora alatt az E egy olyan F' részhalmazat értjiik, amelyre G minden csiicsabol
pontosan két F-beli él indul. Tegyiik fel, hogy G paros graf és ¢ : E — R adott sulyfiiggvény. Fogalmazzuk
meg a maximalis silyu 2-faktor keresésének probléméjat ILP feladatként. Igaz-e, hogy a megfelel6 LP
feladatnak mindig van egész optimuma, azaz az ILP optimuma egyuttal optimuma az LP-nek is?



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
2. pZH javitékulces (2019. 05. 09.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeté gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbdol. Ha ez utdbbi kideriil, Aam a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. frjuk fel ILP problémaként a kovetkezo feladatot. Adott aq,as, ..., a, nagysigu silyokbdl kell legfeljebb k
db-ot kivalasztani ugy, hogy az 0sszsuly minél kevesebb, de legaldbb m legyen.

Minden a; stilyhoz tartozzék egy x(i) valtozé. Az x(i) értéke akkor lesz 1, ha az a; sulyt kivélasztjuk,

egyébként az értéke 0. (2 pont)
Ekkor a célfiiggvény miny . | a; - z(1), (1 pont)
ezek a valtozok a 0 vagy 1 értékek valamelyikét veszik fel, azaz 0 < (i) < 1, valamint x(i) € Z teljesiil
minden 1 < 4 < n indexre. (3 pont)
Az sszsilynak legaldbb m-nek kell lennie, azaz y . | a; - x(i) >m (2 pont)
valamint legfeljebb k silyt vélaszthatunk: "7  x(i) < k. (1 pont)

Ez tehat az ILP feladat. Vildgos, hogy minden, a feltételeket kielégito sulyhalmaz megadhaté ezen feladat
megoldasaként, ill. hogy minden megoldds meghatarozza az ILP egy megoldasat, amelyre az 6sszsily éppen
a célfiiggvényben kiszamitott érték. (1 pont)

2. Legkevesebb hany élt kell behtizni a bal oldali dbrén lathaté G grafba ahhoz, hogy a kapott G’ grafnak
legyen fiilfelbontasa?

Mivel fiilfelbontasa pontosan a 2-élosszefiiggé grafoknak van, ezért a keresett élszam megegyezik azon élek

minimaélis szdmaéval, amelyek hozzdadasitdl G 2-8losszefiiggdvé valik. (4 pont)
Mivel G-nek 6 db levél 2-komponense és 1 db izolalt 2-kompnense van, (2 pont)
ezért az ordn tanultak szerint a keresett minimélis élszdm [24] = 4, (3 pont)
ez tehét a vélasz a feladat kérdésére is. (1 pont)

A feladat nem igényli, hogy megtalaljunk egy optimélis élhalmazt. Természetesen az is helyes befejezés,
ha valaki mutat egy 4 élbél allé megfelel6 élhalmazt (1 pontért), igazolja, hogy ezen élek behuzéasatol G
2-élosszefiiggd lesz (2 pontért), végil pedig azt bizonyitja (pl. levél- ill. izoldlt 2-kompnensek segitségével),
hogy 4-nél kevesebb él nem elég mindehhez (3 pontért).

3. Hatarozzunk meg a kozépsé dbran lathatd grafban egy minimalis vagast a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus
segitségével.

Helyes maxvissza-sorrend szamités ( )
Helyes 6sszeolvasztasok ( )
Elosszefiiggbség megallapitdsa (2 pont)
Helyes minvégés ( )

23




4. A jobb oldali abran lathato graf egy maxvissza sorrendjében a az utolso csucs. Melyik az utolsé elotti cstics
ugyanebben a sorrendben?

A Nagamochi-Ibaraki-algoritmus kapcsan tanult lemma szerint ha a G egy maxvissza sorrendjének utolsé

két csicsa u és a , akkor \(u,a) = d(a) teljesiil. (4 pont)
Ezért a-bdl u-ba van 3 éldiszjunkt t. (3 pont)
Mivel az ac, be élek elhagyasa utdn a csak b-val keriil egy komponensbe, ezért a-bol csakis b-ba vezethet 3
éldiszjunkt t, méashova nem. (2 pont)
Ezért a maxvissza sorrendben az utolso elotti cstics bizonyosan b volt. (1 pont)

5. Tegyiik fel, hogy a 4-szeresen élosszefiiggé G grafnak u és v nem szomszédos, negyeddfoki csticsai. Bizo-
nyitsuk be, hogy u-nak vannak olyan a és b szomszédai, valamint v-nek olyan ¢ és d szomszédai, hogy a
G' = G—ua—ub—vc—vd+uc+ud+va+vb graf 4-szeresen sszefiiggs. (4 élt torliink és 4 élt hozzavesziink
G-hez.)

Lovész éran tanult leemelési tétele szerint ha a G graf legaldbb 4-szeresen élosszefiiggd és d(v) péros, akkor
a v csucs teljesen leemelheto tgy, hogy a kapott graf 4-szeresen élosszefiiggé maradjon. (3 pont)
Ezért az u és a v csticsra is elvégezhets a teljes leemelés a 4-szeres élosszefiiggdség megtartdsival. (2 pont)
Az igy kapott grafba a leemelés sordan be kell hiizni egy ab és egy xy €élt az u 4 szomszédja kozott, ill. a cd

és zt élt a v 4 szomszédja kozott. (2 pont)
Ha most 6sszecsipjiik az ab és zt ill. a cd és xy éleket, akkor egyrészt a feladatban leirt G’ grafot kapjuk,
(2 pont)

masrészt ez az operacié az éran tanultak szerint megérzi a 4-szeres élosszefiiggéséget. A G’ graf tehat
csakugyan 4-szeresen élosszefiiggd, ahogyan azt a feladat allitja. (1 pont)




Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
1. ZH javitékulces (2020. 03. 31.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

A beadés utan hozott szankciok:

2 percen tuli késéssel beadas: két percenként 1 pont levonas

Elforgatott kép feltoltése: 2 pont levonés.
1. Barmilyen kemény munka is a locsolkodas, a kijarasi korlatozas mi- .IE

att mindenki csak egy helyen végezheti ezt. Harom (fit)testvér (A, 1| 9/11| 7

B és C) prébal minél tobb piros tojast gytljteni a jeles alkalom- 2|(13/11/10

mal. Ot lehetséges helyre mehetnek (1, 2, 3, 4 és 5) és az alabbbi 3/[10[{12] 9

tablazatba gytjtotték, hogy mennyi tojasra szamitanak az egyes 4(/14/20/16

locsolék, ha 5110110] 8

az adott helyen ontoznek Hatarozzuk meg, hogy legfeljebb hany tojast tudnak ilyen feltételek mellett Ossze-
gyujteni. Adjunk ehhez egy locsolasi tervet, és mutassuk is meg, hogy az igy megszerezheténél nem gytijthetd
tobb tojas a fenti feltételek mellett. (Figyelem: hérom fit csak hdrom helyen locsolhat!)

Egy maximalis sulyu parositast kell keresniink abban a péaros grafban, amelyiknek egyik szinosztalyaban az
A, B,C, a masikban pedig az 1,2,3,4,5 csucsok vannak. Az élsilyok a tablazatban lathaté tojasszamok.

(2 pont)
A tanult Egervary-algoritmust csak négyzetes matrixokra tudjuk alkalmazni, ezért még bevezetiink két vir-
tualis testvért, akik barhol 0 tojast tudnak gytjteni. Ezaltal egy 5 x 5 méretii tablazatot kapunk, amelyiknek
a teljes parositasai megfelelnek a lehetséges tojaslogiksztikaknak. (2 pont)
Ebben az 5 x 5-0s tdblazaban kell tehat az Egervary-algoritmus segitségével teljes parositast keresiink:
kiindulunk az oszlopmaximumokhoz ill a sorokon 0 stlyhoz tartozé sulyozott lefogasbdl, és a pontos éle-
ken keresiink maximalis parositast. Ha ez nem teljes, akkor a fedetlen oszlopokbdl alternald uton elérheto
oszlopokon csokkentiink, a sorokon pedig noveljiik a lefogast az alabbiak szerint, addig, amig lesz a pontos

élekbdl teljes pérosités. (1 pont)
’ H A‘ B‘ C‘D‘E‘ A kiindulési sulyozott lefogas az A, B, C, D, E csticsokon a megfelel6 osz-
1| 9/11] 7/ 00 0000 lopmaximum, azaz 14,20, 16,0 és 0, a tébbi csticson 0. (1 pont)
2 11110/ 00/ 000 1 Az dbran az algoritmust kovetve kapott silyozott lefogasok, bekeretezve pe-
310/ 129l 00| 0000 dig egy pontos élekbdl all6 teljes parositas elemei lathatok. (1 pont)
4( 14 16/ 0/0/ 0167 Egy 42 silyu pérositast és egy 42 osszsulyu lefogast kaptunk. Utébbi mi-
51 10/ 10| 8[[0][ 0] 0000 att nem létezik 42-nél nagyobb Gsszsilyl teljes parositas, ezért az elozetes
14 2016 0 0 tablazat alapjan a megszerezheto tojasok maximélis szdma pontosan 42.
13 1915 0 0 (2 pont)
13 1410 0 0O Ez a maximum pedig gy érheto el, ha az A testvér a 2-es, a B a 4-es, C
1213 90 0 pedig a 3-as helyszinen dolgozik. (1 pont)

Az is teljes értékli megoldas, ha megfigyeljiik, hogy az 1-es é 5-6s helyszinekre senkinek sem érdemes
elmennie, hiszen a maradék helyszinek barmelyikén legalabb annyi tojast gytjthtet. Igy egy 3 x 3-as tablazat
marad, ahol akar az Egervéary-algoritmussal, akar a 6 lehetoség ellenorzésével célt ériink.




2. Fourier-Motzkin-eliminacié segitségével allapitsuk
meg, van-e megoldasa az itt lathaté egyenlotlen-
ségrendszernek. Ha igen, akkor hatarozzunk meg =
egy olyat, amelyikre az x5 valtozé a lehetd legna- r1 —2r9+ 203 < 1
gyobb. 209 —x3 < 5

2$1+3Q32+LE3§3
21)1—332—21)3>3

(Sajnos a feladat kitiizését elrontottam. A feladatlapon szereplé hibas véltozat megoldasa jéval tobb meddé
szamoldassal jar. Sajndlom.)

Felirjuk a linedris egyenlotlenségrendszert matrixos alakban gy, hogy az egyenldtlenségek azonos iranyba
alljanak, azaz a méasodik egyenl6tlenséget —1-gyel megszorozzuk, majd az x egyiitthatdja szerint atrendez-
ziik a feltételeket: feliilre vessziik a pozitiv egyiitthatos sorokat, a alulra pedig a 0-kat. (1 pont)
Végrehajtjuk a Fourier-Motzkin eliminaciét, azaz a valtozokat egymadas utan eliminaljuk gy, hogy a 0
egylitthatos egyenlotlenségeket megorizziik, és az Gsszes lehetséges pozitiv-negativ egyiitthatéparra felirjuk

azt az Osszeget, amiben az elimindlandé valtozd egyiitthatéja 0-va valik. (2 pont)
2 3 1] 3
12 201 O A S0 080y a g
Konkrétan: 9 1 9l_3 0-3 6/-1 0 2-1] 5 00 9|13 0 (3 pont)
0 2-1] 5 0-3 6|-1
0 2-1| 5
Ures egyenltlenségrendszer adédott, ezért van megoldss. (1 pont)
Konkrét megoldas el6allitasdhoz a valtozoknak xs, x5, x1 sorrendben adunk értéket, az adott valtozd elimi-
naciéja el6tti egyenlétlenségek figyelembevételével. (1 pont)
Az x3-ra 33x3 < —4 és 9x3 < 13 feltételek allnak, azaz x; maximalis értéke z3 = g—?‘f. (1 pont)

Ezzel a vélasztassal zo-re 49 < zl,)—g, 229 < b+x3ill. 39 > 14+623 = % adddik, amibdl kozos nevezére hozas-

sal az deriil ki, hogy x5 = % az egyediili lehetséges valasztas. Ekkor xy-nek a 221 < 3 — %, ry <1+ % = g—g

ill. 221 >3 — 2 = 2 feltételeket kell teljesitenie, tehdt z; = 31 (1 pont)

3. Pirézidban kétféle pédlinkdt szabad otthon pdrolni: 50%-os ill. 80%-o0s alkoholtartalmiit. Tovabbi szabdly,
hogy senki sem parolhat 400 liternél tobb 80%-osat, vagy 600 liternél tobb 50%-osat. Ezen kiviil a kétféle
palinka Osszalkoholtartalma sem haladhatja meg a 400 litert. A rezsicsokkentés jegyében rogzitették az ara-
kat: az 50%-osat literenkét 100, a 80-szdzalékosat pedig literenként 150 forintért kell forgalmazni. Mennyit
érdemes parolni az egyes fajtakbol ahhoz, hogy az eladasbdl szarmazé bevételiinket maximalizaljuk?

(Talan érdemes lenne felirni egy LP feladatot.)

Jelolje = és y az 50 ill. 80%-o0s valtozatokbdl leparolt mennyiséget. Feladatunk a 100z + 150y mennyiség

maximalizaldsa. (1 pont)
Az egyes valtozatokra vonatkozo feltételek x < 600 és y < 400 (a nemnegativitas mellett). (1 pont)
Az alkoholtartalomra vonatkozé korlatozés a 0,5 -z + 0,8 - y < 400 feltétellel ekvivalens. (1 pont)
A nemnegativitasi feltételek a pozitiv siknegyedet adjék, ebbdl vag le a harom félsik egy konvex 6tszoget.
Az 6tsz0g csucsai (0,0), (600, 0), (600, 125), (160, 400), (0, 400). (3 pont)
Az 6ran tanultak szerint a konvex tartomany valamelyik csticsa optimalis megoldas lesz, (1 pont)
ezért az egyes csucsok célfiiggvényértékét vizsgaljuk. (1 pont)
Ezek koziil a (600, 125) pontban vétetik fel a maximum (értéke 60000 + 18750 = 78750). (1 pont)
Ezek szerint akkor jarunk (bevétel szempontjabol) a legjobban, ha 600 liter 50%-os és 125 liter 80%-os
palinkat foziink. (1 pont)

min{2y; — 7ys} ha
4. Hatarozzuk meg azt a primal LP probléméat Yo > 0
aminek a dudlisa itt lathato.

— Yy — dys < 42
(Nem tilos szamarvezet6t rajzolni.) Y1 =92 =2y =

3y1 +Tya —ys > 5
Y1+ Y2 +ys =33
El6szor sztenderd alakba irjuk a DLP-t,

azaz mivel mindmalizdlunk, ezért min- min{2y; — 7y} ha 0<z;0< 29 3
denhol egyenléségeknek vagy > tipusu y2 2 0 1 -1 3 1j=2
egyenlotlenségeknek kell allniuk. —y1 + yo + 4y > —42 0<y, 1 7 11<0

o . (K.Ejzépen)/ (2 pont) 3y + Tys —ys > 5 Y3 4 -1 l|= -7
Ezt kovetoen felrajzoljuk a szamarveze- i+ s+ s = 33 > 42 >5=233

t6t. (Jobbra) (1 pont)



Mivel a DLP-ben maximalizdlunk, az LP-ben minimalizalni fogunk. (2 pont)

Csak az yp-re van nemnegativitasi megkotés, ezért az els6 és har-

madik primdlfeltétel egyenl8ség, a mdsodik pedig (> tipusi) egyen- max{—42zy + 5z + 3373} ha

16tlenség. (2 pont) r1,22 2 0
Egyediil a harmadik dualfeltétel egyenldség, ezért kizardlag az w3 —21 + 3x9 + x5 = 2
primélvaltozéra nincs nemnegativitasi feltétel az LP-ben. (2 pont) 21+ Tas + a3 < 0

Miutan a fenti megallapitdsok szerint kitoltottiik a szamarvezetdt,

fel tudjuk {rni az keresett LP feladatot. (Jobbra lathaté.) (1 pont) Aoy — oy 4wy = T

. A korona elleni kiizdelemben szerzett mulhatatlan éredemei elismeréseként Pirézia elnokének tiszteletére az
orszag n focicsapata kozott szeretnénk egy idoben a lehet6 legtébb mérkdézést megszervezni. Figyelembe kell
azonban venni, hogy a helyi szabalyok minden piréz megyére meghatarozzak, hogy egy idoben hany csapat
mérkézhet az adott megyén kiviili csapattal. (Egy M megye esetén c¢(M) jeloli ezt a felsé korlétot.) Tovabbi
feltétel, hogy a lejatszott mérkoézések legalabb a felében két olyan csapatnak kell egymassal jatszania,
amelyek azonos bajnoksagban jatszanak.

[rjunk fel egy olyan IP problémét, ami a fenti feladatot oldja meg: vélasszunk alkalmas véltozékat és adjuk
meg a megfelel6 linearis és esetleges egészértékiiségi feltételeket valamint a célfiiggvényt.

Vezessiink be az (Z) lehetséges mérkozés mindegyikéhez egy-egy valtozot: az i és j csapatok altal lejatszott

(vagy le nem jatszott) meccsehez tartozzék az x(ij). (Az x(ij) véltozdt hivatkozhatjuk x(ji)-ként is, vagyis
e két valtozd ugyanaz.) A lejatszott meccsek karakterisztikus vektorahoz keresiink leiré feltételeket. (2 pont)
Ha egy ilyen karakterisztikus vektorral dolgozunk, akkor a célfiiggvény (ami a lejatszott meccsek szama)
kénnyen felirhat6: max - (ij). (1 pont)
A tanult médon érjiik el, hogy karakterisztikus vektorral dolgozzunk: minden x(ij) valtézéhoz tartozik a
0 < z(ij) <1 linedris feltétel és egy egészértékiiségi megkotés. (2 pont)
A megyékre vonatkozd szabaly is linedaris feltételnek felel meg: minden M megyére megkivanjuk, hogy
> Az(ij) i€ M # j} < (M) (2 pont)
Végiil arra kell linearis feltételt felirnunk, hogy a meccseknek legaldbb felét azonos bajnoksagban jatszo csa-
patok jatsszak. Ez azzal ekvivalens, hogy legalabb annyi meccset jatszanak azonos bajnoksagban szereplo
csapatok, mint amennyit kiilonb6z6é bajnoksagban szereplok jatszanak. Jelolje U az azonos bajnoksagban
szerepl6 csapatok kozti (lehetséges) meccsek a halmazét, V' pedig azon (lehetséges) meccsekét, amelyben
kiilonboz6 bajnoksdgban szereplé csapatok az ellenfelek. A széban forgé feltétel ekkor éppen az Z(U) > (V)
egyenl6tlenség teljesiilésével egyenértékii. (2 pont)
Mivel minden kivanalmat sikeriilt atfogalmaznunk IP terminoldgidra, a fenti feltételek és céfiiggvény pon-
tosan a vizsgalt problémat irjak le. (1 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
2. ZH javitékulcs (2020. 05. 15.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatarozzuk meg az abran lathaté graf egy minimdlis vagasat a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével
ugy, hogy amikor egy 1épés soran tobb csticsbdl is lehet valasztani, mindig azt valasztjuk, amelyik ABC
rendben a legelso lehet.

bede f gh

Cf 4 \\I
Az algoritmus minden fazisaban egy maxvissza sorrendet keresiink a feladatbeli névsormegkdotéssel, majd
az utolsé cstcsot Osszeolvasztjuk az utolso eléttivel. Az adott fazis vagasjeloltje a maxvissza sorrend utolséd
cstcsa lesz. (3 pont)
Az algoritmus konkrét végrehajtasa az abran lathaté. A piros szamok a maxvissza sorrendet, a szaggatott
vonal a vagasjeloltet mutatjak. (6 pont)

Ezek szerint G egy minimalis vagasat a legkevesebb élt elvagd vagasjeloltbol kapjuk, ami a konkrét esetben
a{b,c, f,g}ill. az {a,d, e, h} csicsok kozott futd két élbél all. (1 pont)

2. Van-e olyan Osszefiiggd graf, aminek 7 elvagd pontja és 10 maxblokkja van, de mégsem teheto 2-szeresen
pontosszefiiggové 4 él behuzasaval? Ha van, akkor mutassunk ilyen grafot és igazoljuk e tulajdonsagat, ha
nincs, akkor bizonyitsuk be, hogy minden ilyen graf 2-szeresen osszefiiggové tehetd legfeljebb 4 él hozzavé-

telével.
Van ilyen graf, az dbran adtunk meg egyet.
(5 pont) - TS Se .
Az 6ran tanultak szerint a 2-Gsszefliggdség el- Lizoldle —  m/(G) =0
éréséhez sziikséges élek minimalis szama O T . meeeee-- .
max (b(G) -1, {M—D (2 pont) . 5_1_6Y§1____,: m(G) =9
A konkrét grafon b(G) = 3 az ugyanazon elvago N o :
pontra illeszkedé maxblokkok szama, m(G) =9 | egyéb 1 b(G) =3
a levélblokkok szama és m/(G) = 0 az izolalt ® elvagé pont

blokkok szama, (2 pont) TN

igy a formuldban a maxium a (%w = 5 mennyiségen vétetik fel. Ezért a megadott graf 4 élbehtzasédval nem
tehetd 2-Osszefiiggévé. (1 pont)




3. Tegyiik fel, hogy a G grafnak vy, vy, ..., x,y és ui, us, ...,y,r is egy maxvissza sorrendje. Bizonyitsuk be,

hogy d(x) = d(y), azaz ha a maxvissza sorrend ..., x,y-ra és ..., y, z-re is tud végzdédni, akkor a két utolsé

csucs fokszdma megegyezik.

Az 6rédn azt tanultuk, hogy ha a maxvissza sorrend ..., u,v-re végzddik, akkor d(v) = A(v,u) teljesiil.
(5 pont)

Ezek szerint az ..., x,y végzédés miatt d(y) = Ay, z), az ..., y,x végzédés miatt d(x) = A(z,y) (3 pont)
Mivel iranyitatlan grafban két cstics kozott az élosszefiiggéség mindkét iranybdl ugyanakkora, ezért A(z, y) =
Ay, z), ahonnan d(x) = d(y) kovetkezik. (2 pont)

’

. Hat munka {itemezését kell elvégezniink, az egyes megmunkalasi idok 1,2,3,4,5 és 6. Mennyi lesz az at-
lagos atfutasi idé minimuma ha egy gépre iitemeziink? Mennyi lesz az atlagos atfutasi idé akkor, ha LPT
sorrendben listas iitemezéssel dolgozunk két gépen?

Az oran tanultak szerint egy gép esetén az SPT sorrend adja a minimalis atlagos atfutasi idét, azaz, ha a
munkakat 1,2,3,4,5,6 sorrendben végezziik el. (3 pont)
Ekkor az egyes munkdk atfutasi ideje 1, 3,6, 10,15 és 21 lesz, ezek atlaga pedig 5676 = 23—8. (2 pont)
Ha LPT sorrednben dolgozunk két gépen, akkor a 6 ill. 5 megmunkalasi idejii munkakkal kezdiink a két
gépen, t = 5-nél az 5-6s munka végeztével elkezdjiik a 4-es munkat, majd t = 6-ban elkezdjiik a 3-ast.
Mindkét utébbi munka ¢ = 9-ben ér véget, ekkor kezdjiik a 2-es ill. 1-es munkakat, amelyek ¢ = 10-ben ill.
t = 11-ben érnek véget. (3 pont)
Az egyes atfutdsi id6k 5,6, 9,9, 10 és 11 lesznek, ezek atlaga pedig az atlagos atfutdsi id6, konkrétan 22 = 22

6~ 3
(2 pont)

. El6fordulhat-e, hogy ugyanazokat a targyakat az FF algoritmus masfélszer annyi ladaba pakolja, mint az
FFD algoritmus?

Igen, elofordulhat. Legyenek pl. a targyak méretei 0, 6; 0,6; 0,4; 0, 4. (5 pont)
Ezeket az FFD algoritjus két ladaba pakolja, mindegyikbe egy nagyot, egy kicsit. (2 pont)
Ha azonban az FF algoritmust hasznaljuk, és novekvé méret szerint pakolunk, akkor a két kis targy elfoglalja
az elsé 1adat, és a nagyoknak egy-egy tjat kell nyitni. Osszesen tehat 3 ladéra van sziikség, ami 2-nek épp
a masfélszerese. (3 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
1. pZH javitékulcs (2020. 05. 22.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

| [12[3] 4
7

1. A G péaros gréf élei az {A, B, C, D} ill. {1, 2, 3,4} ponthalmazok koézott futnak.

Al|7(9|7]10] 5
A mellékelt tablazat az élek silyat adja meg. Van-e olyan minimadlis silyd B3 7| 1
sulyozott lefogéds, amely az A, B, C ill. D. pontokhoz a jobb oldali oszlopban ClE737 3
taldlhaté szamokat rendeli? DIl5[5l4] 8] 2

(Ha van ilyen, akkor azt adjuk meg, és bizonyitsuk réla, hogy minimadlis, ha nincs, akkor adjunk meg
egy olyan silyozott lefogédst, amely kisebb 6sszsilyd, mint barmely olyan, ami a jobb oldali oszlopbdl
megkaphatd.)

’ H 1‘ 2‘ 3‘ 4H El6szor ugy vélasztjuk ki a lehetd legkisebb stlyokat az 1,2, 3, 4 csicsok-

hoz, hogy azok a leheto legkisebb 6sszsily silyozott lefogédst alkossédk a

Al 709 10|15 feladatban meghatarozott sulyokkal. Ehhez a tabldzat minden oszlopa-

Bl o 4 3 1 hoz kivalasztjuk a legnagyobb olyan szamot, amit gy kapunk, hogy az

adott oszlop elemébdl kivonjuk az adott elem soraban all6 elore megadott

Cl 5 3|73 sulyt. Az igy kapott értékek lathatok a bal oldali tablazat alsé sordban.
D|I[5]ll 5 4| s|2 (4 pont)

Az igy kapott sulyozott lefogasra pontos élekbol talalhaté teljes parositas,

’ H 3‘ 4‘ 2‘ 6H pl a bekeretezett mezékon allék ilyet adnak. (2 pont)

A kapott 26 6sszstulyu teljes parositast miatt minden silyozott lefogds Gsszstlya legalabb 26. (2 pont)
Mivel a megadott sulyokat egy pontosan 26 Osszsulyu silyozott lefogassa terjesztettiik ki, ezért ez egy
minimalis 6sszsulyu stlyozott lefogés, a feladat kérdésére tehat igen a vélasz. (2 pont)

2. Az 6réan tanult Fourier-Motzkin eliminédcié segit-

ségével allapitsuk meg, hogy van-e valés megolda- ey =Ty 23

sa az itt lathaté egyenlétlenségrendszernek. (Te- 1 + 4wy — 8z < —1
hét ha van megoldds, azt nem sziikséges konkrétan x1 + Txe — log < 12
megadni, batran hasznalhaté a matrixos alak.) T1 — Tg — 1205 < =2

Felirjuk a linedaris egyenlotlenségrendszert matrixos alakban gy, hogy az egyenl6tlenségek azonos iranyba
alljanak, azaz az els6 egyenlotlenséget —1-gyel megszorozzuk. (2 pont)
Végrehajtjuk a Fourier-Motzkin eliminaciot, azaz a véltozokat egymés utan elimindljuk gy, hogy eldszor
elérjiik, hogy az eliminalando6 valtozé egyiitthatoja 0 vagy +1 legyen, majd a 0 egyiitthatos sorokat lema-

soljuk, és hozzavessziik az 1 és —1 egyiitthatds sorokbdl képzett Osszes lehetséges Gsszeget. (3 pont)
I 0t 0 ooy 0001
A konkrét végrehajtas: 17 —1l 12 0 3 69 0 1 23 (3 pont)

L1 1oy 0-5-5-5 0-1-1]-1

A 0z; + Oxg + Ox3 < —2 egyenlOtlenség adddott, ami ellentmondéas. Tehat a vizsgdlt egyenl6tlenségrend-
szernek nincs megoldésa. (2 pont)




3. Van-e olyan (cq,cp) célfiiggvény, amire az alabbi LP-nek

. A ) i L min{c;z, + cox2} ha
nincs egészértékil optimuma, azaz nincs olyan optimélis

(21, z2) megoldésa, ahol z1 és xs is egész szam? A vélaszt 7 20
indokoljuk: ha van ilyen célfiiggvény, akkor adjunk meg egy 1y —dzy > —11
ilyet, ha nincs, akkor bizonyitsuk be, hogy minden célfiigg- Sx1 +4xy < 19
vényhez tartozik egész optimum. 201 — a9 < 6

Ha az xy sikon abrazoljuk a megoldasokat, akkor mindegyik feltétel egy félsikot jelol ki, és a megoldasok

halmazét ezen félsikor metszete alkotja. (2 pont)
A konkrét esetben az deriil ki, hogy az egyenesek paronkénti metszéspontjai altal alkotott haromszog lesz
a megoldas, melynek csicsai (1,3), (5,4) és (7/2,1). (6 pont)

Mivel tetszoleges célfiiggvény esetén e haromszog valamelyik cstiicsa optimalis megoldas lesz, ezért a a feladat
kérdésére igen a valasz: pl a (1,0) olyan célfiiggvény, amelyre az optimum (7/2,1), nem récspont. (2 pont)

4. Hatdrozzuk meg azt az LP problémét, ami- min{y; — 333y, + 222y3} ha
nek a mellékelt egyenl6tlenségrendszer a du- TN
alisa. T

Y1 — Yo +22y3 >3
3y1 — 33y2 + Y3 = 99
Ty + TTys > 33

Ty2 — 17y3 > 11

Az 6ran tanult szabaly alapjan felirjuk a szamarvezetcként hasznalt tablazatot. (1 pont)
]3120 I2$320$420
0<wy 1 3 7 0<1
0<y -1 =33 0 71< —-33
Y3 22 1 T —17|= 222
>3=55 >333 >11 (3 pont)

Mivel a DLP-ben a masodik feltétel egyenloséggel all, ezért az x4 valtozd elojelkotetlen, a tobbi nemnegativ.

2 pont
az elojelkotetlen y3-hoz tartozo primal feltétel pedig egyenloséggel teljesiil. 22 gontg
Ennek alapjan a dualis

max{3z; + 55xs + 33x3 + 11y}  ha
r1,23, 4 >0
1+ 3+ Trs <1
—x1 — 332y + Ty < —333
02s g+ TTag — 1Ty — 222 (2 pont)

5. Piréziaban feloldottak a kijarasi korlatozast, de azért még nagyon vigyaznak, ne torténjen baj. Ezért operativ
hajtasokat telepitenek néhany varosba azzal a megkotéssel, hogy minden olyan v véaros esetén, ahova nem
telepiil operativ hajtas, legyen egy v-vel szomszédos u varos, ahova telepiil. frjunk fel olyan IP problémat,
ami a varosok szomszédossagat leird graf ismeretében meghatarozza, mely varosokba keriiljenek az operativ
hajtasok ahhoz, hogy a leheto legkevesebb operativ hajtasra legyen sziikség: definidljunk valtozékat és
hatarozzuk meg a problémat leir6 linearis ill. egészértékiiségi feltételeket.

A megoldést egy karakterisztikus vektor formdjaban keressiik. Minden v varoshoz tartozik egy x(v) véltozd,
ami 0 értéket vesz fel, ha nem kell v-be hajtast telepiteni és 1-et, ha az optimalis megoldas v-hez hajtast
rendel. (2 pont)
A célfiiggvény min z (V') lesz, ahol V' a széban forgd graf csucsainak, azaz Pirézia varosainak halmaza. (2
pont)

Az x(v) véltozdkra a nemnegativitas mellet az x(v) < 1 egyenlStlenségek és az egészértékiiségi megkotések
vonatkoznak. Ennek hatdsara a megolddsban minden x(v) csakugyan 0 vagy 1 lesz. (2 pont)
Azt a feltételt pedig, hogy minden olyan varosnak, ahol nincs hajtas, legyen hajtassal rendelkezé szomszédja
ugy tudjuk linedris feltételben megfogalmazni, hogy az z(v) + Z(N(v)) > 1 egyenlStlenséget kivanjuk meg,
ahol N(v) jeloli a v varos szomszédainak halmazét. (3 pont)



A fenti IP feladat megolddsaiban minden z(v) 0 vagy 1 értéket vesz fel, és az x(v) + (N (v)) > 1 feltétel
miatt az IP feladat megoldasai pontosan az operativ hajtasok a feltételeknek megfeleld telepitései lesznek.
A célfiiggvény pedig azt minimalizalja, hogy hany helyre is kell ilyen testiiletet telepiteni. (1 pont)



Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAO06)
2. pZH javitékules (2020. 05. 26.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk
az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének végiggondolasa vila-
gosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utdbbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs
rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegol-
dasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kézelitésével meghatarozott aranyos részpont-
szamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Hatarozzuk meg az abran lathaté graf egy minimdlis vagasat a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus segitségével
ugy, hogy amikor egy 1épés soran tobb csticsbdl is lehet valasztani, mindig azt valasztjuk, amelyik ABC
rendben a legelso lehet.

Az algoritmus minden fazisaban egy maxvissza sorrendet keresiink a feladatbeli névsormegkotéssel, majd
az utolsé cstcsot Osszeolvasztjuk az utolso eléttivel. Az adott fazis vagasjeloltje a maxvissza sorrend utolsd
cstcsa lesz. (3 pont)
Az algoritmus konkrét végrehajtasa az abran lathaté. A piros szamok a maxvissza sorrendet, a szaggatott
vonalak a vagasjelolteket mutatjak. (6 pont)
Ezek szerint G' egy minimalis vagasat a legkevesebb élt elvagd vagésjeloltbdl kapjuk, ami a konkrét esetben
a{f,g}ill. az {a,b,c,d, e, h} csicsok kozott futd két élbol 4ll. (1 pont)

2. Legaldbb hany komponense van a G grafnak, ha G-nek 7 elvago éle van, de barhogy is huzunk G-be 6 élt,
a kapott graf sosem lesz 2-élosszefiiggo?

2
((G) alevél 2-komponensek szama, ¢'(G) pedig az izolalt 2-komponenseké. (2 pont)
Ha egy elvago ¢l két levélkomponenst kot Ossze, akkor az egyik levélkomponenst izolaltta téve, a masikat
pedig egy masik komponens levélkomponenséhez hozzdkotve a formula értéke nem valtozik, ezért feltehetd,
hogy levélkomponenseket nem kot 0ssze elvagd él. Ezek szerint a levélkomponensekhez kiilonbozo elvago

Az éran tanultak szerint a 2-élosszefiiggoség eléréséhez sziikséges élek minimélis szama {MW’ ahol

élek tartoznak, igy ((G) < 7. (2 pont)
Mivel 6 él behizdsa nem elég a 2-8losszefliggdség eléréséhez, ezért ((G) + 20/ (G) > 13, vagyis ¢'(G) > 3. (2
pont)

Ezek szerint a feladatban leirt tulajdonsagokkal rendelkezo grafnak legalabb 3 levélkomponense van amellett,
hogy van olyan komponense is, ami tartalmaz elvagd élt. Tehdt az ilyen grafok legalabb 4 komponenssel
rendelkeznek. (2 pont)
Konnyti olyan grafot konstrualni, aminek pontosan 7 elvigé éle van, tovabbd ¢(G) = 7 és ¢'/(G) = 3. (1 pont)




3. A Nagamochi-Ibaraki algoritmust egy G grafon futtattuk. Tegyiik fel, hogy a talalt maxvissza sorrendekben
utolso cstcsok fokszamai az alabbi sorrendben kovették egymast: 13,7,10,4,10,6,11,7,5,8. Van-e G-nek
fiilfelbontasa? Ha igen, akkor legalabb hany élt kell torélni G-bol ahhoz, hogy a kapott grafnak ne legyen
fillfelbontasa?

Az 6ran azt tanitottak, hogy G-nek pontosan akkor van fiilfelbontasa, ha 2-élosszefiiggd, azaz ha barmely

vagasa legalabb 2 élt tartalmaz. (3 pont)
A Nagamochi-Ibaraki algoritmus G-ben 4 élii minimélis vagast talal, tehat G 2-élosszefiiggo, igy van fiilfel-
bontésa. (2 pont)
Ahhoz, hogy ne legyen G-nek fiilfelbontasa, gy kell éleket elhagyni, hogy G tobb komponensre essen szét
vagy elvigd éle legyen. (1 pont)
Az el6bbihez egy vagas Osszes €lét el kell hagyni, utébbihoz egy hijan mindet. Ezért G egy minimalis vaga-
sanak kell egy hijan minden élét elhagyni. (3 pont)
Mivel G-nek van 4 éli vagasa, de kisebb nincs, ezért legalab 3 élt kell elhagyni ahhoz, hogy a maradék
grafnak ne legyen fiilfelbontasa. (1 pont)

4. Hat munka {itemezését kell elvégezniink, az egyes megmunkalasi idok 1,2, 3,4, 5 és 6. Mennyi lesz az atfutasi
id6 és az atlagos atfutasi ido egy gépen LPT sorrendben listas iitemezéssel ill. két gépen SPT sorrendben
listas iitemezéssel?

Egy gép esetén az egyes munkdak végének idépontjai 6, 11,15, 18,20 és 21 lesznek. (1 pont)
Az &tfutdsi id6 tehat 21, (1 pont)
az 4tlagos dtfutdsi id6 pedig § - (6 + 11415+ 18 + 20 + 21) = 5. (2 pont)

Két gép esetén az események sorrendje az alabbi. t = 0-ban 1-es munkat az 1. gépen, a 2-est a II. gépen
kezdjiik el. t = 1-ben az I. gép nekilat a 3-as munkanak, ¢ = 2-ben a II. gép a 4-esnek. ¢t = 4-ben az . gép
elkezdi az 5-6s munkat, t = 6-ban pedig a II. gép a 6-ost. Az I. gép t = 9-ben, a II. pedig ¢t = 12-ben végez.

(2 pont)
Ezért az atfutési idé 12, (2 pont)
az 4tlagos dtfutdsi id6 pedig (1 +2+4+6+9+12) = 3L (2 pont)

5. Tegyiik fel, hogy olyan targyakat kell egységnyi kapcitasu ladakba pakolni, amely targyak mindegyikének
a mérete %, % vagy i Bizonyitsuk be, hogy az FFD algoritmus &ltal felhasznalt szamu ladanal kevesebbel
nem oldhaté meg a feladat.

Az FFD algoritmus a konkrét targyméretek esetén mindig csak akkor nyit 1j ladat, ha az el6z6t mar teljesen

megtoltotte. (3 pont)
Az FFD algoritmus ugyanis az % méretil targyakkal kezd, amikkel néhany ladat teljesen megtolt, esetleg

egyet csak félig. Ezeket kovetik az % méreti targyak, amivel a félig toltott ladat fel tudja tolteni az algorit-
mus, és innentdl kezdve megint csak akkor nyit 1j ladat, ha mar minden olyan, amibe pakolt, teljesen tele
van. Hasonlé igaz az % méretli targyak utan feldolgozott i méretli targyakra. (5 pont)
Ezek szerint az FFD algortmus legfeljebb egy ladat nem tolt ki teljesen. Az igy felhasznélt ladaszamnal
kevesebb lada nem elegendd az elpakolni kivant targyakhoz, hisz ennyi lada trtartalma kevesebb, mint a
targyak ossztérfogata. Ezért az FFD algoritmus a feladatbeli targyakon futtatva mindig optimalis megoldast

ad. (2 pont)



