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Tudnivalbk 6. gyakorlat 2023. aprilis 13.

Def: Egészprogramozdsi feladatnak egy olyan LP vagy DLP feladatot hivunk, ahol tovabbi meg-
kotés, hogy a valtozoknak egész értéket kell felvenniiik. Ha LP és DLP duélis feladatpar, akkor az x
és y-beli valtozozok egészértékiiségét megkivanva kapjuk az IP és DIP egészprogramozasi feladatokat.

Megfigyelés: Ha LP egy maxcx, DLP pedig egy minyb tipustu feladat és mindkettének van
megoldasa, akkor a megfelel6 egészprogramozasi feladatokra teljesiil, hogy

max;p cx < maxppcr = minprp yb < minp;p yb

Cél: olyan feltétel, ami biztositja, hogy a fenti egyenlGtlenséglancban végig egyenlGség alljon.

Def: Az A € R™* matrix teljesen unimoduldris (TU), ha A barmely négyzetes részméatrixanak
determinansa 0 vagy +1. Megfigyelés: TU matrix minden eleme 0 vagy +1.

Allitas: Ha A TU métrix, akkor TU marad, ha (1) transzponéljuk, (2) valamely sorat/oszlopat
(—1)-gyel végigszorozzuk, (3) valamely sorat/oszlopat megismételjiik /toroljiik, (4) két sorat /oszlopat
felcseréljiik, (5) A-t egy 1 db l-esen kiviil csupa 0-kat tartalmazo sorral/oszloppal bévitjiik.

Tétel: Tth A TU matrix és a b vektor koordinéatai egészek. Ekkor az igy megadott LP feladatra
max;p cx = maxyp cx teljesiil. Ha pedig A TU és ¢ egész, akkor a DLP-re teljesiil, hogy minpyp yb =
minp;p yb. Szavakban: TU egyiitthatoméatrix és egész konstansok (ill. célfvegyiitthatok) esetén ha
az. LP-nek (ill. a DLP-nek) van optimuma, akkor az optimumérték egész valtozokkal megadhato
megoldason is felvétetik, vagyis az egészértékiiségi megszoritas nem ront az optimum értékén.

Def: A G = (V, E) iranyitott graf B(G) illeszkedési matrizanak (avagy incidenciamatrixanak)
sorai V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és a v cstcs és e él altal meghatarozott (v, e) pozicidban
1 4all, ha e a v-bdl kilép, —1, ha belép, és 0, ha v nem végpontja e-nek. Irdnyitatlan graf illeszkedési
matrixa hasonl6: ha v végpontja e-nek, akkor 1 all, ha nem akkor 0.

Allitas: Ha G iranyitott graf, akkor a B(G) incidenciamatrixa TU tulajdonsagu.

Biz: Legyen B a B(G) egy k x k méretii négyzetes részmatrixa. Azt kell igazolni, hogy det(B) €
{0,+1}. Indukciot alkalmazunk k szerint. Ha k = 1, akkor a determinéns a megfelel§ elem, ami
0 vagy £1. Ha méar k — 1-ig tudjuk, akkor ha B minden oszlopaban két nemnulla all, akkor B
sorosszege 0, igy det(B) = 0. Ha van olyan oszlop B-ben, ahol legfeljebb egy nemnulla all, akkor
pedig e szerinti kifejtéssel az allitas az indukcits feltevéshdl adodik.

Ko6v.: Ha G paros graf, akkor a B(G) incidenciaméatrix TU.

Biz: Iranyitsuk G éleit az egyik szinosztalyba, és a kapott G iranyftott graf (TU tulajdonsagu)
incidenciamatrixaban szorozzuk meg (—1)-gyel a masik szinosztalyhoz tartozé sorokat. Igy egyrészt
a B(G)-t kapjuk, méasrészt pedig a TU tulajdonsag is fennmaradt.

Alkalmazas: Maximalis sulyu teljes parositéas keresése egy G paros grafban megfelel a max{cx :
x>0, Br =1 x egész} IP feladatnak, ahol B = B(G) a G illeszkedési matrixa. Részletesen kiirva
ezt azt kapjuk, hogy max{cz : xz(e) > OVe,Z(E(v)) = 1Vu, = egész} feladatnak. Ennek dudlisa
min{y - 1 : yB > ¢}, ami részletesen kifrva min{y - 1 : y(u) + y(v) > c(e)Ve = wv}. Mit takarnak
ezek a formulak? Lassuk.

Thf a paros graf két csucshalmazat n vevd ill. n termék alkotja, és egy ,megoldasban” minden
vevének pontosan egy terméket kell kapnia. A ¢ sulyfiiggvény c(vt) értéke azt adja meg, hogy a
t termék mennyi (pénzben kifejezett) hasznossagot hordoz a v vevd szamara. Ekkor a maximalis
salyu parositas annak a megoldasnak felel meg, ami a tarsadalomban felléps Gsszhasznossagot ma-
ximalizalja. Az y sulyozott lefogasban az egyes termékekhez ill. vevékhoz tartozé szamokat érdemes
araknak ill. profitoknak tekinteni: ha a v vevé megvéasarolja a t terméket, akkor a profitja c(vt) —y(t)
lesz. A vt €l akkor pontos, ha a v vevs az adott arszinvonal mellett akkor jar a legjobban, ha a t ter-
méket vasarolja meg. Az optiméalis megoldés olyan arszinvonalnak felel meg, amelyik esetén minden
vevs tud dgy valasztani szaméara maximalis profitot biztositoé terméket, hogy ezaltal minden termék
pontosan egy vevShoz keriiljon. Ezt hivjuk piaci egyensulynak. Az Egervary algoritmusnak az a
lépése, ami a sulyozott lefogast valtoztatja, felfoghatd egy olyan termékcsoport arcsokkentésének,
amire kicsi a kereslet.

Gyakorlatok

1. Egy G = (V, E) graf 2-faktora alatt az E egy olyan F részhalmazat értjiik, amelyre G' min-
den csticsabdl pontosan két F-beli él indul. Tegyiik fel, hogy G paros graf és ¢ : F — R



adott sulyfiiggvény. Fogalmazzuk meg a maximalis silya 2-faktor keresésének probléméjat 1P
feladatként. Igaz-e, hogy a megfelel LP feladatnak mindig van egész optimuma, azaz az IP
optimuma egytttal optimuma az LP-nek is? Irjuk fel az LP dualisat.

. Adott G = (V, E) graf és ¢ : E — R sulyfiiggvény esetén fogalmazzuk meg a maximalis sulyt
parositasfeladatot IP feladatként. Igaz-e, hogy tetszéleges G grafra az IP optimalis megoldasa
egyuttal a megfelel§ LP relaxacionak is optimuma?

. Adott G = (V, E) graf esetén irjuk fel IP feladatként a G-beli maximalis méretd klikk méreté-
nek, azaz w(G)-nek ill. a maximéalis méreti fiiggetlen ponthalmaz méretének, azaz a(G)-nek a
meghatarozasat.

. Adott G = (V, E) iranyitott graf, s,t € V csticsok és ¢ : E — R, hosszfiiggvény esetén irjuk
fel IP (vagy LP) feladatként a legrovidebb st-ut meghatarozasat.

. A Guvati véllalatnal piros és zold bigyokat gyartanak. A gyartastechnologiabol addédoan ha-
vonta Osszesen legfeljebb 200 bigyét tudnak legyéartani, és barmelyik fajta bigyobol legfeljebb
100-zal gyarthatnak tobbet, mint a méasik fajtabol. A gyar méarciusban 130 piros és 70 zold
bigyot gyartott. Hatarozzuk meg, mennyi lehet a zold bigy6 a-val jelolt ara, ha tudjuk, hogy a
piros bigyot 42 forintért aruljék és a vallalat a mérciusi termelésével a lehetd legtébb bevételt
érte el a fenti feltételek mellett. (Talan érdemes lenne felirni egy LP feladatot.)

. Piréziaban bestgohalozatot épitenek ki a megbizhatonak gondolt célszemélyek beszervezésé-
vel. A cél, hogy minden véros lakosai kozott legyen legalabb 66 iligynok, &m nem dolgozhat
a halozatban 3-nél tobb tagja egyetlen csaladnak sem. Mindezt a lehetS legkisebb hélozat
kiépitésével szeretnék elérni.

Irjunk fel egy olyan LP vagy IP feladatot, aminek a megoldaséval meghatarozhato, kiket kell
beszervezni a cél elérése érdekében: valasszunk alkalmas valtozokat és adjuk meg a megfelels
linearis, és esetleges nemnegativitasi ill. egészértékiiségi feltételeket valamint a célfiiggvényt.

. A piréz labdarigd bajnoksagban minden csapat minden mésik csapattal egyszer jatszik. Te-
gyiik fel tovabba, hogy a bajnoksag végeztével sikeriilt a csapatokat tigy jutalmazni, hogy ha
az 1 csapat legy6zte a j csapatot, akkor a p(i) — p(j) kiilonbség 106 - a(7, 7) és 10° - b(4, j) PP
(piréz petak) kozé essék, ahol p(v) a v csapat jutalméat jeloli, valamint a(i,j) < b(7, j) egész
szamok.

Igaz-e, hogy a jutalmazés megvaldsithatd ekkor ugy is, hogy a fenti feltételek tovabbra is tel-
jesiiljenek, &m minden csapat egymilli6 PP t6bbszordsét kapja, rdadasul a szétosztott jutalom
Osszege ne novekedjék ettsl?

(Célszertinek latszik felirni egy, a feladathoz kapcsolodd LP problémét.)

. A korona elleni kiizdelemben szerzett mulhatatlan éredemei elismeréseként Pirézia elnckének
tiszteletére az orszag n focicsapata kozott szeretnénk egy idében a lehets legtobb mérkszést
megszervezni. Figyelembe kell azonban venni, hogy a helyi szabalyok minden piréz megyére
meghatarozzak, hogy egy idében hany csapat mérkézhet az adott megyén kiviili csapattal.
(Egy M megye esetén c(M) jeloli ezt a felsé korlatot.) Tovabbi feltétel, hogy a lejatszott
mérkézések legaldbb a felében két olyan csapatnak kell egyméssal jatszania, amelyek azonos
bajnoksagbhan jatszanak.

Irjunk fel egy olyan IP problémat, ami a fenti feladatot oldja meg: vélasszunk alkalmas val-
tozokat és adjuk meg a megfelel§ linearis és esetleges egészértékiiségi feltételeket valamint a
célfiiggvényt.

. Pirézidban az emberek kétfélék: minden polgar vagy oltasszkeptikus vagy oltashivs. A kormany
az atoltottsag mihamarabbi elérésének érdekében tgy szeretné levezényelni az oltaskampanyt,
hogy minden oltasszkeptikusnak legalabb 13 oltashivs facebook-ismerdsét beoltsak. (Az oltas-
szkeptikusok rendkiviil aktivak a szocialis médidban, mindegyikiiknek széz feletti fb-ismerdése
van, ezek legalabb fele oltashivs.) Sajnos az oltoanyag csak sziikosen all rendelkezésre.

Irjunk fel egy olyan LP vagy IP feladatot, aminek a megoldasaval meghatarozhato, hogyan
lehet minimélis szama ember beoltasaval elérni a kittzott célt: valasszunk alkalmas valtozokat
és adjuk meg a megfelels linearis, és esetleges nemnegativitasi ill. egészértékiiségi feltételeket
valamint a célfiiggvényt.

(A kormany természetesen mindenkirdl tudja, melyik csoportba tartozik és kik is a fb-ismerd&sei. )



