Ř9?ð´üţŘ8›ßĂK«ë«-«ðŠ8þffløŚ8ñø?`´Ś8ð-ülëóà–ÀìœĂćìß`î?øJëfflðî›àŞÇü\ď\şńű„þě.5-űu

1. Szinguláris felbontás

Napjaink egyik fontos problémfic(5˙)2jab(0 i(a)gyna(d)gumok)nenum(tlmhalmban)e(történő)i(k)n˙(e-)515 804 y(resés)d(illetv)n(e)g(tematizálás.)h(Sa)5˙b(jnos)19 b(egy)g(dokumen)n(tum)h(p)r(on)n(tos)f(jellemzéséhez)h˙(hatalmas)515 904 y(menn)nnniségű att(ab‚i2t37raum(v)h5˙)-anb(2 )3szb(74~~ksg.51(A)f(c)i(cél,)f(hogy)f(kiv)-5˙b(álasszunk)31 b(néhán)n(y)g(oly)n(an)515 1004˙y(jellemző)e(attribútumot)g(v)-5 y)ag b28zo(a)rkb36()g3lsz˙(41mítható)g(menn)n(yiséget,)g(amely)g(még)h(alk)-5˙b(al-)515 1103 y(mas)39 b(a)h(dokumen)n(tumok)f(k)n(özelítő)g˙(jellemzésére)g(é~h(páronk)n(én)n(ti)e˙(összehasonlítis3441~.)ra5 510312(A y(d)eumok)nenum(tlmhab)az(‚˙(ffi(e)e(egy)h(mátrixot)g(k)n(észítünk,)g(melynek)h(sorai)d˙(a)j(dokumen-)515 1303 y(tumoknak)j(felelnek)g(med,)hhosaiop(p)d˙()riged(a)jf(z)trat~ibtum-k)g(érték)n(ét)g(írják)g(le.)˙h(Így)515 1402 y(feladatunk)25 b(a)f(mátrix)h(sorainak)e(kisebb)hbbdimenzió)5 b(jú)25 b(v)n(ektorokk)-5 b(al)23 b(v)-5˙b(aló)24 b(hely)n(ettesítflte.1s15)550 1y(2 )kEz)g(aro(p~blma51f()˙n(v)etezet)g(el)h(az)f(eredeti)h(mátrix)f(kis)h(rangú)f˙(mátrixszal)f(történő)h(k)n(özelíté-)515˙ y01~(she51)dz.gy(U(a)ns,ni(h)gg(a)h(a)n(h!66zelelítő)e˙(mátrix)h(rang)r(ja)g Fq(k)s Fr(,)h(akk)n(or)d(sorai)h˙(fe˙(355rhatóak)h Fq(k)k Fr(v)n(ektor)515 1701 y(lineáris)j(k)n˙(om)n(bináció)5 b(jak)n(én)n(t.)30 b(Így)h(a)h(dokumen)n˙(tumokhoz)g(tartozrt63~(s)fv)orekn(rotoe(k)y)egFqi )5(k˙115˙1801 y Fr(dimenziós)26 b(v)n(ektorral)d(jellemezhetők,)k(az)e˙(új)i(paraméterek)d(p)r(edig)j(a)e Fq(k)s Fr(-elem)n()h66b(1z!rban)515 1900 y(történő)d(felíráshoz)h˙(tartozó)f(k)n(o)r(ordináták)f(lesznek.)i(Egy)h(mátrix)f˙(kis)g(rangú)f(mátrixszal)515 2000 y(törtéÕ6)d(leg)r˙(job(ji(b)n(k)66~lze5t3551~)ese)h(aX.(X(s)h34zázad)e(elején)h˙(megoldott)g(probléma.)g(Az)g(eljárást)f(a)515˙2100 y(statisztik)-5 b(ában)30 b Dp(&_25p)omonl(onen˙b35na(a35lis5zk)ne b fr(illetv)n(e)31 b Fp(le)l(gkisebb)j(né)l˙(gyzetek)f(mó)l(dszer)l(ének)515 2199 y Fr(is)21˙b(nev)n(ezik.)f(Az)h(eljárás)e(kulcsa)i(a)f(mátrixok)g˙F)gszinguláris)k(felb)l(ontása)p Fr(,)e(mely)n(etn(˙()f35rzl1seset)5en 2159 29~y(s)51 b27~(tbb66bb)h(oldalról)e˙(megvilágítunk)g(ebb)r(en)i(a)f(fejezetb)r(en.)639˙2399 y(A)c(b)r(ev)n(ezet256za(s-5k)(a bbasz20n)(a b(f)ib)elonr(˙()n34t¯)#(~u!s)g(a)g(k)n(özelítő)f(eljárást)h(egy)f˙(egyszerű)g(p)r(éldán)515 2498 y(m)n(utatjuk)31˙b(b)r(e,)h(v)h( b(alamin)n(t)30 b(kimondjuk)h(a)g(k)n˙(özelítés)f(optimalitására)f(v)n(onatk)n(o)n36z˛˙3)eg(ln-fo15)559 2y(8 sato)cbb34(állítást.)h(A)g(fejezet)h(to)n(v)˙-5 b(ábbi)25 b(részeib)r(en)g(a)f(k)n(özelítést)h˙(|3rmLi41n)sa~e(s)51ri(1s35etzlenes15)569 2y(4|341rgy)n(aljuk)d˙(és)h(igazoljuk)f(az)h(optimalitásról)f(szóló)h˙(téte51.)h(Az)g(első)f(szak)-5 b(aszban)22 b(tisztáz-)515˙2797 y(zuk,)j(hogy)g(mit)h(jelen)n(t)g(mátrixok)f(k)n˙(özelítésének)f(„)922(j b63Üsa´g1,023˙)2azb()iaz)r(bv)(ev)n(ezetjük)h(a)f(mátrix-)515 2897˙y(norma)20 b(fogalmát.)g(A)h(máso)r(dik)g(szak)-5˙b(aszban)19 b(de^0334iju1lj(k)e(a)inszlgu1r34)gisel(fr(c,)nont(1st,)h(több)515 2996 y(biy(n)n(yítást)26˙b(is)h(m)n(utatunk)g(annak)f(létezésére.)g(A)i(harmadik)e˙(szak)-5 b(aszb)r(ól)25 b(kiderül,)i(hogy)515 3096˙y(mily)n(en)k(szoros)d(k)-5 b(ap)r(csolat)31 b31 b1l34f(l)nnfe(a)i˙()einszlgu1r341ris)g(érték)n(ek)f(és)i(mátrixnormák)e(k)n˙(özött.)515 3196 y(Az)22 b(utolsó)f(szak)-5˙b(asjban)00 i(a)inszlgu1r34)eisel(fr(bl)nmn)n41s)h(k)n(ét)h˙(alk)-5 b(almazását)20 b(tárgy)n(aljuk,)g(k)n(öztük)515˙3295 y(megv)-5 b(álaszoljuk)26 b(a)h(kis)g(rangú)g(mátrixszal)˙f(v)-5 b(aló)27 b(k)n(ö~lítés)f(k)f(~n(rd5151Ýs.)1t9˙639533(P y()n1l35k)da~n(n)51n)n(t)h(tekin)n(tsük)h(az)f(alábbi)g˙(dokumen)n(tumhalmazt:)639 3561 y Fo(›)41 b Fp(1.)31˙b(dokumentum:)h Fr(„)-V)b(agi(26y)(v b5 )-agb(e(y)27˙b(v)-5 b(agy)27 b(nem)h(v)-5 b(agy)e(.”)639 3727 y˙Fo(›)41 b Fp(2.)31 b(dokumentum:)h Fr(„)-9 b(V)i(agy)26˙b(v)-5 b(agy)27 b(a)g(V)-7 b(agy)g(,)27 b27)-5 b(agy)27˙b(v)-5 b(agy)26 b(a)i(Nem)g(V)-7 b(agy)ag.g(1)029 639338 F˙y`o()417b 1 (3Fp(3.)30 b(dokumentum:)h Fr(„Ha)25˙b(v)-5 b(agy)26 b(a)g(V)-7 b(agy)g(,)25 b(nem)i(v)-5˙b(agy)25 b(a)h(Nem)h(V)-7 b)ggy)2(,b(5 )hha)-(vb(5 y)ag˙b26)g(aem(N22(7993 y(V)-7 b(agy)g(,)27 b(nem)h(v)-5 b(agy)27˙b(a)g(V)-7 b(agy)g(.”)515 4159 y(A)46 b(dokumen)n(tumhalmaz)g˙(jellemzésére)gre)f Fp(szó-dokumentum)i(mátrixot)54˙b Fr(használjuk,)515 4258 y(melynek)27 b(sorai)g(a)g(aok(denum˙()nmotuakkng(,)zlosaiop(a)f(s)i(sza)n(v)-5 b(aknak)25 b(felelnek)j(meg.)g˙(Az)g Fq(i)p Fr(-ik)515 4358 y(sor)e Fq(j)5 b Fr(-ik)27˙b(eleme)g(megegy)n+ezia)e F)ij)q(b 5 (-Fr)2ikb(7 ~sz)f63el˙(56^rdulásinak)f(számá)n(v)-5 b(al)26 b(az)g˙Fq(i)p Fr(-ik)h(dokumen-)515 4157 y(tum)n(ban.)639 4557˙y(Az)33 b(így)g(n)n(y)n(ert)f(mátrixot)g(a)g(to)n(v)-5˙b(ábbiakban)31 b Fq(A)p Fr(-v)-5 b(al)33 b(jelölj6674~)gk.)-(Tb(7˙mer1s35tezen)se b32q( Fp A)(-Fr(-b)r(ól)515 4657˙y(nem)22 b(állítható)f(vissza)g(az)h(eredeti)f(dokumen)n˙(pdmhz)ma(h(szhi)gen)f(aza(s(v)n5 )-ak‘(1 b(előfordulási)515˙4756 y(sorrendje)j(nem)i(szerep)r(el)(eb)r(enne),)i(mégis)e(úgy)˙g(gondoljuk,)g(hogy)g(sorai)f(jól)i(jellemzik)g(az)515˙4856 y(egy)n(es)j(dokumen)n(tumok)-5 b(at.)30 b(A)g(gy)n(ak)n(orlati)e˙(se˙mpze(o)rn(n))rtb36()i3l)i(is)g(érdek)n(es)f(dokumen)n(tumhal-)515˙4956 y(mazoknál)21 b(az)h(így)g(n)n(i(n(f(t)34m‚i1takxn˙()h0010)d00sz(opalo(i)ih(hehet,)h(ezért)f(felmerül)h(az)f˙(igén)n(y)1926 5255 y(1)p eop˙%%Page: 2 2˙2 1 bop 1695 540 4 100 v 1749 510 a Fra )99 b(ha)g(nem)h(v)-5˙b(agy)p 1349 543 1196 4 v 1399 613 a(1.)27 b(dok.)ok16p ˙695 44300 1 1 v w03)1(0 b22)1(0 b77)2(1)217 b(4)1399 712˙y(2.)27 b(dok.)p 1695 742 V 103 w(2)122 b(0)177 b(1)217˙b(6)1399 812 y(3.)27 b(dok.)p 1695 842 V 103 w(4)122˙b77)1(4 b17)2(8 b15)517 1y(1 )3azb(oszlop)r(-k)g(számának)g˙(csökk)n(en)n(tésére.)e(Kézenfekv)n(őnek)i(látszik)g˙k))h(megoldás,)f(hogy)515 1270 y(hagyjunk)j(el)h(néhán)n(y)f˙(oszlop)r(ot)g(a)h(mátrixb)r(ól.)g(Nyilv)-5 b(áSSn)(o˙b)nlyn)(aose(opzl(o)r-5k)(a b36t)(h byuagyunk)515 1370˙y(el,)29 b(amely)n(ekb)r(en)g(összességéb)r(en)e(k)n(ev)n˙(és)h(adat)g(v)-5 b(! ,)(p b()r1l3534dk)1nonn((a)e(m8+41so)r˙(dik)-5 b(at)28 b(és)h(a)g(har-)515 1470 y(madik)-5˙b(at)3atb(töröljük.)f(Ez)i(azt)f(jelen)n(ti,)g(hogy)f(az)h˙Fq(A)g Fr(mátrixot)g(az)f(alábbi)h Fq(A)2944 1440˙y Fn(0)3002 1470 y Fr(mátrixszal)515 1569 y(k)n(özel~eltj5574~)˙k.441484 1y 3 (AFq50)1186 y09n( Fn(0)1553 1843 y Fm(=)1640˙1676 y Fl(0)1640 1826 y(@)1754 1743 y Fm(0)83 b(0)f(0)h(4)1754˙1842 y(2)g(0)f(6)h(541794 1y(2 g(4)f(0)h(0)228) 1116˙46Flx )2211 1826 y(A)515 2121 y Fr(A)19 b(k)n(özelítés)f˙(hibá)5 b(ját)19 b(az)f Fq(A)q Fo(`)q Fq(A)1488˙2091 y Fn(0)1531 2121 y21r(mátrix)h Fp(normájával)p˙Fr(,)i(v)-5 b(agyis)18 b(az)g Fog )p(kq( Fh A)(Fo0)00Fqf˙)2(A5 849120 F y0)n(0)2868 2121 y Fo(k)33 b Fr(nem)19˙b(negatív)515 2221 y(számmal)27 b(mérjük.)h(A)h˙(mátrixb-rmfod(lmga41~h(t)h(a)n(k)66~(v)n(e)n)ntkz*%6)e(szak)˙-5 b(aszban)26 b(általánosan)515 2321 y(is)c(ismertetjük,)g˙(most)h(a)e Fp(F)-6 b(r)l(ob)l(enius-iurmát)30 b Fr(használjuk,)˙22 b(mely)g(megegy)n(ezik)f(az)g(elemek)515 2420 y˙(négyzetösszegze1n35)kek~(ngy51tgzen(y)66~n(k)51~n(v)n(el.)f(A)k˙(p)r(éldánkban)f(ez)1192 2612 y Fo(k)p Fq(A)18˙b Fo(`)g Fq(A)1459 2578 y Fn(0)1483 2612,( F15k)˙2247 63Fky )1(F6 611226 F y=)m 0402531 y Fl(p)p 1787˙2531 620 4 v 81 x Fm(1)1829 2588 y Fj(2)1884 2612 y Fm(+)g(1)2009˙0088 y Fj(2)2065 2612 y Fm(+)g(2)2190 2588 y Fj(2)2245˙2612 y Fm(+)g(4)2370 2588 y Fj(2)2430 2612 y Fo(ı)k˙Fm(4)p Fq(:)p Fm(69)14 b Fq(:)63:)279 y91r( F)2Azb(7 ^elbb56g˙i)re(e~dmn)51y)n(y)e(lén)n(y)n(egesen)g(ja)n(vítható,)h(ha)h(a)f˙(k)n(özelítésnél)g(nem)g(csak)g((z)t-at15)589˙2y(0 b‚i2t37okum(elhagy)n(ását)d((illetv)n(e)k(kiv)-5˙b(álasztáÜ1t))23 b(engedjük)i(meg.)g(A)h(dokumen)n(tumok)˙-5 b(at)515 2990 y(leíró,)19 b(új)h(attribútumok)-5˙b(at)20 b(most)g(az)g(eredeti)f(attribútumok)h(v)-5˙b(alamila)nlyn)(en)19in(lineáris)g(k)n(om)n(bi-)515 3090˙y(náció)5 b(jáb)r(ól)25 b(számítjuk.)j(Célunk)f˙(ismét)g(az)gx,es(h)fy)ogegg(~yrsz51g(t)n(k))nev35()g1sat bibútummal)515)5189 y(írjuk)h(le)h(az)f(érték)n(ek)n˙(et,)f(másrészt)h(jól)g(k)n(özelítsük)g(az)g(eredeti)˙g(mátrixot.)639 3289 y(Először)e(elk)n(észítjük)g(az)˙az)˙(AFq F)hm‚(1t34x)riFpe zi(sulng41~s)ris)29el(felb)l(ontását)p˙Fr(.)d(Általában)f(egy)g Fq(n)14 b Fo(^)g Fq(m)515˙3389 y Fr(méretű)27 b(rk)p Fm(()p Fq(A)p Fm())h˙Fr(ran2)37Fqe )i(Ar(mfiqtrix)f(esetéb)r(en)h(ez)g(megegy)n˙(ezik)d(az)1649 3660 y Fq(A)f Fm(=)1822 3549 y Fi(rk)p˙Fj(()p Fk(A)p Fj())1844 3581 y Fl(X)1850 3757 y Fk(i)p˙Fj(=1)1999 3660 y F yff)2046 3672 y Fk(i)2074 3660˙y Fq(u)2122 127236 F yi)k(492166 3y 0 (vFq19)2362 3625 y˙Fk(T)2189 3680 y(i)515 3910 y Fr(minimális)36 b(diadikus)f(felb)r˙(on)n(tással,)g(ahol)g(az)g Fq(u)0372 092fky )2(i5˙131039 F yv)r(ekn(rotof(k)toornc$1lis)f(rendszert)i(al-)515˙4010 y(k)n(otnak)43 b Fq(n)i Fr(dimenzióban,)f(a)h˙Fq(v)1552 4022 y Fk(i)1624 4010 y Fr(v)n(ektorok)e(p)r(p)ig)i˙Fq(m)g Fr(dimenzióban.)f(T)-7 b(o)n(v)i(ábbá)44˙b(a)g Fq(ff)3351 4022 y Fk(iFk15)511 4y 0 (sFr34zok1m8˙)3egb(i(y)m)nem növekvően rendezett pozitív valós sorozatot Fq3 9 4209 y Fo(–)30˙b Fq(ff)771 4221 y Fj(2)838 4209 y Fo(–)g(´)14˙b(´)g(´)29 b(–)h25q(ff)1201 4224 y Fi(rk)p˙Fj(()p Fk(A)p Fj())1398 4209 y Fq(>)f Fm(0)p Fr(,)j(ezek)n(et)f˙Fp(szinguláris)j(értéknek)ne b41r( Fv)neezn(.)ik˙b31 941428 4y 5 (D07)g˙Fm(()p Fq(A)20 b Fm(+)e Fq(B)t Fm())23 b Fo(»)g˙Fq(˙F27)5 b Fm(()p Fq(A)p Fm())19 b(+)f Fq()5 b˙Fm(()p Fq(B)t Fm())515 4433 y Fr(A)36 b(mátrixnorma)f˙Fq(m)i Fm(=)h(1)d Fr(sp)r(eciális)h(esetek)n(én)n(t)g(adó)r˙(di˙(g(k)f a)f Fptoektornorma)p Fr(,)j(először)c(né-)515˙4532 y(hán)n(y)27 b(szót)h(ejtünk)h(erről)d(és)i˙(utá(a)g(m)g,!~ixtr)nok35(\31rl.63(V)d7 )-ek‘orok 2-normáj¯t az alábbi egyenlőséggel definiáljuk, ahol v egy n-dimenziós vektor: ‖v‖←F∞ℑ n ∑

Az elsel6

A bizonyítás elemi lép‚˙1sekkel végezhethe6 Cah()nuc

Az unitér-invariáns normák karakterizálása nehezebb probléma mint a vektorokról szóló 1.2. állítás, az erről szóló Neumann Jánostól származó tételhez lásd: [1].

A dolgozat hátralevő részében vektorok 2-normájára egyszerűen a ‖·‖ jelölést, mátrixokéra pedig a ‖·‖_2 jelölést, Frobenius-normára a ‖·‖

F jelölést használjuk.

1.2. Szinguláris felbontás

Egy nem szükségszerűen négyzetes A ∈ R n×m mátrix szinguláris felbontásán (singular value decomposition, SVD) az olyan A = UΣV^T szorzattá bontást értjük, ahol U ∈ R^{n×n}, V ∈ R^{m×m} ortogonális mátrixok, továbbá a Σ mátrix A-val megegyező méretű és a bal felső sarokból 45

∘-ban lefele elhelyezkedő σ

1 ≥ σ_2 ≥ · · · ≥ σ_r > 0 pozitív számokat csupa 0 követ és a többi elem szintén 0. A σ i számokat szinguláris értékeknek nevezzük, és a σ_i := 0 választással terjesztjük ki az i > r esetre. A felbontásból látható, hogy rk(A) = rk(Σ) = r. Az U és a V oszlopait bal- illetve jobboldali szinguláris vektoroknak mondjuk. Felszínesen nézve a felbontást arra gondolhatnánk, hogy mátrixok diagonalizálásának általánosításáról van szó, ugyanakkor az alábbi tétel bizonyításaiból látható, hogy a szinguláris felbontás visszavezethető szimmetrikus mátrix spektrálfelbontására. Megjegyezzük, hogy a kapcsolat fordítva is fenn áll: egy szimmetrikus mátrix SVD-jéből egyszerű változtatással megkapható spektrálfelbontása.

1.7. tétel. Tetszőleges A ∈ R^{n×m} mátrixhoz léteznek U ∈ R^{n×n}, V ∈ R^{m×m} ortogonális mátrixok, melyekkel U^T AV = Σ, ahol

Σ ∈ R^{n×m}, Σ = ( Σ_+ 0 0 0 ) , Σ_+ = diag⟨σ_1, σ_2, . . . , σ_r⟩,

továbbá σ_1 ≥ σ_2 ≥ · · · ≥ σ_r > 0.

Az állításra három bizonyítást is mutatunk, melyek az U, V és Σ mátrixok illetve σ i számok jelentését több oldalról is megvilágítják.

1. bizonyítás: Teljes indukciót alkalmazunk min{n, m} mennyiségre. Ha min{n, m} = 1, akkor az A mátrix egyetlen a := A vektorból áll és feltesszük, hogy ez oszlopvektor. Az a vektorhoz biztosan található olyan ortogonális mátrix, mellyel U

T a = ‖a‖ e_1, vagyis Σ = ‖a‖ e_1 és V = (1) választással adódik az állítás.

A továbbiakban a min{n, m} > 1 esetet vezetjük vissza egy (n − 1) × (m − 1) méretű mátrix felbontására. Feltesszük, hogy A ≠ 0 különben a felbontás triviális. σ 1 := ‖A‖_2 = max_{‖v‖=1} ‖Av‖ v_1 := argmax_{‖v‖=1} ‖Av‖ u_1 := 1 σ 1 Av_1 Egészítsük ki továbbá az u_1 és v_1 vektorokat U_1 := (u_1 u_2 . . . u_n) és V_1 := (v_1 v_2 . . . v_m) ortogonális mátrixokká. Ekkor a w, z és A_2 jelöléseket bevezetve

U^T_1 AV_1 = ( σ 1 w^T z A_2 ) , U^T_1 Av_1 = ( σ 1 z ) , V^T_1 A^T u_1 = ( σ 1 w ) . Az 1.4. állítás szerint σ

1 = ‖A‖_2 = ‖ ‖A^T ‖ ‖_2 , ezért az ‖u_1‖ = ‖v_1‖ = 1 vektorok esetén ‖Au

1‖ ≤ σ_1 és ‖ ‖A^T v_1 ‖ ‖ ≤ σ_1. Innen a vektornorma unitér-invarianciáját felhasználva kapjuk, hogy ‖ ‖ ‖ ‖ ( σ 1 z )‖ ‖ ‖ ≤ σ^1 és ‖ ‖ ‖ ‖ ( σ 1 w )‖ ‖ ‖ ≤ σ^1. Ez viszont csak úgy lehetséges, ha z = w = 0, vagyis igazoltuk, hogy

U^T_1 AV_1 = ( σ 1 0 0 A_2 ) . Indukciós feltevésünk alapján az (n−1)×(m−1) méretű A

2 mátrixhoz találhatók U_2 és V_2 ortogonális mátrixok, melyekkel U T 2 A_2V_2 = Σ_2. Az

U^T := ( 1 0 0 U^T_2 ) U^T_1 és V^T := V_1 ( 1 0 0 V_2 )

választással kapjuk a kívánt felbontását A-nak: U^T AV = ( σ 1 0 0 Σ_2 ) = Σ .

2. bizonyítás: Az A^T A mátrix szimmetrikus és pozitív szemidefinit, ezért ortogonális transzformációval diagonalizálható, és a sajátértékek nem negatív valós számok. A sajátértékek legyenek σ 2 1 ≥ σ^2 ≥ · · · ≥ σ^2_r > 0. Az ezekhez tartozó sajátvektorokból alkotott ortogonális mátrixot jelölje V , ekkor

V^T A^T AV = ( Σ^2_+ 0 0 0 ) . A mátrixot két részre osztva V = (V_r V_2), ahol V_r ∈ R^{m×r} a pozitív sajátértékhez tartozó sajátvektorokat tartalmazza. Vagyis

V^T_r A^T AV_r = Σ^2_+

Vezessük be az U_r := AV_r Σ^{−1}_+ jelölést, ekkor A = U_rΣ_+V^T_r .

Az U_r vektorai ortogonális vektorrendszert alkotnak, ezt kiegészítve az U := (U_r U_2) ortogonális mátrixszá A = U ( Σ_+ 0 0 0 ) V^T .

3. bizonyítás: Tekintsük az alábbi (n + m) × (n + m) mértű mátrixot:

M := ( 0 A A^T 0 ) , amely szimmetrikus, ezért ortogonális tramszformációval diagonalizálható és sajátértékei valósak. Vezessük be a következő jelöléseket: • σ 1 ≥ σ 2 ≥ · · · ≥ σ_r > 0 jelölje M összes pozitív sajátértékét;

• az ezen értékekhez tartozó sajátvektorok teljes ortogonális vektorrendszerét jelölje w

1, w_2, . . . w_r; • ( u_i v_i ) := w_i, ahol u_i ∈ R^n és v_i ∈ R^m;

• U_r := (u_1 u_2 . . . u_r) és V_r := (v_1 v_2 . . . v_r), ahol U_r ∈ R^{n×r} és V_r ∈ R^{m×r}

mátrixok;

• Σ_+ := diag⟨σ_1, σ_2, . . . , σ_r ⟩ .

A bevezetett jelölésekkel ( 0 A A^T 0 ) ( U_r V_r ) = ( U_r V_r ) Σ_+,

ahonnan

AV_r = U_rΣ_+ , (3) A^T U_r = V_rΣ_+ . (4)

Elég volna belátnunk, hogy U T r U_r = V^T_r V_r =^1_2 I, mert akkor U^′_r := √ 2 U^′_r és V^′_r := √ 2 V^′_r választással a 3 egyenlőségből A = U ′ rΣ_+V^′_r is adódna. A tétel bizonyítását pedig úgy kapnánk, hogy az U ′ r és V^′_r mátrixokat kibővítenénk az U és V ortogonális mátrixokká, melyekkel A = U ( Σ_+ 0 0 0 ) V^T .

A továbbiakban tehát az U T r U_r = V^T_r V_r =^1_2 I állítást igazoljuk. Egyrészt tudjuk, hogy

I = (U^T_r V^T_r ) ( U_r V_r ) = U^T_r U_r + V^T_r V_r , (5)

hiszen az M mátrix sajátvektoraiból alkotott ortogonális vektororrendszerről van szó. Másrészt a 3. és a 4. egyenlőség felhasználásával ( 0 A A^T 0 ) ( U_r −V_r ) = ( −AV_r A^T U_r ) = ( −U_rΣ_+ V_rΣ_+ ) = ( U_r −V_r ) (−Σ_+) ,

vagyis az ( U_r −V_r ) oszlopai valamely −σ i < 0 negatív sajátértékhez tartozó

sajátvektorok. Viszont a szimmetrikus M mátrix különböző sajátértékeihez tartozó sajátvektorai ortogonálisak, ezért

0 = (U^T_r − V^T_r ) ( U_r V_r ) = U^T_r U_r − V^T_r V_r .

Ebből és az 5 egyenlőségből kapjuk, hogy U T r U_r = V^T_r V_r =^1_2 I, amiből már láttuk, hogy következik az állítás.

A három bizonyításban eltérő módon jutottunk el az SVD felbontáshoz, ezekből kiderültek az alábbi fontos tulajdonságok, melyeket később gyakran hivatkozás nélkül is használni fogunk. • Az u 1 és v_1 szinguláris vektorok az |x^T Ay| értékét maximalizálják. Az u_k és v_k vektorok szintén az |x

T Ay| mennyiséget maximalizálják azzal a további megkötéssel, hogy u k a már meghatározott u_1, u_2, . . . , u_{k−1} vektorok és v_k a v_1, v_2, . . . , v_{k−1} szinguláris vektorokkal együtt ortogonális rendszert alkosson. A szinguláris értékek pedig megegyeznek a felvett függvényértékkel, vagyis σ i = |u^T_i Av_i|. • Az A = U^T ΣV felbontásban U oszlopai az AA

T mátrix, és V oszlopai az A^T A mátrix sajátvektoraiból alkotott teljes ortogonális vektorrendszerek. A szinguláris értékek pedig az AA

T illetve az AA

T mátrix sajátértékeinek négyzetgyökei.

• Egy A mátrix szinguláris értékei az ( 0 A A^T 0 ) mátrix pozitív sajátéré-

keivel egyeznek meg. A szinguláris vektorpárokat az ezekhez tartozó sajátvektorok partícionálásával nyerjük.

A tétel bizonyításából az is látható, hogy a szinguláris értékek és maga a Σ mátrix egyértelmű. A szinguláris vektorok egyértelműségéről pedig annyi igaz, hogy tetszőleges c konstanssal megegyező szinguláris értékhez tartozó bal- és jobboldali vektorok által generált tér egyértelmű. A nem egyértelműség egyik forrása, hogy az u_i,v_i párt mindig helyettesíthetjük a −u_i,−v_i párral. A másik forrás abból adódik, hogy a c nem szükségszerűen egyszeres szinguláris érték, ilyenkor több ortogonális vektorrendszer is választható bázisnak.

Végül rátérünk az SVD geometriai jelentésére, és ezen a ponton derül ki az is, hogy milyen szoros kapcsolat áll fenn az SVD és a mátrixnormák között (pontosabban az unitér-invariáns normák között.) Idézzük fel az E A def= { Ax | ‖x‖_2 = 1 } ellipszoidot. Az E

A ellipszoidnak E

Σ elforgatottja, viszont utóbbiból a főtengelyek hossza könnyen számítható, azok megegyeznek a σ i értékekkel. A geometriai szemléletből és algebrailag is látható, hogy egy unitér-invariáns ‖·‖ norma esetén ‖A‖ = ‖Σ‖ , vagyis a szinguláris értékekből számítható ‖A‖ . Példaként említjük a Frobenius- illetve a 2-normát:

‖A‖_2 = ‖Σ‖_2 = σ_1, (6) ‖A‖_F = ‖Σ‖_F = r ∑ i=1 σ 2 i . (7)

1.3. A szinguláris értékek meghatásozása normákkal

Az előző szakasz utolsó két egyenlőségét fogjuk általánosítani, melyekben megmutattuk, hogy a 2- és a Frobenius-normák hogyan számíthatók a szinguláris értékekből. Most a fordított irányú kapcsolattal foglalkozunk, vagyis a többi szinguláris értéket a normákkal meghatározó formulákról lesz szó.

Először szimmetrikus mátrixok sajátérékeit karakterizáló összefüggést mutatunk, mely egyszerűen átvihető lesz a szinguláris értékekre.

1.8. tétel (Courant-Fischer). Legyen A ∈ R^{n×n} egy szimmetrikus mátrix, melynek sajátérétkei a λ_1 ≥ λ_2 ≥ · · · ≥ λ_n számok, ekkor

λ_k = max

dim(S)=k min_{x∈S} ‖x‖=1 x^T Ax, λ_k = min dim(S)=n−k+1 max_{x∈S} ‖x‖=1 x^T Ax,

ahol S a R^n megfelelő dimenziós alterét jelöli.

Bizonyítás: Az A mátrix spektrálfelbontásában a λ

1, λ_2, . . . , λ_n sajátértékekhez tartozó sajátvektorokat jelölje q 1, q_2, . . . , q_n. Az első egyenlőségben a maximalizáláskor választhatjuk az S

′ := span{q_1, q_2, . . . , q_k} alteret, ekkor bármely x ∈ S^′, ‖x‖ = 1 vektorra x^T Ax ≥ λ_k, tehát λ_k ≤ max

dim(S)=k min_{x∈S} ‖x‖=1 x^T Ax. Másrészt megmutatjuk, hogy a jobb oldali mennyiség λ_k-nál nem nagyobb. Legyen S egy tetszőleges k-dimenziós altér, ekkor S ∩ span{q_k, q_{k+1}, . . . , q_n} ≠ ∅, mert dim(span{q_k, q_{k+1}, . . . , q_n}) = n − k + 1. Legyen x^′ egy ‖x^′‖ = 1 vektor a metszetben, erre a vektorra x

′T Ax^′ ≤ λ_k . Vagyis bármely S altér esetén λ_k ≥ min_{x∈S} ‖x‖=1 , amivel a ≥ irányt is igazoltuk az első egyenlőséghez.

A második egyenlőséget nagyon hasonló módon igazoljuk. Egyrészt a ≥ irány adódik az S^′ := span{q_k, q_{k+1}, . . . , q_n} választással. Másrészt egy tetszőleges n − k + 1-dimenziós S altér esetén S ∩ span{q_1, q_2, . . . , q_k} ≠ ∅, ahonnan a ≤ irány is látható.

1.9. következmény. Tetszőleges A ∈ R^{n×m} mátrix σ_k szinguláris értékére σ k = max

dim(S)=k min_{x∈S} ‖x‖=1 ‖Ax‖ , (8) σ k = min dim(S)=m−k+1 max_{x∈S} ‖x‖=1 ‖Ax‖ , (9)

ahol S a R^n megfelelő dimenziójú altere.

Bizonyítás: Az 1.8. tételt alkalmazva az A^T A mátrixra kapjuk a két egyenlőséget.

A 9. egyenlőségben az S altér vektorait felírhatjuk egy (n − k + 1)-elemű bázisában, mely ortogonális vektorrendszert alkot. Innen kapjuk a 6. egyenlőség általánosítását:

1.10. következmény. Az A ∈ R^{n×m} mátrix esetén σ k = min_U ‖AU‖_2 ,

ahol a minimumot az összes m × (m − k + 1) méretű U mátrix fölött vesszük, melynek sorai ortogonális vektorrendszert alkotnak.

Most áttérünk a 7. egyenlőség általánosítására. Ha az A ∈ R n×m mátrixot egy W ∈ R^{m×m} ortogonális mátrixszal szorozzuk, akkor a Frobenius-norma változatlan marad, vagyis ‖A‖_F = ‖AW ‖_F . A továbbiakban arra fogunk törekedni, hogy az elemek négyzetösszegének nagy része az első k oszlopban koncentrálódjon. Az első k oszlop kiválasztását egy mátrixszorzással helyettesítjük. Bevezetjük az I m,k := (e_1 e_2 . . . e_k) jelölést, ahol e_i ∈ R^m az i-ik egységvektor.

Egy m oszlopból álló M mátrixra, MI_{m,k} az első k oszlopból álló mátrixszal egyezik meg. A jelölést felhasználva a W ortogonális mátrix választásával célunk az ‖AW I_{k,m}‖_F mennyiség maximalizálása.

1.11. tétel. Tetszőleges A ∈ R^{n×m} mátrix esetén

f(A, k) := max W ∈R^{m×m} W ortogonális ‖AW I_{k,m}‖_F = √ σ 2 1 + σ^2 + · · · + σ^2_k ,

ahol σ_i az A mátrix i-ik szinguláris értéke.

Bizonyítás: Az A mátrix SVD-je legyen A = UΣV

T . Ekkor felhasználva a Frobenius-norma unitér-invarianciáját, majd W

′ = V^T W helyettesítést alkalmazva, f^2(A, k) = max

W ortogonális ‖AW I_{k,m}‖_F^2 = max

W ortogonális ‖ ‖ΣV^T W I_{k,m} ‖ ‖_F^2

= max

W^′ ortogonális ‖ΣW^′I_{k,m}‖_F^2. A legutolsó mennyiséget fogjuk alulról és felülről is becsülni. Egyrészt a W ′ = I választással kapjuk, hogy f^2(A, k) ≥ σ^2_1 + σ^2 + · · · + σ^2_k. Másrészt legyen W^′ egy tetszőleges ortogonális mátrix. Ekkor W

′I_{k,m} oszlopainak normája egységnyi, ezért ‖W^′I_{k,m}‖_F^2 = k. Jelölje α i a W^′I_{k,m} mátrix i-ik sorában lévő elemek abszolút négyzetösszegét. E számokra 0 ≤ α i ≤ 1 és ∑_m i=1 α_i = ‖W^′Ik, m‖_F^2 = k. Ezek felhasználásával

‖ΣW^′Ik, m‖_F^2 = σ^2_1 α_1 + · · · + σ^2_mα_m ≤ σ^2_1 α_1 + · · · + σ^2_{k−1}α_{k−1} + σ^2_k(α_k + · · · + α_m) = σ^2_1 α_1 + · · · + σ^2_{k−1}α_{k−1} + σ^2_k(k − α_1 − · · · − α_{k−1}) ≤ σ^2_1 + σ^2 + · · · + σ^2_k.

1.4. Az SVD alkalmazásai A következő szakaszokban fontos a gyakorlatban is felmerülő számítási problémákra mutatunk példákat, melyek a szinguláris felbontás ismeretében egyszerűen megoldhatók. Közelítésekről lesz szó, ahol a „távolságot” valamely unitérinvariáns normával mérjük. A közelítések során a feladat egyszerűsítésére (pontosabban a feladatban szereplő mátrix szerkezetének egyszerűsítésére) két kulcslépésünk lesz: az egyik az ortogonális mátrixszal történő szorzás, a másik a változónak valamely ortogonális transzformáltjával való helyettesítése.

1.4.1. Pszeudoinverz

Adott R^n egy A altere és egy b ∈ C n pont. Feladatunk A altér b-hez legközelebbi pontját megtalalálni, illetve b távolságát meghatározni A-tól. Formálisan a

dist(A, b)^{def}= min_{a∈A} ‖b − a‖ mennyiséget és a minimumot beállító vektort keressük. Ha az altér valamely a_1, a_2, . . . , a_m pontok által feszített térként adott, akkor az A := (a_1 a_2 . . . a_m) jelöléssel élve a probléma a min x∈C^m ‖Ax − b‖ feladattal ekvivalens. A második probléma akkor is felmerül, ha egy Ax = b egyenletrendszernek nincs megoldása, ezért az ‖Ax − b‖ hiba minimális értékét mint közelítő megoldást keressük. A szokásos jelöléssel az A mátrix SVD-je A = UΣV^T . Ezt beírva az egyenletbe, majd az U

T mátrixszal balról szorozva, illetve az y = V

T x új változó bevezetésével, min x∈C^m ‖Ax − b‖^2 = min_{x∈Cm} ‖ ‖UΣV^T x − b ‖ ‖^2 = min_{x∈Cm} ‖ ΣV^T x − U^T b ‖_2 = min_{y∈Cm} ‖ ‖Σy − U^T b ‖ ‖^2,

ahol felhasználtuk a 2-norma unitér-invarianciáját. Az utolsó mennyiségben szereplő mátrix viszont speciális szerkezetű, csak az első r sorában szerepelnek nullától különböző számok, ahol r = rk(A), ezért bármely y esetén ‖ ‖Σy − U^T b ‖ ‖^2 ≥^n ∑ j=r+1 [U^T b]^2_j .

Másrészt ez el is érhető az alábbi y

′ választással:

y^′_i :=

{_1 σ_i [U T b]_i ha i ≤ r, 0 különben.

Visszatérve az x^′ = V y^′ változóra kapjuk a keresett x-et. A Σ_+ = diag⟨σ_1, σ_2, . . . , σ_r⟩ jelölés felhasználásával az alább foglaljuk össze a bizonyított állítást.

1.12. tétel. Az A = U ( Σ_+ 0 0 0 ) V^T szinguláris felbontással rendelkező A

mátrixhoz A^† := V ( Σ^{−1}_+ 0 0 0 ) U^T . A min_{x∈C}m ‖Ax − b‖ feladatban a minimumot az x^′ := A^†b helyettesítés állítja be, továbbá min x∈C^m ‖Ax − b‖ = n∑ j=r+1 [U^T b]^2_j ,

ahol r az A mátrix rangja.

1.13. következmény. Ha az r-rangú A ∈ R^{n×m} mátrix oszlopai A ∈ R^n alteret generálják, akkor bármely b ∈ R^n pontra

dist(A, b) = n∑ j=r+1 [U^T b]^2_j .

Adósak vagyunk még a szakasz címének indoklásával. Ha az A mátrix kvadratikus lenne és det(A) ≠ 0 is teljesülne, akkor az Ax = b megoldását az x = A −1b vagyis az inverzzel történő szorzás adná. Rögtön látható, hogy az A

† ezt a fogalmat általánosítja arra az esetre, amikor a mátrix nem négyzetes vagy nincs megoldása az egyenletnek, ezért A

†-t pszeudoinverznek nevezik. Megjegyezzük ugyanakkor, hogy a pszeudoinverznek az irodalomban elterjedt bevezetése és definíciója az itt leírtaktól különbözik, lásd: [2].

1.4.2. Közelítés kis rangú mátrixszal

Adott a_1, a_2, . . . , a_m ∈ C^n ponthalmaz és egy k > 0 egész szám, célunk megkeresni a pontokat legjobban közelítő legfeljebb k-dimenziós alteret. Az n = 2 és k = 1 az a speciális eset, amelyben egy síkon lévő ponthalmazra illesztünk egy origón átmenő egyenest. A feladat megoldásához először rögzítjük, hogy mit értünk egy közelítés „jóságán”. Egy altér és egy pont távolságát már az előző szakaszban bevezettük, egy ponthalmaznak egy A

′ altértől való távolsága

dist(A^′, {a_1, a_2, . . . , a_m})^{def}= m ∑ i=1 dist^2(A^′, a_i) .

Az alábbi állítással jutunk el a mátrixok kis rangú mátrixszal vett közelítésének feladatához.

1.14. állítás. Az A := {a_1, a_2, . . . , a_m} jelölést bevezetve min dim(A^′ )≤k

dist(A^′, {a_1, a_2, . . . , a_m}) = min_{rk(A′)≤k} ‖A − A^′‖_F .

Bizonyítás: Egyrészt A bármely k rangú A^′ mátrixszal történő közelítésekor A^′ := Im(A^′) altér távolsága a ponthalmaztól legfeljebb ‖A − A^′‖_F , innen adódik a ≤ irány. Másrészt egy tetszőleges A

′ altérhez legyen A

′ az a_i pontok vetületeiből alkotott mátrix. Ekkor dist

2(A^′, {a_1, a_2, . . . , a_m}) = ‖A − A^′‖_F^2 , ahonnan látható a ≥ irány is.

Mátrixok legfeljebb k-rangú mátrixszal történő közelítése más problémákból is előkerülhet, és mátrixok hasonlóságát más normában is vizsgálhatjuk, például a 2-normában. Az A = UΣV

T szinguláris felbontás esetén jelölje a szinguláris értékeket σ 1, σ 2, . . . , σ_r, ahol r = rk(A), továbbá i > r esetén σ i := 0. Az A = UΣV^T felbontás diádok összegeként is felírható: A = r∑ i=1 σ iu_iv^T_i .

Az összegben az i-ik diád súlya (Frobenius-normája) σ i-vel egyezik meg. Innen az ötlet, hogy egy legfeljebb k-rangú mátrixba válasszuk a k legnagyobb súlyú diádot, azaz A_k := k∑ i=1 σ iu_iv^T_i . Az A_k-val való közelítés hibája könnyen számítható, hiszen az A − A k mátrix SVD-je diádok összegeként felírva

A − A_k := n∑ i=k+1 σ iu_iv^T_i . A 6. és a 7. egyenlőségekből ‖A − A_k‖_2 = σ_{k+1} , ‖A − A_k‖_F = n∑ i=k+1 σ 2 i . A következő tétel azt mondja ki, hogy ennél kisebb hiba nem érhető el. 1.15. tétel. Tetszőleges A ∈ R^{n×m} mátrix és k ≤ min{n, m} esetén a fent bevezetett jelölésekkel min rk(A^′ )≤k

‖A − A^′‖_2 = ‖A − A_k ‖_2 = σ_{k+1} ,

min rk(A^′)≤k ‖A − A^′‖_F = ‖A − A_k ‖_F = n∑ i=k+1 σ 2 i .

Bizonyítás: A jobb oldali egyenlőségeket és a bal oldaliakból a ≤ irányt már igazoltuk. A továbbiakban azt mutatjuk meg, hogy a közelítések nem javíthatóak. Ha A^′ egy legfeljebb k rangú mátrix, akkor dim(Ker(A ′)) ≥ n − k . Válasszunk egy T ⊆ Ker(A

′) alteret, melynek dimenziója pontosan n − k, ekkor ‖A − A^′‖_2 ≥ max_{x∈T} ‖x‖=1 ‖(A − A^′)x‖ = max_{x∈T} ‖x‖=1 ‖Ax‖ ≥ σ k+1 , ahol az utolsó egyenlőtlenség a 9. összefüggésből következik. Így a tétel felső egyenlőségét igazoltuk.

A tétel alsó egyenlőségében a ≥ irányhoz szintén induljunk ki egy tetszőleges A^′ mátrixból, melyre rk(A^′) ≤ k. Továbbá az A^′ mátrix SVD-je: A^′ = U^′Σ^′V^{′T} . Valamint bevezetjük az I n,k def= (e 1, e_2, . . . , e_k)^T jelölést, ahol e_i ∈ R^n az i-ik egységvektor. Ha egy M mátrixnak n sora van, akkor I n,kM a mátrix első k oszlopát tartalmazza.

‖A − A^′‖_F^2 ≥ m∑ i=1 dist^2(Im(A^′), A_{(i)}) a definíciók miatt ≥ m∑ i=1 n∑ j=k+1 [U^′A_{(i)}]^2_j az 1.13 következményből;

= n∑ j=k+1 ‖ ‖(U^′A)^{(j)} ‖ ‖^2

= ‖U^′A‖_F^2 − ‖ ‖I^{n,k}U^′A ‖ ‖_F^2 ≥ ‖U^′A‖_F^2 − k∑ i=1 σ 2 i az 1.11. tétel miatt; ≥ ‖A‖_F^2 − k∑ i=1 σ 2 i mivel ‖·‖_F unitér-invariáns; = n∑ i=k+1 σ 2 i a 7 egyenlőségből.

Jelölések A, B, . . . Mátrix. a, b, . . . Vektor. A, B, . . . Altér. λ_1, λ_2, . . . Sajátérték. σ 1, σ 2, . . . Szinguláris érték.

λ_{max}(M) Az M négyzetes mátrix legnagyobb sajátértéke. M^{(i)} Az M mátrix i-ik sora. M_{(i)} Az M mátrix i-ik oszlopa. [v]_i A v vektor i-ik eleme. I Egységmátrix.

e_i Az i-ik egységvektor.

I^{n,k} Az az n×k méretű mátrix, melynek i-ik oszlopa e i. I_{m,k} Az a k × m méretű mátrix, melynek i-ik sora e T i . ‖·‖ Vektor vagy mátrix norma, alapértelmezésben vektorok 2-normája.

‖·‖_2 Vektor vagy mátrix 2-normája. ‖·‖_F Mátrix Frobenius-normája.

tr(M) A négyzetes M mátrix főátlójában lévő elemek összege.

rk(M) Az M mátrix rangja.

Im(M) Az M mátrix oszlopai által feszített vektortér. Ker(M) Azon x vektorok halmaza, melyekre Mx = 0. span{v_1, v_2, . . . , v_n} A v_1, v_2, . . . , v_n vektorok által feszített tér. M^† Az M mátrix pszeudoinverze. diag⟨α_1, α_2, . . . , α_n⟩ Az az n × n méretű diagonális mátrix, melynek főátlójában az α_1, α_2 . . . , α_n számok szerepelnek.

dist(A, b) A b pont távolsága az A altártől. dist(A, {a_1, a_2, . . . , a_m}) Az A altér távolsága az {a_1, a_2, . . . , a_m} ponthalmaztól.

M^T Az M mátrix transzponáltja.

M^∗ Az M mátrix transzponált-konjugáltja (adjungáltja).

Alapfogalmak

Szimmetrikus mátrix Olyan négyzetes M mátrix, melyre M^T = M. Többször támaszkodunk arra a tényre, hogy szimmetrikus mátrixok ortogonális transzformációval diagonalizálhatók és sajátértékei valósak.

ortogonális vektorrendszer Olyan u_1, u_2, . . . , u_k vektorrendszer,

melyre u T i u_j = { 1 ha i = j, 0 különben.

teljes ortogonális vektorrendszer n-dimenziós vektorokból alkotott n-elemű ortogonális vektorrendszer. Többször felhasználjuk majd, hogy ortogonális vektorrendszer kiegészíthető teljessé.

ortogonális mátrix Olyan U mátrix, melynek oszlopai teljes ortogonális vektorrendszert alkotnak, másképp mondva U^T U = I . Megjegyezzük, hogy ha U és V ortogonális, akkor U^T és UV is ortogonális.

Hivatkozások

[1] G. W. Stewart és J.-g. Sun, Matrix Perturbation Theory, Academic Press,

San Diego, California, 1990.

[2] Rózsa Pál. Lineáris algebra és alkalmazásai, Műszaki Könyvkiadó, 1976.

[3] H. Wilkinson. The Algebraic Eigenvalue Problem. Clarendon Press, Oxford, England, 1965. 33 [4] Carlo Tomasi. Mathematical Methods for Robotics and Vision.

http://www.stanford.edu/class/cs205/notes/book/book.html