1. Szingularis felbontas

Napjaink egyik fontos probléméja a nagy dokumentumhalmazokban torténd ke-
resés illetve tematizalas. Sajnos egy dokumentum pontos jellemzéséhez hatalmas
mennyiségi attribatumra van sziikség. A cél, hogy kivalasszunk néhany olyan
jellemzd attributumot vagy azokbdl szamithaté mennyiséget, amely még alkal-
mas a dokumentumok koézelité jellemzésére és paronkénti Osszehasonlitaséra.
A dokumentumhalmazbél egy matrixot készitlink, melynek sorai a dokumen-
tumoknak felelnek meg, oszlopai pedig az attributumok értékét irjak le. Igy
feladatunk a métrix sorainak kisebb dimenziéju vektorokkal valé helyettesitése.
Ez a probléma vezet el az eredeti matrix kis rangt matrixszal torténd kozelité-
séhez. Ugyanis, ha a kozelelité méatrix rangja k, akkor sorai felirhatoak k vektor
linearis kombinaci6jaként. Igy a dokumentumokhoz tartozé sorvektorok egy k
dimenziés vektorral jellemezhetSk, az Gj paraméterek pedig a k-elemi bazisban
torténd felirdshoz tartozé koordinatak lesznek. Egy matrix kis rangt méatrixszal
torténd legjobb kozelitése a XX. szazad elején megoldott probléma. Az eljarast a
statisztikaban fékomponens analizisnek illetve legkisebb négyzetek mddszerének
is nevezik. Az eljaras kulcsa a matrixok szinguldris felbontdsa, melyet részletesen
és tobb oldalrol megvilagitunk ebben a fejezetben.

A bevezet szakaszban a felbontast és a kozelits eljarast egy egyszerd példan
mutatjuk be, valamint kimondjuk a koézelités optimalitdsara vonatkozé legfon-
tosabb allitast. A fejezet tovabbi részeiben a koézelitést formaélisan és részletesen
targyaljuk és igazoljuk az optimalitasrél szolo tételt. Az elsG szakaszban tisztaz-
zuk, hogy mit jelent matrixok kozelitésének ,,josaga’, azaz bevezetjiik a matrix-
norma fogalmat. A masodik szakaszban definialjuk a szingularis felbontést, tobb
bizonyitast is mutatunk annak létezésére. A harmadik szakaszbdl kideriil, hogy
milyen szoros kapcsolat all fenn a szingularis értékek és méatrixnormak kozott.
Az utolso szakaszban a szingularis felbontas két alkalmazésat targyaljuk, koztik
megvalaszoljuk a kis rangt matrixszal val6 kozelités kérdését.

Példaként tekintsiik az alabbi dokumentumhalmaszt:

e 1. dokumentum: ,Vagy vagy, vagy nem vagy.”
o 2. dokumentum: ,Vagy vagy a Vagy, vagy vagy a Nem Vagy.”

e 3. dokumentum: ,Ha vagy a Vagy, nem vagy a Nem Vagy, ha vagy a Nem
Vagy, nem vagy a Vagy.”

A dokumentumhalmaz jellemzésére a szd-dokumentum mdtrizot hasznaljuk,
melynek sorai a dokumentumoknak, oszlopai a szavaknak felelnek meg. Az i-ik
sor j-ik eleme megegyezik a j-ik sz6 el6fordulasinak szamaval az i-ik dokumen-
tumban.

Az igy nyert méatrixot a tovabbiakban A-val jeloljik. Természetesen A-bol
nem 4llithaté vissza az eredeti dokumentumhalmaz (hiszen a szavak el6fordulasi
sorrendje nem szerepel benne), mégis ugy gondoljuk, hogy sorai jol jellemzik az
egyes dokumentumokat. A gyakorlati szempontb6l is érdekes dokumentumhal-
mazoknél az igy nyert méatrixnak 100000 oszlopa is lehet, ezért felmeriil az igény
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az oszlopok szaménak csokkentésére. Kézenfekvonek latszik a megoldas, hogy
hagyjunk el néhany oszlopot a méatrixbdl. Nyilvan olyan oszlopokat hagyunk
el, amelyekben Gsszességében kevés adat van, példinkon a mésodikat és a har-
madikat toroljiik. Ez azt jelenti, hogy az A maétrixot az aldbbi A’ méatrixszal
kozelitjiik.

0 0 0 4

A=[2 006

4 0 0 8
A kozelités hibajat az A— A’ matrix normdjdval, vagyis az ||A — A'|| nem negativ
szdmmal mérjiik. A matrixnorma fogalmét a kovetkezs szakaszban altaldnosan

is ismertetjiik, most a Frobenius-normdt hasznaljuk, mely megegyezik az elemek
négyzetosszegének négyzetgyokével. A példankban ez

|A— A"l = V12412 422 442 ~ 4.69.

Az el6bbi eredmény lényegesen javithato, ha a kozelitésnél nem csak az att-
ribatumok elhagyésat (illetve kivalasztasat) engedjiik meg. A dokumentumokat
leiré, 4j attribatumokat most az eredeti attribatumok valamilyen lineéris kombi-
irjuk le az értékeket, masrészt jol kozelitsiik az eredeti matrixot.

El6szor elkészitjiik az A matrix szinguldris felbontdsdt. Altalaban egy n x m
méretl rk(A) rangt A méatrix esetében ez megegyezik az

rk(A)
A= Z aiuiviT
i=1

minimalis diadikus felbontassal, ahol az wu; vektorok ortogonalis rendszert al-
kotnak n dimenziéban, a v; vektorok pedig m dimenziéban. Tovibba a o;
szamok egy nem novekvGen rendezett pozitiv valés sorozatot alkotnak, azaz
o1 > 02 > -+ > oua) > 0, ezeket szinguldris értéknek nevezik. A fejezet ké-
s6bbi részében igazoljuk, hogy minden méatrixnak létezik ilyen felbontésa és a
szingularis értékek egyértelmiiek. Megjegyezziik azt is, hogy a szingularis felbon-
tast a késGbbiekben kissé eltéré modon fogjuk bevezetni, azonban a két felirds
ekvivalencidjéra is kitériink majd.

Egyszertien belathato, hogy az A-val megegyezd méretd w;v] diddokra
||u,»fuiT H » = 1. Ezért a diadikus felbontéasban szerepld tagokra ||a,u,UlT|| F =0,
vagyis a felbontasban az egyes diddok sulyat pont a megfelels szingularis értékek
adjak. A példankban szereplé A matrix rangja 3, a szingularis értékeknek pedig



o1 = 10.43, o5 = 2.57, 03 = 1.29 adodik. A korabbi kozelitéshez hasonl6an most
is két attribitummal leirhaté dokumentumokat szeretnénk szamitani, ezért az
A marix 2 rangi kozelitését keressiik. Mohé médon vélassztjuk ki a két legna-
gyobb (o ill. o3) sulyu diddot, igy kapjuk az As-vel jelolt 2-rangi kozelitést,
azaz

0.52 -0.22 0.21 3.96
1.56 0.19 0.67 6.03
410 1.96 1.84 5.99

Ay =10.43ugvi + 2.57 ugvs

A kozelités hibaja most [|[A — As||p = 1.29 , ami jelentds javulast mutat a ko-
rabbi A’ métrixhoz képest. Az A, métrix sorai felirhatéak a {vy,v2} bézisban,
e feliras koordinéataibél kapjuk a dokumentumok leirdsara hasznalandé két att-
ribatumot.

A példahoz hasonloan altalaban egy n x m méretd A méatrix egy k rangu
kozelitését (k < rk(A)) az elsS k legstlyosabb diad 6sszegébdl nyerjiik, ezt Ag-val
jeloljiik. A hasznalt jelolésekkel

k
Ak = E O’iui'UZ-T.
i=1

A fejezet legfontosabb allitasat az alabbi tétel mondja ki.

1.1. tétel (Mises). Az A mdtrixz k rangi kézelitései kizil Ay hibdjo minimdlis,
ha a kozelités hibdjdt az ||A — Ag|| mennyiséggel mérjik, ahol ||-|| egy tetszéleges
unitér-invaridns mdtriznorma.

A feltételben szerepld unitér-invarincia fogalmat a kdvetkezd szakaszban vezet-
jik be, de megjegyezziik, hogy az eddig hasznalt Frobenius-norma rendelkezik
ezzek a tulajdonsiggal. Ebben a tanulmanyban a tételnek a Frobenius- és a
2-norméra vonatkozé specialis esetét fogjuk igazolni, az altaldnosabb gondolat-
menethez 1asd: [1].

1.1. Vektorok és matrixok normaija

A v: R"™™ — R leképezést mdtrixnormdnaek nevezziik, ha tetszéleges A, B €
R™*™ matrixszal és a € R szammal kielégiti az alabbi harom Gsszefiiggést:

A#0=v(4) >0
v(aA) = |alv(A)
v(A+ B) <v(A) +v(B)
A méatrixnorma, m = 1 specialis eseteként adodik a wvektornorma, elGszor né-

hany sz6t ejtiink errdl és utana a méatrixokérol. Vektorok 2-normdjdt az alabbi
egyenl@séggel definidljuk, ahol v egy n-dimenzids vektor:




Az els6 két norma-axiéma nyilvanvaléan teljesiil, a haromszdg-egyenlStlenség
pedig a Cauchy-egynlGtlenség felhasznalasiaval igazolhaté. A  Cauchy-
egyenlétlenség vektorok skalaris szorzata és 2-norméja kozti kapcsolatot ir le:

=%yl < llzll, llyll, ,

ahol egyenlGség pontosan akkor van, ha x és y linearisan Gsszefliggdk.

Vektornormakat mas médon is definidlhatnank, példaul négyzetgyokvonas és
négyzetre emelés helyett tekinthetnénk 1/p-ik illetve p-ik hatvanyt is. Azonban
a 2-normét egy fontos tulajdonsag tiinteti ki a lehetséges vektornormék koziil.
Egy vektornormat unitér-invaridnsnak neveziink, ha tetszéleges x vektor és U
ortogonalis matrix esetén

llzl| = [|Uz]] .
Elgszor megmutatjuk, hogy a 2-norma rendelkezik a fenti tulajdonsaggal:
lzll,* = 2"z = 2"UUz = (Uz)" (Us) = |[Ua]|,*,

tetsz6leges x vektorral és U ortogondlis métrixszal, ahonnan adédik az &lli-
tas. Masrészt a forditott irdnyhoz legyen ||-|| egy tetszSleges unitér-invarians
norma, és x; egy olyan vektor, melyre ||z1|| = 1. Ekkor az {z | ||z|]] = 1}
halmaz elemei felirhat6ak Uzx; alakban valamely U ortogonélis matrixszal. Az
el6z6 egyenl@séglanc felhasznélasaval e halmaz elemeinek 2-normaja megegyezik
|z1]], mennyiséggel. Ezzel igazoltuk a kovetkezd allitast:

1.2. allitas. Egy ||-|| vektornorma pontosan akkor unitér-invaridns, ha vala-
mely ¢ > 0 konstanssal ||-|| = c||-||5 , azaz ha megegyezik a 2-norma konstansszo-
rosdval.

Az unitér-invariancia fogalma a vektorok és normak geometriai jelentésével is
jol magyardzhat6. A vektort egy irdnyitott szakasznak képzeljiik, a norméja
megegyezik annak ,hosszaval”. Az ortogonéalis matrixszal val6é szorzis pedig a
forgatas fogalmat altalanositja magasabb dimenziékban. Igy egy norma unitér-
invariancidja azt a tulajdonsagot irja le, hogy a vektor hossza forgatas kdzben
nem véaltozik.

Most attériink méatrixok normajanak targyalasara. Két kiillonb6zé matrix-
normat fogunk bevezetni és hasznalni. Elgszor a vektorok 2-norméjihoz hasonléd
moédon definidlunk matrixnormét:

def
14llr =

amelyet Frobenius-normdnak neveziink.
A Frobenius-norma a Cauchy-egynlGtlenséghez hasonlo Gsszefiiggést is kie-
légit:

1.3. allitas. Tetszdleges A € R"*™ B € R™*P mgdtrizok esetén

IABll < [lAllp 1Bl -



A bizonyitas elemi 1épésekkel végezhets a Cauchy-egyenlGtlenség felhasznéalasa-
val. Egy méatrixnormat konzisztensnek neveziink, ha Osszeszorozhaté matrixok
és szorzatuk kielégiti a fenti egyenl6tlenséget. Ezzel a tulajdonsiggal nem min-
den matrixnorma rendelkezik, pedig a konzisztenciara nagy sziikség van iteracios
algoritmusok hibabecslésénél. Ilyen eljaradsokban az n-ik lépés hibavektorat az
n — 1-ikbdl egy iteracios matrix szorzasaval kapjuk. Ha példaul az Osszes itera-
ci6s matrix normaja kisebb %—nél, akkor a norma konzisztenciajabol adédik a
hiba ()" sebesség( lecsengése.

A miésodik altalunk hasznalt matrixnormat agy definidljuk, hogy az konzisz-
tens legyen a vektorok 2-normajaval, azaz szeretnénk ha minden z vektorra és
A maétrixra teljesiilne a kovetkezd egyenlGtlenség:

1Azlly <I[[Allllll, -

A egyenl6tlenséghdl adodik egy also becslés || A|| értékére, ezzel az alsé becsléssel
definidljuk matrixok 2-normdjdt, mas néven spektrdlnormdjdt:

def
14]l, = max || Az]l, .
lell,=1

A képletet roviden ugy értelmezhetjiik, hogy egy A matrix esetén ||A||, egy z
vektor A métrixszal torténé szorzasaval elérhetd ,legnagyobb nydjtas” mérté-
két hatarozza meg. A norma-axiomak teljesiilése mindkét esetben egyszertien
ellendrizhet6 a vektorok 2-normajanak tulajdonsagaibol.

Most néhany olyan Gsszefiiggést mutatunk, melyek szintén meghatarozzik
az eddig megismert méatrixnormakat. Tetsz6leges A € R™*™ matrix esetén az
AT A métrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, ezért sajatértékei nem negativ
valés szamok, melyeket A\; > Ap > --- > A, > 0 jelol.

1.4. allitas.

Al = /tr(ATA) (1a)
Al = VM +da+-+An (1b)
14, = VM (1c)
All, = Hw||2:‘?ﬁ|°§,||2:1|yTAm| (1d)
1Al, = [|A7, (Le)

Bizonyitas: Az AT A matrix f54tlojaban szerepls j-ik elem megegyezik az A
métrix j-ik oszlopaban el6fordulé elemek négyzetdsszegével. Igy tr(AT A) nem
mas mint A Osszes elemének négyzetdsszege, ezzel igazoltuk az elsé egyenlGtlen-
séget. A masodik Osszefliggés pedig az elsé kdvetkezménye, hiszen egy matrix
nyoma megegyezik sajatértékeinek 6sszegével. A harmadik 6sszefiiggéshez:

All, = max ||Az||, = max zT AT Az| = /1.
Il = max ldel, = max \/lo AT sl = /s



A negyedik egyenlGség esetén a > irany a Cauchy-egyenlGtlenségbhdl adodik,
mert
|Az[l, = llyll, |Azll, > |y* Az],

tetszbleges y és = vektorra, melynél ||z[|, = [ly|l, = 1. Legyen z; az [|Az||,
maximumét beallito vektor, ezt behelyettesitve az el6z6 egyenlStlenségbe kapjuk
a > iranyt. Masrészt z; és y; := mz‘lﬂh vélasztassal

2

lyi Az | = [|Az1ll, = [IAll,

adodik, amivel a < irdnyt is belattuk. Végiil az utolsé Osszefiiggés a negyedik
kovetkezménye, hiszen a szimmetrikus kifejezésben szereplé A lecserélhetd
AT ra. O

Maétrixok norméjihoz is tarsithaté a vektorokéhoz hasonld geometriai jelen-
tés. Tetszoleges A métrix esetén az

def
Ex={Az||lzll, =1}

egy ellipszoidot hatidroz meg, melynek dimenzidja rk(A). A matrix norméaja
szemléletesen ennek az ellipszoidnak a ,nagysagat” jelenti. Az ellipszoidot kor-
bevehetjiik egy olyan rk(A)-dimenzios téglatesttel, melynek élei parhuzamosak
a fétengelyekkel, és az élek hossza megegyezik a fétengelyek hosszaval. Ekkor a
Frobenius-norma megegyezik a téglatest leghosszabb testatldjaval, a 2-norma
pedig annak leghosszabb élével vagyis a legnagyobb f&tengely hosszaval. Ez
az 1b. és az lc. egyenldséghdl adodik felhasznélva, hogy az ellipszoid f6ten-
gelyeinek hossza megegyezik AT A sajatértékeivel (ut6bbi bizonyitasdhoz 1asd:
[2]).

Ha egy A métrixot az UT és a V ortogonalis métrixokkal szorzunk, akkor
E4-bol forgatassal nyerjilkk az Epr 4y ellipszoidot. A matrix norméjatol azt
varnink, hogy ne valtozzon e mivelet hatasidra. E tulajdonsig azonban nem
igaz tetszéleges normaéra.

1.5. definicié. Egy ||-|| mdtriznormdt unitér-invariansnak mondunk, ha tetszd-
leges U és V' ortogondlis mdtrixokkal

|[UT AV = [IA]l.
1.6. allitas. A Frobeinus és a 2-normdk unitér-invaridnsak.

Bizonyitas: A 2-norméra méar kordbban belattuk, a Frobenius-norméra
pedig nyilvanvald, hogy egy métrix és transzponéltja esetén megegyezik, ezért
elég azt megmutatni, hogy egy ortogonalis métrixszal balrél szorozva nem vil-
tozik a norma. Utdbbi a 2-norma esetén abbdl adédik, hogy a maximalizalandé
|Az||, = |U” Az |, barmely  esetén. A Frobenius-norma unitér-invariancidja
szintén visszavezethetd vektorok 2-normajééra, hiszen az U matrixszal szoroz-
hatunk oszloponként, és a normét is szamithatjuk az oszlopokébél. O



Az unitér-invaridns norméak karakterizalasa nehezebb probléma mint a vektorok-
rél sz616 1.2. allitas, az errdl sz6ld6 Neumann Janostol szarmazoé tételhez lasd:
[1].

A dolgozat hatralev részében vektorok 2-norméjara egyszertien a
[|-]| jel6lést, matrixokéra pedig a ||-||, jelolést, Frobenius-norméra a ||-||p jelolést
hasznaljuk.

1.2. Szingularis felbontéas

Egy nem sziikségszertien négyzetes A € R™ ™ matrix szinguldris felbontdsdn
(singular value decomposition, SVD) az olyan

A=UxVT

szorzattd bontast értjiikk, ahol U € R™*™ ¥V € R™*™ ortogonalis matrixok,
tovabba a ¥ matrix A-val megegyez6 méretd és a bal fels6 sarokbol 45°-ban
lefele elhelyezked6 o1 > o2 > --- > o, > 0 pozitiv szamokat csupa 0 kdvet
és a tobbi elem szintén 0. A o; szamokat szinguldris értékeknek nevezzik, és
a o; := 0 valasztassal terjesztjiik ki az ¢ > r esetre. A felbontasbdl lathato,
hogy rk(A) = rk(X) = r. Az U és a V oszlopait bal- illetve jobboldali szinguldris
vektoroknak mondjuk. Felszinesen nézve a felbontast arra gondolhatnank, hogy
matrixok diagonalizalasanak altalanositasardl van széd, ugyanakkor az alabbi té-
tel bizonyitasaibdl lathato, hogy a szingularis felbontas visszavezethets szim-
metrikus méatrix spektralfelbontasara. Megjegyezziik, hogy a kapcsolat forditva
is fenn all: egy szimmetrikus matrix SVD-jébdl egyszerd valtoztatassal megkap-
hato spektralfelbontasa.

1.7. tétel. Tetszdleges A € R™™™ mdtrizhoz léteznek U € R™™™, V € R™*™
ortogondlis mdtrizok, melyekkel

UTAV =%,
ahol
Ye Rnxm’ 3= 20+ 8 ) , E+ = diag(01,02,.. -;Ur>a

tovdbbd o1 > 09 > --- > o, > 0.

Az allitasra harom bizonyitast is mutatunk, melyek az U, V és ¥ matrixok illetve
o; szamok jelentését tobb oldalrdl is megvilagitjak.

1. bizonyitas: Teljes indukciot alkalmazunk min{n,m} mennyiségre. Ha
min{n,m} = 1, akkor az A matrix egyetlen a := A vektorbol 4ll és feltessziik,
hogy ez oszlopvektor. Az a vektorhoz biztosan talalhat6 olyan ortogonalis méat-
rix, mellyel UTa = ||a|| e1, vagyis ¥ = ||a||e; és V = (1) valasztassal adodik az
allitas.



A tovabbiakban a min{n,m} > 1 esetet vezetjiik vissza egy (n — 1) x (m —
1) méretd matrix felbontésara. Feltessziik, hogy A # 0 kiilonben a felbontas
trivialis.

1
o1 := ||4|], = max [|Av]| vy := argmax || Av|| up = — Awn
llvll=1 lv]l=1 o1
Egészitsiik ki tovabba az w; és vy vektorokat Uy := (ujus ... u,) és Vi =

(v1v2 ... vy) ortogondlis matrixokki. Ekkor a w, z és A, jeloléseket bevezetve

T
oravi= (7Y ). wan= (7). vatu=( 7).

Az 1.4. allitas szerint o1 = ||All, = ||AT||,, ezért az |jus|| = [jv1|| =1 vektorok
esetén ||Auy || < oy és |ATvi|| < o1. Innen a vektornorma unitér-invarianciajat
felhasznélva kapjuk, hogy

¥4 w

Ez viszont csak ugy lehetséges, ha z = w = 0, vagyis igazoltuk, hogy

T _ (o1 O
UT AV, = ( 04 > .
Indukcios feltevésiink alapjan az (n—1) x (m—1) méretd A2 méatrixhoz talalhatok
U, és V, ortogondlis matrixok, melyekkel UJ AV, = ¥y, Az

r._(1 0 T . T 1 0
U'_<0U2T>U1 és V._V1<0V2)

valasztassal kapjuk a kivant felbontasat A-nak:

T [ o1 O .
v (% 8 )os

|

2. bizonyitas: Az AT A méatrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, ezért
ortogonélis transzformaciéval diagonalizalhatd, és a sajatértékek nem negativ
valos szamok. A sajatértékek legyenek o > o2 > --- > 02 > 0. Az ezekhez
tartozo sajatvektorokbdl alkotott ortogonéalis matrixot jelolje V', ekkor

T +T _ 23_0
VAAV—(O E

A maétrixot két részre osztva V = (V. V), ahol V. € R™*" a pozitiv sajatérték-
hez tartozé sajatvektorokat tartalmazza. Vagyis

VTAT AV, = %2



Vezessiik be az
U, := AV, 2"

jelolést, ekkor
A=U>x, VT

Az U, vektorai ortogonalis vektorrendszert alkotnak, ezt kiegészitve az U :=
(U, Us) ortogonélis matrixsza

- Yy 0\ pr
(% )

|

3. bizonyitas: Tekintsiik az alabbi (n + m) X (n + m) mértd métrixot:

0 A
M = ( AT 0 ) ’
amely szimmetrikus, ezért ortogonalis tramszforméaciéval diagonalizalhato és sa-
jatértékei valosak. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:
® g1 > 09> --- >0, >0 jelolje M Osszes pozitiv sajatértékét;

e az ezen értékekhez tartozd sajatvektorok teljes ortogonélis vektorrendsze-
rét jelolje wy, wa, .. . wy;

U;

° ( u? ) := w;, ahol u; € R™ és v; € R™;

e U,:=(uguz ... up) és V. := (v1 vy ... v.), ahol U, € R**" &5 V. € Rm*"
métrixok;

o ¥, :=diag{o1,02,...,0.).

A bevezetett jelolésekkel
0 A u.-\_( U >
AT 0 - )\ W, +

AV, = U3, , 3)
ATU, =V, 3, . (4)

<

ahonnan

Elég volna belatnunk, hogy UTU, = VTV, = LI, mert akkor U, := V2U] és
V! := \/2V, valasztassal a 3 egyenlSségbSl A = U,V is adédna. A tétel
bizonyitasat pedig agy kapnank, hogy az U, és V,! matrixokat kib&vitenénk az
U és V ortogonalis matrixokka, melyekkel

_ 5y 0\ 1
A—U(O 0>V.



A tovabbiakban tehat az UTU, = V,TV, = 1T allitast igazoljuk. Egyrészt
tudjuk, hogy
Ur
Ve

hiszen az M maétrix sajatvektoraibol alkotott ortogondlis vektororrendszerrsl
van sz6. Mésrészt a 3. és a 4. egyenlGség felhasznalasaval

(o ) (5 )= )= (38 ) - (5 ),

vagyis az ( U‘; ) oszlopai valamely —o; < 0 negativ sajatértékhez tartozo
—Vr

Iz(UfmT)( >=UTTUT+VTTVT, (5)

sajatvektorok. Viszont a szimmetrikus M matrix kiilonb6z6 sajatértékeihez tar-
tozé sajatvektorai ortogonélisak, ezért

U,

— T _ v/ T
0_(Ur W)(W

) =UlU, -V, V,.
Ebbél és az 5 egyenléségbdl kapjuk, hogy UTU, = V,'V, = 1I, amibdl mér
lattuk, hogy kovetkezik az allitas. O

A hérom bizonyitasban eltér§ mdédon jutottunk el az SVD felbontéishoz,
ezekbdl kideriiltek az alabbi fontos tulajdonsigok, melyeket késébb gyakran hi-
vatkozas nélkiil is hasznalni fogunk.

o Az u, és vy szingularis vektorok az |7 Ay| értékét maximalizaljak. Az uy
és vy, vektorok szintén az |27 Ay| mennyiséget maximalizaljak azzal a to-
vabbi megkotéssel, hogy uy, a mar meghatarozott uy, us, . . ., ux—1 vektorok
és v a vy, Ve, ..., V—1 szingularis vektorokkal egyiitt ortogonalis rendszert
alkosson. A szingularis értékek pedig megegyeznek a felvett fiiggvényérték-
kel, vagyis o; = |ul Av;|.

e Az A =UTXV felbontésban U oszlopai az AAT métrix, és V oszlopai az
AT A matrix sajatvektoraibol alkotott teljes ortogonélis vektorrendszerek.
A szingularis értékek pedig az AAT illetve az AAT méatrix sajatértékeinek
négyzetgyokei.

o Egy A métrix szingularis értékei az AT 0 métrix pozitiv sajatéré-

keivel egyeznek meg. A szingularis vektorparokat az ezekhez tartozé sa-

jatvektorok particionalasaval nyerjiik.

A tétel bizonyitasabol az is 1athatd, hogy a szingularis értékek és maga a X
matrix egyértelmd. A szinguléris vektorok egyértelmiségérdl pedig annyi igaz,
hogy tetszéleges ¢ konstanssal megegyez6 szingularis értékhez tartozé bal- és
jobboldali vektorok altal generalt tér egyértelmd. A nem egyértelmiség egyik
forrésa, hogy az u;,v; part mindig helyettesithetjiik a —u;,—v; parral. A masik
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forras abbol adodik, hogy a ¢ nem sziikségszeriien egyszeres szingularis érték,
ilyenkor tobb ortogonalis vektorrendszer is valaszthat6é bazisnak.
Végiil ratériink az SVD geometriai jelentésére, és ezen a ponton deriil ki

az is, hogy milyen szoros kapcsolat all fenn az SVD és a matrixnormék kozott

(pontosabban az unitér-invarians normak kozott.) Idézziik fel az E4 def {Az |

|||, =1} ellipszoidot. Az E4 ellipszoidnak Fs; elforgatottja, viszont utébbibol
a f6tengelyek hossza konnyen szamithato, azok megegyeznek a o; értékekkel. A
geometriai szemléletbdl és algebrailag is 1athato, hogy egy unitér-invarians ||-||
norma esetén ||A|| = ||X||, vagyis a szingularis értékekbsl szamithato ||A].
Példaként emlitjiik a Frobenius- illetve a 2-normat:

1Ay = [I%lly = o1, (6)

IAlF =

1.3. A szingularis értékek meghatasozasa normakkal

Az el6z6 szakasz utolso két egyenlGségét fogjuk dltalanositani, melyekben meg-
mutattuk, hogy a 2- és a Frobenius-norméak hogyan szamithatok a szingularis
értékekbdl. Most a forditott irdanya kapcsolattal foglalkozunk, vagyis a tobbi
szingularis értéket a normakkal meghatirozé formulakroél lesz sz6.

ElGszor szimmetrikus matrixok sajatérékeit karakterizild Osszefiiggést mu-
tatunk, mely egyszertien atvihets lesz a szingularis értékekre.

1.8. tétel (Courant-Fischer). Legyen A € R™ " egy szimmetrikus mdtriz,
melynek sajdtérétkei a \y > Ao > --- > X\, szamok, ekkor

Ay = max min z? Az,
dim(S)=k z€S
llzll=1
Ay = min max z’! Az,
dim(S)=n—k+1 xS
llzll=1

ahol § a R™ megfelelé dimenzids alterét jeldli.

Bizonyitas: Az A métrix spektralfelbontdasaban a A1, Aa, ..., A, sajatérté-
kekhez tartozé sajatvektorokat jelolje qi1,qa, - - -, qn-

Az els6 egyenlGségben a maximalizalaskor valaszthatjuk az S' :=
span{qi, g2, -- -, qx + alteret, ekkor barmely z € &', ||z|| = 1 vektorra 27 Az >
Ak, tehét

A < max min 27 Az.
dim(8)=k zES
llzll=1
Masrészt megmutatjuk, hogy a jobb oldali mennyiség Ax-nal nem nagyobb. Le-
gyen S egy tetszbleges k-dimenzids altér, ekkor

S Nspan{qr, Gr+15---,qn} # 0,
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mert dim(span{gg, gk+1,---,dn}) =n — k+ 1. Legyen ' egy ||z|| =1 vektor a
metszetben, erre a vektorra z'7 Az’ < \. Vagyis barmely S altér esetén

Ak > min ,
TzES
llzll=1

amivel a > irdnyt is igazoltuk az elsé egyenlGséghez.

A masodik egyenlGséget nagyon hasonlé médon igazoljuk. Egyrészt a > irdny
adodik az S’ := span{qk,qk+1,---,qn} vilasztassal. Masrészt egy tetszoleges
n — k + 1-dimenzios S altér esetén

SN Span{Ql;‘h: .- '7qk} 7é @7

ahonnan a < irany is lathaté. O

1.9. k6évetkezmény. Tetszdleges A € R™*™ mdtrix oy szinguldris értékére

o = ax in ||A 8
k dirg(ls):k rznelg 14=1l, (8)
llz][=1
= min max ||Ax 9
Ok dim(S):m—k+1 ||$ﬁ5}-(1 || ||5 ( )
z||l=

ahol S a R™ megfelelé dimenzidji altere.

Bizonyitas: Az 1.8. tételt alkalmazva az AT A métrixra kapjuk a két egyen-
16séget. O

A 9. egyenl@ségben az S altér vektorait felirhatjuk egy (n — k + 1)-elemt béa-
zisdban, mely ortogonélis vektorrendszert alkot. Innen kapjuk a 6. egyenlGség
altalanositasat:

1.10. kévetkezmény. Az A € R™*™ mdtriz esetén

o1 = min 4T, ,

ahol a minimumot az dsszes m x (m — k + 1) méretd U mdtriz folott vesszik,
melynek sorai ortogondlis vektorrendszert alkotnak.

Most attériink a 7. egyenlGség altalanositasara. Ha az A € R™ ™ matri-
xot egy W € R™*™ ortogonalis méatrixszal szorozzuk, akkor a Frobenius-norma
véltozatlan marad, vagyis ||Al|p = [|[AW]||z. A tovabbiakban arra fogunk tore-
kedni, hogy az elemek négyzetdsszegének nagy része az els§ k oszlopban kon-
centraldédjon. Az els6 k oszlop kivalasztasat egy méatrixszorzéassal helyettesitjiik.
Bevezetjiik az I, := (€1 €2 ... ex) jelolést, ahol e; € R™ az i-ik egységvektor.
Egy m oszlopbdl all6 M méatrixra, M1, az elsé k oszlopbdl 4ll6 matrixszal
egyezik meg. A jelolést felhasznélva a W ortogonalis méatrix valasztasaval célunk
az ||AW Iy ||, mennyiség maximalizélasa.
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1.11. tétel. Tetszdleges A € R™ ™ mdtriz esetén

fAR) = max  [[AWIomle =07 + 03+ -+,
WERme
W ortogondlis

ahol o; az A mdtriz i-ik szinguldris értéke.

Bizonyitas: Az A métrix SVD-je legyen A = USVT. Ekkor felhasznélva
a Frobenius-norma unitér-invarianciajat, majd W' = VI'W helyettesitést alkal-
mazva,

FAAk) = max || AW Il 2

W ortogonalis

T 2
Worrtrtl)g(})(nalis HEV WIk’m”F

W'T, 2
W'ogt%fnalis I kmllp

A legutols6 mennyiséget fogjuk alulrél és feliilrél is becsiilni. Egyrészt a W' =T
valasztassal kapjuk, hogy f2(A,k) > o7 +03 +---+0}. Masrészt legyen W' egy
tetszGleges ortogonalis méatrix. Ekkor W'y ,, oszlopainak norméja egységnyi,
ezért ||W’Ik,m||F2 = k. Jelolje a; a W'I} y, métrix i-ik sordban 1évs elemek

abszoltt négyzetosszegét. E szdmokra 0 < a; < 1és Y™ )
im1 @i = [|WTk,ml||," =
k. Ezek felhasznalasaval

||XlW'Ik‘,m||F2 = ol +-+0oan
< dlag+--For_jap 1 For(ag+ o+ an)
= ojar+ -+ op_jop_1 +op(k—ar — - —ag_1)
< af+a§+---+a,§.

|

1.4. Az SVD alkalmazasai

A kovetkezs szakaszokban fontos a gyakorlatban is felmeriils szamitési problé-
mékra mutatunk példakat, melyek a szinguléris felbontés ismeretében egysze-
riien megoldhatok. Kozelitésekrdl lesz szd, ahol a ,tavolsagot” valamely unitér-
invaridns norméval mérjiik. A kozelitések soran a feladat egyszertsitésére (pon-
tosabban a feladatban szerepls méatrix szerkezetének egyszertsitésére) két kulcs-
lépésiink lesz: az egyik az ortogondlis matrixszal torténd szorzas, a masik a
valtozonak valamely ortogonélis transzforméltjaval valé helyettesitése.

1.4.1. Pszeudoinverz

Adott R™ egy A altere és egy b € C™ pont. Feladatunk A altér b-hez legkdzelebbi
pontjat megtalalalni, illetve b tavolsagat meghatarozni A-t6l. Formalisan a

dist (A, b)) < min |[b — al|
acA
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mennyiséget és a minimumot bedllité vektort keressiik. Ha az altér valamely
ai,az,...,a;, pontok altal feszitett térként adott, akkor az A := (a1 as ... ap)
jeloléssel élve a probléma a

min ||Az — b|

zeCm
feladattal ekvivalens. A masodik probléma akkor is felmeriil, ha egy Az = b
egyenletrendszernek nincs megoldésa, ezért az || Az — b|| hiba minimélis értékét
mint kozelité megoldast keressiik. A szokasos jeloléssel az A méatrix SVD-je
A =UXVT. Ezt beirva az egyenletbe, majd az UT matrixszal balrél szorozva,
illetve az y = VTz 4j valtoz6 bevezetésével,

min ||USV Tz - b|”

zeCm

= min [|SVTe - U"p||?
zeCcm

min ||Az — b||”
zeCm

. 2
= min [Ty - U],

ahol felhasznéltuk a 2-norma unitér-invariancidajat. Az utols6 mennyiségben sze-
replé matrix viszont speciélis szerkezetd, csak az els6 r sordban szerepelnek
nullatél kiillonb6z6 szamok, ahol r = rk(A), ezért barmely y esetén

N

j=r+1
Maésrészt ez el is érhetd az alabbi y' valasztassal:

, { a%,[UTb],' hai<r,

Y= 0  kiilonben.
Visszatérve az z' = Vy' valtozéra kapjuk a keresett z-et. A ¥, =
diag(o1,09,...,0.) jelolés felhasznalasaval az alabb foglaljuk Gssze a bizonyi-

tott allitast.

1.12. tétel. Az A = U( EO+ 8 )VT szinguldris felbontdssal rendelkezd A
mdtrizhoz )
¥ 0
to_ n T
v (% 0)ur

A mingecm ||Az — b|| feladatban a minimumot az x' = Atb helyettesités dllitja
be, tovdbbd

min ||Az —b|| =
zeC™

ahol v az A mdtriz rangja.
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1.13. kévetkezmény. Ha azr-rangi A € R™*™ mdtriz oszlopai A € R™ alteret
generdljik, akkor barmely b € R™ pontra

dist(A,b) =

Adésak vagyunk még a szakasz cimének indokl4saval. Ha az A matrix kvadra-
tikus lenne és det(A) # 0 is teljesiilne, akkor az Az = b megoldésat az x = A~1b
vagyis az inverzzel torténd szorzas adna. Rogton lathato, hogy az Al ezt a fo-
galmat altalanositja arra az esetre, amikor a matrix nem négyzetes vagy nincs
megoldésa az egyenletnek, ezért At-t pszeudoinverznek nevezik. Megjegyezziik
ugyanakkor, hogy a pszeudoinverznek az irodalomban elterjedt bevezetése és
definici6ja az itt leirtaktol kiilonbozik, lasd: [2].

1.4.2. Kozelités kis rangii matrixszal

Adott ay,as,...,a,;, € C™ ponthalmaz és egy k > 0 egész szam, célunk meg-
keresni a pontokat legjobban kozelitG legfeljebb k-dimenzids alteret. Az n = 2
és k = 1 az a specidlis eset, amelyben egy sikon 1év6 ponthalmazra illesztiink
egy origdn atmend egyenest. A feladat megoldasahoz elGszor rogzitjiik, hogy mit
értiink egy kozelités ,,josdgan”. Egy altér és egy pont tavolsdgat mar az el6zé
szakaszban bevezettiik, egy ponthalmaznak egy A’ altértsl valo tavolsaga

dist(A', {a1,as, ..., am}) € | D dist? (A, a;).
i=1

Az alabbi allitassal jutunk el a méatrixok kis rangt métrixszal vett kozelitésének
feladatahoz.

1.14. allitas. Az A := {a1,as,...,ay,} jelolést bevezetve

dimI(nfilgSk diSt(Al, {ala az, ..., (lm}) = rk(rﬂ}?Sk ”A - AI”F .
Bizonyitas: Egyrészt A barmely k rangt A’ métrixszal torténd kozelitésekor
A" := Im(A') altér tavolsiga a ponthalmaztol legfeljebb ||A — A'||,, innen
adodik a < irdny. Masrészt egy tetszdleges A’ altérhez legyen A’ az a; pontok
vetiileteibsl alkotott matrix. Ekkor dist®(A’, {a1,as,...,an}) = [[A — 4|7,
ahonnan lathat6 a > irany is. O

Matrixok legfeljebb k-rangt métrixszal torténd kozelitése méas problémakbol
is elgkeriilhet, és méatrixok hasonlésagat mas norméban is vizsgalhatjuk, példaul
a 2-norméban. Az A = UXVT szingularis felbontas esetén jeldlje a szingularis
értékeket o1,02,...,0., ahol 7 = rk(A4), toviabba ¢ > r esetén o; = 0. Az
A =UXVT felbontas diadok Ssszegeként is felirhaté:

T
— E : T
A= o;uv; .
i=1

15



Az 6sszegben az i-ik diad silya (Frobenius-normaja) o;-vel egyezik meg. Innen
az otlet, hogy egy legfeljebb k-rangt méatrixba valasszuk a k legnagyobb salya
diaddot, azaz

k
Ak = E UiuiUiT.
i=1

Az Ap-val valé kozelités hibdja kénnyen szamithato, hiszen az A — Ay matrix
SVD-je diddok sszegeként felirva

n
A—Ak = Z aiuwiT.
i=k41
A 6. és a 7. egyenl&ségekbdl

A= All, =

14— Akl

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ennél kisebb hiba nem érhetd el.

1.15. tétel. Tetszdleges A € R™ ™ mdtriz és k < min{n,m} esetén a fent
bevezetett jelolésekkel

: _ !
m@%ﬂA A'll,

|A = Akll, = ok,

in [|4— A
&g%ﬂ | ¢

14— Akllp =

Bizonyitas: A jobb oldali egyenlGségeket és a bal oldaliakbél a < irdnyt
mar igazoltuk. A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy a kozelitések nem ja-
vithatoak. Ha A’ egy legfeljebb k rangu matrix, akkor dim(Ker(A4')) > n — k.
Valasszunk egy 7 C Ker(A') alteret, melynek dimenziéja pontosan n — k, ekkor

A-A > A-A
-4l > max (4 4]

x
ll|l=1

max ||Az||
€T
llz|l=1
Z Uk+1 9

ahol az utols6 egyenlétlenség a 9. Osszefiiggésbdl kovetkezik. Igy a tétel felss
egyenlGségét igazoltuk.

A tétel alsé egyenlGségében a > iranyhoz szintén induljunk ki egy tetszéleges
A" métrixbol, melyre rk(A’) < k. Tovabba az A’ méatrix SVD-je: A’ = U'S'V'T.

Valamint bevezetjiik az I"™F % (e, ea, ..., ex)T jelolést, ahol e; € R™ az i-ik
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egységvektor. Ha egy M maétrixnak n sora van, akkor I™*M a matrix els§ k
oszlopét tartalmazza.

A= A'llp" > dist*(Im(4'), Ags)) a definiciok miatt
i=1
>3 ) UAw]; az 1.13 kivetkezménybdl;
i=1 j=k+1
- 3 lwa)
j=k+1

U Al ° = | I*U' A,

k
> ([U'Allp* =Y o? az 1.11. tétel miatt;
i=1
k
> [|All g 2 Z o? mivel ||-|| unitér-invarians;
i=1
n
= Z 02-2 a 7 egyenlGséghbdl.
i=k+1
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Jelolések

Im,k
Il

-l

lI-ll ¢
tr(M)

rk(M)
Im(M)
Ker(M)

span{vy,va,. ..

Mt

diag{ay, ao, . ..

dist(A, b)

dist(A, {a1,a2,...,am})

MT
M*

,Un}

7a7l)

Maétrix.

Vektor.

Altér.

Sajatérték.

Szingularis érték.

Az M négyzetes matrix legnagyobb sajatértéke.
Az M maétrix i-ik sora.

Az M matrix i-ik oszlopa.

A v vektor i-ik eleme.

Egységmatrix.

Az i-ik egységvektor.

Az az n x k méretd matrix, melynek i-ik oszlopa e;.
Az a k x m méret métrix, melynek i-ik sora e} .
Vektor vagy maétrix norma, alapértelmezésben
vektorok 2-norméja.

Vektor vagy matrix 2-normaja.

Maétrix Frobenius-normaéja.

A négyzetes M maétrix f6atlojaban 1évs elemek
Osszege.

Az M métrix rangja.

Az M matrix oszlopai altal feszitett vektortér.
Azon z vektorok halmaza, melyekre Mz = 0.

A vy,vs,. .., v, vektorok altal feszitett tér.

Az M métrix pszeudoinverze.

Az az n x n méretd diagonalis métrix, melynek

f6atlojaban az aq, s . . ., o, szamok szerepelnek.
A b pont tavolsaga az A altartdl.

Az A altér tavolsaga az {a1,as,...,an} ponthal-
maztol.

Az M maétrix transzponéltja.
Az M maétrix transzponalt-konjugéltja (adjun-
galtja).
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Alapfogalmak

Szimmetrikus mdtriz

ortogondlis vektorrendszer

teljes ortogondlis vektorrendszer

ortogondlis madtriz

Olyan négyzetes M métrix, melyre M7 =
M. Tobbszor témaszkodunk arra a
tényre, hogy szimmetrikus métrixok orto-
gonalis transzforméaciéval diagonalizalha-
tok és sajatértékei valdsak.

Olyan  wuj,us,...,ur  vektorrendszer,
1 hai=yj,

0 kiilonben.
n-dimenzios vektorokbol alkotott n-elemii
ortogonalis vektorrendszer. T6bbszor fel-
hasznaljuk majd, hogy ortogonalis vektor-
rendszer kiegészithets teljessé.

Olyan U maétrix, melynek oszlopai tel-
jes ortogonalis vektorrendszert alkotnak,
masképp mondva UTU = I . Megjegyez-
ziik, hogy ha U és V ortogonilis, akkor
UT és UV is ortogonalis.

melyre u] u; =
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