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1. BEVEZETES 1

1. Bevezetés

A diplomaterv egy napjainkban megjelenében 1évG, igéretes hélozati elem-
mel a tisztan optikai halozati réteggel foglalkozik. Az optikai hal6zatokban
felmeriil6 konfiguralési probléma szamos 1) kérdést vet fel, amely a mate-
matikusokat és a mérnckoket egyarant kihivasok elé allitja. Az elméleti és
gyakorlati megkozelitésmod céljai és eszkozei nagyban eltérnek egymaéstol.
Az el6bbinél els6dleges szempont a formalis bizonyithatosag, ennek érdeké-
ben a feladat a gyakorlat szamara gyakran érdektelenné egyszeriisodik. A
gyakorlati megkozelitésmod esetén a technikai és iizemeltetési szempontok
(pl.  védelem) mellett megjelenik a gazdasigossag kérdése is (pl. a mar
megléve infrastruktira hatékony kiaknéazasa). A diplomamunka az elméleti
oldalhoz tartozik, de rendszeresen utalunk a gyakorlat szdméara is hasznos
szempontokra.

Az optikai halozatok konfiguralasa sok kérdést fogalmaz meg az algoritmi-
kus grafelmélet szamara. A konfiguralas célja valamely igények egy halmaza-
nak kielégitése, mely itvonalak megvalasztéasabol és azok szinezésébdl all. Az
utelvezetési feladat emlékeztet a hosszu ideje vizsgalt tobbtermékes folyam
problémara, azonban az tutszinezés egy 1j témakor. Kiilonosen nehezen ke-
zelhetének tiinik a feladatban, hogy az utelvezetést és ttszinezést egyidejiileg
kellene megoldani egyetlen cél, a felhasznalt szinek szaménak minimalizilasa
érdekében.

A 2. fejezetben ismertetjiik, hogy milyen halozatok és lizemeltetési szem-
pontok esetén meriil fel az altalunk vizsgélt optimalizalasi feladat. Utana
a 3. fejezetben formalisan is bevezetjiik a legfontosabb fogalmakat, jeldlése-
ket és a konfiguralasi problémét. Az irodalomban megjelent legtobb mi a
konfiguralasi probléméanak csak specialis eseteit vizsgilja. A bevezet§ sza-
kaszban a specialis esetek egy 1) rendszerezését ismertetjiik, melybe jol be-
leilleszthet6k az eddig nyert legfontosabb eredmények. A rendszerezés nyilt,
azaz az egyes szempontokhoz Gjabb esetek hozzavehetGk. T6bb 1j esetet is-
mertetiink, melyek koziil a maximalis atvitel ill. a maximaélis értéki atvitel
problémaékat tartjuk a legfontosabbnak.

A rendszerezés egyik fontos szempontja a halozat topolégiaja. E mentén
tagoltuk a dolgozatot fejezetekre. A 4., 5., és 6. fejezetekben lanc, csillag és fa
alakd halozatokra részletesen vizsgaljuk a rendszerezésben felvetett kérdések
koziil: az optimalis, legrosszabb esetben optimaélis szinezéseket, a maximalis
atvitel és maximélis értéki atvitel problémékat tetsz6leges igényhalmazon és
az all-to-all kommunikécié mellett. A fejezetek végén a kapott eredményeket
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egy-egy tablazatban Gsszegezziik a rendszerezési szempontoknak megfelelGen.
A fakrol szolo fejezet végén néhany olyan Gtletet is targyalunk, melyek segit-
ségével az utszinezési probléma hatékonyan megoldhato.

A 7. fejezetben mélyebb betekintést engediink a lancokrol, csillagokrol
és fakrol szolo fejezetek szinezési eredményei mogott meghtuzodo fontosabb
grafelméleti fogalmakba és eredményekbe. Az altalanosabb megkozelités se-
gitségével tjabb szinezési eljarasok is nyerhetek.
fejezet egyes szakaszaiban a paraméterek rogzitésére mutatunk példakat.

A diplomaterv irodalomkutatasi szempontbdl azért jelentds, mert a té-
maban még nem publikaltak részletes Osszefoglalé miivet. Megkiséreltiik
a szertedgaz6 irodalom definicioit és jeloléseit egységesiteni, és a legfonto-
sabb eddig nyert eredményeket Gsszefoglalni. Ugy gondoljuk, hogy a fakrol
sz016 fejezetekben ez sikeriilt is, az itt kozolt eredmények jol attekintik a
fa alakd, tisztdn optikai halozatokban felmeriil6 statikus konfiguralasi prob-
lémarol megjelent teljes irodalmat. Az utolsé fejezetben nem torekedtiink
teljességre, és meg kell emliteniink, hogy a gytrtikon, hiperkockidkon és toro-
idokon felmeriil6 konfiguralasi probléméakat nem targyaljuk, pedig ezekrdl is
sok fontos eredmény jelent meg a kézelmultban.

A dolgozat a kombinatorika és grafelmélet sok eszkozére mutat alkal-
mazasi lehetGséget. Az egészértékd folyamok, teljes parositiasok (paros és
tetszbleges grafban), perfekt grafok, matroidmetszet algoritmus, egészértéki
line4ris programozas, dinamikus programozas, PERT-mo6dszer, métrixok to-
talis unimodularis tulajdonsiga mellett tobb nevezetes NP-teljes problémara
(élszinezés, éldiszjunkt utak) mutatunk visszavezetést, tovabba példakat is-
mertetiink a bemeneti paraméterek rogzitésével nyert polinom ideji eljara-
sokra.

Végiil, de nem utolsésorban hangsilyozzuk, hogy a mtiben tébb 1j ku-
tatasi eredményt is ismertetiink. A diplomamunka megirdsat masfél éves
kutatoi munka elézte meg az ,Onallo laboratoérium” és ,Diplomatervezés”
c. targyak keretében, melyet Friedl Katalin vezetésével Marx Daniel évfo-
lyamtarsammal kozosen végeztiink a Szamitastudomanyi és Informéacioelmé-
let Tanszéken. A dolgozat kozvetlen el6zménye az 1999. évi Tudomanyos
Diakkori Konferencian valo kozos részvételiink volt [10].

Az egyes fejezetek ill. szakaszok bevezetésében részletesen ismertetjiik,
hogy melyek kdzds és melyek sajdt eredmények. Ezt roviden itt is attekint-
jik. A maximalis dtvitel és maximaélis értéki atvitel Marx D. altal javasolt
kérdések, az ezekre adott valaszok mind 1ij eredmények. Ezek koziil a lan-
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cokrol itt kozolt eredmény kozos, valamint az irdnyitott csillagok esetében
a stlyozott matroid metszet algoritmus hasznélata és az iranyitatlan csilla-
goknal az all-to-all igényhalmaznal a maximélis atvitel probléma megoldasa
sajat eredmény. A jol iranyithaté faknal tébb sajat allitast mutatunk, to-
vabba a 3-atmérdji fak kérdése egy sajat kérdésfelvetés, az 4ltalanosnal jobb
kozelits eredményekkel. A perfekt grafokrol szolo fejezetben mér korabban
felfedezett allitasokat igazolunk. A fejezet érdekessége, hogy az itt kozolt bi-
zonyitasok eltérnek a témaban alapmiinek szamito cikk érvelésétsl, tovabba
a bizonyitasok egyszerii polinom idejii algoritmusokat tartalmaznak. A feje-
zet végén szerepld allitast, mely szerint az élgrafok kielégitik az erGs perfekt
graf sejtést tobben, joval altalanosabb kornyezetben igazoltak. Az itt kozolt
sajat bizonyitas érdeme is az egyszert és hatékony algoritmusban keresendd.
Az utolso fejezetben a rogzitett halozatokrol szolo allitas kozos, annak alkal-
magzasa sajat eredmény. A maximaélis atvitel ill. maximaélis értéki atvitel a
one-to-all kommunikéci6 esetén sajat eredmény, bar a bizonyitasok alapotlete
egy ismert cikkbdl szadrmazik.
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2. Technikail hattér

Sokak szerint az embereket leginkabb kommunikaciora valé képességiik és
igényiik kiillonbozteti meg a tobbi él6lénytsl. A XX. szazad végére a kom-
munikacios lehetGségek ugrasszertien megndéttek, a vilag barmely két pontjan
lévé ember kapcsolatba tud lépni egymassal pillanatok alatt, és a legtavo-
labbi informéacidkhoz is konnytiszerrel hozza lehet férni. Ez a valtozas az
élet legtobb teriiletén érezteti hatasat: a tudomény, az ipar, az oktatas, a
gyogyaszat és a szorakoztatd ipar is igyekszik kihasznalni az tjabb és djabb
kommunikécids lehetGségeket.

A tavkozlés fejlédése az elektromossag, a tavird, a radidzas feltalalasaval
kezd6dott. A szamitdgép feltalaldsa és rohamos elterjedése a tavkozlésben
is oriasi valtozast okozott. Egyrészt a digitalis jelfeldolgozas rugalmasan
kezelhet6 adatatvitelt tett lehetévé a szamitastechnika segitségével. Mas-
részt a szamitogépek hélozatba kotve maguk is a tavkozlés felhasznaloiva
valtak, ajabb kihivasok elé allitva az adatatviteli egységeket. A nagyobb tel-
jesitményl gépeken Osszetettebb programok futnak, melyek egyre nagyobb
savszélességet igényelnek az egymas kozti kommunikicidhoz.

A fejlédés napjainkban is folytatodik és feltehetSleg még j6 ideig az liteme
sem fog lassulni. Egyrészt megfigyelhetd a tendencia, hogy igyekeznek a
kiilonbo6z6 adatatviteli feladatokat egységesen kezelni, ugyanakkor széles va-
lasztékot nytujtani a szolgéiltatasok teriiletén. A fejlédés masik fontos iranya
olyan 1j technologiak kifejlesztése, melyek segitségével az atviteli kapacitéas
novelhetd az integralt halozatokban. Az 1j technologiak elterjedésének a mar
meglévs infrastruktira szab gatat, rovid tavon csak olyan 6tleteknek van jo-
vGjiik, melyek jol illeszkednek a mar meglévs halozati elemekhez.

E diplomamunka téméja is egy ilyen igéretes, j halézati elem, a kisér-
leti stddiumban 1év6 tisztan optikai halozat, melynek széleskori elterjedése a
kozeljovében varhaté. Mint barmely 1j technologia megjelenésénél itt is sza-
mos 1] elméleti és gyakorlati probléma meriil fel. Az elmélet és a gyakorlat
kélcsonhatasban 4all egymassal, az tjszerti problémék az elmélet eddig nem
vizsgalt teriileteire vezérlik a kutatokat, és az itt elért eredmények egy része
a gyakorlatban is hasznosithato.

Ebben a miiben elsGsorban elméleti oldalrol kozelitjiik meg az optikai
halézatoknal felmeriilg konfiguralési probléméat. Ez a halozatelmélet egy tel-
jesen 1j teriilete, a témaban megjelent legrégebbi publikacidk sem idGsebbek
ot-tiz évnél. Megvizsgiljuk az egyes problémék algoritmikus bonyolultsa-
gat, az esetek nagy részében a ,polinom ideji” vagy ,,NP-nehéz” kérdésre
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keressiik a valaszt. Mind az NP-nehézség, mind a polinom idejtiség bizo-
nyitdsa hasznos lehet a gyakorlat szamara, az el6bbi kozelit§ algoritmusok
vagy véletlent hasznalé modszerek keresésére 0sztondz, az utébbi mar imple-
mentalhato megoldést is tartalmazhat. Meg kell azonban jegyezniink, hogy
az itt vizsgalt feladatok a bizonyithatosag és formalis kezelhetGség végett a
gyakorlatban felmeriil6 probléméak jelentGsen leegyszertisitett valtozatai. Re-
méljiik, hogy a joval Osszetettebb valés problémak megoldisanak az itteni
eredmények épitékovei lehetnek.

2.1. Optikai halézatok architektaraja

Vezetékes atvitel esetén a hordozo koézegben nagyfrekvencias vive jelet ge-
neralnak, melyre valamilyen modulacios eljaras segitségével egy adat jelet
iiltetnek ra. Az atviteli sebességet a vive jel frekvencidja hatidrozza meg,
amit az atviteli kozeg sajatossagai korlatoznak. Példaul rézalapu atvitelnél
(koax, sodort érpar) nagyobb frekvencia esetén megng a csillapitas és az at-
hallds. Ezek a probléméak egy hatarig orvosolhatbéak erésiték és jelismétlgk
beiktatasidval, azonban a néhiny sziz megahertz-et igy sem sikeriilt tilha-
ladni.

A 1980-as években jelent meg az optika alapi dtvitel, melyben a jelet egy
lézerdiodaval generédljak, majd fényvezet6 kdbelen tovabbitjak. Ezzel az el-
jarassal az atvitel sebessége jelentGsen megnétt, a jel frekvencidjanak felsd
hatara koriilbeliil kétszaz Terahertz. Az athallés itt egyiltalan nem jelent-
kezik, a csillapitéasi tulajdonsagok is kedvezdek, és a fényjel nem érzékeny a
kiilvilag elektromagneses zajaira sem. Tovabbi elénye a megoldasnak, hogy
viszonylag kevés elemnek van sziiksége energia ellatasra, sok funkcié megva-
l6sithat6 passziv elemmel.

Az atviteli kapacitas tovabbi megsokszorozasahoz vezetett, hogy egy op-
tikai kdbelben egyszerre tobb fliggetlen optikai csatornat sikeriilt kialakitani
kiilonb6z6 hullimhosszra hangolva 6ket. Ezt a technikai megoldast hulldm-
hosszosztdsos multiplexelésnek (Wavelength Division Multiplexing, WDM) ne-
vezik. A kapacitas megsokszorozisanak mértéke, vagyis az egyszerre hasz-
nalhaté hullamhosszak szama korlatos: laboratoriumi kériilmények kozott
eddig kb. 100 csatornat sikeriilt kialakitatni, de a gyakorlatban legfeljebb
néhanyszor 10 csatornat multiplexalnak Gssze egy fényvezetdbe. |5, 6]

A hullamhosszosztasos multiplexelés jelentGsége korabban csak a két pont
kozti atviteli kapacitas megnovelése volt. Azonban gyakran felmeriil az igény
a halézat nem szomszédos pontjainak nagy sivszélességii Osszekapcsolasara
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is. Ekkor az atvitel tobb optikai szalon és elektromos csomoéponton keresztiil
bonyolithat6 le. A sziik keresztmetszetet az elektromos adatfeldolgozas (csa-
torndk kapcsolasa, irdnyitasa) és a jelek konvertalasa (optikai-elektromos,
elektromos-optikai) jelenti a koztes csomopontokban. Hiszen tébb, egyen-
ként nagy savszélességl optikai csatorna kapcsolésa nehezedik a nagysagren-
dekkel lassabb elektromos csomépontra. A helyzetet az 1. dbra a.) részén
szemléltetjiik, ahol az A és B illetve az A és D pontok kozott kell kialakitani
csatornat, ezért a koztes C elagazasi pontban egyszerre két optikai csatorna
adattomegét kell feldolgozni és tovabbitani.

1. abra.
Az A és Bill. az A és D pontparok kommunikilnak egyméssal, a szaggatott
vonal optikai csatornat jelez. Az a.) abran a C' pont elektromos, a b.)
abran optikai kapcsolast végez.

A nehézség feloldésat az optikai kapcsolok bevezetése jelenti, melyek az
optikai csatornak kapcsolasat tisztéan optikai eszkozokkel oldjak meg. Az 1. dbra
b.) részén egy ilyen megoldast vazoltunk, ahol a C' csomépontba egy opti-
kai kapcsolot helyeztiink, igy a csatornak megszakitas nélkiil optikai jelként
haladnak 4t rajta. Egy optikai kapcsold logikai vazlata a 2. abran lathato.
Balrdl érkeznek az optikai kibelek, az ezekben 1év6 csatornakat hulldimhossz
szerint szétvalogatjak a D jelti demultiplexerek. Az azonos szinii csatornak
kozott optikai kapcesolas torténik a K kapcsolokban. Végiil az egyes jeleket
az M dobozokban multiplexalni kell a kimend szalakba. Azaz a kapcsold
az egy szalban bejéve csatornakat hullimhosszuk alapjan felismeri és ennek
fiiggvényében kapcsolja valamelyik kimeng szalba.

Az olyan WDM hélézatot, melynek minden pontjaba optikai kapcsolot
van tisztdn optikai hdlozatnak (All Optical Network, AON) nevezik. Egy
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AON feladata, hogy adott pontparokat kdsson Gssze nagy savszélességii, tisz-
tan optikai csatorndkkal. Az AON-ek mar 6nallo halozati réteget alkotnak,
mely a magasabb elektromos rétegek szaméra siirtibb, feladathoz igazithato
Osszekotottséget mutat az optikai csatorndk konfigurdlasaval, mint a fizikai
halozati réteg a lefektetett kabelekkel. Az AON-ek a gyakorlatban még nem
terjedtek el, de laboratériumi kériilmények kézott mar kisérleteznek a miiko-
déshez sziikséges kapcsolok kifejlesztésével. Széleskorii elterjedésiik azért is
varhato, mert a méar lefektetett optikai szélak cseréje nélkiil, csak az optikai
csomoOpontok lizembe helyezésével lesznek kialakithatoak.

v
v
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D
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d
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N
M
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M
~
N
M
~

2. dbra. Egy optikai kapcsol6 logikai vazlata.

2.2. A konfiguracié alapprobléméaja

Egy AON konfiguralasakor adott a halézat topologidja és a kielégitendd igé-
nyek végpontjai, melyek kozdtt optikai csatornakat kell majd kialakitani.
Feltessziik, hogy az optikai csatornak és az igények azonos kapacitastak. Ez
nem egy jelentds megszoritas, mivel egyrészt a nagyobb igények helyettesit-
hetSek tobb kisebbel, masrészt a technikabol adéddan tobb kisebb igény nem
hasznalhat egy koz6s optikai csatornat.

A konfiguralas els6 lépcsGje az ttelvezetés (routing) megoldasa, melyben
minden igényhez egy utat kell rendelni. Utadna az egyes utakhoz hullam-
hosszakat (szineket) kell valasztani, melyet ttszinezésnek (wavelength assign-
ment) neveziink. Az ttszinezés érvényes, ha a kozos optikai szalon keresztiil-
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halad6 utakhoz kiilonb6z6 szint rendel. A konfiguraci6 alatt a célunk, hogy
végiil minél kevesebb szint hasznéljunk fel az igények kielégitésére, hiszen a
WDM technikidban a hullamhosszak szama erdsen korlatozott.

2.3. Az alapprobléma valtozatai

Ebben a szakaszban olyan technikai eltéréseket ismertetiink, melyek lényege-
sen befolyasolhatjak a feladat jellegét, egyben megjeloljiik, hogy dolgozatunk
kés6bbi részeiben melyik esettel foglalkozunk.

Az eddigi leirtak azt sugalltdk, hogy az igények a konfiguraci6é utan ,hosszu
ideig” nem véaltoznak. Illetve ha az igények halmaza id6vel megvaltozik, akkor
az egész rendszer egyiittesen tjrakonfiguradlhaté. Az igények allandésaga mi-
att ezt statikus probléméanak nevezziik. A kozeljovében varhat6an megjelend
gerinchalozati alkalmazasok példaul ebbe a kategériaba esnek. Ugyanakkor
sokan ugy képzelik, hogy hosszabb tavon az optikai atvitelnek a hozzaférési
halézatban is lehet jelent&sége, f6leg a kiilonosen nagy savszélességet igényld
alkalmazasokban (pl. videé konferencia). A dinamikus problémdndl ha bi-
zonyos igények megvaltoznak, akkor a valtozatlanul maraddak elvezetését és
hullamhosszat nem szabad megvaltoztatni, tehit a rendszer csak részlegesen
konfiguralhato tujra.

A dinamikus probléman beliil két tovabbi esetet kiilonboztetiink meg.
Az els6 esetben az igényhalmaz idébeli valtozasa el6re ismert, ilyenkor off-
line mo6don a konfiguralas terve elére elkészithet6. A mésodik esetben az
igényhalmaz valtozasa nem ismert el6re, ezért az igények megvaltozasakor az
1j igényeket on-line modon az aktudlis helyzethez igazodva kell kielégiteni,
esetleg csak lokalis informéaciok felhasznalasaval.

Az eddig ismertetett AON-ben teljesen elzarkéztunk a koztes elektromos
csomépontok érintésétdl (azaz optikai-elektromos-optikai atalakitastol). Egy
igény két végpontjat egy megszakitas nélkiili optikai csatornaval kotottiik
Ossze. Ha a hullamhosszak korlatozott szama miatt nem lehet minden igényt
kielégiteni egyetlen optikai csatornaval, akkor az igényeket érdemes tobb sza-
kaszra osztani és a szakaszok végpontjainal elektromos jellé alakitani. Igy
a szakaszonkénti szinezési probléma esetleg mar megoldhatd, s6t a halozat
elektromos pontjain az egy optikai csatornéba beférd, k6zos szakaszon halado
igényeket Gssze is lehet multiplexalni. A tisztdn optikai szakaszokat ,ugras-
hoz” hasonlitjak, ezért a szakaszolt halozatokat tobb-ugrdsos (multi-hop), a
megszakitas nélkiilieket egy-ugrdsos (single-hop) halézatoknak nevezziik.
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Az ismertetett optikai kapcsol6 szerkezetébdl adoddéan minden optikai csa-
torna végig azonos hullamhosszt hasznal. A tavolabbi jov6ében elképzelhet6
olyan eszkoz, mely nem csak kapcsol, hanem hullaimhosszat is atalakit anél-
kiil, hogy a jelet elektromos forméara alakitana. Ezek az eszk6zok az utszine-
zési problémét jelent&sen egyszertisithetik. SzélsGséges esetben, ha a halozat
minden pontjaban az optikai kapcsolok barmilyen szinrél barmilyenre tudné-
nak konvertalni, akkor a konfiguralis feladata a tobbtermékes folyamprob-
léméava alakulna. To6bb irdnyban folyik elméleti kutatas korlatozott szamu
ill. konvertalasi képességii eszkoz kihasznélasara optikai halozatokban.

A diplomamunka hatralevé részében csak statikus konfiguralasi problé-
mat vizsgalunk , single-hop, konverterek nélkiili tisztan optikai hal6zatokban.
Ez lathatéan a legegyszeriibb eset, de ennek megoldasa helyenként felhasz-
nalhat6é a bonyolultabbnak tiin6 esetekben is. Példaul ha a koztes szakaszok
végpontjait mar meghataroztuk egy multi-hop halézatban, akkor a szakaszok
elvezetése és szinezése a single-hop probléméval ekvivalens.
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3. Alapfogalmak

Az alabbi szakaszban formaélisan is megfogalmazzuk a single-hop, konverterek
nélkiili tisztan optikai hal6zatokban felmeriils statikus konfiguralasi problé-
méat. A témateriilet fiatalsiga miatt még az angol nyelvil irodalomban sem
alakult ki egységes jelolésrendszer és a definicidk is kis mértékben eltérnek
egymastol. A diplomamunkaban szereplé meghatarozasok alapjaul a fonto-
sabb eredményeket roviden Gsszefoglalo 2] cikk szolgalt. A definiciok utan
egyszeriibb Osszefiiggéseket, majd a specidlis esetek rendszerezését targyal-
juk.

3.1. Definiciok, jelolések

3.1.1. Definicié. Egy G(V, E) iranyitott graf szimmetrikus, ha el6all egy
irdnyitatlan graf éleinek megkettézésével és az élparok ellentétes iranyitasa-
val. Egy fa éleinek megkettozésével és ellentétes iranyitasaval nyert grafot
irdnyitott szimmetrikus finak nevezziik.

szt

A halozat topologidjat egy iranyitatlan vagy iranyitott G(V, E) graf irja
le. A csomoépontok feleljenek meg az optikai kapcsoloknak, az élek az optikai
szélaknak. A graf nem tartalmaz hurokéleket, de parhuzamos éleket esetleg
igen, tovabba iranyitott esetben a graf szimmetrikus. (Ezeket a megszorita-
sokat a gyakorlat indokolja, lasd 3.3.3. részben.)

3.1.2. Definicié. Egy G(V, E) halézaton értelmezett igény egy (z,y) par,
ahol z,y € V, és az igény G iranyitottsaganak megfelelGen iranyitatlan vagy
iranyitott.

3.1.3. Definicié. Egy G(V, E) halézaton értelmezett T igényhalmaz a halo-
zaton értelmezett igények egy halmaza.

A kés6bbiekben a rendezett és nem rendezett parokat (az iranyitott és ira-
nyitatlan igényeket) jelolésben is megkiilonboztetjiik a (-,-) ill. a {-,-} szim-
bélumokkal.

Valéjaban az igények végpontjaikkal torténé azonositasa pontatlan, mert
egy igényhalmazban el6fordulhatnak megegyezd végpontd, pdrhuzamos igé-
nyek. Az ilyen igényeket nem tekintjiik azonosnak vagy egyenlének. Meg-
kiilonboztetésiikre sorszamozni kellene &ket, azonban ettsl az egyszertiség
kedvéért eltekintiink.
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3.1.4. Definici6. Adott (G,T) esetén, ahol G egy halézat és T egy igényhal-
maz, egy R tutelvezetés minden (z,y) € T parhoz egy G-beli P((z,y)) utat
(irdnyitott utat) rendel.

3.1.5. Definici6. Adott (G(V, E),Z, R) esetén egy C ttszinezés minden i €
7 igényhez (R-beli iithoz) egy c(i) szint rendel. Egy ttszinezés érvényes, ha
az azonos (irdnyitott) élen keresztiilhaladé (iranyitott) utak szine kiilonbézo.
A felhasznéalt szinek szamat W g ¢-vel jel6ljiik.

3.1.6. Definici6. Adott (G,Z) esetén egy (R,C) titelvezetés és annak érvé-
nyes ttszinezése kielégiti az 1 igényhalmazt W szinnel, ha Wr ¢ < W.

Megjegyezziik, hogy a kés6bbiekben ,érvényes szinezés” helyett gyakran
csak ,szinezést” irunk, kivéve ha a szinezési kényszerre akarunk utalni.

Az eddig definialt fogalmakat egy egyszert példén szemléltetjiik. A 3. abra
a.) részén egy hat pontu iranyitatlan G héalézatot lathatunk, ahol Z =
{ {1,6},{2,5},{4,6} }. A b.) és c.) abrakon berajzoltuk az igények egy
R1 és egy Ro utelvezetését. Az R, utjait mind kiilonbozére szinezve egy
érvényes C; szinezést kapunk. Ugyanakkor Z kielégithet6 W = 1 szinnel is,
hiszen az Ro utelvezetés esetén az igények egyformara szinezhetsek.

4 5 6 4 5 6 4 5 6
- 4 . .
{ l “““““ 3 ! |
i | | '
| i | i
I 1 ] ]
% | | _
“““““ @
1 2 3 1 2 3 1 2 3
a.) b.) c.)

3. 4bra.
Az a.) abra halozatan értelmezett Z = { {1,6},{2,5},{4,6} } igényhalmaz
egy egyszer( konfiguralasi probléma, melynek a b.) és a c.) abra egy-egy
utelvezetését mutatja.

Az utelvezetés legfontosabb jellemz6 mennyisége a terhelés, melyet a ko-
vetkezd definicibkban vezetiink be.

3.1.7. Definicié. Adott (G,Z, R) esetén egy €l terhelése alatt az (iranyitott)
élen dthaladé (irdnyitott) utak szamat, az R ttelvezetés terhelése alatt az
éleken el6fordulé legnagyobb terhelést értjiik. Ezt Ly-rel jel6ljiik.
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3.1.8. Definici6. Adott (G,Z) esetén az igényhalmaz terhelése
Ly, = minLg .
min mén R

Megjegyezziik, hogy a dolgozat jelentGs részében targyalt fa alaka halo-
zatok esetén egyetlen tutelvezetése van minden igényhalmaznak. Ilyenkor az
egyetlen utelvezetés terhelését egyszertien L-lel jeloljiik.

Visszatérve példankra a 3. abra b.) részén berajzolt R; ttelvezetés esetén
a {4,5} él terhelése 2, mig R, esetén 1. Az R utelvezetés terhelése Lp, = 3,
a mésik esetben Lz, = 1. Az 7 igényhalmaz terhelése L, = 1.

Utszinezés esetén a legfontosabb mennyiség a felhasznalt szinek szama,
amit igyeksziink a késGbbiekben minimalizalni.

3.1.9. Definicié. Adott (G,Z,R) esetén

WR,min = ,mi,n W’R,C .
c: érvényes
A WR min érték az a minimdlis szinszam, amivel egy ttelvezetés 1tjait
ki lehet szinezni. Példankban az elsé utelvezetésre Wg, iy = 3, mig a
mésodikra Wg, 1min = 1.

3.1.10. Definicié. Adott (G,Z) esetén
Wmin = mT\},n WR,min -

A W, érték az a legkisebb szinszam, amivel egy igényhalmaz igényei
kielégithetGek, figyelembe véve a kiilonb6z6 utelvezetéseket. Példankban az
T igényhalmazra W, = 1.

3.1.11. Definici6. Adott G és L € Z™ esetén,
WL,min = _maX_ Wmin .

A Wy, min értékrél a legrosszabb esetben optimalizdldsndl lesz sz6, melyet

s stz

tiink egy grafot az utszinezési feladat leirasara.

3.1.12. Definicié. Adott (G(V, E),Z,R)-hez tartozo irdnyitatlan egyszert
Gr(Vk, Ex) grafot konfliktus grafnak nevezziik, melynek csicsai az igények
(R 1itjai), tovabba két pont kiézott akkor és csak akkor van él Gy-ban, ha a
megfelel6 (irdnyitott) utaknak van kézos (iranyitott) éle G-ben.
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5 4 b)

4. &bra.
Az a.) rész egy utszinezési probléméat abrazol egy irdnyitott szimmetrikus
fan, a b.) rész a megfelel§ konfliktus grafot mutatja.

A szakasz végén mutatunk egy a késGbbiekben nagy jelentéséggel bird
példat egy iranyitott halézaton értelmezett igényhalmaz egy utelvezetésé-
nek konfliktus grafjara. A (G,Z, R) tutszinezési feladat a 4. dbra a.) részén
lathato, G irAnyitott egymassal szembe mend élparjai helyett egyetlen iranyi-
tatlan élet rajzoltunk. Ezt a konvenciot a késGbbiekben is betartjuk, azaz az
abrakon az irdnyitott és iranyitatlan esetek csak a berajzolt igények iranyi-
tottsaga ill. a szovegkornyezet alapjan kiilonboztethetGek meg. Ne felejtsiik
el, hogy irdnyitott modellben csak az iranyitott éleken keresztiilhalad6 utakat
kell kiilonb6z6 szintire szinezni! A probléma Gy konfliktus gréafja az abra b.)
részén lathato.

3.2. Alapvetd osszefiiggések

Ebben a szakaszban a kordbban bevezetett fogalmak kozti egyszertd és alap-
vet6 Osszefiiggéseket targyaljuk.

A dolgozatban gyakran taldlkozunk olyan kombinatorikus optimalizalasi
feladattal, melyben megengedett megoldasok az érvényes tutelvezetések és szi-
nezések, és célunk az L terhelés vagy a W szinszam minimalizalasa. Ha a
linearis programozashoz hasonloéan két lépésre bontjuk a feladatot: megenge-
dett megoldés keresésére és a célfiiggvény minimalizalasara, akkor azt latjuk,
hogy az elsé trivialis feladat. Ugyanis adott (G,Z) esetén ha a G graf (erd-
sen) Osszefiiggs, akkor az utelvezetési probléma megoldhato, és ez a feltétel
tavkozls halézatoknal nyilvanvaléan teljesiil. Tovabba az |Z| szint hasznélo
szinezés mindig érvényes.
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Az irdnyitott és iranyitatlan esetek nem teljesen fiiggetlenek egymastol.
Egy iranyitatlan feladat megoldasa egyben megoldéast ad az élek és igények
megduplazasaval és ellentétes irdnyitdsaval szarmaztathato iranyitott fela-
datra is, de ez a forditott irdnyban nem igaz.

A szinek szamara a kovetkezékben fontos also korlatot mutatunk. Erve-
nyes (G,Z,R,C) esetén egy Lz maximalis terhelésii élen dtmend Gsszes ut
kiilonbo6z6 szint, ezért Wy ¢ > Lg.

3.2.1. Lemma. Tetszbleges (G,Z,R) esetén
WR,min 2 LR .

O

Az el6z6 egyenlbtlenség jobb, majd bal oldalan minimalizalva a lehetséges
utelvezetések folott adodik a kovetkezd lemma.

3.2.2. Lemma. Tetszbleges (G,T) esetén
Wmin 2 Lmin .

O

Erdemes Gsszevetni a két lemmat, melyek koziil az els6 egy magatol ér-
tet6ds also korlat. A mésodik azért nem egészen trivialis, mert nem biztos,
hogy a minimalis szinszdmu szinezés és a minimalis terhelés ugyanannal az
utelvezetésnél valosithato meg.

Sok esetben e két lemma valamelyikével lathatoé be egy szinezésrél, hogy
minimélis szadmua szint hasznal. Ugyanis ha egy R ttelvezetést W = Ly
szinnel szineziink, akkor W = Wy ;in, hasonl6éan ha egy igényhalmazt kie-
légitiink W = L,;;,, szinnel, akkor W = W ;..

A szakasz utolso allitasa a konfliktus graf pontszinezése és az ttszinezés
ekvivalenciajat irja le.

3.2.3. Lemma. Adott (G,Z,R) esetén az utak szinezése pontosan akkor ér-
vényes, ha a nekik megfelel6 Gi-beli pontok csiicsszinezése érvényes. Tovabba

WR,Inin - X(gk) ;

ahol x(Gx) a konfliktus graf kromatikus szama. O
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3.3. Speciilis esetek rendszerezése

A tisztan optikai halézatokban felmeriil§ utelvezetési és titszinezési probléma
minimalis szinszdmmal altalanos esetben igen nehéz probléma. A téméaval
foglalkoz6 miivek is dontGen valamilyen specialis esettel vagy becsléssel fog-
lalkoznak.

Ebben a szakaszban a specialis esetek egy 1j rendszerezését ismertetjiik,
mely Osszhangban van [2]| osszefoglalo mi targyalasaval, de annal teljesebb
képet ad a feltehet6 kérdésekrdl. A rendszerezés egy 1j kérdéskort is felvet,
a ,maximalis atvitel” ill. a ,maximalis értékd atvitel” probléméjat, melyet
évfolyamtarsam, Marx D. javasolt. Az irodalomban t6bb helyen elfordulo,
de sehol nem definidlt ,legrosszabb esetben optimalizal4ds” fogalmét is itt
mondjuk ki pontosan elGszor. Mindharom tjonnan bevezetett kérdésfelve-
tés elénye, hogy gyakorlati alkalmazasi jelent&séggel birnak, és elméletileg is
érdekes, ismeretlen teriiletre vezetnek.

A rendszerezésben felsorolunk kiilonb6z6 szempontokat, ill. az egyes szem-
pontoknal olyan eseteket, melyekkel a késGbbiekben foglalkozunk. Az egyes
szempontokbol egyméastol fiiggetleniil valaszthatunk, azok mindig értelmes
specialis esethez vezetnek.

3.3.1. Keérdésfelvetés

A konfiguralasi probléma minden esetben valamely igények kielégitését jelenti
egy halézaton. A feladat nehézsége erésen fiigg attol, hogy milyen feltételt
szabunk a felhasznalhato szinek szdmara, és attol hogy csak a teljes igény-
halmaz kielégithetGségével foglalkozunk-e.

1. Az optimdlis szinezés, Wmin meghatdrozdsa. Adott (G,Z) esetén a fel-
adat Wi, meghatarozasa és Z kielégitése W, szinnel.

A feladattal gyakorlatilag ekvivalens az az eldontési probléma, hogy
adott (G,Z) és W € Z™ esetén, az T igényhalmaz kielégithets-e W
hullaAmhosszal.

2. A legrosszabb esetben optimdlis szinezés, W, min meghatdrozdsa. Adott
G és L € Z", a feladat Wy, pin meghatarozasa és olyan algoritmus
mutatésa, mely tetszéleges Z : Lyin = L igényhalmazt kielégit Wy, min
szinnel.

A legrosszabb esetben optimalizalas probléméja akkor meriil fel, ha egy
tavkozlési szolgaltato a hilozatan L terhelést igényhalmazokat szeretne
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kielégiteni. Felkésziilve a legrosszabb esetre sziikség van a hal6zatban
Wi, min szinre, de barmely L terhelésii igényhalmaz esetén csak Wy, min
szinnel szinez§ eljarast kell futtatni, amely konnyebb lehet az optimalis-
nal. Eléfordul, hogy az optimalis szinezés NP-nehéz, de a legrosszabb
esetben optimalis szinezés hatékonyan kezelhetd.

. Mazimdlis dtvitel megvaldsitasa W szinnel. Adott (G,7) és W € ZT,
célunk
max 4
IIgI: W’ . <W ‘I‘
meghatarozasa, és a megfelels kivalaszto, utelvezets és utszinezd eljaras
bemutatasa.

A probléma a gyakorlatban akkor meriil fel, ha az igényhalmaz egésze
nem kielégitheté egy W hullamhossz-kapacitdsi halézaton, ezért az
igények koziil a lehet6 legtobbet elégitjiik ki. Ha feltessziik, hogy az
igények ugyanakkora adatforgalmat bonyolitanak le, akkor maximélis
adatatvitelt valositunk meg az igényhalmazbdl.

Ez a probléma nehezebb az 1. feladat eldontési valtozatanal: a valasz
pontosan akkor lesz a teljes Z halmaz, ha T kielégithetd W szinnel. Igy
ha ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor kénnyen tudunk valaszolni
az el6z6 kérdésre is.

. Mazimdlis értékd dtvitel megvaldsitisa W szinnel. Adott (G,Z), W €
Zt ésegy f: T — Rt értékfiiggvény, célunk

I’QI:H\}?’X <W Z f(@)

mm= e’

meghatarozasa, és a megfelels kivalaszto, utelvezets és itszinezd eljaras
bemutatéasa.

Ez a probléma az el6z§ altalanositasa, az ennek egy olyan specialis
esete, ahol az f(-) fiiggvény konstans.

A feladat gyakorlati jelentGsége, hogy kielégithetetlen igényhalmazok
esetén az értékfiiggvény segitségével rugalmasan figyelembe veheték a
kiilonb6z6 prioritasi igények.
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3.3.2. HullAmhosszak szama

A feladatok megoldasaban a leglényegesebb paraméter a hullamhosszak szama,
ezt akarjuk minimalizalni, illetve ennek korlatozott értéke mellett akarjuk

megoldani a problémakat. Azokban a problémékban ahol W a bemenet része

(1. eldontési formaja, 3., és 4.), elméleti szempontbdl jelentSs egyszeriisitést

tehetiink az aldbbiak szerint.

o W nem rdgzitett. Ha igy tessziik fel a kérdést, akkor W része a feladat
bemenetének. Ha polinom idejii algoritmust keresiink a megoldasra,
akkor annak a futési ideje nem néhet exponencialisan W novelésével.

o W rogzitett. Ha igy tessziik fel a kérdést, akkor W nem része a feladat
bemenetének. Ugy tekintiink W-re, mint a feladatban rogzitett kons-
tansra. Ha polinom idejii algoritmust keresiink a megoldasra, akkor
annak a futéasi idejét nem vizsgaljuk W fiiggvényében, csak azt kove-
teljiik meg, hogy a tobbi paraméter novelésével polinomialisan ngjon.

e W = 1. Egy érdekes specidlis esethez jutunk, ha a hullamhosszak
szamat egyre korlatozzuk. Sok esetben mar ez a feladat sem trivialis.

3.3.3. Iranyitottsag

A definicioknal és jeloléseknél mar leirtuk az iranyitott és iranyitatlan mo-
delleket, itt alkalmazési teriiletiiket targyaljuk. Meglepd, hogy a két eset
megoldasanak a nehézsége nagyon eltérd lehet, teljesen més jellegli problé-
makra vezethetnek.

e Irdnyitott modell. Az optikai erGsitGk egy irdnyban miikddé eszkozok,
ezért az optikai szélakat is csak egy iranyban hasznéljak. Tovabba az
optikai szalakat mindig parosaval fektetik, ezért az optikai hélozatok
modellezésének természetes modja az irdnyitott szimmetrikus grafok
hasznélata iranyitott igényekkel.

o [rdanyitatlan modell. Ha az adatatviteli igényeket szimmetrikusaknak
tekintjiik, és (tervezési vagy iizemeltetési okokbol) megkoveteljiik, hogy
az adatok mindkét irdnyban azonos nyomvonalon és hullamhosszon ha-
ladjanak, akkor a feladatot iranyitatlan modellben lehet megoldani.
Minden oda-vissza szalpart és igényt tekinthetiink egyetlen iranyitat-
lan szalnak ill. igénynek, hiszen mindkét irdnyban ugyanazokat a hul-
lamhosszakat és utakat hasznaljuk.
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3.3.4. Igényhalmazok

o Tetszileges igényhalmaz. Altalanos esetben egy halozaton tetszéle-
ges igényhalmaz felmeriilhet, ezért indokolt ezzel az esettel foglalkozni.
Azonban &ltalanos igényhalmazok esetén a probléma gyakran bonyolult
és nehezen kezelhetd.

o All-to-all. Az T, igényhalmaz minden pontpéarra (iranyitott esetben
rendezett pontparra) tartalmaz egy Gket Osszekots igényt. Ez egy ter-
mészetesen felmeriil6 szituicio, ha az optikai halozatot tgy tekintjiik,
mint egy atviteli kdzeget, ami lehet6vé teszi az 0sszes csomépont kom-
munikaciojat.

o One-to-all. Az T, igényhalmaz egy pontot kit Gssze az Osszes tobbivel,
irAnyitott esetben csak az egyik irdnyban. A gyakorlatban egy eloszto,
vagy egy hozzaférési halozatban meriilhet fel ilyen probléma.

3.3.5. HaAlozati topologiak

A G graf alakja alapvet&en befolyésolja a feladat nehézségét. Bizonyos spe-
cialis grafok (grafosztéalyok) valasztéséval a probléma jelentGsen leegyszerti-
sodik, jol kezelhetévé valik. Az alabbiakban felsoroljuk az altalunk érintett
topologiakat.

e Ldncok. Olyan fak, ahol minden cstics fokszama legfeljebb ketts. Na-
gyon jol kezelhet&ek, szamos érdekes és szép tulajdonsaggal birnak.

e Csillagok. Olyan fak, amelyekben csak egy nem els6fokii pont van.
Szimmetridjukbol kovetkezGen az tutszinezés probléma ismert strukti-
rakra vezet. JelentGségiik még abban rejlik, hogy egy faban felme-
riil6 problémét gyakran visszavezethetiink csillagokban felmeriil6 prob-
lémakra.

o Fdk. A faknak fontos tulajdonsaga, hogy az ttelvezetés probléma meg-
oldasa trividlis, csak egyféleképpen lehetséges. Igy csak az ttszinezés
problémaéval kell foglalkoznunk.

e Gyirik. A gyakorlatban sokszor fordul el§, hogy a csomépontok gytiri-
ben vannak 6sszekotve, szamos technologia alapul gytiri alapi haléza-
tokra. Népszertiségét annak koszonheti, hogy minimaélis élszdm mellett
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2-0sszefiiggd, a védelem lehetGségét magaban hordozé halézati struk-
tara. Tovabba a kapcsolasi funkciok is egyszeriiek, hiszen egy gytri
csak masodfoki pontot tartalmaz.

Sikgrdfok. Bizonyos nagykiterjedésii halozatoknal feltehetjiik, hogy az
optikai szalak csak csomopontokban keresztezik egymast. FErdemes
megvizsgalni, hogy ezzel a feltétellel konnyebbé valik-e a probléma.

Egyszeri grifok. Itt csak azt koveteljiik meg, hogy a csomoépontok kozt
ne legyenek parhuzamos élek.

Altaldnos grdfok. Technologiai szempontbol elég kézenfekvs dolog par-
huzamosan t6bb optikai szalat hasznalni: a kibelfektetés és alépitmény
épités koltsége ettdl nem novekszik. Ennek megfelelGen a topologiat le-
ir6 grafban parhuzamos éleket kell felvenniink.
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4. Lancok

A lanc alakia halozatok egyszerii topologiaju, mégsem jelentéktelen halozatok.
Elméleti szempontbdl azért érdekesek, mert ez az egyetlen olyan grafosztaly,
ahol az Osszes altalunk feltett kérdésre sikeriilt polinom ideji algoritmust mu-
tatni. A lancok egyik fontos alkalmazasi teriilete, hogy a gyakorlatban oly
népszerti gytriit egy pontjanal vagy élénél felvaghatjuk és igy egy lanchoz
jutunk. Az itt hasznalt algoritmusok kivétel nélkiil alkalmazhatoak gytrik-
ben is, és a lanccal torténd kozelité megoldas optimumtol valo eltérése is jol
becsiilhetd.

Mint a bevezetében mar emlitettiik, lanc alakt héalézaton egy egyetlen
utbol allo grafot értiink. A ldncot és a rajta felmeriil§ igényeket vizszintesen
képzeljiik el, ezért beszélhetlink egy lanc vagy egy igény bal ill. jobb vég-
pontjarél. Mint barmilyen mas fa alakd halozatban lancokban sem meriil fel
az utelvezetés problémaéaja. S&t itt még az irdnyitott és irdnyitatlan esetek
sem kiilonboznek egyméastol 1ényegesen. Ugyanis egy iranyitott szimmetrikus
lancon értelmezett igényhalmaz balra és jobbra mend igényei egymastol fiig-
getleniil szinezhetGek, valamint a két feladat ekvivalens egy-egy iranyitatlan
feladattal. Igy a fejezet hatralevé részében megfogalmazott allitasokat alta-
laban lancokra mondjuk ki, de csak irdnyitatlan lancokra bizonyitjuk, hiszen
a fenti kiegészitéssel azok igazak az irdnyitott esetben is.

Egy lanc pontjait balrél az 1,2, ...,n szamokkal jeloljiik és az igényeket
végpontjaikkal reprezentaljuk. Tetszéleges Z igényhalmaz abrazolhato él-
metszéstartoan egy |Z| éli lancon. Ugyanis nytjtsuk meg az igényeket balra
addig, ameddig még nem keletkezik 1j konfliktus. Utana ha a k csiics se nem
kezd6—, se nem végpontja egyetlen igénynek akkor hagyjuk el, és a £k —1 pon-
tot kossiik Ossze k + 1-gyel. Ezt a legfeljebb |Z| éld, azaz n = |Z| 4+ 1 pontu
reprezentaciot takarékosnak nevezziik. Megjegyezziik, hogy az egymast pa-
ronként nem metsz6 igényeket tartalmazoé igényhalmaz esetén sziikség is van
ennyi élre.

4.1. Optimalis szinezés

Az optimalis szinezés problémaja lancokon méar hosszu ideje tisztazott kérdés,
tobben mas kérnyezetben megfogalmaztak és megoldottak a feladatot, amit
ebben a szakaszban is ismertetiink. A ldncokon felmeriil6 igényhalmazok
perfekt grafokkal valé kapcsolatarol még a késGbbiekben lesz szo.
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4.1.1. Tétel. Egy lanc alaki halézaton tetszéleges L terhelésii 7 igényhal-
maz hatékonyan, O(max{n, |Z|}) id6ben szinezhetd W, = L szinnel.

Bizonyitas:  Tekintsiik az igényeknek egy olyan sorrendezését, ahogyan
bal végpontjaik elhelyezkednek a halézaton. Ha a lanc n hosszi, akkor az
igények bal végpont szerinti rendezése egy lada rendezés segitségével elvégez-
het§ O(max{n, |Z|}) id6ben [30], hiszen a (bal) végpontok mind az 1,2, ...,n
tartomanyba esnek. Egy ilyen sorrendben mohé médon szinezziik az igénye-
ket, azaz a mar kiszinezetteket nem szinezziik ijra, és a sorrendben kovetkezd
igény szinezéséhez csak akkor hasznalunk 1j szint ha sziikséges.

A szinezés kozben egy 1j igényt pontosan azoktol a szinektdl kell kiilonbo-
z0re szinezni, amelyek az 0] igény bal széls6 élén mar el6fordulnak. (Hiszen a
korabban kiszinezett igények bal végpontja nem lehet jobbra az 4j igény bal
széls6 élétsl.) Az aj igény bal széls6 élén rajta kiviil legfeljebb L — 1 igény
halad keresztiil, ezért a moho szinezésnek nincs sziiksége L-nél tobb szinre.

Masrészt a 3.2.1. lemmabél tudjuk, hogy barmely szinezés legalabb L
szint hasznél, tehéit a fenti szinezés optimalis és az egyenlGség teljesiil. O

Megjegyezziik, hogy ha a bemeneten az abrazolas takarékos volt, akkor
n < |Z|+ 1, ezért az algoritmus ebben az esetben linearis futési ideji.

Az el6bbi tételnek a segitségével nem csak az optimaélis szinezés problé-
majat oldottuk meg, hanem az is lathato, hogy Wi, min = L és a legrosszabb
esetben optimalis szinezés is megoldott. A felteheté kérdéseink koziil mar
csak a nehezebb maximalis atvitel és maximalis értékd atvitel probléméajat
kell megvizsgalnunk. Itt nagy segitséget jelent az eléz6 tétel, mely jol ellen-
Orizhetd sziikséges és elégséges feltételt ad a W-szinezhetGségre, hiszen az
igényeknek egy 7' részhalmaza pontosan akkor W-szinezhetd, ha semelyik él
terhelése sem nagyobb W-nél.

4.2. Maximalis értékd atvitel

Konzulensiinkkel, Friedl Katalinnal és Marx Daniellel egyik els6 kozos ered-
ményiink, hogy a maximaélis értéki atvitel probléma lancokon egészértékii
linearis programozassal megoldhat6 polinom idében. Miel6tt ezt belatnank
kimondjuk azt az eredményt, mely az egészértékd és folytonos linearis pro-
gramozas kozott teremt kapcsolatot.

4.2.1. Definicié. Egy matrix totalisan unimodularis, ha minden négyzetes
részmatrixanak determinansa 0, 1 vagy —1.
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4.2.1. Tétel. Legyen A totalisan unimodularis matrix, b egy csupa egész
koordinataji vektor, c tetszéleges (valos koordinataja) vektor. Ekkor a

max{cz|z > 0, Az < b,z egész}

feladat megoldasa megegyezik az ,x egész, feltétel elhagyasaval adédé LP
feladat megoldéséaval. [19] O

Megjegyezziik, hogy a valtozokra tovabbi fels6 (also) korlatokat is megad-
hatnunk az ILP feladatban. Ugyanis egy uj felsé (also) korlat bevezetésével
az A matrixhoz egy olyan sort kell hozzavenni, amely 0-kon kiviil egyetlen 1
(vagy -1) szamot tartalmaz, és egy totalisan unimoduléris matrix egy ilyen
sorral kiegészitve is totalisan unimoduléris.

Adott a G lanc alaka halézaton az 7 igényhalmaz és egy rajta értelmezett
f: T — Rt értékfiiggvény. Takarékos abrazolas esetén feltehetjiik, hogy G-
nek e < |Z| éle van. Rendeljiink minden i € 7 igényhez egy e dimenzi6s
a; oszlopvektort, melynek j-ik koordinataja 1, ha az ¢ igény keresztiilmegy
a lanc j-ik élén és 0 kiilonben. Tehat az a; vektor egy folytonos 1-ekbdl
allo sorozattal jeloli ki az 7 igény éleit a lancon. Az egészértékid linearis
programozasi (ILP) feladat a kovetkezGképpen irhato fel:

o A= (a,a... aim) egy |Z| x e méretd matrix.

o c=(f(i1)f(¢2) ... f(4z))) egy |Z| dimenzids oszlopvektor.

e b= (WW...W) egy e dimenziés oszlopvektor.

e z egy |Z| dimenzits valtozokbol allo oszlopvektor.
max{c'z|Az < b,z € {0,1} }

A 4.1.1. tételbsl adoédoan az ILP feladat megengedett megoldésai és az
7 igényhalmaz W szinnel szinezhet6 részhalmazai kolcsonosen egyértelmiien
megfeleltethetGek egymasnak tgy, hogy egy = vektorhoz az {i;|x; = 1} rész-
halmaz tartozik. Lathato, hogy az ILP feladat optimélis megold4sa a maxi-
malis értéki atvitel problémanak is megoldésa.

4.2.2. Tétel. A maximalis értéki atvitel W szinnel lanc alakd héalézatokon
tetszoleges igényhalmaz és értékfiiggvény esetén polinom id6ben megoldhato.
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Bizonyitas: Az eddigiek utdn méar csak azt latjuk be, hogy a felirt ILP
feladat megoldhaté polinom idében. Elég megmutatni, hogy az A méatrix
totalisan unimodularis, mert a 4.2.1. tételt alkalmazva az egészértékiiségi
feltételt elhagyva a folytonos feladat mar megoldhat6 a méatrixok és vektorok
méretéhez képest polinom sok lépésben [19].

Az A métrix minden oszlopadban 0 és 1 szimok szerepelnek és az egyesek
egy folytonos intervallumot alkotnak. Az A barmely A’ négyzetes részmét-
rixa is ugyanilyen tulajdonsidgi. Vonjuk le az elsé sorabo6l a mésodikat, a
masodikboél a harmadikat stb. Az igy kapott méatrix determinénsa valtozat-
lan, tovabba minden oszlopdban pontosan egy 1-es és legfeljebb egy —1-es
szerepel, a tobbi elem mind 0. Hozzavéve egy megfeleld sort feliilre elérhetd,
hogy minden oszlopban pontosan egy —1-es legyen. A kiegészitett méatrix
egy iranyitott graf élméatrixa, mely totalisan unimodularis [1], ezért az els6
sor elhagyasaval nyert részmétrix determinansa 0, +1 vagy —1. O

A fenti bizonyitasnak hatranya, hogy a feladat speciélis szerkezetétsl ta-
voli, altalanos és bonyolult megoldasi médszert alkalmaz. A polinom idejii
line4ris programozési modszereket Gsszetettségiik miatt a gyakorlatban nem
hasznéaljék, helyette az atlagosan nagyon jol viselkedd, de esetleg exponencié-
lis szimplex modszert alkalmazzék. Ezért megkiséreltiink linearis programo-
zas nélkiil is polinom ideji algoritmust mutatni a maximalis értékd atvitel
problémara, mely 4ltalanos esetben egyenlére nem sikeriilt.

Egyik fontos eredmény Marx Danieltsl, hogy sikeriilt a maximélis atvitel
probléma megoldasara (tehat a konstans értékfiiggvény esetére) egy lineéris
programozast nem hasznalo eljarast taldlnia. Az algoritmus tobb a felada-
tot egyszertsité 1épésbdl all, melyek végrehajtasa trivialissa egyszertsiti a
szinezést.

Egymastol fiiggetleniil, kissé eltérs érvek alapjan jutottunk az alabbi &l-
litashoz.

4.2.3. Tétel. A maximalis értékii atvitel W = 1 szinnel ldnc alakid halo-
zatokon tetszoleges T igényhalmaz és f : T — R™T értékfiiggvény esetén
megoldhat6 O(|Z|?) idében.

Bizonyitas:  Mar emlitettiik, hogy az Z igény reprezentalhato egy |Z|
éli, |Z| + 1 pontu lancon, melynek pontjai balrol a {0,1,...,|Z|} szamok.
Definialunk egy G'(V', E') iranyitott grafot, melyre

o V=T
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e (i1,12) € E' pontosan akkor, ha az i; igény minden éle balra helyezkedik
el az 15 igény bal végpontjatol.

A W = 1 szinnel szinezhetd részhalmazok és G' utjai kolcsondsen egyértel-
miien megfeleltethetGek egymasnak. Igy feladatunk egy maximalis értékd tt
keresése a G’ grafban, ahol az ut értéke a rajta szereplé pontoknak megfelels
igények értékének osszege. A G" grafot G'-bél gy nyerjiik, hogy minden
pontot megduplazunk, a beérkezs éleket az egyikbe vezetjiik, a kimenGket a
masikbdl inditjuk, és a kettd kozé egy iranyitott élet vesziink fel. Egy 4j G"'-
beli él értéke a megfelel G'-beli pont értéke, a tébbi mar G'-ben is el6fordul6
él értéke 0. Ezzel G”-ben mar olyan maximaélis értéki utat kell keresniink,
ahol a nem negativ értékfiiggvény az éleken értelmezett. A konstrukciobol
lathato, hogy G” nem tartalmaz iranyitott kort, pontjainak szama 2|Z|+2, és
éleinek szama legfeljebb (2|Z| + 2)|Z| = O(]Z]?). Tlyen grafban a maximalis
értéki ut O(|Z)?) idében megtalalhaté a PERT mddszer segitségével [30]. O

4.3. Osszefoglalas

Lattuk, hogy minden problémara tudtunk (kiilonb6z6 bonyolultsagi) poli-
nomidlis algoritmust adni. Az irdnyitott eset egyszertien visszavezethets az
irAnyitatlanra. Az all-to-all igényhalmaz specidlis esete az altalanos algorit-
musokkal kezelhet§. Az eredményeket az alabbi tabldzatban foglaljuk Gssze.

Lancok, 7 igényhalmaz
W =1 hulladmhossz W = k hullamhossz
Maximélis Maximalis Optimalis Maximélis Maximalis
atvitel értékid atvitel | szinezés atvitel értékid atvitel
dinamikus dinamikus lineéris ideji | polinomidlis LP,
programozas | programozas | algoritmus algoritmus polinomiélis
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5. Csillagok

A csillagok elényds tulajdonséga, hogy az igényhalmazok terhelése viszonylag
kicsi. Osszehasonlitva egy n pontu lancot és egy csillagot az Z, all-to-all
igényhalmaz terhelése az el6bbinél (%)%, mig az utobbindl n — 1. Ennek
azonban ara van, egyediil a kozépsé pontra nehezedik a kapcsolas problémaéja,
annak meghibasodasa minden kommunikacioés utat megsziintet.

JelentGségiik nem abban van, hogy ténylegesen ilyen gerinc halézatokat
volna érdemes épiteni, de bizonyos esetekben jol modellezi egy bonyolultabb
halézat egy pontjaban lokdlisan felmeriil§ utszinezési probléméat. Példaul a
faknal alkalmazott szinezési eljarasok is mind csillagokon alkalmazott lokalis
szinezések sorozatabol allnak.

5.1. Az atszinezés kapcsolata az élszinezéssel

Ebben a szakaszban bemutatjuk, hogy az utszinezés csillagokban és az élszi-
nezés grafokban egymasra visszavezetheté problémak. A csillagokrdl kimon-
dott Gsszes allitdsunk ezen a kapcsolaton mulik. Mint kés6bb latni fogjuk, az
irAnyitott és iranyitatlan esetek visszavezetése még hasonld, de a levonhato
kovetkeztetések mér nagyban eltérnek egymaéastol. Azt az egy problémaét,
amely azonos eredményre vezet az iranyitott és irdnyitatlan esetekben ha-
sonld, ennek a szakasznak a végén targyaljuk.

Az iranyitatlan eset Golumbic és Jamison eredményének alkalmazasa
WDM halézatokra [15]. Az iranyitott visszavezetést elGszor a [21] cikkben
publikalta Mihail, Kaklamanis és Rao.

Az allitasok kimondasédhoz rogzitjiik, hogy pontosan milyen értelemben
hasznaljuk a "két szinezés ekvivalens” szokapcsolatot.

5.1.1. Definicié. Egy halézathoz tartozé T igényhalmaz ttszinezése és egy
G(V, E) graf élszinezése ekvivalens, ha T és E elemei kélcsonosen egyértelmii
kapcsolatba hozhatok tgy, hogy egy rajtuk értelmezett szinezés pontosan
ugyanakkor legyen érvényes az titszinezési és élszinezési feladatokban.

Legyen S(Vs, Es) egy iranyitatlan csillag alaka héalozat, Z egy rajta értel-
mezett igényhalmaz L terheléssel, és G(V, E) egy iranyitatlan, hurokél mentes
graf A maximaélis fokszammal.

5.1.1. Lemma. Tetszbleges (S,Z)-hez konstrualhaté egy G(V, E) és tetszo-

leges G(V, E)-hez konstruélhaté egy (S,Z) tgy, hogy (S,Z) ttszinezése és G
élszinezése ekvivalens legyen. Tovabba mindkét konstrukcié esetén L = A.
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Bizonyitas:

G(V,E) — (S,I): Vs :=V U{v}, legyen v a nem elséfoki pont az S
csillagban, valamint T := E. (Igy T csak kett6 hosszi igényeket tartalmaz.)

(§,Z) —- G(V,E): Az el6z6 konstrukecio kis modositassal forditva is
megfelel§ lesz. Jelolje az S nem els6foki pontjat v és elséfoku pontjait
V1, Vo, ..., V. A nem els6fokiiaknak megfeleltetve két-két pontot vegyiink
fel G-be, azaz V := {v,ve,...,0,,0],0),...,0.}. Az E élhalmazba vegyiik
fel a ketts hossza {v;,v;} € I igényeknek megfeleltetve egy-egy {v;, v;} élet,
az egy hosszt {v,v;} € Z igényeknek megfeleltetve egy-egy {v;, vi} élet.

Két igényt egy S csillagban akkor kell kiilonb6z6re szinezni, ha van ko-
z0s els6foki végpontjuk. Hasonléan G-ben két élet akkor kell kiilonbozére
szinezni, ha valamely v; pontra illeszkednek. (A v pontokra valé illeszkedés
nem jelent tovabbi megkétést az (S,Z) — G(V, E) konstrukcional). Ezzel
belattuk, hogy a két szinezés ekvivalens.

A konstrukciokbdl lathato, hogy az S csillagban a {v, v;} él terhelése meg-
egyezik v; pont fokdval a G grafban, ahonnan adodik az L = A egyenlGség.
a

Az iranyitott esetben csak az egyik irdnyu megfeleltetést mondjuk ki,
mert, a késGbbiekben csak erre lesz sziikség. Mostant6l S egy szimmetrikus
irdnyitott csillag alakd halézatot, P egy iranyitatlan paros grafot jelol. Az 7
igényhalmaz terhelése L és P maximalis fokszama A.

5.1.2. Lemma. Tetszbleges (S,T)-hez konstrualhaté egy P(A, B, E) ugy,
hogy (S,7) ttszinezése és P élszinezése ekvivalens legyen, tovabba L = A.

Bizonyitas: Az S csillag els6fokil pontjait most az 1,2, ..., n szdmokkal,
a nem els6foku pontjat v-vel jeloljiik. Legyen A := |J;_{O;,O,i} és B :=
U {5, Iiv}. Az eredeti feladat (i,j) € Z igényének egy {O;,I;} € E , egy
(v,7) € Z -nek egy {O,, I;} € E és egy (j,v) € Z -nek egy {I,;,0;} € E élet
feleltetiink meg, ahol 4, j € {1,...,n}.

Az ekvivalencia onnan lathato, hogy 7 két igényét pontosan akkor kell, kii-
16nbézére szinezni, ha ugyanabbdl az els6fokd pontbél indulnak vagy ugyan-
abba érkeznek. Ennek megfelelGen P-ben egy él akkor és csak akkor illesz-
kedik O;-re, ha a megfeleltetett igény az ¢ pontbdl indul, és I -re, ha a j-be
érkezik. (Az O, és I;, pontokra valo illeszkedés szinezési szempontbdl mar
nem jelent Gjabb megkdtést.)
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Az egyenlGség abbol adodik, hogy a halézat egy els6foki pontjabol indulo
(érkezs) &l terhelése, a megfelels O; (ill. I;) pont foka P-ben. (Es az I,
(ill. O,;) pont foka nem nagyobb O; (ill. I;) pont fokanal.)

A konstrukciot az 5. aAbran egy egyszeri példan szemléltetjiik. O

A megfeleltetéseket tomoren agy is interpretalhatjuk, hogy iranyitatlan
csillagokban az igényhalmazok konfliktus grafja egy iranyitatlan hurokél men-
tes graf élgrafja, irdnyitott esetben paros graf élgrafja. Valamint tetszGleges
hurokél mentes grafhoz létezik olyan csillag és rajta értelmezett igényhalmaz,
melynek konfliktus grafja izomorf a graffal.

Oy ol

0, 'Y
0, O ly
0,0 >,
0, O Y
OV1O IV1

0.0 0l
OV3O ‘ Iv3
Ov4 - ’ Iv4
0O ol
5. abra.
Iranyitott csillagon értelmezett igényhalmaz és a megfelels élszinezési
probléma.

A szakasz végén bemutatjuk az egyetlen olyan alkalmazasat a megfelel-
tetéseknek, mely ugyanarra az eredményre vezet az iranyitott és iranyitat-
lan esetekben, a maximélis értékd atvitel probléméajat W = 1 szinnel. Ha
az egy szinnel szinezhetd igények egy halmazat keressiik, akkor az 5.1.1 és
az 5.1.2. lemmak alapjan fiiggetlen élek egy halmazat is kereshetjiik a megfe-
lels G illetve P grafokban. Igy a maximalis értéki atvitel problémaja a mar
polinom idében megoldott maximéalis silyt pérositas keresésére vezethets
vissza.
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5.1.1. Allitas. TetszGleges csillag alakii halézatnal, T igényhalmaznél és
f T — RT értékfiiggvénynél a maximaélis értékii atvitel probléma meg-
oldasara mind az irdnyitatlan, mind az irdnyitott esetben létezik polinom
idejii algoritmus. O

Megjegyezziik, hogy az irdnyitatlan esetben a megoldéas bar polinom ideji,
de bonyolult és nagy futasi idejli, mivel a parositast egy tetszéleges G grafban
keressiik [4]. Ezzel szemben iranyitott esetben egy paros grafban a Kénig-
Egervary-tétel bizonyitasidban hasznalt magyar modszer segitségével egyszerii
és gyors algoritmus implementalhaté a maximélis sulyd parositds megtalala-
sara |1].

5.2. Utszinezés az iranyitatlan esetben
5.2.1. Az optimalis szinezés

Az 5.1.1. lemma szerint W,;, meghatérozasdnak problémaja az iranyitat-
lan esetben nem kénnyebb egy tetszéleges hurokélmentes G graf kromatikus
indexének (x.(G)) kiszamitasanal. Holyer eredménye alapjan ismert, hogy
tetszbleges G graf esetén annak eldontése, hogy x.(G) < 3 teljesiil-e NP-
nehéz. [16].

5.2.1. Allitas. Ha S egy irdnyitatlan csillag alaki halézat és T egy tetszo-
leges rajta értelmezett igényhalmaz, akkor az optiméalis szinezés eldéntési
valtozata még a W > 3, régzitett bemenet esetén is NP-nehéz. O

Az el6bbi negativ allitas utan kézenfekvének latszik az optimalist kozelits
hatékony eljarasok keresése. Most is az 5.1.1. lemmat hasznaljuk, &m fordi-
tott értelemben mint az elébb, azaz egy adott (S,Z) iranyitatlan feladathoz
konstrualunk egy G élszinezési problémat, melyre az irodalomban fellelhetd
kozelit6 eljarasokat alkalmazzuk. Shannon eredménye alapjan G élei hatéko-
nyan szinezhetGek %Ag, és a Vizing-tétel szerint Ag + mg szinnel, ahol mg a
grafban elfordulé legnagyobb multiplicitas [17]. Egy 1) polinom ideji szine-
zési eljarast ismertetnek a [25] miiben, mely legfeljebb |1.1x.(G) + 0.8] szint
hasznal. Az L = Ag, Wnin = Xe(G) és m = mg azonossagokbol adodnak
a kovetkezs kozelits eljarasok WDM halézatokon. (m az igényhalmazban
el6fordulé multiplicitas.)
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5.2.2. Allitas. Tetszoleges (S,T) feladatnal, T igényei W = 3L szinnel ha-
tékonyan kielégithetdek. O

5.2.3. Allitas. Tetszéleges (S,T) feladatnal, T igényei W = L + m szinnel
hatékonyan kielégithetéek. O

5.2.4. Allitas. TetszGleges (S,7) feladatnal, T igényei W = | 1.1W ,;,+0.8]
szinnel hatékonyan kielégithetéek. O

Megjegyezziik, hogy a felsorolt kozelitések koziil egyik sem erésebb a mé-
siknal: barmely becsléshez talalhato olyan példa, amelynél 6 adja legkisebb
fels6 korlatot.

5.2.2. Legrosszabb esetben optimailis szinezés

Tetszbleges legalabb harmadfok csillagon és L € Z™ esetén mutathato olyan
igényhalmaz, ahol ténylegesen sziikséges %L szin. Ilyen példat lathatunk
a 6. abran, ahol a berajzolt igények helyére L/2 széles igénykotegeket kép-
zellink. Lathato, hogy a terhelés L, és mind a %L igényt kiilonb0z6 szintre
kell szinezni. Mivel az 5.2.2. 4llit4s alapjan tetszGleges L terhelést igényhal-
maz ki is szinezhet6 ennyi szinnel, a példa egy ,legrosszabb esetet” abrazol,
tovabba az 5.2.2. allitas eljarasa legrosszabb esetben optimélis.

~———— e —
e —————

6. abra.
Iranyitatlan csillagoknél és faknél a legrosszabb esetet abrazolo
igényhalmaz.

Masrészt a haromnal kisebb maximalis fokszamu csillagok lancok, igy
a 4.1.1. tétel eredménye alapjan ezekben tetsz6leges igényhalmaz L szinnel
kielégithets. Ezzel belattuk az alabbi allitast:
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5.2.5. Allitas. Iranyitatlan csillagoknal

S haA>2
) 2
WL min = { L kiilonben

és a legrosszabb esetben optimalis szinszammal hatékonyan lehet szinezni. O

5.3. All-to-all kommunikacidé az iranyitatlan esetben

Miutan lattuk, hogy az utszinezés iranyitatlan csillagoknal NP-nehéz, meg-
vizsgéljuk, hogy kénnyebb feladathoz jutunk-e, ha a rogzitett all-to-all igény-
halmaz igényeit elégitjiik ki. Az n+1 ponti csillagon értelmezett Z, igényhal-
mazhoz is elkészitjiik a G grafot az 5.1.1. lemmaban leirt konstrukci6 alapjan.
A G grafban a vy, v, ..., v, pontok egy n csicsi teljes grafot feszitenek ki.
Az ebben szerepls {v;,v;} éleket belsd éleknek nevezziik, amelyek a kettd
hosszi igényeknek felelnek meg. Ezen kiviil G tartalmaz még n darab kilsd
élet: az egy hosszu igényeknek megfeleltetett, egymastol fiiggetlen {v;, v{}
éleket, 1 =1,...,n.

Az optimalis szinezés kapcsan kis kiegészitéssel az n cstcsu teljes graf
élszinezését ismertetjiik. Ezzel a feladattal ismert elemi grafelmélet példak
kozott is taldlkozhatunk, amikor minimalis szamu fordul6 alatt rendeziink
kormérkézést n csapat kozott. A maximdlis atvitel sajat, mig a maximélis
értéki atvitel megoldasarol szolo rész Marx Déniellel ko6z6s eredmény.

5.3.1. Optimalis szinezés

5.3.1. Allitas. TetszGleges iranyitatlan csillagnal az T, igényhalmaz haté-
konyan kielégitheté Wi, = L szinnel.

Bizonyitads: A bizonyit4s sordn a szakasz bevezetd részében emlitett G
graf éleit szinezziik ki.

Ha n = 2k (péros), akkor rajzoljuk le a wvy,vq,...,v9, 1 pontokat egy
szabalyos 2k — 1-sz0g csicsaiba, és kozéppontjiba vegyiik fel a vy, pontot
a 7. abran lathaté6 modon. Az abran berajzolt belsG élekbdl allo fiiggetlen
élhalmazt szinezziik ¢, szinnel, vele egybevagé elforgatottjait co, c3, ..., Cop_1
szinekkel, és a kiils6 élek halmazét a cor szinnel.

Ha n = 2k — 1 (paratlan), akkor az abran 1év6 vy, pont és a fiiggdleges
él nem része G-nek. Szinezziik a c; szinnel az abran vizszintesen berajzolt
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bels6 éleket és a {vo_1v5,_} kiilsG élet. Ennek elforgatottjaira egy-egy szint
felhasznalva az Osszes kiils6 és belso él kiszinezhet6 2k — 1 szinnel.

Mindkét esetben W =n = A = L, ami a 3.2.1. lemma alapjan optimalis.
O

2k-1

7. abra.
A teljes graf egy olyan fiiggetlen élhalmaza, melynek elforgatottjai
egyrétiien fedik le a teljes élhalmazt. Az n = 2k — 1 esetben a kozéps6 pont
és a fiiggGleges él nem része a grafnak.

5.3.2. Maximalis atvitel

5.3.2. Allitas. Egy n+ 1 pontd irdnyitatlan csillagon az all-to-all igényhal-
maznal a maximaélis atvitel probléméja W € Z™ szinnel hatékonyan megold-
haté, tovabba a W szinnel kielégithetd igények maximalis szdma | (W +1)% |.

Bizonyitas: El6szor megmutatjuk, hogy [(W + 1)%] igénynél t6bb nem
elégithetd ki W szinnel. Tekintsiik az igényeknek egy tetszéleges W szinnel
kielégitett Z' C 7 részhalmazat. Ennek megfeleltethetd a szakasz bevezetésé-
ben emlitett G graf éleinek egy W szinnel szinezett részhalmaza, melyben K-
vel ill. B;-vel jeloljiik a ¢; szinnel szinezett kiilsg ill. bels6 éleket, 2 = 1,..., W.
Az i-ik szinosztély élei fiiggetlen élhalmazt alkotnak, amelyben a bels§ élek
csak a kiils6 élek altal nem érintett v; pontokra illeszkedhetnek, ezért

n — | K
|B;| < LTJ ,

minden ¢ =1,..., W esetén.
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Z(|Kz| +|Bil)
LIRS

=1
W
n+ | K|
<yl
=1

n
2l

ahol az utols6 egyenl6tlenség abbol adodik, hogy Gsszesen n kiilsg él van.
Masrészt megmutatjuk, hogy létezik Z* C Z,, mely W szinnel szinezhetd
és |2*| = |[(W+1)%]. Han = 2k (paros), akkor az els6 szinosztalyba vegyiik
fel az Osszes kiils6 élt, a maradék W — 1 szinosztilyba a 7. abran berajzolt
bels6 éleknek W — 1 elforgatottjat. Ez 6sszesen n + (W —1)2 = (W +1)%
él.
Ha n = 2k — 1 (paratlan), akkor

n+1+(n—(W—1))+[W_1

Iz

IN

< |(W+1)

[(W+1)F] = (W-1) I

Tekintsiik a 7. a4bran berajzolt vizszintes belss éleket és a {vo_1,vh,_;}
kiilsG élet. Ennek a fiiggetlen élhalmaznak szimmetrikusan balra-jobbra tor-
ténd W — 1 elforgatottjat szinezziik az els6 W — 1 szinnel (ez Osszesen
(W — 1)25 ¢l). Az utols6 szinosztalyba vegyiik fel az eddig ki nem szi-
nezett n — (W — 1) kiilss élet, és az ezektdl fiiggetlen | Y=L | vizszintes élet.
Ennyi ténylegesen taldlhatd, mivel az elforgatasokat szimmetrikusan végez-

tik. a

5.3.3. Maximalis értéki atvitel

5.3.3. Allitas. Egy iranyitatlan csillagban, a rogzitett I, igényhalmaz és
W = 3 szinszam ill. tetszbleges f : T, — R* értékfiiggvény esetén a maxi-
malis értékii atvitel probléma NP-nehéz.
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Bizonyitas: Tetsz6leges G(V, E) egyszerii graf éleinek 3 szinnel szinezhe-
t6sége NP-nehéz feladat [16], ezt fogjuk visszavezetni probléméankra.

Az 5.1.1. lemma alapjan tetszéleges G(V, E) egyszerii grafhoz konstru-
alhato olyan |V| + 1 pontu csillag és Z igényhalmaz, melynek tutszinezése
ekvivalens a graf éleinek szinezésével. Mivel G egyszerd, Z nem tartalmaz
parhuzamos igényeket, ezért 7 kiegészithets az 7, igényhalmazzi. Az 1 € T,
igényeken értelmezziik az alabbi értékfiiggvényt:

f(i):z{l 1 haieT

€ = W kiillonben.
A maximalis értékd atvitel osszértéke az f(-) értékfiiggvény mellett pon-

tosan akkor nem kisebb |E|-nél, ha az Gsszes E-beli él 3 szinnel szinezhetd,

ugyanis az € sulyu igények Osszsiilya kisebb egynél. O

5.4. Utszinezés az iranyitott esetben

A fejezet elején bemutattuk, hogy az irdnyitott ttszinezési feladat csilla-
gok esetén paros graf élszinezésére vezethetd vissza, ami nagy konnyebbséget
jelent az iranyitatlan esethez képest. Az optimalis szinezés kapcsan véazol-
juk a magyar modszert hasznélo, paros grafok élszinezésére szolgélo, ismert
eljarast. Sajat eredmény a maximalis értékid atvitel megoldasara szolgalo
polinom ideji eljaras. Az allitast itt sulyozott matroid metszet algoritmus
felhasznalasaval bizonyitjuk. Marx Déaniel ugyanezt az eredményt egészér-
téki lineéaris programozas alkalmazésaval igazolta hasonléan a lancoknal 14-
tottakhoz.

5.4.1. Optimalis szinezés

5.4.1. Allitas. Iranyitott csillagoknal tetszéleges T igényhalmazt Wy, = L
szinnel hatékonyan ki lehet elégiteni.

Bizonyitas: Az 5.1.2.lemma alapjan elegendd a P(A, B, E) paros graf éleit
szinezni. P maximalis fokszama L és |A| = |B|, ezért élek hozza vételével a
graf kiegészithetd L-regularissa.

A kiegészitett grafban tetszdleges ) # A’ C A esetén |B'| > |A'[, ahol
B'-vel A’ szomszédait jeloltiik, kiillonben az L-regularitasbol adédoan B’ tar-
talmazna egy L-nél nagyobb foku pontot. Igy Hall-tételét alkalmazva P-ben
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van teljes parositas, melyet K&nig magyar modszerével hatékonyan megtalal-
hatunk [1].

A teljes parositas éleit elhagyva egy (L — 1)-regularis grafhoz jutunk,
amiben a fenti gondolatmenet alapjan szintén talalhato egy teljes parositéas...
Ezzel az eljarassal a kiegészitett grafunk éleit L teljes parositasra particional-
juk, melyeket egy-egy szinnel szinezve a kiegészitett graffal egyiitt az eredeti
P graf éleit is L szinnel szineztiik ki.

Figyelembe véve a 3.2.1. lemmat az L szint hasznalo szinezésiink optima-
lis. ml

5.4.2. Maximalis értéki atvitel

5.4.2. Allitas. Iranyitott csillagoknal tetszéleges T igényhalmaz, f : T —
R* értékfiiggvény és W € ZT szinszam esetén a maximalis értéki atvitel
probléma megoldasara létezik polinom idejii algoritmus.

Bizonyitas: A feladat ugy is fogalmazhat6 az 5.1.2. lemma felhasznélasa-
val, hogy egy P(A, B, E) paros graf sulyozott élei koziil szeretnénk maximalis
silya W szinnel szinezhet$ részhalmazt talalni. Az el6z6 az 5.4.1. allitas bi-
zonyitasaban lattuk, hogy péaros grafoknal a W szinnel szinezhetGség egyen-
értékd azzal, hogy A < W, ahol A a kivalasztott élek altal meghatérozott
részgraf maximalis fokszama.

Tekintsiik az éleknek egy E = E, UE,,U...UE, particiojat, ahol E,,
az a; € A pontra illeszked§ élek halmaza. Definidljuk az My = (E,F)
matroidot, ahol E' € F akkor és csak akkor, ha |E' N E, | < W minden
i=1,2,...,nesetén. (Az igy definidlt halmazrendszer egy particiés matroid,
mely kielégiti a matroid axiomakat. [29]) Hasonloéan a B-beli pontokra valo
illeszkedés alapjan elkészithetjiik az Mp matroidot. M 4-ban ill. Mp-ben
pontosan azok az élhalmazok fiiggetlenek, melyeknek A ill. B-beli pontokon
legfeljebb W a foka. Igy a feladatunk maximalis stlyu kozos fiiggetlen élhal-
maz keresése az M 4 és Mp matroidokban. Figyelembe véve, hogy P konst-
ruélasa, a fiiggetlenségi orakulumok és a maximalis kozos fiiggetlen élhalmaz
keresése polinom id6ben megvaldsithato, adodik az algoritmus hatékonysaga
[29]. O
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5.5.

Osszefoglalas
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A csillagokrdl sok fontos megallapitast tettiink. A problémék egy részére
hatékony algoritmus adhatd, masokrél belathato, hogy NP-nehéz. Az ira-
nyitott és iranyitatlan esetek nehézsége és megoldhatosiga szamos esetben
nagymértékben kiilénbozik, mint ahogy az az alabbi tablazatbol is leolvas-

hato.
Csillagok, 7 igényhalmaz
s Legrosszabb
Optimal N
I,) 1m’a 8 Kozelités esetben WL min
szinezés s
optimélis
. 1.1W haték
irdnyitatlan NP-nehéz L min arerony WL min %L
0.8] algoritmus ’
. haték
iradnyitott ate ony - - Wi min =L
algoritmus ’
Csillagok, Z igényhalmaz
W =1 hullAmhossz W = k hullamhossz
Maximalis Maximalis Maximalis Maximalis
atvitel értékd atvitel | atvitel értékid atvitel
. X ra /kr/
irdnyitatlan m}ax " m}aX ’elrte U NP-nehéz NP-nehéz
parositas parositas
max. max. értékd . salyozott
i iz ek matroid .
ranyitott parositas parositas matroid
) . ) . metszet, LP
péros grafban | paros grafban metszet, LP
Csillagok Z,, igényhalmaz
W = 1 hullamhossz W = k hullamhossz
Maximaélis Maximalis Maximaélis Maximalis
atvitel értékd atvitel | atvitel értékd atvitel
. ~ialis (— ~ertoka P ideid ’
irdnyitatlan trivia IS( m’ax ,elf ext ey ., NP-nehéz
szomszédok) | péarositas konstrukcié
e el . értékd . al tt
e, trivialis (= m’aX ’er’te U matroid e yOZ,O
ranyitott , parositas matroid
szomszédok ) i ) metszet, LP
paros grafban metszet, LP




6. FAK 36

6. Fak

Fa alaku hal6zatokban barmely két pont k6zott egy ut van. Gyakorlati szem-
pontbol ebben rejlik nagy hibajuk, mivel védelem kialakitasdra nincsen lehe-
toség. Ugyanakkor elméleti szempontbdl ez teszi ket konnyen kezelhetGvé.
Az utelvezetés problémaja nem meriil fel, és ttszinezési szempontbol is em-
litésre érdemes egy nagy konnyebbség. Egy pontot érinté 6sszes titrol csak a
ponthoz illeszked§ éleken el6fordulé ttmetszetekbdl az Gsszes szinezési kény-
szer leolvashato, hiszen két egymést nem metsz6 it méasutt mar nem talal-
kozhat 6ssze. Mind az iranyitott mind az iranyitatlan esetekben ismertetett
szinezési eljarasok ezt a gondolatot hasznaljak fel.

6.1. Iranyitatlan eset

Iranyitatlan fakban utak egy halmazanak szinezésével WDM hal6zatoktol
fiiggetleniil tobben is foglalkoztak. A fak és csillagok utszinezésének kapcso-
latat tobben egymastol fiiggetleniil is felfedezték: Golumbic és Jamison a [15]
illetve WDM halozatok kapcsan Raghavan és Upfal a [27] miiben publikalta.

6.1.1. Szoros kapcsolat a csillagokkal

A bevezet&ben leirt gondolatmenet segitségével egyszertien felhasznalhatjuk a
csillagoknal kapott kozelitési eljarasokat. Adott egy (F(V, E),T) utszinezési
feladat, ahol F egy irdnyitatlan fa alaka halozat, és 7 egy rajta értelmezett
igényhalmaz. Minden v € V-hez konstrualunk egy (S,,Z,) lokdlis feladatot,
ahol §, a v pontbdl és a ra illeszkedd F-beli élekbdl allo csillag, Z,, az Osszes
v-t érinté Z-beli utat (pontosabban annak S,-be esé részét) tartalmazza.

6.1.1. Lemma. Az (F(V, E),T) ttszinezési feladathoz minden v € V pontra
adott az (S,,T,) lokéalis problémanak W, szint hasznalé megoldasa. Ezek fel-

hasznélasaval polinom sok lépésben kielégithetjiik 7 igényeit W = max W,
veE

szin felhasznalasaval.

Bizonyitas: Az F fa egy szélességi bejardsa vy, vs,...,v, sorrendben
latogatja meg a pontokat. El&szor kiszinezziik a vi-hez illeszkedd utakat,
majd a ve-hoz illeszked6 még szinezetlen utakat, stb. A szinezés soran egy
utat csak egyszer szineziink ki, kés6bb azon mar nem véltoztatunk.

Az els6 szinezést az (S,,,Z,,) lokalis feladat megoldasa adja. A szélességi
bejaras soran a v;;; pontbdl alacsonyabb indextibe csak a v; ponton keresztiil
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vezet Ut. Ezért ha az els6 ¢ szinezést mar elvégeztiik W = _rnlax,ij szin
j=1,..1
felhasznalésaval, akkor a v;,1-et érint6 igények koziil pontosan azok kiszine-

zettek, amelyek keresztiil mennek a v;,v;11 élen. Ezek az igények az eddigi
szinezésben is és az (i + 1)-ik lokalis szinezésben is mind kiilonb6z6 szintek,
ezért a v;1-et érint6 utak egyszertien a szinek atnevezésével szinezhetGek.
S6t a {v;, vir1} élen el6 nem forduldé méar felhasznélt szinek tjrafelhasznalha-
toak, igy egylittesen W = max W, szin elegendd. O

j=1,..a+1

A kovetkez lemma nyilvanvalo kovetkezménye az elGzének.

6.1.2. Lemma. Ha egy irdnyitatlan (F(V, E),T) ttszinezési feladat esetén
minden v € V-re az (S,,Z,) lokilis feladatokban az optimalis szinezés W pin»

szint hasznal, akkor F-ben Wi, = max W, . O
vEV

6.1.2. Optimalis szinezés

Mivel a csillagok is fak, és az optimalis szinezés az 5.2.1. allitas szerint méar
csillagok esetében is NP-nehéz, a fak esetében is az.

6.1.1. Allitas. Egy iranyitatlan fa alaki halézaton értelmezett igényhal-
maznal az optimdlis szinezés eldéntési valtozata még a W > 3, rogzitett
bemenet esetben is NP-nehéz. O

Az NP-nehézség belatasa utan kozelits eljarasokat mutatunk, melyek
a 6.1.1. és a 6.1.2. lemmakbol ill. a csillagok szinezésérdl szolo az 5.2.2. és
az 5.2.4. allitasokbol kovetkeznek. Legyen F egy iranyitatlan fa és Z egy
rajta értelmezett igényhalmaz.

6.1.2. Allitas. TetszGleges (F,T) feladatnal T igényei W = 3L szinnel ha-
tékonyan kielégithetdek. O

6.1.3. Allitas. Tetszéleges (F,T) feladatnél T igényei W = [1.1W ,;,+0.8]
szinnel hatékonyan kielégithetdek. O
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Az 5.2.3. allitds most nem hasznalhaté sikerrel, mert az egyes lokélis szi-
nezéseknél a faban nem parhuzamos igények is parhuzamosak lehetnek. Igy
a lokalis szinezések tobb mint L + m szint hasznalhatnak, ahol m a faban
el6fordulé legtobb parhuzamos igény.

A legrosszabb esetben optimalizalas problémaja faknal is megoldott. A
kovetkez§ allitdsban Ar az F fa maximélis fokszaméat jeloli.

6.1.4. Allitas. Tetszéleges iranyitatlan F fa esetén

3, haA>?2
. —J 2
WL min = { L kiilonben

és a legrosszabb esetben optimalis szinszammal hatékonyan lehet szinezni.

Bizonyitas: Egyrészt a 6. abra (Id. 29. oldal) igényhalmaza —ahol a be-
rajzolt igények % vastag igénykotegek— minden olyan fan kialakithatd, ami-
nek van ketténél nagyobb fokszadmi pontja, és kielégitéséhez sziikség van
%L szinre. Masrészt a 6.1.2. 4llitds alapjan tetsz6leges igényhalmazt ennyi
szinnel hatékonyan lehet szinezni.

A kett6énél nagyobb fokszamu pontot nem tartalmazo fak lancok, melyekre
a 4.1.1. tételébdl adodik az allitas. O

6.1.3. All-to-all kommunikaci6

Iranyitatlan faknal az all-to-all kommunikéicié probléméja nyitott kérdés, me-
lyet mar t6bb szerzd is megemlitett cikkeiben [2]. Egyel6re megvélaszolatlan
W oin meghatérozasanak komplexitasa tetszéleges (F,Z,) esetén.

A 6.1.2. lemma segitségével a feladat visszavezethetd csillagok szinezésére,
majd az 5.1.1. lemma segitségével iranyitatlan grafok élszinezésére. Egy ilyen
G graf mindig el6all a kovetkezéképpen: G pontjaihoz pozitiv egész stulyokat
irunk, két pont kozott pontosan annyi él van, amennyi a pontba irt szaimok
szorzata. (Valojaban G egy lokalis szinezésben csak a kett hosszi igényekhez
rendelt graf, azonban az egy hosszu igények szinezése nem okoz problémat.)

G egyszerii szerkezete ellenére élszinezése megoldatlan probléma. A csil-
lagoknal és a kés6bbiekben targyalt iranyitott fakrol sz6lo eredmény azt su-
gallna, hogy Wy, = L szinnel szinez§ eljarast keressiink, azonban a kovet-
kez& eredmény ennek ellentmond.
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n-1

8. abra.

Egy iranyitatlan fa, melyen az all-to-all igényhalmaz kielégitéséhez legaldbb
3n? szin sziikséges.

6.1.5. Allitas. Iranyitatlan fa alakd halézatoknal, az all-to-all T, igényhal-
maz esetén a WT“‘ héanyados értéke %-et tetszdlegesen megkozelitheti.

Bizonyitas: Tekintsiik a 8. a4bran lerajzolt halézaton az 7, igényhalmazt.
A v pontot érints, de nem ott végz6dé utak szama 3n?, ezeket mind kiildn-

b6z6 szintire kell szinezni. Az L = 2n?+n egyenletbdl, és a %L szint hasznélo

. ;12112 . 3 Winin 3n2
szinezésbdl latszik, hogy 5 > =pin > 55—
Wmin

3
T—)§ O

. Az n — oo hataratmenet esetén,

6.2. Iranyitott eset

Korabban az iranyitott szimmetrikus fak ttszinezése egy elméleti szempont-
bol érdektelen specialis eset volt. Ezt a teriiletet csak az 1990-es évek elejé-
t61 kezdték vizsgalni WDM-halézatok kapcsan. Az NP-nehézséget bizonyito
allitasok Erlebach és Jansen eredményei |9, 7|, melyeket itt is részletesen
ismertetiink. A kozelits eljarasok alapotlete Mihail, Kaklamanis és Raotol
szarmazik [21]. Fontos eredménynek tartjuk, hogy a Gargano, Hell, és Pé-
rennes altal a [12] cikkben csak vazlatosan publikalt all-to-all kommunikéciot
itt részletesen targyaljuk.
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6.2.1. Az optimalis szinezés bonyolultsiaga

Iranyitatlan fak Gtszinezése nem nehezebb iranyitatlan csillagok ttszinezésé-
nél, és azt is belattuk, hogy az iranyitott csillagok hatékonyan szinezhet&ek
Woin = L szinnel. A kapott eredmények utdn azt remélhetnénk, hogy az
optimalis szinezés iranyitott faknél is polinom idében megoldhaté W ,;, = L
szinnel. ElGszor reményiinknek azt a részét cafoljuk, mely szerint tetszGleges
igényhalmaz kielégithet6 Wy, = L szinnel. Tekintsiik a 4. abran vazolt
példat (lasd 13. oldal). A berajzolt 6t igénybdl 4ll6 igényhalmaz konfliktus
grafja egy 0t hosszi kor, ezért W, = 3, ugyanakkor a terhelés L = 2.

Adott egy G(V, F) gyftiri alaka graf, V = {0,1,....,n—1} és E = { {4,i+1
(mod n)}|i=0,1,...,n—1}. A gyiirtiben egy utat ivnek, utak egy halmazat
tvhalmaznak nevezziik és A-val jeloljiik (az angol arc” sz6 utan). Egy iv-
halmaz egy szinezése érvényes, ha a kozos éllel rendelkez6 ivekhez kiilonb6z6
szint rendel. Ivszinezési problémdnak nevezziik annak eldontését, hogy egy
adott G gytird, A ivhalmaz és W € Z* esetén létezik e az ivhalmaznak W
szint hasznal6 érvényes szinezése. A feladat komplexitasarol szolo tételt nem
bizonyitjuk.

6.2.1. Tétel. Az ivszinezési probléma NP-teljes. [13] O

Rovid kitér§ utdn visszatériink az iranyitott fik optimalis szinezésérél
sz616 negativ allitdsra. Nem az optimalis szinezésrél, hanem annak eldontési
valtozatarol mutatjuk meg, hogy NP-nehéz.

6.2.2. Tétel. Tetszbleges szimmetrikus iranyitott fa, T igényhalmaz és W €
7™ esetén annak elddntése, hogy T kielégithet6-e W szinnel NP-nehéz.

1. Bizonyitas: A bizonyitas soran az NP-teljes {vszinezési problémat
vezetjiik vissza az utszinezésre. Tetszbleges (G, A) és W € Z1 ivszinezési
feladathoz polinom idében konstrudlunk egy vele ekvivalens (F,Z) felada-
tot. Az altaldnossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a gytiriinek paros
sok pontja van. A konstrukciét egy példan keresztiil mutatjuk meg, melyet
a 9. abra a.) részén vazoltunk: n = 8 a gyiird hossza, A = {a,b,c,d, e} az
ivhalmaz.

Az egyméssal szemben 1év6 {0,1} ill. {3, + 1} éleken (az a.) abran
megvastagitottuk ezeket az éleket) felvessziik ¢; és ty toréspontokat. Majd a
gytirit Osszelapitjuk a t; és t, pontok széthizéasaval. A lapitas eredményeként
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9. abra. Egy ivszinezési feladat tordelése két lancon felmeriils feladatta.

megtort iveket a toréspontok mentén kettd, esetleg hdrom részre bontjuk.
A 9. abra b.) részén a d ivet ketts, az e ivet harom részre bontjuk.

A lapitott gytirtinek és az esetlegesen darabolt iveknek egy 7 + 2 hosszi
kétiranyd lancot és igényeket feleltetiink meg, ahol a feliilre keriilt iveket bal-
rél jobbra mutaté igényekkel, az alulra keriilteket jobbro6l balra mutatokkal
helyettesitjiik.( A 10. abra a.) részén ezt a lancot szaggatottan bekeretez-
tiik.) A lancban berajzolt igények és az Gsszelapitott ivszinezési feladat iveire
ekvivalensek a szinezési kényszerek.

b |
______ > 1
a__ 3 4 )
| '
@ L L @ ® ki | k
______ ; ST o
______ DA i1
Ve ™
a.) b.)
10. abra.

A lancon felmeriils igények meghosszabbitasa és mésolokba vezetése az a.)
részen, az egyes masolok felépitése a b.) részen lathato.

A lanc t; és t, végeit olyan hosszi lanccal toldjuk meg, ahany ivet ket-
tétortiink a megfelel toréspontnal. A meghosszabbitott lancrészek pontjai-
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hoz egy-egy mdsolot illesztiink és a kettétort iveknek megfelel§ igénypérokat
kiilon-kiilon egy-egy masoloig meghosszabbitjuk és belevezetjiik (a 10. dbra
a.) része).

A maésolo felépitése az a 10. abra b.) részén lathato, ahol £ ill. k' az egy-
méssal ellentétes iranyd mdsolando igénypdr, tovabbé az dbranak megfelelgen
tartalmaz még W — 1 parhuzamos madsolo igényt.

A kialakitott halézat F, az iveknek és ivtoredékeknek megfeleltetett, va-
lamint a mésol6 igények alkotjak Z igényhalmazt. Ha 7 igényei kielégithetdk
W szinnel, akkor egy mésolon beliil 1év6 masolé igények mind kiilénb6z6
szintiek (W — 1 szin), ezért a méasolando6 igénypar igényei megegyezs szintiek,
tehat (G, A) ivszinezési feladat is megoldhato W szinnel.

Tegyiik fel, hogy A ivei szinezhetGek W szinnel. Ekkor egy ivnek megfe-
leltetett Gsszes (a torések miatt 1, 2 vagy 3) igény szinezhets az iv szinére. A
mésolokba beérkezé masolando igénypar igényei azonos szintiek, ezért a méa-
sol6 igények szinezésére marad W — 1 szin, tehat Z igényei is kielégithet&ek
W szinnel. O

2. Bizonyitas: Az 5.2.1. allitas kimondja, hogy irdnyitatlan csillago-
kon felmeriilg tutszinezési probléma NP-nehéz. Ennek eldontési valtozatat
vezetjiik vissza irdnyitott szimmetrikus fak ttszinezésére. Adott egy S ira-
nyitatlan csillag, egy rajta értelmezett Z igényhalmaz és egy W € Z* szam.
S minden éle és 7 minden igénye helyett vegyiink fel két parhuzamos, de
ellentétes iranyitasa élet ill. igényt. Minden igénypar egyik vége egy elsGfoki
pont. Illessziink az ilyen els6fokti pontokhoz igénypéaronként egy mésolot,
melyet az el6z6 bizonyitdsban ismertetettiink, és vezessiik bele a mésolando
igénypart a mésolokba. A konstrukciot egy egyszeri példan szemléltetjiik
a 11. abran, ahol az illesztett masolokat bekarikaztuk. Az el6z6 bizonyitéas-
hoz hasonléan adédik, hogy az igy elkészitett fan értelmezett igényhalmaz
akkor és csak akkor W szinnel szinezhetd, ha az Z tutjai is W szinnel kielé-
githet6ek S-ben. m

A bizonyitasokban konstrudlt fak specidlis szerkezetiiek: az els6 bizo-
nyitasban szereplé F fanak maximalis fokszama Ax < 3, és a mésodikban
szerepld fa atmérdje dr < 4. Tovabbéa irdnyitatlan csillagoknal mar a harom
szinnel szinezhet&ség is NP-nehéznek adoédott, ezért a masodik bizonyitas
W > 3 rogzitett bemenet esetén is érvényes.



6. FAK 43

a.)

11. abra.
Az a.) rész egy iranyitatlan csillagon értelmezett ttszinezési feladat, a b.)
rész annak visszavezetése egy iranyitott fan felmeriil§ problémaéra.

6.2.3. Tétel. A Ar < 3 maximalis fokszamu szimmetrikus iranyitott fikon,
tetszoleges T igényhalmaz esetén az optimalis szinezés problémaja NP-nehéz.
|

6.2.4. Tétel. A dr < 4 atmérdjii iranyitott szimmetrikus fakon, tetszdleges
T igényhalmaz esetén az optimélis szinezés eldontési valtozata a W > 3
rogzitett bemenet esetén is NP-nehéz. O

6.2.2. Az optimalist k6zelits szinezés

Ebben a szakaszban bizonyitas nélkiil sszegezziik az iranyitott szimmetrikus
fak hatékony kozelit6 utszinezésésérsl eddig feltart eredményeket.

Fak esetén egy algoritmust moho ttszinezési eljarasnak neveziink, ha bar-
mely (F,Z) utszinezési probléma esetén

e F pontjait egy {vi,ve,...,v,} sorrendben bejarja;

e a bejarasra teljesiil, hogy barmely v; pontnak legfeljebb egy alacso-
nyabb indext szomszédja van;

e az eljaras v; pont bejarasakor lokilis szinezést végez, azaz a pontot
érinté szinezetlen utakat szinezi ki, és a korabbi szinezéseket valtozat-
lanul hagyja.
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Az iranyitatlan fak csillagokon alapul6 szinezései is ilyen moho ttszinezési
eljarasok voltak. Ott az okozta a problémat, hogy a lokalis szinezéseket csil-
lagokban csak kozeliteni tudtuk, viszont az el6re kiszinezett igények gyakor-
latilag semmilyen tovabbi megkotést nem jelentettek. Az iranyitott esetben
ez pont forditva van. Az egyes lokilis szinezések egymastol fiiggetleniil haté-
konyan elvégezhetGek lennének minimalis szinszammal (az 5.4.1. allitas), de
az el6re kiszinezettség itt mar valddi nehézséget okoz. Ugyanis egy pont és
szomszédja kozott két (ellentétes iranyitasa) él van, igy az el6re kiszinezett
utak kozott eléfordulhatnak azonos szintek is.

Egy lokalis szinezés most is egy csillagon torténik, ami az 5.1.2. lemma
alapjan atfogalmazhat6 egy P péaros graf élszinezésére. A korabban kiszi-
nezett utak gy jelentkeznek, hogy a j sziilének a lemma bizonyitasdban
megfeleltetett O; és I; pontokra illeszked§ élek el6re szinezettek.

6.2.5. Tétel. Tetszbleges szimmetrikus irdnyitott F fa és T igényhalmaz
esetén létezik hatékony mohé titszinezési eljaras, mely

1.) osszesen legfeljebb [2L] szint, és

2.) barmely egymassal szembe mend élpar élein dtmend igényekre legfeljebb
[%L} szint hasznal.

[20] O

A 2.) feltétel jelentGsége abban van, hogy egy v ponthoz tartozé lokalis
szinezéskor az el6re kiszinezett utakbol ad6dé szinezési kényszereket korla-
tozza. Az algoritmus gyakorlatban is hatékonyan implementélhat6, azonban
a bizonyitas sok eset vizsgalatat igényli, amelyeket itt nem részleteziink.

A 6.2.5. tétel nem az els6 kozelits eljaras az irodalomban, a [21] és a
[23] cikkekben hasonlé algoritmusokat mutatnak, a tételbeli az 1.) és 2.)
pontokban nagyobb konstansokat tartalmazva. A kovetkezd tételbdl kideriil,
hogy a két konstansra ez a kaphatd legjobb eredmény mohé tutszinezések
korében.

6.2.6. Tétel. Barmely mohé iitszinezési eljarashoz és € > 0-hoz létezik egy
(F,I) feladat, ahol I szinezésére legalabb SL — € szint hasznal az eljéras,
és lesz a halozatnak egy egymassal szembe mené élparja, melyeken legalabb
2L — ¢ szin fordul el6 dsszesen. [20] m
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6.2.3. Legrosszabb esetben optimalis szinezés

A legrosszabb esetben optimélis szinezés probléméja irdnyitott faknal meg-
oldatlan, azaz Wy, min-re nem mindig tudunk pontos értéket mondani, és az
sem ismert altalaban, hogy a szinezés NP-nehéz vagy polinom idejd. Ebben
a szakaszban Gsszefoglaljuk a problémarol eddig kapott eredményeket.

El6szor a legrosszabb esetet vizsgaljuk. Legyen L néggyel oszthato, és
tekintsiik a 4. abra a.) részét (lasd 13. oldal), ahol az Z igényhalmaz minde-
negyes berajzolt igény helyén most % parhuzamos igényt tartalmaz.

6.2.1. Allitas. A 4. 4bra a.) részén 1évs halézaton, az T igényhalmaz esetén
W nin = 2L.
min 4

Bizonyitas:

Egy érvényes szinezésnél barmely szint legfeljebb két igény kiszinezésére
hasznalhatjuk. A kiszinezend§ igények szama gL, tehat Wy, > %L.

Jeloljiik a szineket {1,2, ..., %} szamokkal. Az 1. igénycsoport igényeit
{1,2,.., B}re,a2.-6t {L+1, L 42, .., L}-re, a 3-6t {L+1,L+2, ..., 2L 1,2, ... L}
read-6t {Z+1, 242, .. 2} reésaz 56t {3 +1, 3 +2, ..., 2} -re szinezziik.
Igy az igényhalmaznak egy gL szint hasznal6 érvényes szinezéséhez jutunk.
|

6.2.2. Allitas. Az olyan fa alaki halézatoknal, ahol legalabb két ketto-
nél nagyobb fokszamii pont van, tetszéleges L € Z* terhelésnél [gL] <
WL,min S [gL]

Bizonyitas: Az als6 becslés abbdl adodik, hogy tetszGleges ilyen fan
kialakithato a 4. dbra a.) részén szerepl§ L terhelésii igényhalmaz, melyre
alkalmazhatjuk a 6.2.1. allitast. A felsG becslést a 6.2.5. tétel alapjan nyerjiik.
a

6.2.3. Allitas. Az olyan F fakon, melyeken legfeljebb egy ketténél nagyobb
fokszami pont van, tetszoleges T igényhalmaz W ;, = L szinnel hatékonyan
szinezhetd.

Bizonyitads:  Ha nincs a faban ketténél nagyobb fokszamu pont, akkor
a fa egy lanc, melyre 4.1.1. tételb6l adodik az allitas. Jeloljiikk a ketténél
nagyobb fokszadmu pontot v-vel. ElGszor kiszinezziik a v pontot érinté utakat
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az 5.4.1. allitasban leirt lokalis szinezéssel. Egy v ponthoz érintkezé iranyitott
lanc felbonthatd v felé és v-vel ellentétes irdnyba mutatd lancokra, melyek
egyméstol fiiggetleniil szinezhetGek. A lokalis szinezésb6l adodo kotottségek
is csak annyit jelentenek, hogy a v felé halado (felsl érkezd) igények eldre
szinezettek. Mivel ezek a csillagban is és az egyiranyt lancokban is kiilénb6z6
szintire szinezettek, a lancok szinezésekor ez nem jelent semmilyen megkotést,
igy a 4.1.1. tétel segitségével adodik az allitas. O

Egyelére nyitott kérdés a legalabb két ketténél nagyobb fokszami pontot
tartalmazo fakon léteznek-e rosszabbul szinezhet igényhalmazok az emlitett
példanal. Két kisebb el6relépést emlitiink meg a kérdés megvalaszolasaban.
Egyrészt Jansen a [18] cikkben mutatott egy példat, melyre L = 3 és Wi, =
5. Azonban ez az igényhalmaz nem alakithato6 ki minden legalabb két ketténél
nagyobb fokszami pontot tartalmazo fan, ezért a 6.2.2. allitas alsé becslését
még az L = 3 esetben sem javitja meg. Masik el6relépés az a sajat eredmény,
mely szerint az a 4. abra a.) részén 1év6 halozaton tetszéleges igényhalmaz %L
szinnel szinezhetd (ld.:a 6.4.2. tétel). Ebbdl kovetkezik, hogy a 6.2.2. allitas
fels6 becslése nem mindig éles.

6.2.4. All-to-all kommunikaci6

Az irdnyitatlan esettel ellentétben irdnyitott faknal az all-to-all igényhalmaz
optimalis szinezése megoldott probléma.

6.2.7. Tétel. Tetszoleges szimmetrikus irdnyitott fa esetében az all-to-all
igényhalmaz W i, = L szinnel hatékonyan kiszinezhetd.

A tétel bizonyitasira egy erdsebb allitést is kimondunk, mely nem csak
az all-to-all igényhalmazra, hanem igényhalmazok egy b&vebb osztalyara vo-
natkozik. Egy fat melynek pontjaihoz nem negativ egész silyokat rendeltiink
stlyozott fanak neveziink. Az F fa egy = pontjanak sulyat s(z)-szel, a fa
pontjainak Osszsulyat s(F)-fel jeloljiik.

6.2.1. Definici6. Egy F(V, E) fa esetén tekintsiik a pontoknak egy nem ne-
gativ siillyozasat. Az T igényhalmazt szorzat alaktnak nevezziik, ha barmely
i#j, 1,7 €V esetén s(i) x s(j) példanyat tartalmazza az (i,j) igénynek, és
ezeken kiviil mas igényt nem tartalmaz.
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6.2.8. Tétel. Tetszbleges iranyitott fa esetében egy szorzat alakii igényhal-
maznal W, = L és az optimalis szinezés hatékonyan elvégezhets a fa si-
lyozasanak ismeretében.

Az all-to-all igényhalmaz szorzat alaki, a hozzatartozo stlyozas az s(i) =
1, minden ¢z € V esetén, ezért a tovibbiakban ezt az erGsebb allitast bizo-
nyitjuk. A gyakorlat szaméara érdekes lehet még a pontok egy részhalmaza
kozti all-to-all kommunikécio, amely szintén szorzat alak.

Stlyozott fak generalasa

A generalasrol szo6l6 szakaszban is irdnyitott szimmetrikus fak szerepelnek,
de itt az egyszeriiség kedvéért iranyitatlan {v, w} éleket irunk, melyek helyett
mindig (v, w) ill. (w,v) irdnyitott szimmetrikus élpar értendd.

F egy sulyozott fa, ahol S = s(F). Az F fanak x egy levele, melyre
s(z) < §/2 és = egyetlen szomszédja u. Tovabba § egy egész szam, melyre
0 < § < s(x). A LEVELETHOZZAAD;(z, F) miivelet egy uj y pontot és
egy {y,z}) élet ad hozza F-hez. A LEVELETHASIT;(z, F) miivelet egy 1j y
pontot és egy {y,u} élet ad hozza F-hez. Mindkét miiveletnél a sulyozasra
s(z) == s(z) — d és s(y) := 6. Egyéb valtoztatast a fan és stlyozasan egyik
miivelet sem végez.

Fontos hangsiilyozni, hogy az x pont az F fanak egy levele, ezért van
sziikség a generdlashoz a LEVELETHASIT miveletre is.

6.2.2. Definici6. Egy F sulyozott fat S/C-fanak neveziink, ha s(F) = S,
C < S/2 és F egy maximalis terhelésii élének két oldalan 16vé ponthalmazok
osszsulya C' illetve S — C.

6.2.1. Lemma. Minden S/C-fandl L = C (S — C). O

6.2.2. Lemma. Minden S/C-faban létezik egy u pont, melyet elhagyva a
szétesett komponensek koziil semelyiknek az Osszsilya sem nagyobb C-nél.

Bizonyitas: Induljunk a fanak egy tetszGleges p pontjabol. Ha p Gsszes
szomszédos komponensének silya nem nagyobb S/2-nél, akkor C-nél sem
nagyobbak (kiilonben L > C' % (S — ('), ami ellentmond a a 6.2.1 allitasnak),
ezért u = p megfelel§ valasztas.
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Ha p-nek van szomszédos komponense, melynek siilya nagyobb S/2-nél,
akkor lépjiink egyet ebbe az irdnyba. Keres6 eljarasunk végtelen ciklusba
nem juthat, mivel egy élen nem mehetiink mindkét irdnyba, kiilonben egy
oda-vissza bejart él a fat két S/2-nél nagyobb sulyt komponensre osztana.
|

6.2.3. Lemma. Minden S/C-fa generalhaté egy S/C'-csillagb6l LEVELETHASIT
és LEVELETHOZZAAD miiveletek alkalmazasaval, ahol C' < C.

Bizonyitas: Az S/C’-csillag kozéppontja az el6bbi u pont, levelei az S/C-
fa u-val szomszédos pontjai. Az u pont siilya a csillagban egyezzen meg fabeli
silyaval. Az els6foki pontok siilya a csillagban egyezzen meg a hozzatartozo
fabeli komponens Osszsulyaval, ekkor C! < C, a 6.2.2. lemma miatt.

A generalas soran el6szor az S/C-fa 6sszes u-t6l 2 tavolsagra 16vS pontjat,
majd a 3, 4, stb. tavolsagra 1év6 pontokat generaljuk, de az 7 4+ 1 tavolsagra
lévéket csak akkor, ha az Osszes ¢ tavolsagra lévével mar kész vagyunk. Egy
i tavolsagra 1év6 pontbdl a k darab (i 4+ 1) tavolsagra 1év6 szomszédjat egy
LEVELETHOZZAAD és (k — 1) LEVELETHASIT miivelettel kapjuk. O

Szinezés

A 6.2.3. allitasban lattuk, hogy tetszéleges F sulyozott S/C-fahoz létezik si-
lyozott faknak egy Fo, F1, ..., JF, sorozata, ahol Fy egy S/C’-csillag, F,, = F,
és az Fp4+1 fa Fi-bol egy LEVELETHASIT vagy egy LEVELETHOZZAAD mi-
velettel kaphaté meg. Mivel Fy egy csillag, igényei az 5.4.1. allitas alapjan
hatékonyan kielégithetGek L = C' % (S — C) > C' % (S — (") szinnel. A to-
vabbiakban a 6.2.8. tétel bizonyitasahoz azt latjuk be, hogy ha Fj igényei
érvényesen szinezettek, akkor F,q igényei 0j szin hozzavétele nélkiil szinez-
hetéek.

Az Fj, mar kiszinezett fat F-fel, a bel6le egy LEVELETHASITs(x, F) vagy
egy LEVELETHOZZAAD;(z, F) miivelettel nyerhetd Fy i-et F'-vel jeloljiik.
(Az z pont F egy levele.) Inpy, az z-bol kijovs és Qutpgy az z-be be-
mend utak halmaza. Mindkét halmaz ttjai mar el6re szinezettek. Ingcoor
és Outcoer a szineknek azok a halmazai, melyeket Inpgyy, illetve Qutpgy,
szinezésére hasznaltunk.

6.2.4. Lemma. 1.) [Inpgp| = |Outpan| = s(x) x (S — s(x))
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2) |InPath,‘ = |InColor‘

3) |Outpath| = |OUtColo7‘|

Bizonyitas: Az 1.) az igényhalmaz szorzatalakiusagabol adodik. A 2.) és
3.) éallitasok abbol kovetkeznek, hogy x levél, igy a vele érintkez§ egy iranyba
mend igények mind kiilénb6z6 szintek. O

Rogzitsiink egy tetszGleges @ bijekciot OQutcoror €8s Incoor k0z0Ott, melyre

®(c) = ¢, ha ¢ € IncoorNOUtcoier- Particionaljuk Outcoer szineit Oy 5, Og 4, . .

halmazokra, z € V'\ {z}, ahol az O;, halmaz s(z) szint tartalmaz az (z, z)
igények szinezésére hasznalt szinek koziil. Készitsiik el Ingy,r hasonld par-
ticiojat is 11 ,, I, - . ., Is(;),, halmazokra z € V' \ {z}.

) Os(z),z

6.2.3. Definicié. Két szin I-ekvivalens (ill. O-ekvivalens) ha Inger (ill. Outcoror)

* stz

6.2.5. Lemma. Ingoo = A1UAU. . .UAyy, ahol j =1,...,s(x)-re
a.) |A;| =8 —s(z), és

b.) tetszéleges ci,co € Aj-re ¢y és ¢y nem I-ekvivalensek, valamint ®(c,) és
®(cy) nem O-ekvivalensek.

Tovabba a particionalas hatékonyan elvégezhetd.

Bizonyitas: Tekintsiik a P(I, O, E) paros grafot. I := UzEV\{w}{ILZ’ L,,...

O = UzEV\{:c}{Olvz’027z’ .., 04(2),.}- Az élhalmaznak Ingepe, szineit felel-
tessiik meg, ahol a ¢ szinnek megfelels e, él I; -t és Oy ,-t koti Ossze, ha
c€lj, és ®(c) € Oy A konstrukciobol lathato, hogy P egy s(z)-regularis
paros graf, melyre |I| = |O| = S — s(z). Az élhalmaz a Hall tételébdl ado-

c 20z

az Inceor halmaznak. O

6.2.6. Lemma. A LEVELETHASITs(z, F) végrehajtasa utdn kapott F' si-
Iyozott fa is kiszinezhetd 1ij szinek hasznalata nélkiil.



6. FAK 50

Bizonyitas: A miiveletek bevezetésénél és a a 6.2.5. lemmaban megismert
jeloléseket hasznaljuk, s(x) az = pont F-beli silya. Az altalanossag megtar-
tasaval feltehetjiik, hogy § < s(x) — §, hiszen a LEVELETHASIT;(z, F) és a
LEVELETHASIT(4)_s(F, ) miiveletek ekvivalensek.

A 6.2.5. lemmabol kévetkezik, hogy az A; (ill. ®(A4;) ) szinhalmaz szineivel
szinezett x-be érkezd (z-bdl induld) utak minden z € V(F)\ {z} pontra s(z)
darab z-bél indul6 (z-be érkezG) utat tartalmaznak. Ezért F'-ben elegendé az
A; (ill. @(4;) ) particiok szineivel szinezett utakat koziil 6 particiot y-ba (ill. y-
bol), s(x) — 6 particiot z-be (ill. z-bdl) vezetni (inditani). Ennek megfelelGen
a F'-ben az A, Ay, ..., As szint utak érkezzenek y-ba, az Asii,..., Ayy)
utak érkezzenek z-be. A ®(Asi1), P(Asio),. .., P(Ags) utak induljanak y-
bol, a ®(A;), P(Ay),..., P(A),

D (Agst1), P(A2s12), - - - P(As(z)) induljanak z-bél.

Az elgbbi elosztasban az A; szinid utak y-ba érkeznek és a ®(A;) szini
utak z-bél indulnak, igy az A; halmaz szineit hasznalhatjuk az y-bol x-be
mend utak szinezésére. (Hiszen tetszéleges ¢ € A; szin a t6bbi particié koziil
csak ®(A;)-ben fordulhat els.) Hasonld érvek alapjan lathatd, hogy az y-bol

x-be mend utak szinezésére az Ay, As,...,As, az z-b6l y-ba mené utakra
az Asi1,. .., Ags szineket hasznalhatjuk. Az 4j utak szama ¢ - (s(z) — §) <
§-5/2<6-(S—s(x)), ami a rendelkezésre bocsatott szinek szama. O

6.2.7. Lemma. A LEVELETHOZZAAD;(x,F) végrehajtasa utan kapott F'
siilyozott fa is kiszinezhetd 1ij szinek hasznalata nélkiil.

Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitas a § < s(x) — § feltétel elhagyasaval itt is
érvényes. O

6.3. Maximalis és maximalis értéki atvitel

A problémakért Marx D. részletesen targyalja a [24] miiben, itt csak a harom
legfontosabb eredményt ismertetjiik.

6.3.1. Tétel. Iranyitott szimmetrikus faknal a maximalis atvitel probléma
megoldasa mar a W = 1 szin esetén is NP-nehéz. O
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6.3.2. Tétel. Iranyitatlan faknal a maximalis értékid atvitel probléma W =
1 szin esetén polinom id6ben megoldhaté. O

6.3.3. Tétel. Iranyitatlan fiknal a maximalis atvitel probléma W = 2 szin
esetén NP-nehéz. O

6.4. Specialis szerkezeti fak és igényhalmazok

A fejezet eddigi részeiben tetszGleges fakkal és igényhalmazokkal illetve az
all-to-all kommunikacioval foglalkoztunk. Ebben a szakaszban olyan megszo-
ritasokrol lesz sz6, melyekkel az optimalis szinezés jobban kozelithetd vagy
hatékonyan meg is oldhat6. Az irdnyitatlan és irdnyitott eseteket egymassal
parhuzamosan 6sszehasonlito jelleggel targyaljuk.

A korlatos fokszamu fakkal foglalkozé eredményeket Jansen és Erlebach
publikalta a [8] cikkben. A konstans atmérdji fak vizsgalata egy 1j prob-
lémakor, melyben sajat eredményeket ismertetiink a 3-atmérGjii iranyitott
fakrol. Az utolso szakasz alapotlete Gargano, Hell és Pérennes [12] miivébél
szarmazik. Az ott szerepl6 bizonyitas helyett egy egyszeriibb érvelést ismer-
tetiink, melynek segitségével tobb erésebb allitast is igazolunk az iranyitott
esetre.

6.4.1. Korlatos fokszamu fak

A 6.2.3. tétel kimondja, hogy iranyitott esetben még a Ar = 3 maximaélis
fokszamu fak optimélis szinezése is NP-nehéz. Tekintsiink egy iranyitatlan F
fat, melyre Ar = k, ahol k egy rogzitett konstans. A 6.1.1. lemma felhaszna-
lasaval elegendé az egymastol fiiggetlen lokalis szinezésekre hatékony eljarast
talalni. A lokalis szinezések korlatos fokszami, azaz rogzitett méreti csillag-
ban jelentkeznek, ami az 5.1.1. lemma alapjan egy legfeljebb &k pontu G(V, E)
graf élszinezésére vezethets vissza. (Az egy hosszi igények miatt 2k pontra
is sziikség lehet, de azok utolag egyszeriien szinezhetGek.) Ez a probléma
csak azért nem korlatos, mert tetszélegesen sok parhuzamos élt tartalmazhat
a graf. Viszont az egy szinnel szinezhetd fliggetlen élhalmazok szama egy c

konstans, melyre ¢ < 2(3). A lehetséges fiiggetlen élhalmazok egy felsorolasa
Fi,F,, ... F,, és ez sem fligg a bemenettsl. Az élszinezési probléma ekkor a
kovetkezd: keressiink minimalis szdma F; halmazt, amelyek pontosan fedik
az F halmazt. Barmelyik halmazbol legfeljebb |E|-re lehet sziikség, ezért
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az Osszes ismétléses variacio vizsgalata |E|¢ lépést igényel, amely a bemenet
méretének polinomja. Egy variacio esetén E pontos fedettségének ellendrzése
szintén polinom idejt, ezzel belattuk az alabbi allitast:

6.4.1. Tétel. A Ax < k egyenlétlenségnek eleget tevé F fak korében —ahol
k € Z7T egy rogzitett szam— tetszéleges T igényhalmaz optiméalisan szinezhetd
polinom iddében. O

Megjegyezziik, hogy a fent vazolt algoritmus polinom idejtinek nevezhetd,
de hatékonynak semmiképpen nem, mivel a lépésszam k-ban duplan expo-
nencialis.

6.4.2. Konstans atmérdgji fak

Iranyitatlan esetben az optimalis szinezés mér csillagokban, azaz kett6 atmé-
r6ji fakban is NP-nehéz. Iranyitott esetben a kettd atmérsji fak hatékonyan
szinezhet&ek és a 6.2.4. tételben mondottak szerint, a négy atmérgjd fakon az
utszinezés NP-nehéz. Természetesen vetddik fel a kérdés: mi a komplexitésa
a harom atmérdji fak szinezésének? Kzt a kérdést nem sikeriilt megvéla-
szolni, de az alabbiakban olyan szinezési eljarast mutatunk, mely ebben az
esetben a 6.2.5. tételben szerepld %L szinnél kevesebbet hasznal.

Adott egy n + 1 ponti irdnyitott szimmetrikus csillag és egy rajta értel-
mezett 7 igényhalmaz. A wv; els6fokd pontot érinté igények r régi szinnel
el6re szinezettek, tovabba u j szin all rendelkezésiinkre. A szinezés befejez-
hetd, ha az Osszes igény kielégithets gy, hogy az el6re szinezett igényeket
csak 1j szinnel szinezhetjiik at. (A tobbi igényt akar Gj akar régi szinnel
szinezhetjiik.)

6.4.1. Lemma. Ha az n+1 ponti irdnyitott szimmetrikus csillagban a régi

szinek szdma L, akkor a szinezés | 2| 1j szinnel befejezhet6.

Bizonyitas: Az 5.1.2. lemma alapjan elkészitjiik azt a P(I, O, E) péros
grafot, melynek élszinezése ekvivalens az tutszinezéssel és Ap = L. Az i € T
és 01 € O pontokhoz illeszkeds élek elére szinezettek. A P grafot élek hoz-
zavételével kiegészitjiik L-regularissé, ekkor az i, és o; pontokhoz illeszkeds
1j élek régi szinnel szinezhetGek. Az igy nyert paros grafot Hall tételének
felhasznalasaval T, Ty, ..., Ty, teljes parositasokra particionaljuk.
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Tekintsiik azt a G grafot, melynek pontjai a teljes parositédsok, tovabba
a T; ill. T; pontok kozott pontosan akkor van él, ha Tj-nek és Tj-nek van
egy-egy azonos régi szinnel el6re szinezett éliik. (Ha T;-ben két azonos szini
él van, akkor hozza egy hurokél csatlakozik.) Mindegyik teljes parositasban
pontosan két él elére szinezett: egy ii-hez és egy o0;-hez illeszkeds. Igy G-
ben minden pont foka ketts, azaz G diszjunkt korok uni6jabol all. A péaros
hosszi koroket 2-hosszi szakaszokra, az egynél hosszabb paratlan koroket
egy 3-hosszi szakaszra és megfelel szamu 2-hosszu szakaszra osztjuk. A to-
vabbiakban azt mutatjuk meg, hogy az 1-hossza kordk aj szin nélkiil, a 2- és
3-hosszu szakaszok teljes parositasaiban szerepld élek egyetlen 1) szin segit-
ségével szinezhets. Ebbdl mar adodik, hogy [Z|-nél tobb 1] szinre nincsen
sziikség.

Egy teljes parositast az elére szinezett élek c; ill. ¢; régi szinei alapjan
{ci,c;} tipusunak neveziink. Az 1-hosszi korok tipusa {c;,c;}, ilyenkor a
teljes parositas tobbi élét is ¢; szinnel szinezziik. A T,, T, kettd hosszu sza-
kasznak megfelel§ tipusok {c;,c;} ill. {¢;, ¢, }. Ekkor T, minden élét egy 1j
szinnel szinezziik, (beleértve az i;-hez és az 0;-hez illeszked§ élek atszinezését
is), majd T, még szinezetlen éleit szinezziik c;-vel. A T,, T}, T, harom hosszi
szakasznak megfelelS tipusok {c;, ¢;}, {c;j,cx} és {ck, 1}, ebben szinezziik T,
oOsszes élét egy 0j szinnel, tovabba T, és T, szinezetlen éleit c; és ¢ szinekkel.
A szinezés érvényes, mert mielGtt egy teljes parositis valamely élét ¢ szinnel
szineztiik, gondoskodtunk réla, hogy ¢ mas pérositasba tartoz6 élen ne for-
duljon elé. O

A 6.2.1. allitasban lattuk, hogy a két harmadfoki pontot tartalmazo hé-
rom atmérGjd fakon is kialakithaté olyan igényhalmaz, melyre Wy, = %L.
Az ilyen harmadfokt pontot tartalmazé faknal lesz segitségiinkre a kovetkezd
lemma, mely az el6bbi % konstansot %-ra javitja ebben a specidlis esetben.
A kovetkez6 lemmaban és annak alkalmazasaiban nem tériink ki részletesen
arra az esetre, ha a bizonyitasban szereplé hanyadosok nem lennének egészek.

6.4.2. Lemma. Ha az 3 + 1 pontid irdnyitott szimmetrikus csillag és egy
7 igényhalmaz esetén a régi szinek szama L. Ekkor a szinezés % j szinnel
befejezheté.

Bizonyitas: Az 7 igényhalmazbol hagyjuk el a vy vagy vs pontokat érinté
egy hosszt igényeket, majd vegyiik hozzé a lehets legtobb (ve, v3) ill. (vs, ve)
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igényt tgy, hogy az L terhelés ne véltozzon. Az igy nyert Z' igényhalmazt
a 12. dbra a.) részén abrazoltuk, ahol a berajzolt igények helyett igényko-

tegek szerepelnek (és a vi-hez illeszkedd egy hosszu igényeket nem rajzoltuk
be.)

12. abra.
A harom atmérdjd fa harmadfoki pontja, az igénykotegek, és a megfelel
konfliktus graf.

A (v, v3) igények halmazat A-val, a (vs, vy) igényekét B-vel jeloljiik. Az
I' igényhalmaz konfliktus grafjat az dbra b.) részén véazoltuk. Itt az egyes
karikdk az igénykotegeknek megfeleld klikkeket jeleznek, és a szomszédos
klikkek barmely két elemére illeszkedik él (A szomszédos klikkek egyiitt is
klikket alkotnak). Az A (ill. B) halmazzal szomszédos karikdk K, és Na
(ill. Kp és Ng) gy, hogy |Ka| < |Na| (ill. |Kg| < |[Np|. A tovabbiakban az
Al = a, |Bl = b, |Ka| = ka, |Na| = na, |Kn| = kg, |Ng| = np egysze-
riisits jeloléseket hasznaljuk. 7' terhelése L, ezért a szomszédos karikidkban
1év6 pontok szama Gsszesen legfeljebb L, valamint a+n4 =L és b+ng =L
az igényhalmaz feltoltottsége miatt.

Tegyiik fel, hogy min(a, b, ka,na, ks, ng) = b, ekkor kg + ngp < L és b =
L—ng miatt k4 < b, tehat k4 = b. A szimmetriabol adédban az altalanossag
megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy K4 egy legkisebb pontszamu karika, és
ezért ky < %

Miel6tt elkezdjiik szinezni a konfliktus graf pontjait emlékeztetiink ra,
hogy K4, N4, Kg és Np pontjai régi szinnel szinezettek, ezek szineit vagy
valtozatlanul hagyjuk vagy 1j szinnel szinezziik. A szinezés legfontosabb 1é-
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pése a kovetkezG: egy félkész szinezés esetén, ha K 4 és N4 pontjain Osszesen
n4-nal tobb régi szin fordul el§, akkor taldlhato egy-egy kiilonbo6z6 régi szin-
nel szinezett pont K 4-ban és N4-ban. Ezeket egyetlen 1) szinnel atszinezve
a K4 és N, pontjain 6sszesen elGforduld régi szinek szama kettével csokken,
s6t az 0j szinnel egy B-beli pontot is szinezhetiink. Igy %A 1j szint hasznélva
a K4 és N4 ponthalmazokon megmaradé régi szinek szdma 7 ,n,, amelyre

A
TEKAN, < Na+ ka—2—

3
k
= naty
L ka
< —__ A

tovabba a szinezetlen B-beli pontok szama hg, melyre
k
hg = max{b — ?A,O}.

A szimmetridbol adodoéan az elébbi szinezési 1épést alkalmazhatjuk Kg, N
és A halmazokra is. Ahol szintén teljesiil, hogy ha Kz és Ny halmazokon
Osszesen tobb mint ng régi szin van, akkor egyetlen 1j szin felhasznélasaval
kett&vel csokkenthets a Kp és Ng halmazokon 6sszesen elGfordulé régi szinek
széma. Tovabb4 az 1j szint felhasznalhatjuk A egy pontjén is. Igy (% — 4)
1j szinnel az A-beli szinezetlen pontok szama h 4, melyre

L &k
ha=max{a - (5 - =),0},

tovabba a a Kp és Np ponthalmazokon Gsszesen a régi szinek szdma rx,n,
amelyre

. L %
Tkpng < min{L,ng+kp}— 2(§ — ?A)
3 L kA L k'A
= L kp} — — A _
(min{L,np + kp} 2)—|—(3 6)+ ;

k
< nB—I—O—l—?A.

A (ill. B) még szinezetlen pontjai szinezhetSek a K4 és N4 (ill. Kp és
Npg) halmazokon el6 nem fordulé L — rx,n, (ill. L — rg,n,) régi szinnel,
hiszen a fenti egyenl&tlenségekbdl kovetkezGen

ha+TiuNy <a+na=L és hp+rgyn, <b+ng=L
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6.4.2. Tétel. Hirom atmérdjii iranyitott szimmetrikus fikon tetszéleges T
igényhalmaz hatékonyan kielégithetd LgLJ szinnel, ha az egyik pont foka
harom, akkor SL szin is elegend®.

Bizonyitas: Jeloljiik uq-gyel és legyen us-vel a nem els6foki pontokat, és
ezek koziil uy az esetlegesen harmadfokd pont. El6szor kiszinezziik az uq-
hez illeszked6 igényeket legfeljebb L szinnel. Utana az us pontban végzett
lokalis szinezéskor a mér kiszinezett igényeket 1ij szinnel atszinezhetjiik, és a
szinezetlen igényekre akar 1j akar régi szint hasznalhatunk, igy az el6bbi két
lemmabol adodik az allitas. O

Megjegyezziik, hogy ez az eljards nem moho utszinezés, mert a mésodik
lokalis szinezéskor az els6 szinezést megvaltoztatjuk.

6.4.3. Iranyitott és irdnyitatlan fak szintézise

Iranyitott faknal lattuk, hogy az egyes lokalis szinezések egymastol fiiggetle-
niil hatékonyan elvégezhetGek (lasd az 5.4.1. allitas). Iranyitatlan fak esetén
az érvényes lokalis szinezések 11j szin hozza vétele nélkiil 6sszefésiilhetGek (1d.
a 6.1.1. lemma). Ebben a szakaszban olyan specialis szerkezetii igényhal-
mazt targyalunk, amelynél a két gondolat egyiittesen alkalmazhat6. Ha F
egy iranyitatlan fa és Z egy rajta értelmezett igényhalmaz, akkor az élek
megkettdzésével és ellentétes megiranyitéasaval kaphato fat ill. az igények egy
megfelel§ irdnyitédsaval nyert igényhalmazt F-fel és Z-vel jeloljik. Forditva
az ékezet elhagyéasaval az irdnyitasok megsziintetésével nyert iranyitatlan fel-
adatot jeloljiik.

Jol iranyithatosag

6.4.1. Definici6. Adott egy F(V, E) iranyitatlan fa és egy rajta értelmezett
7 igényhalmaz. Az E' C FE 0Osszefiiggs élhalmazt jol irdnyithatonak nevezziik,
ha FE' élei iigy iranyithatéak, hogy barmely igény E'-ben el6fordulé része egy
iranyitott 1t.
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6.4.2. Definici6. Adott egy F(V, E) irdnyitott fa és egy rajta értelmezett
igényhalmaz, a megfelel6 iranyitatlan fa F(V, E). Az E' C E 0sszefiiggd él-
halmazt jol iranyithatonak nevezziik, ha E' élei iranyithatéak tgy, hogy bar-
mely igény E'-ben el6fordulé része végig az iranyitasok mentén vagy azokkal
ellentétesen haladjon.

Egy v € V pontban jol iranyithatonak nevezziik a fakat, ha a v pontot
érint6 élek halmaza jol irdnyithato. A fdkat jol irdnyithatonak akkor hivjuk,
ha a teljes élhalmaz jol iranyithat6. Hangstlyozzuk, hogy a nyelvtani szer-
kezet azt sugallja, hogy a jol irAnyithatosig a fa tulajdonsiga, de val¢jaban
az igényhalmaz specialis szerkezetére utal.

Elsbb megvizsgaljuk, hogy a jol iranyithatésdgot hogyan lehet hatéko-
nyan ellendrizni, és utana ratériink a szinezési eredményekre.

6.4.3. Lemma. Egy irdnyitott vagy iranyitatlan fa és egy rajta értelmezett
igényhalmaz esetén hatékonyan ellenérizhetd, hogy az élek egy v pontban jol
iranyithatéak-e. Pozitiv valasz esetén az iranyitas hatékonyan el is készithetd.

Bizonyitas: Az irdnyithatosagot a két szinnel szinezhetGségre vezetjiik
vissza. A v pontra illeszkedd éleket probaljuk két szinnel szinezni; a cx szin
jelentése: wv-bdl kifele ill. a cp szin jelentése: wv-be befele iranyitott. Két
élet kiilonbozden kell iranyitani, ha van olyan igény, amelyik mindkét élen
keresztiil halad.

Egyrészt az élek egy érvényes {cg,cp} szinezése jol iranyitja az éleket.
Maésrészt, ha az élek nem szinezhet&ek két szinnel, akkor létezik paratlan sok
€1,€s, .-, eay1 €1, melyek koziil barmely két szomszédot (e és eggy 1 is szom-
szédok) ellentétesen kell irdnyitani, ami ellentmond a j6l iranyithatosédgnak.

A két szinnel szinezhet&ség igy hatékonyan ellenérizhetd, s6t egy jo szi-
nezés meg is talalhato (pl. mohé modon egy mélységi keresés mentén), ezzel
a lemmat igazoltuk. O

6.4.1. Megjegyzés. A bizonyitas soran az iranyitatlan esetben az 5.1.1. lem-
maban leirt grafrél vizsgaljuk, hogy paros-e. Az iranyitott esetben az 5.1.2. lem-
maban ismertetett paros graf pontjait probaljuk meg igy két szinnel szinezni,
hogy az O; és I; pontpar azonos szind legyen, j = 1,...,2n.

6.4.4. Lemma. Adott egy iranyitott vagy iranyitatlan fa és egy rajta értel-
mezett igényhalmaz. A fa pontosan akkor jél irdnyithaté, ha minden pontban
Jjol iranyithato.
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Bizonyitas: Nyilvain, ha valamely pontban nem joél irAnyithato a fa, akkor
az egész fa sem jol irdnyithato.

A forditott iranyt allitashoz el6szor megiranyitjuk valamely v; ponthoz
illeszked6 Osszes élet. Vegyiik ezutan v, egy szomszédjat, a v pontot. Ekkor
a vy ponthoz illeszkedd élek koziil csak a {v1, vy} €l irdnyitasa rogzitett. Ez
a v9-hoz illeszkeds élek iranyitdsakor nem jelent megszoritast, mivel az élek
egy jo iranyitasa esetén azok megforditasa is j6. Ezt a gondolatot folytatva
a pontok egy vy, vo, ..., v, szélességi bejardsa mentén adodik az allitas. O

Iranyitatlan fak

6.4.3. Tétel. Adott egy F iranyitatlan fa és T egy rajta értelmezett igény-
halmaz. Ha F joliranyithato, akkor az igények W ,;, = L szinnel hatékonyan
kielégithetdek.

Bizonyitas: Az igényeket a jo irAnyitds mentén irdnyitva az 7 igényhal-
mazhoz jutunk. Az (.7? , f) irAnyitott utszinezési feladat ekvivalens az (F,7)
irAnyitatlan probléméaval. Az irdnyitott feladatban a lokalis szinezések egy-
mastol fiiggetleniil hatékonyan elvégezhet6ek W < L szinnel az 5.4.1. allitas
felhasznaladsaval. Masrészt az irdnyitatlan feladatban a 6.1.1. lemma felhasz-
nalésaval a szinezés 1j szin hozza vétele nélkiil elvégezhets. A 3.2.1. lemma
miatt a W < L szint hasznal6 szinezés optimalis és az egyenl&ség is teljesiil.
O

A kovetkezl fejezetben fogjuk igazolni, hogy tetszéleges igényhalmaz ese-
tén a Wpin = L egyenlGség ellendrzése is NP-nehéz (1d. a 7.3.1. allitas).
Ezért fontos az alabbi karakterizacios tétel, mely polinom idGben ellenériz-
het6 sziikséges és elégséges feltételt ad egy hasonlo allitasra.

6.4.4. Tétel. Adott egy F iranyitatlan fa és egy rajta értelmezett T igény-

halmaz. Akkor és csak akkor teljesiil minden 7' C 7T igényhalmazra a
! i = L' egyenldség, ha F jol iranyithato.

Bizonyitas: Egyrészt ha F jol iranyithato, akkor az Z' C 7 igényhalmaz

esetén is az, igy az el6z6 allitas felhasznalasaval adodik, hogy Wi, =L’
Masrészt ha F nem jol irdnyithato, akkor a 6.4.4. lemma miatt talalhato

egy v pont, amelyben a fa nem jol iranyithaté. Ekkor a 6.4.1. megjegyzés

alapjan a v ponthoz illeszked§ lokalis szinezésnek megfeleltetett G élszinezési
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problémaban G nem péros graf. Tovibba G egy péaratlan korének éleinek
megfeleltetett Z' igényhalmazra W, , =3 és L' = 2. O

Iranyitott fak

6.4.5. Tétel. Adott egy F iranyitott fa és 7 egy rajta értelmezett igényhal-
maz. Ha F jol irdnyithato, akkor az igények W, = L szinnel hatékonyan
kielégithetdek.

B1zony1tas Az F elelnek egy jo irdnyitasaval az 1genyhalmaz particionél-
hato Z = 7, UIe, ahol Z,, a jo 1rany1tasok mentén, 7. azokkal végig ellentétes
irdnyban halado igények halmaza. 7, és I, igényei egymastol fiiggetleniil szi-
nezhetGek, a két szinezésnél azonos szineket is felhasznalhatunk. Maésrészt
az iranyitasok elhagyasaval az (F,Z.) és (F,Z,) feladatok kiilon-kiilon jol
iranyithatoak és ekvivalensek az (F,Z,) és (F,Z,,) iranyitott feladatokkal.
Ezekre alkalmazva a 6.4.3. tételt adodik az allitas. O

A 6.4.4. tételhez hasonlé karakterizacié az iranyitott esetben nyitott kér-
dés, melyet részletesen a perfekt grafokrol szolo részben ismertetiink. Most
megmutatjuk, hogy a tétel az irdnyitott esetben nem igaz, ezzel egy gyengébb
feltételt adunk a hatékony W, = L szinnel szinezhetGségre.

6.4.6. Tétel. Adott egy F irdnyitott fa és egy rajta értelmezett 7 igényhal-
maz. Ha F egy v pont kivételével minden pontban jol iranyithatoé, akkor az
igények W i, = L szinnel hatékonyan kielégithetéek.

Bizonyitas: Az F — {v} komponenseit kiegészitjiik egy-egy a v pont-
hoz és a komponenshez is illeszked§ élparral, igy kapjuk az .7-'1,.7:2, .. .,.7:d
éldiszjunkt részfikat (a v pont foka d). Az IJ igényhalmaz az .7-} -ben elhe-
lyezked igényeket és az odaesG igénytoredékeket tartalmazza. Az (fj,fj)
feladatoknal F; méar minden pontban jol irdnyithato, hiszen itt a v pont foka
egy.

El6szor a v pontban végziink lokalis szinezést W < L szinnel az 5.4.1. al-
lités felhasznalasaval. Utana az (F;,Z;) feladatok szinezetlen igényeit szinez-
ziik, a v ponthoz érintkez6 szinek meghagyasaval. Az el6z6 tétel bizonyitasa-
hoz hasonléan Z; = Z;,,UZ;.. Az egyes (F;,Z;m) ill. (F;,Z;.) feladatokkal
ekvivalens (F;, Z; ) ill. (F;,Z; ) iranyitatlan feladatokban a v ponthoz illesz-
ked§ elére kiszinezett igények mar semmilyen megszoritast nem jelentenek.
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Igy a 6.4.3. tétel felhasznalasaval mindegyik rész szinezhets W < L szinnel.
A 3.2.1. lemma miatt a W < L szint hasznélé szinezés optimélis és az egyen-
16ség is teljesiil. O

6.4.7. Tétel. Adott egy F irdnyitott fa és 7 egy rajta értelmezett igény-
halmaz. Ha F fa v és v' pontok kivételével minden pontban jél iranyithato,
akkor az igények W = |3L], ha v pont foka 3, akkor 3L szinnel hatékonyan
kielégithetdk.

Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan elkészitjiik a v ponthoz
illeszked6 .7?1,]?2, .. .,.7-::1 éldiszjunkt részfakat. Az el6z6 tétel alkalmazéasa-
val kiszinezhetjiik azokat az igényeket W < L szinnel, amelyek a v’ pontot
tartalmazo komponensben el6fordulnak. Utdna a v pontot érinté még szine-
zetlen utakat szinezziik a 6.4.1. és a 6.4.2. lemmak felhasznalaséval, aminek
soran [%J ill. % 1j szinnél to6bb nem sziikséges. A tObbi igényt az el6z6 bizo-
nyitashoz hasonl6an tovabbi 1) szin nélkiil szinezhetjiik. O

6.5. Osszefoglalas

Fa alaku halozatoknal az irdnyitott és az irdnyitatlan esetben teljesen mas
jellegti eredményeket, megoldasi mdédszereket kaptunk. Ez egyrészt annak
koszonhets, hogy mér csillagoknal is jelent&s kiilonbségek voltak, mésrészt a
fak csillagokra bontasa is mashogy befolyasolja a problémét a két esetben.
Fontos eredményként kiemelnénk, hogy iranyitott faban az Z, igényhalmazt
hatékonyan kielégithetjiik Wi, szinnel. Ennek a problémanak az iranyitat-
lan grafbeli megfelel§je még megoldatlan.

Fak, 7 igényhalmaz

Legrosszabb

imali Kézelita > i
Ol?tlm,a 15 ozelites esetben optimaélis WL,min
szinezés

. hatékony 3
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7. Perfekt grafok

A lancokrdl, csillagokrol és fakrol szolo fejezetekben optimalizalasi problé-
méakra kerestiink megoldasokat, és végig nagy hangsulyt fektettiink a mi-
nimélis szinszdm és az éleken elGfordulé maximalis terhelés kapcsolatidnak
feltérképezésére. Most elsGsorban a konfliktus graf tulajdonsagait vizsgaljuk.
Ravilagitunk, hogy az eddig megismert mennyiségek és szinezési eredmények
milyen kapcsolatban vannak a konfliktus graf maximalis klikkméretével, kro-
matikus szamaval és perfektségével. Ez a kapcsolat mind a perfekt grafok,
mind az optikai halézatok elmélete részére gylimolcsoz6: 1j szinezési eljara-
sokat és 1j perfekt grafokhoz kapcsolodo kérdéseket is targyalunk.

Ebben a szakaszban targyalt eredmények nagy része a [15] cikkben megta-
lalhato, ahol bizonyitottak, hogy iranyitatlan fak konfliktus grafjaira teljesiil
az erGs perfekt graf sejtés. Azonban itt sajat bizonyitast ismertetiink, mely-
nek ereje, hogy a sejtés feltételeit hatékonyan ellendrzi és ha azok teljesiilnek,
akkor polinom id6ben optimélis szinezést is ad. A bizonyitas legfontosabb
része, hogy ugyanezt az allitast tetszdleges élgrafra is belatjuk.

7.1. Elméleti hattér

Ebben a szakaszban kizarolag iranyitatlan egyszert grafokkal foglalkozunk,
mert pontszinezési szempontbol csak ezek értelmesek. Egy G graf teljes részg-
rafjat klikknek nevezziik, a maximalis klikkméretet w(G)-vel jeloljiik. Optikai
halézatokban az egy élen keresztiilhaladd utaknak megfelel6 pontok a konf-
liktus grafban egy klikket alkotnak, ezért

w(Gr) > L.

A graf egy pontszinezésében egy klikk minden pontjat kiilonb6z6 szinnel kell
szinezni, ezért

x(G) = w(9).
A két egyenlGtlenségbdl adodik a 3.2.2. lemma egy tjabb bizonyitésa:
Wiin = X(Gk) > w(Gr) > L.

Tetsz6leges G graf esetén x(G) és w(G) meghatarozasa NP-nehéz [30], s6t
a konnyebbnek tin6 x(G) = w(G) kérdés eldontése is az. (Utobbit a 7.3.1. al-
litds iranyitott fakra vonatkozé része is igazolja.) Mindezek fényében igen
érdekes az alabbi Allitas:
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7.1.1. Tétel (Lovasz). Létezik polinom idejii algoritmus, mely tetszéleges
G graf esetén meghataroz egy szamot x(G) és w(G) kozdtt. [22] O

Egy G(V, E) graf és V! C V ponthalmaz esetén G(V')-vel jeloljiik a V'
pontok altal feszitett részgrafot.

7.1.1. Definicié (Berge). Egy G(V, E) graf perfekt, ha minden V' C V
ponthalmazra x(G(V')) = w(G(V")).

Egyelére nyitott kérdés, hogy egy graf perfektsége leellenérizhets-e polinom
id6ben. Az mindenesetre a 7.1.1. tételbdl kovetkezik, hogy perfekt gréfo-
kon x(G) és w(G) polinom idében szamithato. Veégiil kimondjuk a perfekt
grafokrol szolo, egyik legismertebb eredményt.

7.1.2. Tétel (Lovasz). Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha komple-
mentere perfekt. O

7.1.1. Nevezetes perfekt és nem perfekt grafok

7.1.2. Definicié. Egy G(V, E) iranyitatlan graf intervallumgraf, ha a csii-
csal megfeleltethet6k egy olyan 7 halmaznak, melynek elemei egy linearisan
rendezett halmaz intervallumai, gy, hogy két csics kozott akkor és csak
akkor legyen él, ha a megfeleld intervallumok metszete nem fires.

Egy lancon értelmezett igényhalmaz konfliktus grafja intervallumgraf.
Az 5.1.2. lemmaéaban lattuk, hogy egy iranyitott csillagon értelmezett igény-
halmaz konfliktus grafja egy paros graf élgrafja. Amikor ezekre bizonyi-
tottuk, hogy Wnin = L, akkor egy-egy klikk méretii szinezést mutattunk,
ezért, ilyenkor x(Gr) = w(Gx). Mivel egy péaros graf élgrafjanak ill. egy inter-
vallumgrafnak barmely feszitett részgrafja is egy paros graf élgrafja ill. egy
intervallumgraf, az alabbi allitast is igazoltuk.

7.1.3. Tétel. Intervallum grafok és paros grafok élgrafjai is perfektek. O
A 6.4.6. és a 6.4.5. tételekben is egy-egy klikkméret szinezést mutattunk

jol iranyithatosig esetén. Ez a tulajdonsig a konfliktus graf minden feszitett
részgrafjara 6rokl6dik, ahonnan mar kovetkezik az alabbi tétel.
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7.1.4. Tétel. Iranyitatlan esetben a jél iranyithato, iranyitott esetben a leg-
feljebb egy pont kivételével jol iranyithaté fakon értelmezett igényhalmazok
konfliktus grafjai perfektek. O

Erdemes megjegyezni, hogy a 7.1.4. tételben szerepls grafosztalyok tar-
talmazzak az intervallumgrafok és a paros grafok élgrafjainak osztéalyat is,
ezért ez a tétel a 7.1.3. tétel altalanositasa.

A paratlan koroket Cypyi-gyel, a paratlan korok komplementereit Coy -
gyel jeloljiik. A legalabb 6t hosszi korok és komplementereik nem perfektek.
Az utobbi Cory 1, k > 2 azért nem, mert w(Cory1) = k, de egy szint legfeljebb

két ponton lehet hasznalni. Perfekt grafok karakterizalasarol az alabbi sejtés
ismert Berge-t6l.

7.1.1. Sejtés (Erss perfekt graf sejtés). Egy graf akkor és csak akkor
perfekt, ha nem tartalmaz legalabb 6t hosszu paratlan kort vagy annak komp-
lementerét feszitett részgrafként.

A sejtést tobb nevezetes grafosztalyra is belattak, pl. a [14] konyv megemliti
az K3 mentes grafok, a 3-szinnel szinezhet6 grafok, a sikgrafok és toroid
grafok osztalyait is. Az élgrafokra és az irdnyitatlan fakon értelmezett igény-
halmazok konfliktus grafjaira vonatkozoan sajat bizonyitast is ismertetiink
a fejezet végén. Perfekt és nem perfekt grafok vizsgalatanal is nagy szerepe
van az alabbi definicionak.

7.1.3. Definici6é. Egy nem perfekt grafot minimélis imperfektnek neveziink,
ha barmely pont elhagyasaval perfekt grafthoz jutunk.

A legalabb 6t hosszt pératlan kérok és komplementereik minimélis im-
perfekt grafok.

Végiil megjegyezziik, hogy nem perfekt grafokra is teljesiilhet a x(G) =
w(G) egyenlGség. Az iranyitatlan csillagok és az itt fakon értelmezett all-to-all
kommunikaciohoz tartozé konfliktus grafok esetében is ez a helyzet.

7.1.2. Klikkszeparatorok

Ebben a szakaszban a részleges szinezések Gsszefésiilésére tobbszor is hasznalt
alapvetd gondolatot ismételjiik meg altaldnossagban.

7.1.4. Definicié. A G(V, E) grafban egy G(Vk) részgrafot Vix C V klikk-
szeparatornak neveziink, ha
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o a G(Vi) részgraf klikk, és

e létezik olyan V' \ Vi = ViUV, particié Vi,V # 0, hogy G(V1 U Vs,)-ben
nincs él 'V és V;, pontjai kozott.

7.1.1. Lemma. Ha G(V; U V) graf k; szinnel és G(Vo U Vi) graf ko szinnel
szinezhetd, akkor az eredeti G(V, E) graf max{ki, ka} szinnel szinezhetd.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy k; > ko. ElGszor kiszinezziik ViUV pontjait.
Utana V5 pontjainak szinezésekor tjra felhasznalhatjuk a klikkszeparatorban
nem szerepls szineket is, ezért G(VoU Vi) érvényes szinezésébdl csak a szinek
atnevezésével befejezhetjiik a szinezést. O

7.1.1. Kévetkezmény. x(G(V, E) = max{x(G(V1 U Vk), x(G(VaU Vk)}.

7.1.2. Kovetkezmény. Ha G(V,UVk) és G(VoU V) perfekt, akkor G(V, E)

is az.

Bizonyitas: Itt azt hasznaljuk fel, hogy G(V, E) egy G(V') feszitett részg-
rafja vagy részgrafja G(Vi U Vi) ill. G(Vo U Vi) grafoknak vagy G(V' N Vi)
klikkszeparator a G(V') grafban, ekkor az el§z6 kovetkezmény felhasznalasa-
val adodik az Allitas. m

7.1.3. Kovetkezmény. Minimalis imperfekt grafok nem tartalmaznak klikk-
szeparatort.

7.1.4. Kovetkezmény. A G(V, F) graf akkor és csak akkor perfekt, ha G(V1U
Vi) és G(Vo U Vi) is az.

Bizonyitas: Az egyik irdnyt a 7.1.2. kévetkezmény mondja ki, a forditott
irAny abbol kovetkezik, hogy minden nem perfekt graf tartalmaz minimélis
imperfekt grafot, amelyet az el6z6 kovetkezmény alapjan G(Vi U Vi) vagy
G(Vo U Vi) tartalmaz. O

7.1.1. Allitas.

w(G(V; B)) = max{w(G(V1 U Vk)),w(G(V2 U Vk))}
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Bizonyitas: A definiciobdl ad6doan egy klikk nem tartalmaz klikkszepa-
ratort, ezért a maximalis klikket G(V; U Vi) vagy G(V2 U Vi) tartalmazza.
O

Az itt felsorolt tételek és kovetkezmények sok korabbi (és kés6bbi) alli-
tds magjat alkotjak. Egy iranyitatlan fa egy e élén keresztiilmend utak is
klikkszeparatort alkotnak a konfliktus grafban, ha a faban az e élet nem tar-
talmaz6 mindkét komponensben van tt. A 7.1.1. lemma felhasznalaséaval is
bizonyithaté lett volna, hogy az irdnyitatlan fak ttszinezése visszavezethets
csillagokban felmeriil6 problémara. A jol irdnyithato fak esetén is azt mutat-
tuk meg, hogy klikkszeparatorok segitségével a konfliktus graf szétbonthato
paros grafok élgrafjaira. A fejezet hatralévs részeiben a klikkszeparatoroknak
tovabbi alkalmazasait is ismertetjiik.

7.2. A maximalis terhelés és a maximalis klikkméret

A konfliktus graf maximalis klikkmérete nem kisebb a terhelésnél, és alulrol
lehet vele becsiilni a sziikséges szinek szamat. Altaldban a maximalis klikk-
méret meghatarozasa NP-nehéz, ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy
irAnyitatlan és irdnyitott faknél a konfliktus graf maximalis klikkmérete ha-
tékonyan szamithatd, s6t az iranyitott esetben ez megegyezik a terheléssel.
Mindkét bizonyitasnal kihasznaljuk azt a konvexitasra emlékeztet6 tulajdon-
sagot, hogy (irdnyitott) faban n 1t kozos része egyetlen (iranyitott) interval-
lum, és az n 0t egy részhalmazanak kozos része az el6z6t tartalmazo interval-
lum. A  kozos része” kifejezés alatt egyarant érthetiink kozos (irdnyitott) élet
vagy pontot, bar az utobbi esetben az egyetlen pontbdél 4116 nulla hosszi utat
ill. intervallumot is értelmezniink kell. A tovabbiakban a P;, NPy, N---NP;,
kozos részt egyszertien P, 4, i -val jeloljiik.

7.2.1. Lemma. Ha egy iranyitatlan F fiban a Pi,Ps,..., P, utak koziil
barmely kettének van kozos pontja, akkor létezik olyan pont, amelyet mind-
egyik 1t érint.

Bizonyitas: Az allitast teljes indukciéval igazoljuk. A lemma az n = 1,2
esetekben nyilvanvaloan teljesiil. A tovabbiakban az {1,2,...,n} = {n+1}
implik4ciét bizonyitjuk.

Az indukcios feltétel miatt Po . ., P12, n éS Po . nni1 legalabb egy pont-
bol all6 intervallumok. Tovabba a P, intervallum tartalmazza a P, . p



7. PERFEKT GRAFOK 67

és a Py pnny1 intervallumokat. Indirekten igazoljuk, hogy a két tartalmazott
intervallumnak is van kozos pontja. Ha a Pio_., és a Py pny1 intervallu-
moknak nincs kozos pontjuk, akkor legyen vy és vy a Pio,..n €s a Pa. nnti
egymashoz kozelebb fekvs széls6 pontjai a P, .., intervallumon. Ez esetben
v1-b6l vo-be vezet Ut a Py, ,, élein is és a kozds pontot tartalmazoé Py ill. Py
élein is, ami ellentmond a fa kérmentességének. O

7.2.2. Lemma. FEgy G(V, E) iranyitatlan grafban legyen tetsz6leges harom
pont kozétt futé élek szaimanak maximuma hg és a graf maximalis fokszama
Ag. Ekkor a graf G, élgrafjara:

W(ge) = max{hg, Ag}

Bizonyitas: Harom pont kozott futo élek és az egy ponthoz illeszkedd élek
az élgrafban klikket alkotnak. Megmutatjuk, hogy az élgrafban nincsenek
més klikkek. Tegyiik fel, hogy az eq, es, ..., e, € E éleknek megfelel§ pontok
klikket alkotnak az élgrafban. Ha az éleknek nincsen egyetlen kézos végpont-
juk, akkor léteznek az e; élnek csak az egyik ill. csak a masik végpontjahoz
illeszkedd e; és e; élek. Az ey, e; és e; élek haromszoget alkotnak, és az &sszes
tobbi él ezek valamelyikével parhuzamos. O

Egy iranyitatlan F fan értelmezett Z igényhalmaz esetén tekintsiik azo-
kat az 7' C T részhalmazokat, amelyekhez létezik egy 3-+1 pontu részcsillag
F-ben tugy, hogy Z' minden igénye a csillag két élén keresztiil megy. A leg-
tobb elemet tartalmazoé ilyen tulajdonsagia Z' halmaz méretét hz-vel jeldljiik.
Nyilvanvalé, hogy az igényhalmaztol és a fatol fiiggéen hz barmilyen (%L)—nél
nem nagyobb értéket felvehet.

7.2.1. Tétel. Egy iranyitatlan F fan értelmezett T igényhalmaz esetén
e w(Gx) = max{L, hz},
o L <w(Gx) < 3L, tovabbd
e w(Gy) polinom id6ben szamithato.

Bizonyitas: Egy maximalis klikk barmely két utjanak van kozos éle (ezért
koz6s pontja is), igy a 7.2.1. lemma alapjan az utak egy kozos v pontot érin-
tenek. A v pontot érint6 utakhoz az 5.1.1. lemma alapjan elkészithetjiik azt
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a G grafot, amelynek élgrafja izomorf Gi-ban a v pontot érinté utaknak meg-
felel pontok altal feszitett részgraffal. Az els6 két allitas a 7.2.2. lemmabol
adodik, mivel Ag =L és hg = hz.

Az utolso allitas azért igaz, mert L és hz is polinom id6ben szdmithato
mennyiségek. Utobbi azért, mert az F fa harom éld részcsillagaibol polinom
sok van. O

A bizonyitas legfontosabb 1épése az volt, hogy Gr klikkeinek megfelel6
utak egy kozos pontot érintenek. FErre mutatunk egy masik bizonyitast,
amely nem hasznalja fel a 7.2.1. lemmat. Egy (F,Z) iranyitatlan ttszinezési
probléma esetén vegyiik F-nek azt a legkevesebb élt tartalmazo F' részfajat,
amelybe esé utaknak megfelel6 pontok altal Gy-ban feszitett részgraf tartal-
maz egy w(Gy) méretl klikket. Indirekten tegyiik fel, hogy F' nem csillag,
vagyis tartalmaz egy olyan e élet, amelyet elvéve F' élet is tartalmaz6 kom-
ponensekre Fj-re és Fy-re esik szét. Egy maximalis klikknek megfelels utak
koziil léteznek olyanok, amelyek csak Fi-ben ill. F;-ben haladnak. (Kiilénben
F! vagy F, élei elhagyhatéak volnanak F'-bél.) Igy egy maximalis klikkben
az e élen keresztiil halad6 igények klikkszeparatort alkotnak a klikkben, ami
ellentmondés, hiszen egy teljes graf nem tartalmaz klikkszeparatort.

Most réatériink az irdnyitott szimmetrikus fakhoz tartozé konfliktus graf
vizsgélatara, ami az irdnyitatlan fak eredményeinek ismeretében nem jelent
nehézséget.

7.2.2. Tétel. Egy iranyitott szimmetrikus F fan értelmezett T igényhalmaz
esetén

(,d(gk) = L.

Bizonyitads: Egy maximaélis klikk utjain az irdnyitast elhagyva teljesiil,
hogy barmely két itnak van kozos pontja, ezért a 7.2.1. lemma alapjan az
utak egy k6zos v pontot érintenek. A v pontot érint6 utakhoz az 5.1.2. lemma
alapjan elkészithetjiik azt a G grafot, amelynek G, élgrafja izomorf Gi-ban a v
pontot érinté utaknak megfelel6 pontok altal feszitett részgraffal. Az iranyi-
tott esetben G péaros, ezért nem tartalmaz haromszoget, igy a 7.2.2. lemma
miatt az élgraf maximalis klikkmérete A. Tehat L = A = w(Ge) = w(Gx). O



7. PERFEKT GRAFOK 69

7.3. Erds perfekt graf sejtés iranyitatlan fak konfliktus
grafjaira

Dolgozatunk elején a sziikséges szinek szdméara egyszeri alsé korlatot mutat-

tunk: az L terhelést. Nagy hangstulyt fektettiink annak eldontésére, hogy

Woin = L egyenlGség teljesiil-e. Altalaban fa alaka halozatoknal ez a kérdes
nehezen kezelhetd.

7.3.1. Allitas. Irdnyitott vagy iranyitatlan fa alaki halézatoknal a Wy, =
L egyenldség leellenérzése NP-nehéz.

Bizonyitas: A 6.1.1. allitas és a 6.2.4. tétel kimondjak, hogy mindkét
esetben a W = 3 szinnel szinezhetGség ellen6rzése NP-nehéz. Ez a probléma
egyszertien visszavezethet6 a W, = L egyenlGség leellen6rzésére. Ha L > 3,
akkor 7 biztosan nem 3-szinezhet6. Kiilonben az F fahoz egy levelet illesztve,
azon harom parhuzamos egy hosszii 4j igényt vezetve az (F',Z") probléméaban

! in = L' akkor és csak akkor, ha az eredeti utak 3-szinezhetgk. O

A kovetkez§ kérdés megvalaszoldsanak komplexitasa konnyebb lehet: leel-
lendrizendd egy fan értelmezett Z igényhalmazra, hogy minden Z' C 7 esetén
a W/ . =L egyenl6tlenség teljesiil-e. Az iranyitatlan esetben a 6.4.4. tétel
alapjan erre létezik polinom ideji algoritmus. Az irdnyitott esetben ez a
probléma megoldatlan, a 7.2.2. tétel alapjan itt azt kellene igazolni, hogy a
konfliktus graf perfektsége hatékonyan eldénthets. A tovabbiakban megmu-
tatjuk, hogy az irdnyitatlan esetben a perfektség is hatékonyan ellenérizhet6.
Ehhez az erds perfekt graf sejtés egy specialis esetének bizonyitasan keresztiil
vezet az ut.

7.3.2. Allitas. Ha egy irdnyitatlan fa konfliktus grafja tartalmaz 2k+1 > 5
hosszii Coiy1 kort vagy Coxy1 annak komplementerét feszitett részgrafként,
akkor e részgraf pontjainak megfelel6 utaknak van kézos pontjuk.

Bizonyitas: Elgszor megmutatjuk, hogy a Capiq ill. a Cypyq pontjainak
megfelel§ utak koziil barmely kettének van kozos pontja. Ha két itnak nem
lenne k6z6s pontja, akkor létezne a fanak egy e éle, amelynek két oldaldn
helyezkedne el két tat. A Coryq ill. a C_'ng pontjai koziil az e élen keresztiil
mend utaknak megfelel pontok egy klikkszeparatort alkotnanak, ami ellent-
mondana a 7.1.3. kovetkezménynek, hiszen a Chppq ill. a Oy minimalis
imperfekt grafok.
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Mivel a megfelel utak koziil barmely kettének van k6zos pontja, a 7.2.1. lemma

felhasznalasaval az Gsszes utnak létezik kézos pontja. O

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a klikkek 1tjai mindig érintenek egy
pontot. Az iménti bizonyitdsban is azt igazoltuk, hogy minimélis imperfekt
grafok ttjai is érintenek egy pontot. Mindezek alapjan érezhetd, hogy az
irAnyitatlan fikon értelmezett igényhalmazok perfektségét is az egyes lokalis
problémakban érdemes vizsgalni.

Egy F iranyitatlan faban a v pont szomszédai kozott szerepelnek a vy, vy, . .

pontok. Az iy, 11,...,% 1 € L igények v pontot érintd t-korkommunikdciot
alkotnak, ha i; tja tartalmazza a {v,v;} és a {v,Vj41 (moda )} €leket, j =
0,1,...,t — 1. Korkommunikal6 igények a konfliktus grafban egy feszitett
kort alkotnak, ennek létezése ¢ = 2k + 1 > 5 esetén kizarja a konfliktus graf
perfektségét. Megmutatjuk, hogy az 4allitas forditottja is igaz.

7.3.1. Tétel. Egy iranyitatlan F(V, E) fa és T igényhalmaz esetén az alabbi
allitasok ekvivalensek:

a.) az igényhalmaz semelyik pontban nem tartalmaz t-kérkommunikaciot,
t=2k+1>5 esetén;

b.) a Gy konfliktus graf perfekt;

c.) a Gy konfliktus graf nem tartalmaz 2k + 1 > 5 hosszi Cor11 kort vagy
Cs,11 annak komplementerét feszitett részgrafként.

Tovabba létezik hatékony eljaras, mely tetszileges (F,Z) esetén polinom idé-
ben eldénti, hogy Gy perfekt-e, ha igen, akkor ki is szinezi x(Gx) = Wmnin
szinnel az utakat.

Bizonyitas: A b.) = ¢.) és a c.) = a.) allitasok nyilvanvaloak. A
tovabbiakban az a.) = b.) allitast igazoljuk. Tetsz6leges feszitett részgraf
elgall egy fa utjainak konfliktus grafjaként, és ha az a.) tulajdonsag teljesiil,
akkor a feszitett részgrafokban is teljesiil, ezért elegendd a x(Gx) = w(Gk)
egyenlGséget belatni.

Minden v € V ponthoz az 5.1.1. lemma alapjan elkészitjiik azt a G, gra-
fot, melynek élszinezése ekvivalens a lokalis utszinezéssel. Az a.) feltétel
pontosan azt jelenti, hogy G, nem tartalmaz 2k + 1 > 5 hosszu kort. A
kovetkez6 szakaszban bizonyitott 7.4.1. tétel szerint ekkor G, élgrafja (G,
graf) perfekt, és hatékonyan szinezhetd x(Gye) = w(Gye) < w(Gi) szinnel (az

< Ut—1
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egyenlGtlenség abbol adodik, hogy a G, . graf Gy, részgrafja). A lokélis prob-
lémak megoldasa utdn a 6.1.1. lemma miatt a teljes igényhalmaz kielégithetd
W = max X(Gv,e) < w(G) szin felhasznalasaval.

ve

A perfektség hatékony ellendrizhet&sége szintén a 7.4.1. tételbsl kovetke-
zik majd. a

Megemlitjiik, hogy a bizonyitas nem hasznélta fel a 7.3.2. allitas és a 7.2.1. té-
tel eredményeit.

;;;;;

sitasat kozoljiik, mely az el6bbi tétel kdvetkezménye.

7.3.2. Tétel. Egy iranyitatlan fa esetén a Axr < 4 maximalis fokszamii fa-
kon tetszdleges T igényhalmaz konfliktus grafja perfekt, és ez nagyobb fok-
szamii fakra nem teljesiil.

Bizonyitas: Legfeljebb negyedfoku fakra az a.) feltétel mindig teljesiil,
viszont 6todfokt pontot tartalmazo fakon kialakithatd 5-kérkommunikacio.
d

7.4. FErés perfekt graf sejtés élgrafokra

Ebben a szakaszban egy algoritmikus bizonyitast adunk arra, hogy az élgra-
fok is kielégitik az erGs perfekt graf sejtést, ezzel teljessé tessziik a 7.3.1. tétel
bizonyitasat. A szakaszban G egy iranyitatlan hurokél mentes, de tobbszoros
éleket tartalmazo grafot jelol, melynek élgrafjat G-vel jeloljiik. A G(V, E)
grafban a hdrom pont kozott futé élek szaménak maximuma legyen hg. Ko-
rabban belattuk a 7.2.2. lemmaéaban, hogy

w(Ge) = max{hg, Ag}.

ElGszor az erds perfekt graf sejtés feltételei kozott szerepld Coy 1 feszitett
koroket és Cory1 azok komplementereit vizsgaljuk élgrafok esetén. Egysze-
riien megmutathato, hogy egy élgraf nem tartalmaz Cyy 1 kérkomplementert
2k +1 > 7 esetén, azonban ezt az allitdst nem hasznaljuk, ezért bizonyitasat
nem részletezziik.

7.4.1. Lemma. A G graft > 4 hosszii korében szerepl6 éleknek megfelels
pontok a G, élgrafban egy C} kort feszitenek ki. A G, élgraf egy t > 4
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hosszi C} feszitett kérében szerepl6 pontoknak megfelels élek egy t hosszi
kort alkotnak G-ben.

Bizonyitas: A G graft > 4 hosszt korében szerepld élek barmelyikére két
él illeszkedik, ezért G.-ben egy 2-regularis Gsszefiiggs grafot vagyis egy kort
feszitenek ki a megfelel6 pontok. Forditva, a G, élgraf egy ¢ > 4 hossza Cy
feszitett korében szerepl6 pontoknak megfelel6 élek koziil barmelyik él két
egymastol fiiggetlen élhez illeszkedik, ezért az élek egy 2-reguléris 6sszefiiggd
grafot, azaz kort alkotnak. O

Adottak a G (Vi, Ey) és a Go(Vs, Eo) grafok, melyeknek egyetlen kozos
pontja v. A grafok élgrafjai G, . ill. Go, tovabba G = (V; U Va, B}y U Ey). A
konstrukciébol adédéan a v pont G-ben elvago.

7.4.2. Lemma. Ha x(Gi1.) = w(Gi.e) és X(G2e) = w(Ga,), akkor x(G.) =
w(Ge)-

Bizonyitas: Legyen a G grafban a v ponthoz illeszked6 élek halmaza
E,, a v pont foka d = |E,|. El6szor kiszinezziik az E, éleit d szinnel. Az
E/\E, és a E5\ E, élehalmazokra hasznalhatjuk ugyanazokat a szineket, ezért
a szinezés befejezhets max{x(Gi ), X(Ga.), d} = max{w(Gie),w(Ga.), d} =
w(G,) szinnel. O

kq ke ks Ks

Vp Vi

13. abra. Egy korona alaku graf.

A G(V, E) grafot korondnak nevezziik, ha V = {vy, v, k1, ko, ..., ki} és
grafban nincsen {k;, k;} él, és minden k;-bél vezet legalabb egy-egy él v,-be
és v;-be. A 13. 4bran mutatunk egy példat egy korona gréifra, ahol | = 4.
A tovabbiakban a v, bal alsé és a v; jobb als6 pontok kozott futd éleket
vizszintesnek nevezziik.
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7.4.3. Lemma. Egy G korona élei hatékonyan szinezhetéek x(G.) = w(Ge.)
szinnel.

Bizonyitas: A korondban a vizszintes élek szama m, ezek elhagyisaval
kapjuk a G~ grafot. A G~ graf paros, ezért élei hatékonyan szinezhetGek Ag-
szinnel. Tovabba minden vizszintes élre egy-egy 1j szint kell hasznalunk (m
szin). Ha G~ grafban v, vagy v; foka maximalis, akkor Ag = Ag- + m. Ha
valamely k; pont foka maximalis, akkor hg = Ag- + m. Igy a felhasznalt
szinek szdma Ag- +m = max{Ag, hg} = w(Ge). O

7.4.4. Lemma. Ha a G graf el6all a négy pontu teljes graf éleinek megsok-
szorozasaval, akkor G élei hatékonyan szinezhetdek x(G.) = w(G.) szinnel.

Bizonyitas: Az allitas hasonléan igazolhaté az el6z6 lemmaéahoz. O

Ennyi el6késziilet utdn kimondjuk és igazoljuk a szakasz legfontosabb
tételét.

7.4.1. Tétel. Egy irdnyitatlan G grafra az alabbi allitasok ekvivalensek:
a.) a G graf nem tartalmaz haromnél hosszabb paratlan kort;
b.) a G, élgraf perfekt;

c.) a G élgraf nem tartalmaz 2k + 1 > 5 hosszii Cyyy1 kort vagy annak
Cox+1 komplementerét feszitett részgrafként.

Tovabba létezik hatékony eljaras, mely tetszéleges G esetén polinom idében
eldénti, hogy G. perfekt-e, ha igen, akkor ki is szinezi x(G.) szinnel az éleket.

Bizonyitas: A bizonyitas el6tt kiilon felhivjuk ra a figyelmet, hogy az a.)
feltételben szerepls Cory 1 tetszGleges ( nem feltétleniil feszitett) kor G-ben.

A b.) = c.) éallitas nyilvanvalé a ¢.) = a.) allitast a 7.4.1. lemméaban
igazoltuk. A tovabbiakban az a.) = b.) kovetkeztetést igazoljuk. Elgszor
megjegyezziik, hogy tetszéleges feszitett részgraf élgraf, és ha az a.) tulaj-
donsag teljesiil, akkor a feszitett részgrafokban is teljesiil, ezért elegendd a
X(Ge) = w(Ge) egyenlbséget belatni.

A G grafban 1évé haromszogek szdmét r-rel jeloljiik. Azt az allitast,
hogy tetszéleges haromnal hosszabb pératlan kort nem tartalmazo G graf
élei x(Ge) = w(Ge) szinnel szinezhetSek r-re vonatkozé teljes indukcidval
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14. abra. A v, és v; pontok, valamint a kozos, bal és jobb szomszédok.

igazoljuk. Az r = 0 esetben G paros, ezért élgrafja Ag = w(G,) szinnel
szinezhets. A tovabbiakban a {0,1,...,r} = {r+ 1} implikaciot igazoljuk.

Tegyiik fel, hogy G tartalmaz egy haromszoget, melynek két pontja vy és
vj. Az olyan pontokat, amelyekbdl vezet él v, vagy v; pontokba szomszé-
doknak nevezziik. Koziiliik a k1, ko, . .., k; k626s szomszédok mindkét ponttal
szomszédosak, a by, bo, ... by, bal szomszédok csak vy-vel, és 71, jo, . .. jn jobb
szomszédok csak vj-vel szomszédosak. Mivel vy és v; egy haromszog két
pontja, [ > 1. A jelolések a 14. dbran lathatdéak. Az alabbiakban hirom
esetet kiilonboztetiink meg.

1.) Valamely k;,-b6l vezet él valamely j;,-be vagy b;,-ba. Ekkor [ = 1,
kiilonben [ > 1 esetén a vy, ki, , Ji,, v, ki, pontok egy Cs mentén helyez-
kednének el, viszont ez az a.) feltételnek ellentmond.

2.) Valamely k; -b6l vezet él valamely k;,-be. Ekkor [ = 2, kiilonben [ > 2
esetén a w, ki, ki,, vj, ki, pontok egy Cs mentén helyezkednének el.

3.) Szomszéd és a k;, k6zos szomszéd kozott nincs él.

Miel6tt az egyes eseteket megvizsgalnank kimondunk két fontos allitast.

7.4.1. Allitas. A G—{vy,v;} grafban nem vezet t > 2 hosszii it k;-bdl egyik
szomszédba sem.

Bizonyitas: Ha az allitds nem teljesiilne, akkor a 15. dbra a.) részén
lathatéan lenne G-ben egy t + 2 és egy t + 3 hosszi kor is, amelyek koziil az
egyik egy Co,1 lenne, 2k +1 > 5. O
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7.4.2. Allitas. A G — {w, v;} grafban nem vezet it b;, és j;, kozott.

Bizonyitas: Egy ut a k; ponton csak az 1.) esetben mehetne keresztiil
am ekkor | = 1 és b;,, vy, v}, Jip, ki €gy Cs mentén helyezkednének el. A k;
pontokat nem érintd, ¢ > 1 hosszi 0t esetén a 15. dbra b.) részén lathatoan
G-ben egy t+ 3 és egy t + 4 hosszi kor is lenne, amelyek kozott szintén lenne
02k+1; ahol 2k + 1 > 5. O

Most visszatériink az egyes esetek vizsgalatara a 3.) és 2.) esetekben.
A wp,vj,k1,. ..,k pontok &ltal feszitett részgrafot G,x-val jeloljik. A 3.)
és 2.) esetekben nincsen él kozos és nem kozos szomszéd kozott. Felhasz-
néilva tovabba a 7.4.1. ill. a 7.4.2. Allitasokat adodik, hogy G-bdl G, éleit
elhagyva vy, v, k1, . . ., k; kiilonb6z6 komponensekbe esnek. A komponenseket
Guys Gujs Gky» - - - » Gry-lel jeloljiik. Ezek legfeljebb r haromszoget tartalmaznak,
igy az indukcios feltevés miatt éleik szinezhetSk w(Gy,.e), w(Gu;e), W(Gkrse)s - - - > W(Ghyye)
szinnel. A 2.) esetben G, el6all egy négy ponti teljes graf éleinek t6bbszors-
zésével, a 3.) esetben koronat alkot, ezért alkalmazvaa a 7.4.4. ill. a 7.4.3. lem-
mékat Gy élei is szinezhetSek w(Gure) szinnel. A G, G, Gy, - -, G, gré-
foknak egymassal nincsen kozos pontjuk, és mindegyiknek egy kozds pontja
van Gy-val. Igy a 7.4.2. lemma t6bbszori alkalmazasaval adodik, hogy G élei
is szinezhetSek w(G,) szinnel.

15. 4bra.
Ha az a.) részhez (ill. a b.) részhez) hasonloan létezne G-ben a szaggatottal
jelolt ¢ > 2 hosszu (ill. t > 1 hossza) ut, akkor létezne t + 2 és ¢ + 3 hossza
(ill. t 4 3 és t + 4 hossz) kor is.

A teljes indukci6 befejezéséhez megmutatjuk, hogy az 1.) eset a pontok
atnevezésével a 3.) esetre vezethet§ vissza. A 7.4.2. lemmabol kovetkezik,
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hogy ki-nek nem lehet bal- és jobboldali szomszédja is. Az altalanossag meg-

szoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy k; szomszédai a b;,, . .., b;, pontok. Koziiliik
semelyik kettére nem illeszkedik él, kiilonben a b;,, bi,, k1, v, vy pontok egy
Cs-6t alkotnanak. Igy a v; := k; atnevezéssel a 3.) esethez jutunk, ezért

ekkor is teljesiil, hogy G élei szinezhetSek w(G,) szinnel.

Végiil a hatékony eldonthetGséggel és szinezéssel kapcsolatban megem-
litjiik, hogy az induktiv bizonyitis egy olyan algoritmust sugall, mely a G
élszinezését korondk, négy pontu grafok, és paros grafok élszinezésére vezeti
vissza. A visszavezetési lépésekben haromszoget kerestiink a grafban, ami po-
linom sok 1épésben megtehets. Tovabba ha G tartalmaz Coyy1-et 2k +1 > 5,
akkor az a visszavezetési lépések kozben egyszertien kideriil. O
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8. Bo&vebb grafosztalyok

A dolgozat korabbi részeiben csak nagyon egyszerii szerkezeti hélézatokkal
foglalkoztunk. Most semmilyen megkotést nem tesziink a halozat topologi-
ajara. A WDM-halézatokban felmeriil§ konfigurélasi probléma harom be-
menete a szinek szama, a topologia és az igényhalmaz. A kovetkezd harom
szakaszban rendre az egyes paraméterek rogzitésére mutatunk egy-egy pél-
dat, és vizsgéljuk a feladat nehézségére gyakorolt hatasukat.

Az egy szinnel kielégithetéség NP-nehézségét a 9] cikkben publikalta
Jansen és Erlebach. A rogzitett hilozatok probléméja egy altalunk folve-
tett kérdés, melyet Marx Daniellel kozosen oldottunk meg, az elvagéd éllel
dekomponalhaté halozatokrol szolo tétel sajat eredmény. A one-to-all igény-
halmaz optimalis szinezését a [3| cikkbdl ismerjiik. Az ott szerepld bizonyitas
alapotletét felhasznalva ergsebb allitast is igazolunk a maximalis atvitel és a
maximalis érték{ atvitel hatékony megoldhatosagarol az utolséd szakaszban.

8.1. Konfiguralas egy szinnel

A hullamhosszak szamat W = 1-re rogzitjiik, és a feladat egy tetszéGleges
7 igényhalmaz kielégithet&ségének eldontése. Masképpen mondva létezik-e
a hélozatban az igények végpontjait Osszekotd paronként éldiszjunkt utak-
nak egy halmaza. Az éldiszjunkt utak problémaja NP-nehéz [11], amibél
kovetkezik az alabbi allitas.

8.1.1. Tétel. [11] Tetszolleges iranyitatlan halézatban az T igények W = 1
szinnel térténd kielégitése NP-nehéz. O

Az éldiszjunkt utak problémajanak NP-nehézségét tobb (speciilis szerke-
zetl) grafosztalyra is igazoltak, a [9] cikk a hélokat és a sikgrafokat emliti,
igy a fenti allitas igaz ezekre a hélézatokra is. Marx D. a fenti tételnek egy
masik élesitését is bizonyitotta:

8.1.2. Tétel. Altalanos iranyitatlan grafban T, igényhalmaz esetén az igé-
nyek W = 1 szinnel térténd kielégitése NP-nehéz. [24] |
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A szakasz jol ravilagit a WDM-halozatok konfiguradlasidnak nehézségére.
Altalaban az igények kielégitése az titelvezetésbdl és titszinezésbél all vala-
milyen hullamhossz korlat mellett. Az egyiittes megoldas helyett érdemes
lenne el6bb minimalis terhelési ttelvezetést keresni és utana az ttszinezést
a rogzitett utelvezetés mellett megoldani. (Az eljaras nem feltétleniil lenne
optimalis, de érezhetGen egyszertisitené a feladatot és egy kozelitést adna a
megoldésra.) Azonban faknal és csillagoknal a szinezés NP-nehéznek bizo-
nyult, habar az utelvezetés trividlis volt. Tovabba a W = 1 hullamhossz
korlat mellett a szinezés magatol értet6d6 volna, de mar L = 1 terhelési
utelvezetés keresése is NP-nehéz.

8.2. Rogzitett hal6zatok

Ha a halozatot nem tekintjiik az optimalizalasi feladat bemenetének, akkor
még az altalunk feltett legnehezebb kérdésre, a maximalis értékd atvitelre is
lehet polinom idejd eljarast mutatni. Rogzitett halézatok esetén is végtelen
sok kiilonb6z6 igényhalmaz lehet a feladat bemenete, ugyanis egy igényhal-
maz tetszGlegesen sok parhuzamos igényt tartalmazhat. Igy nem lehetséges
minden igénymintara elére eltarolni egy megoldast.

8.2.1. Tétel. Rogzitett G(V, E) irdnyitott vagy iranyitatlan grathoz létezik
polinom ideji algoritmus, mely tetszéleges T igényhalmaz, f : T — R™*
értékfiiggvény és W € Z hullimhossz korlat mellett megoldja a maximaélis
értékii atvitel problémat.

Bizonyitas: A G halozatban az éldiszjunkt uthalmazok egy lehetséges
felsorolasa Hy, Ho, ... ,H.. A H; halmazban szerepel§ utak végpontjai az I;
egy szinnel szinezhet§ igényhalmazt alkotjak, j = 1,...,c. A felsorolasok és
a ¢ szam a bemenettdl fiiggetlenek, elére kiszamithatoak és eltarolhatoak.

Béarmely 7' C T részhalmaz W szint hasznalo kielégitése felbonthaté
H, , H,,,..., H;, azonos szini tthalmazokra. El6fordulhat, hogy valamelyik
H;-b6l t6bb is szerepel a felbontasban, de n := min{W,|Z|} szdmnal tobb
semelyik kielégitésben sem fordul els. Igy (n 4 1)¢ lépésben végigprobalhat-
juk az osszes felsorolast. Egy H;,, H;,, ..., H;, felsorolas akkor érvényes, ha
Z,UZL,U--- ULy, CZI. (Ahol az uni6 mtveletnél a parhuzamos igényeket
nem tekintjiik azonosnak!) Az érvényes megoldas értéke is konnyen szamit-
haté: ha a megoldas valamely igénybél £ parhuzamosat tartalmaz, akkor a
k legértékesebb igényt kell valasztani Z-bél és ezek értékét Osszegezni.
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Figyelembe véve, hogy n a bemenet méretével aranyos és ¢ konstans, to-
vabbé az ellendrzés és az 6sszegzés hatékonyan megvaldsithaté az algoritmus
polinom idej. O

Az allitas erGsnek tiinhet, azonban a bizonyitasbol latszik, hogy a gyakor-
latban csak nagyon kis méretd halézatokon alkalmazhaté. Ugyanis a megol-
d4sban szerepel§ ¢ konstans egy hatalmas szam ( ¢ >> 2/P!). Az algoritmus
jo példaja annak, hogy mekkora kiilonbség lehet a ,,polinom ideji” és ,haté-
kony” kifejezések kozott.

A tételnek egy érdekes alkalmazasa a korlatos fokszamu fak optimélis
szinezése (1d. 6.4.1. tétel). A bizonyitas lényege az volt, hogy a korlatos fok-
szamu fak szinezése polinom idSben visszavezethets rogzitett csillag alaki
halozatok szinezésére. A 8.2.1. tétel alkalmazéasi lehetsége az ilyen dekom-
pozicids eljarasokban rejlik.

Példaul tegyiik fel, hogy egy G iranyitatlan halézat tartalmaz egy e el-
vago élet, melyet elvéve a graf a G; és G, komponensekre esik szét. A G
grafon az optimalis szinezés feladata elvdgo éllel dekompondlhato két (esetleg
kisebb méretii) problémara: a G; U {e} és a G, U {e} halozatokban felmeriils
igények és igénytoredékek konfiguralasara. Ha ezt a dekompozicids 1épést so-
rozatosan alkalmazva konstans méret halézatokhoz jutunk, akkor azokban
mar alkalmazhatjuk a 8.2.1. tételt az utszinezésre. Ezzel belattuk az alabbi
allitast.

8.2.2. Tétel. Ha G(V, E) iranyitatlan graf elvago élekkel konstans méreti
héalézatokra dekomponalhato, akkor tetszéleges T igényhalmaz esetén az op-
timalis szinezés problémaja polinom id6ben megoldhato. O

8.3. Omne-to-all kommunikacio

Végiil egy a gyakorlat szaméra sem érdektelen igényhalmazt vizsgalunk ira-
nyitott halozatokon. Az aladbbi igényhalmaz egy kozponti egységhez valo
hozzaférésnél meriilhet fel, amikor mindenki a kézpontba szeretne adatot
kiildeni vagy onnan adatokat fogadni.

8.3.1. Definicié. Egy G(V, E) halézaton értelmezett Z, igényhalmazt one-
to-all kommunikaciénak neveziink, ha valamelyv € V eseténZ, = {(v,u)| u €

VA{v} }.
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8.3.1. Tétel. Tetszdleges G(V, E) iranyitott halézat, W € Z" hullamhossz
korlat és az I, one-to-all igényhalmaz esetén a maximalis atvitel probléma
polinom idében megoldhaté.

Bizonyitas: A definicioban alkalmazott jel6léssel legyen v a one-to-all
kommunikaci6é forrasa. A probléméat egytermékes egészértékd folyam algo-
ritmus segitségével oldjuk meg, melyhez definidlunk egy G'(V', E') iranyitott
halézatot.

A G'(V', E') halozat tartalmazza a

a G(V, E) graf G1(Vi, E1),Gs(Va, Es), . .., Gw (Vaw, Ew) mdsolatait. A
veVeésazueV\{v} pontoknak az i-ik masolatba es6 parjait v;-vel
és u;-vel jeloljiik.

Egy s forras és egy t nyel6 pontot.

A t, pontokat minden u € V' \ {v} esetén.

Az (s,v;) éleket 1 =1,2,..., W.

Az (ug, ty) éleket i =1,2,... , Weésu e V\{v}.
o A (ty,t) éleket u € V \ {v}.
e Az (s,v;) élek kapacitasa végtelen, a tobbi él kapacitéasa 1.

A konstrukciora egy egyszert példat mutatunk a 16. Abran, ahol egy négy
hosszu gytrihoz tartozo G' halozat lathato.

A folyamprobléma érvényes egészértéki megoldasaiban, a masolatokban
szereplé E1, E», ... Ew élhalmazok élein a folyamérték nulla vagy egy. Azon
élek, amelyeken nem 0 a folyam wv;-b6l valamely u; pontokba haladd él-
diszjunkt utakat alkotnak minden maésolatban, ¢ = 1,2,..., W. Barmely
u € V \ {v} pontra a megoldasban legfeljebb egy i-re létezik v; — u; 1t,
hiszen az ilyen utak keresztiil mennek az egy kapacitasa (t,,t) élen. Ez-
zel belattuk, hogy a méasolatokban kijelolt utak altal kielégitett igények Z
halmazéara 7' C Z,. Az egyes masolatokban szerepel§ uthalmazok szinezé-
sére egyetlen szint hasznalhatunk, igy Z' igényei W szinnel kielégitheték. A
megfeleltetés forditva is elvégezhets, azaz egy tetszéleges W szinnel kielégit-
het6 Z' C Z, részhalmazhoz hozzarendelhetd a folyamprobléma egy érvényes
megoldésa.
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t

16. abra. Egy négy pontu graf és a hozzatartozo G' halozat W = 2 esetén.

A konstrukciobol lathato, hogy |Z'| megegyezik a folyamértékkel, ezért
egy maximalis értékd folyam megoldasa a maximalis atvitel probléméanak
is. Veégiil az allitds abbodl adodik, hogy maximalis értékd folyam iranyitott
grafokban polinom idében talalhato [30]. O

Egészértéki linearis programozas segitségével az alabbi erGsebb allités is
igazolhato.

8.3.2. Tétel. Egy G(V, E) irdnyitott halézaton, W € Z* hullimhossz korlat
mellett az I, one-to-all igényhalmazon értelmezett tetszéleges f : I, — R™T
értékfiiggvény esetén a maximalis értéki atvitel probléma polinom idében
megoldhato.

Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitashoz hasonloan elkészitjiik azt a G' halo-
zatot, amelyben az egészértékii folyamok kdlcsonosen egyértelmitien megfe-
leltethetGek a W szinnel kielégithet§ Z' C 7, részhalmazoknak. Most egy
érvényes megoldas értéke f(Z'), ami a megfelels folyam esetén is jol szamit-
hato, ugyanis a (t,,u) élhez f( (v, u) ) értéket rendelve a megoldas Gsszértéke
a folyam altal hasznalt (¢,,u) élek értékeinek Gsszegzésébdl szamithato. Ezt
a feladatot megfogalmazzuk egészértéki linearis programozasi feladatként.

e 1 egy |E'| dimenzi6s valtozokbol 4116 oszlopvektor, melynek koordinatai
az éleknek felelnek meg;
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e Az A matrix a G' irdnyitott graf élméatrixa, melybdl az s és ¢t pontoknak
megfelel6 sorokat elhagytuk;

e cegy |E'| dimenzids oszlopvektor, amelyben a (t,, u) éleknek megfelel§
helyen f( (v,u) ) all, a tobbi helyen 0;

max{cz|Az = 0,z € {0,1} }

Az egészértéki linearis programozési feladat megoldasa a maximalis ér-
tékid atvitel probléméanak is megoldasa. Masrészt az A matrix egy iranyitott
graf élméatrixa, ezért totalisan unimodularis [1]. A 4.2.1 tételt alkalmazva
az egészértékiiségi feltételt elhagyva a folytonos feladat mar megoldhato a
matrixok és a vektorok méretéhez képest polinom sok lépésben [19]. O

Végiil megjegyezziik, hogy a fentihez hasonl6 bizonyités kis médositassal
minden olyan igényhalmazra kiterjeszthetd, amelyben az igények egy pontbol
indulnak vagy egy pontba érkeznek.
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9. Megoldatlan problémak

A tisztan optikai halozatok konfiguralasa az algoritmikus grafelmélet egy
fiatal alkalmazasi teriilete, szdmos izgalmas 1j kérdéssel. Ebben a fejezetben
osszefoglaljuk az altalunk legfontosabbnak itélt nyitott kérdéseket, melyek
a jovGben tovabbi kutatasok targyat képezhetik. Reméljiik, hogy az aldbbi
kérdések megvalaszolasdban magunk is részt vallalhatunk majd:

e Irényitatlan fak esetén mi a bonyolultsdga az all-to-all igényhalmaz
optimaélis szinezésének?

e A dolgozatban lattuk, hogy iranyitatlan fakon értelmezett igényhalma-
zok konfliktus grafjaira teljesiil az erGs perfekt graf sejtés, és a perfekt-
ség hatékonyan ellenérizhets. Mi a helyzet az iranyitott szimmetrikus
fakon értelmezett igényhalmazok konfliktus grafjaival?

e Lattuk, hogy a ketts a&tmérGjd iranyitott szimmetrikus fakon értelme-
zett igényhalmazok optimalis szinezése hatékonyan megvalésithato, de
a négy atmérgji fakon NP-nehéz. Mi a bonyolultsiga a harom atmé-
r6ji fak szinezésének? A feladat mar csak azért sem egyszerdi, mert
tetsz6leges igényhalmaz esetén biztosan nem létezik W, = L szint
hasznéalé szinezés.

e Iranyitatlan fakon Wrmin = 3L vagy Wrmn = L attol fiiggden,
hogy a faban van-e legalabb harmadfokd pont. Mi a helyzet az ira-
nyitott esetben? Bizonyitott, hogy egy fan vagy Wy nmin = L vagy
°L < Wy min < 2L. Ennek a kérdésnek a kapcsan minden olyan példa
érdekes lehet, melynél W, > EL, illetve olyan utszinezési eljaras,
amely W < gL szint hasznal. Mivel Jansen mutatott egy példat, ahol
L = 3 és Wpin = 5, tovabba belattuk, hogy a két harmadfokd pontot
tartalmazo harom atmérdji fakon %L < Wi min < %L, fels, hogy itt
nem kapunk az irdnyitatlan esethez hasonléan egyszeri eredményt.

e Az el6bbi kérdésnél konnyebb probléma, hogy harom atmérgji iranyi-
tott szimmetrikus fakon hatarozzuk meg Wiy, i, értékét, és egy leg-
rosszabb esetben optimalis szinezési eljarast.

e Tetszoleges halozaton a one-to-all igényhalmaz mellett és lancon tet-
sz6leges igényhalmaz mellett egészértékd linedris programozéasi eljarast
mutattunk a maximalis értéki atvitel probléma megoldasara. Erdekes
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lenne ezekben az esetekben egyszerii, egészértékii linearis programozast
nem hasznal6 eljarasok megtalalésa is.

A tisztan optikai halozatok elméletének egyik nevezetes sejtése, hogy az
all-to-all igényhalmazra tetszéleges iranyitott szimmetrikus graf esetén
teljesiil a Wi, = L, egyenlGség. Ezt az allitast ebben a dolgozatban
fakra igazoltuk, a |2] cikk tovabbi grafosztalyokat is megemlit, melyekre
mér igazoltak a sejtést: pl. gytrik és hiperkockék.
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