Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
10. gyakorlat 2002. 4prilis 18-19.
Csiitortok 10-12 IB-140 és péntek 8-10 IB-145

Csoportok

1. Csoportot illetve félcsoportot alkot-e az alabb

megadott H halmaz a * miivelettel?

(a) H az egész szamok halmaza és az a,b € H
szdmokra a * b := a + b+ 1, ahol a szokésos
Osszeadas szerepel;

(b) Legyen m egy rogzitett szam és H :=
{1,2,...,m — 1}. Tovabba a *xb := ab
(mod m); (Megjegyzés: a valasz fiigg attol,
hogy m milyen szam.)

(¢) H az egész szdmok halmaza és az a,b € H
szamokra a * b := a’;

(d) H azon f fiiggvények halmaza, melyek
f(z) = cx + d alakiak, ahol ¢ # 0. A * mt-
velet pedig a fliggvények egymés utan valo
alkalmazasa (amit analizisbdl f o g-vel jelol-
tetek.) (ZH feladat)

(e) HF H azon modulo m maradékosztalyok
halmaza, amelyek m-mel relativ primek.
Tovabba a * b := ab (mod m);

(f) HF H egy halmaz hatvanyhalmaza (Gsszes
részhalmazinak halmaza), és az a,b € H
részhalmazokkal axb := (a\b)U(b\a) (amit
szimmetrikus differencidnak is neveznek);

(¢) HF H a valos szamok halmaza és a % b :=
a+ b+ ab. (ZH feladat)

(h) HF H a 2002 pozitiv osztoinak halmaza, és
az a,b € H szadmokra a * b := d(a, b), azaz a
és b legnagyobb k6zds osztdja.

. Ciklikus csoport-e az {1,2,3,4,5,6} szimhalmaz
a modulo 7 szorzassal? (ZH feladat)

. Legyen a és b egy csoport két tetszGleges eleme.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor b rendje megegyezik
a1ba rendjével.

. Hany eleme van a Dj diédercsoportnak? (A D,
diéder csoport alatt a szabalyos n szdg egybeva-
gbsagi transzforméacioibol alkotott csoportot ért-
jik.) Ciklikus-e a csoport? Keressiink néhény
valédi részcsoportot benniik és vizsgaljuk meg,
hogy azok ciklikusak-e.

. HF A kocka szimmetria csoportjanak (azaz egy-
bevagosagi transzformaciéibol alkotott csoport-
janak) mekkora a legnagyobb rendd részcso-
portja, amely részcsoport marad,

10.

11.

12.

(a) ha egy lapot kékre festiink;
(b) ha két parhuzamos lapot kékre festiink?

(1. megjegyzés: tehat csak a kék részt kékbe
viv6 transzforméciok fordulhatnak el6 egy rész-
csoportban. 2. megjegyzés: egy ,alakzat szim-
metria csoportja’ és a permutaciékbol alkotott
,Szimmetrikus csoport” nem keverendd Gssze.)

. HF Mutassuk meg, hogy tetsz6leges n > 0 szam-

hoz talalhato olyan véges csoport, melynek rendje
pontosan n? Es ciklikus csoport?

HF Legyen n > 4. Az n hosszi 0-1 soroza-
tok H; halmazan jelolje + a bitenkénti modulo
2 sszeadast. Alljon H, azokbél a sorozatokbol,
melyekben az egyesek szama kettGvel oszthato.
Hj pedig azokbol, melyekben az egyesek szama
oszthaté hdrommal. Az el6bb definidlt mivelet-
tel csoportot alkot-e Hs? Csoport-e H3? (ZH
feladat)

. HF Bizonyitsuk be, hogy egy csoport nem &llhat

el két valodi részesoportjanak unidjaként.

. HF Mutassuk meg, hogy tetsz6leges p prim ese-

tén (2:) =2 (mod p). (Segitség: hasznaljuk Wil-
son tételét.)

HF Mennyi z, ha

(a) 212901 =5 (mod 13);

(b) x99 =5 (mod 13) ? (Ez a feladat vissza-
vezethet§ egy linearis kongruencia megolda-
séra.)

HF Tudjuk, hogy az a egész szamra a'®® = 5
(mod 31) és a'®' = 19 (mod 31). Milyen mara-
dékot ad 31-gyel val6 osztaskor az a szam? (ZH
feladat)

HF Mi az utolso két szamjegye (tizes szamrend-
szerben) az aldbbi szamnak: (ZH feladat)
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