10.

Bevezetés a szamitaselméletbe
3. gyakorlat 2002. szeptember 22.

Generalas, generatorrendszer, linearis fliggetlenség

. Mi a generdtuma a térben az (1,5,6) és a (0,2,4) vektoroknak? Vektortér-e az igy kapott halmaz?

Legyen U egy vektorrendszer, ahol U = {(4,0,—4), (0,1,-1), (1,1,-2) }. Generalja-e U a (2,3,-5)
illetve az (2,3,5) vektorok valamelyikét? Generatorrendszer-e U a valés szdmhéarmasok (hdrom magas
szamoszlopok) terén? Linearisan fiiggetlen-e a az U vektorrendszer?

Tegyiik fel, hogy egy (tetszoleges) V' vektortér a, b és ¢ elemeire @ + b + ¢ = 0 fennall. Igazoljuk, hogy
(a,b) = (a,c) teljesiil!

Legyen U a V tér legalabb két elemébdl alkotott vektorrendszer. Melyik igaz az alabbi allitasok koziil?
(a) Ha U generatorrendszer V-ben, akkor U egy tetszsleges vektorat térolve ismét generatorrendszerhez
jutunk.

(b) Ha U generatorrendszer V-ben, akkor U-hoz tetsz6leges vektort hozzavéve ismét generatorrendszerhez
jutunk.

(c) Ha U linearisan fliggetlen, akkor U egy tetsz6leges vektorat torélve ismét linearisan fiiggetlen rend-
szerhez jutunk.

(d) Ha U linearisan fliggetlen, akkor U-hoz tetsz6leges vektort hozzavéve ismét linearisan fliggetlen rend-
szerhez jutunk.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi vektorrendszer linedrisan fiiggetlen!
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Legyen a, b és ¢ harom olyan vektor, melyek linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak. Bizonyitsuk
be, hogy az a + b, b + ¢ és ¢ + a vektorokbol alkotott rendszer is linearisan fiiggetlen!

HF Tegyiik fel, hogy egy (tetszsleges) V' vektortér a, b, ¢ és d elemeire a + b+ ¢ + d = 0. Melyek igazak
az alabbi allitasok kozil?

(a) (a,b) = (a,c);
(b) {a,b) = (c,d);
(¢) (a,b,¢) = (a, ¢, d);
(d) <Qa b, Q) = <Qa d)
HF Legyenek a, b, ¢ linearisan fiiggetlen vektorok és A skalar egy vektortérben. Elkészitjik az a + b+ ¢,

a—b— ¢, b— vc vektorokat. Hatarozzuk meg, hogy a v skaldr mely értékei mellett lesz ez utébbi hdrom
vektor linedrisan fiiggetlen!

HF Az U :={q;,a,,...,q;} egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer, tovdbba z := Zle cia; egy vektor,
valamely ¢; skalarokkal. Bizonyitsuk be, hogy a; € (z,a,,-.-,q;) akkor és csak akkor teljesil, ha ¢; # 0.

HF Az a, b és ¢ vektorok elemei, V pedig altere egy R feletti véges dimenzios vektortérnek, tovabba
a+b€eV, ¢c+3a€V,denem igaz, hogy b+ 2¢ € V. Mutassuk meg, hogy 6a + 3b+ ¢ € V, de nem igaz,
hogy 5ba+3b+ce VI



