51.

54.

57.

58.

64.

66.

67.

10.

El6szor vizsgaljuk meg azt a feltételt, hogy a harmasok egyéltalan lefedik-e az Gsszes pontot. Ha nem, készen
vagyunk. Kiilénben a harmasok legfeljebb 31log, n pontot fedhetnek le tobbszordsen. Az egyszeresen lefedett
pontokat tartalmaz6 harmasokat mindenképpen be kell venni a rendszerbe. Ha ezek a harmasok nem diszjunktak
paronként, megint csak készen vagyunk. A fennmarad6é harmasokbél vegyiik azokat, amelyek diszjunktak az
eddig bevettektsl. Azt kell mar csak eldonteni, hogy az igy maradt harmasokkal, melyek szama legfeljebb
2log, n, megvalosithat6-e az eddig le nem fedett pontok pontos fedése. Mivel ezekbdl a harmasokbol legfeljebb
221082m — n? részhalmaz véalaszthato ki, ez megvalésithaté max. n? eset megvizsgalasaval.

Egy megfeleld részgraf jo tantinak, mert polinomilis méretii és annak ellendrzése, hogy feszitett részgraf és két
szinnel szinezhetd, polinom 1épésben megoldhat6. Tehat a feladat benne van NP-ben.

A visszavezetés: legyen H egy n csticst graf és m € N a MAXFTLEN probléma egy bemenete. A G graf
tartalmazza H-t és még tovabbi n cstcsot, melyeket 6sszekotiink H valamennyi pontjaval. A feladatbeli k legyen
n+m. Ha H-ban van m fiiggetlen pont, akkor ezek az Gj n ponttal egyiitt egy m+n pontt paros grafot adnak. A
masik iranyban pedig, ha G-ben van n +m ponta péaros részgraf, akkor ennek pontjai kozott kell legyen legalabb
egy az Gj pontokbdl, legyen egy ilyen cstcs v és legalabb m pont a H-bol. Ha a H-beli m pont koz6tt menne él,
akkor ez v-vel egyiitt egy haromszoget adna, ami nem lehet egy két szinnel szinezhets grafban.

Legyenek z1,...,z,, Boole-viltozok. Az z; = igaz helyettesités annak feleljen meg, hogy a megfelel6 harmas
tagja-e a fedésnek. Minden egyes pontnak feleltessiink meg egy olyan formulat, ami azt fejezi ki, hogy a pont
pontosan egyszer van lefedve: Ha egy pontot az iy, ...,ix-adik hdrmasok tartalmazzak, akkor a (O(k?) mérett)
formula:

(@iy ANTig Ao NZiy) V (Ziy Azig Ao o ANEi) VooV (Ziy, ATig A ... Aziy,). Képezziik az ilyen formuldknak az
A-ét. Vilagos, hogy a formula pontosan akkor elégithat6 ki, ha a megfelels pontos fedés megvalésithat6. Lathato
az is, hogy a formuldnknak a mérete (a benne szerepld literalok, illetve miiveleti jeleknek a szdma) O(m?n).
A jegyzetben szerepld moédszerrel készitsiink egy olyan 3-CNF formulat, ami ugyanakkor elégithetd ki, mint ez
a formula. Mivel a konsrtukci6 a kifejezésfaban minden csoméponthoz egy valtozot és egy 3 valtozos formulat
rendel, a méret O(m?n) marad.

A probléma nyilvan N P-beli. Belatjuk, hogy a Hamilton-kor probléma Karp értelemben redukalhaté a Hamilton-
at probléméra. Legyen G egy iranyitatlan graf. Adjunk G-hez még harom csticsot: u, vg, vi-et, kossiik Gssze éllel
vg-t vi-gyel, u-t G egy rogzitett w csicsaval, v-et pedig w szomszédaival. Egy G-beli Hamilton-kér bél agy
csinalhat6 Hamilton-at az 4 grafban, hogy az egyik w-re illeszked6 w — z élét kit6réljiik, és helyette bevessziik
au—w,z— v, v; — v éleket. Az 4j grafban pedig egy Hamilton-at két végs6 éle csak u — w, illteve v1 — vg
lehet, kdzben pedig bejarja G cstucsait. Mivel v, Gsszes szomszédja szomszédja w-nek is, az at G-beli része
Hamilton-korré zarhato.

A tankonyben szerepls RH < EP Karp-redukei6 valjaban erre a speciélis esetre vezeti vissza a Részhalmazosszeg
(RH) problémat. (Az egyenl6tlenségek kozott szerepelnek azok, amelyek a megoldasok komponenseit {0, 1}-be
szorftjak.)

Vilagos, hogy a probléma NP-ben van: egy megadott kivalasztasr6l hatékonyan ellendrizhets, hogy jo-e. A
nehézség igazolasadhoz megadunk egy X3C < X4C Karp redukcitt. Legyen V,Yi,...,Y, az X3C feladat egy
példanya. Ebb6l megkonstrualjuk az X4C feledat egy példanyat: Legyent = ||V|/3], U =V U{v1}U...U{ve}
(diszjunkt unié, azaz a lefedendé V alaphalmazhoz még hozzavesziink ¢ pontot). Legyenek tovabba X;; =
=Y;U{v;} (i=1,...,s,j =1...,t). Vilagos, hogy ez a konstrukcié az X 3C feladat méretében polinom idében
végrehajthaté (a méret meghatiroz6 tagja a négyesek szdma: st). Az is nyilvanval6, hogy V pontosan akkor
fedhetd le diszjunktan néhany X; harmassal, ha U diszjunktan lefedhetd néhany Y;; négyessel.

A tanu-tételbol egyszertien adédik, hogy PONTY € NP: egy megfelels kiértékelés valaszthaté tantnak. Az
NP-teljesség nehezebb részének bizonyitdsdhoz megadunk egy X3C < PONTY Karp-redukciét. Az X3C' egy
V,H példanyahoz minden egyes H € H harmasnak feleltessiink meg egy zx Boole-véltozot, és képezziik a ¥ =
= Vyev (Ams, 2x) konjunktiv normélformaja Boole-kifejezést. ¥ polinomméretii: O(|V||H|; és U-nek egy a
feledatban elGirtaknak eleget tevs kiértékelése éppen V' egy pontos fedésének feleltethet6 meg és viszont: zgy =
= "igaz" & H € fedés. Tehat a megadott leképezés tényleg egy Karp-redukcio.
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I. Feladatok

1. Vegyes

1.

10.

11.

Adjunk hatékony moédszert az I = {1,2,...,n} halmaz Osszes részhalmazanak kilistdzdsara. A listin minden
részhalmaz pontosan egyszer szerepeljen; a listin szomszédos részhalmazok elemszaméanak kiilénbsége legfeljebb
1 lehet.

. Adjunk hatékony médszert az olyan 1 < m < n feltételeknek eleget tevé m természetes szidmok kilistazasara,

melyekhez vannak olyan z,y egészek, hogy m = 22 + y2. Elemezziik a médszer idsigényét!

. A v e X* sz6 az u € T* kezdfszelete, ha van olyan w € ¥*, hogy u = vw. Hasonl6éan v az u végszelete, ha van

olyan y € ¥*, hogy u = yv. A feladat az, hogy talaljuk meg az A[l : n] témbben tarolt n hossztisagi u sz6
leghosszabb olyan val6di kezdGszeletét, ami egyben végszelete is. Javasoljunk O(n) uniform kéltségii modszert.

. Adott egy 2 € T*, sz6, ahol £ = {a,b,c}. Javasoljunk egy minél kevesebb Gsszehasonlitast igényls modszert

annak az eldontésére, hogy z tartalmazza-e résszoként az abca sz6t. Elemezziik a modszer koltségigényét!

. Egy szolgéltaté helyen az egyid6ben érkezett Aq, As, ... A, tigyfeleket kell kiszolgalni. Egyszerre csak egy iigy-

féllel tudnak foglalkozni és az A; kiszolgalasdhoz sziikséges id6mennyiség ¢;. Egy adott K kiszolgalasi sorrend
mellett T;(K) jeloli az A; kiszolgalasanak befejeztéig eltelt id6t. (Pl. han =2, ¢ =3, =2 és K = Ay, A4y,
akkor T (K) = 5 id6egység.)

Javasoljunk moédszert egy olyan K iitemezés a meghatarozasara, melyre Y 7;(K) minimalis.

. Adottak My,..., M, munkik H,,..., H, hatarid6kkel és Py, ..., P, profitokkal. Tegyiik fel, hogy minden egyes

munka elvégzésére 1 napra van sziikségiink. Adjunk algoritmust, mely meghatérozza, hogy mely munkékat
vallaljuk el, hogy az sszprofitunk a lehetd legnagyobb legyen.

. Egy tanteremben fel van szerelve egy n x n-es tabla, melyen n? villanykorte helyezkedik el. A tabla minden

egyes sorahoz illetve oszlopahoz tartozik egy-egy nyomégomb, mellyel a megfelels sorban (oszlopban) talalhaté n
darab villanykorte allapotat egyszerre lehet 4tvéltoztatni az ellenkez§jére. (Egy gombnyomésra az adott sorban
illetve oszlopban ég6 korték elalszanak, az alvok pedig kigyulladnak.) A sziinet kezdetekor az Gsszes korte leoltott
allapotban van. Sziinetben a nebulék Gssze-vissza nyomogatjik a gombokat. Hany kapcsolassal tudja a tanar
visszaéllitani az eredeti 4llapotot? (A gombok egyéllapotiak, azaz nem latszik rajtuk, hogy megnyomték-e ket
vagy sem.)

. n dobozban goly6k vannak szétosztva ugy, hogy a k-adik dobozba éppen k goly6 esik. Adjunk optimalis 1é-

pésszama modszert az 6sszes doboz kiiiritésére, ha a megengedett lépés a kovetkezd: jeloljiink ki tetszdleges
szami dobozt, és mindegyikbél vegyiink ki ugyanannyi goly6t. ¢

. Adott egy A[1 : 8] témb, melyben van abszohit t6bbségi elem (olyan elem, amib6l legalabb 5 van a tombben). A

célunk ennek az elemnek a megtalalasa minél kevesebb Gsszehasonlitassal. Egy Gsszehasonlitas kétféle eredményt
adhat: =, vagy #. Hatarozzuk meg a sziikséges Gsszehasonlitdsok minimalis szamat!

Adott n chip, melyek képesek egymas tesztelésére a kovetkez6 médon: ha Gsszekapcesolunk két chipet, mindkét
chip nyilatkozik a masikrél, hogy hibasnak talalta-e. Egy hibatlan chip korrektiil felismeri, hogy a masik hibas
-e, mig egy hibas chip akirmilyen valaszt adhat. Tegyiik fel, hogy a chipek t6bb, mint a fele korrekt. Adjunk
algoritmust, mely n-nél kevesebb fenti tesztet hasznalva kikeres egy j6 chipet.

Egy 2 xn-es sakktabla mezsin n piros és n—1 kék négyzetet helyeziink el. Ezeket olyan médon akarjuk atrendezni,
hogy a fels6 sorban piros, az alséban kék négyzetek legyenek, s a bal als6 sarok maradjon iires. Ehhez egy-egy
lépés soran az iires mezdre tolhatjuk valamelyik szomszédjat. Bizonyitsuk be, hogy ehhez



13.

14.

15.

(a) (*) O(n?) lépés elégséges és
(b) (**) Q(n?) lépés sziikséges.

. Rendezziik egy matrix soraiban az elemeket novekvs sorrendbe, majd ezt kévetSen az oszlopokat rendezziik

hasonlé médon. Mutassuk meg, hogy a masodik rendezés nem rontja el a sorok rendezettségét.

Adott az A[l : n,1 : n] kétdimenziés Boole (0-1) témb. Adjunk O(n?) kéltségli médszert az A-beli legnagyobb
csupa egyesbdl 4ll6 négyzet megkeresésére. Pontosabban: hatarozzuk meg a legnagyobb olyan 0 < k < n egészet,
melyhez vannak olyan i, j indexek, hogy az A[i : i + k, j : j + k] résztémb minden eleme 1.

Adott egy n x n-es matrix, amelyben csak az els sorban és az els6 oszlopban vannak 0-t61 kiilénb6z6 szamadatok.
Ennek célszert tarolasahoz adjunk meg egy f : [1..n] x [1..n] = [1..2n] fiiggvényt, amely ¢ = 1 vagy j = 1 esetén
kiilénbo6z6 (4, j) parokhoz kiilonboéz6 f(i, ) értékeket rendel. f elallitasdhoz felhasznalhat6 a négy alapmiivelet,
az abs-, sgn-, mod- és div-fiiggvény, valamint a fiiggvénykompozicié miivelete.

Egy szamkombinaciés zar harom hengerének mindegyikén 1-t6l n-ig szerepelnek a szamok. Egy 1épésben tetsz6-
leges szami és elhelyezkedésii henger Gsszefoghat6 és ezek egyiitt ugyanabba az irdnyba egységnyit elforgathatok.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges kiindulasi helyzetbél a csupa egyes llas elérhets cn lépésben és allapitsuk meg
a ¢ konstans optimalis értékét!

2. Technika

1.

6.

Tegyiik fel, hogy van egy szdmitogépes programunk, ami egy k méreti feladaton a jelenlegi gépiinkdn 1 nap alatt
fut le. Beszereztiink egy szazszor gyorsabb szdmitogépet. Ugyanazon programmal mekkora feladatot lehet az aj
gépen egy nap alatt megoldani, ha a program lépésszama n méret( feladat esetén

(a) n-nel

(b) n3-bel

(c) 2"-nel aranyos?

. Bizonyitsuk be, hogy

. Adjuk meg azt a T'(n) fiiggvényt zart alakban, amely a 3-hatvanyokra van értelmezve és eleget tesz a kovetkezs

feltételeknek:

. Adjunk algoritmust a hanoi tornyok feladatanak megoldasahoz. Mekkora az algoritmus id6igénye?

. Mit csinal a kovetkezd ¢ program?

typedef double number;
void mitcsinal(number v)

number d,r;
int c;
if (v <0) { printf(" -"); v = -v; } else printf(" ");
if (v < 2) { printf(" %0.01f",v); return; }
d=2
do {
¢ = 0; while ( r=v/d,'fmod(v,d) ) { v =1; c++; }
if (¢ ) { printf(" %0.01f",d); if (¢ > 1) printf(""%d",c); }
if(d==2)d=3;elsed +=2;if (d*d >v)d=v;
} while (v!=1);

Elemezziik a program futési idejét!

Mit csinél, és mekkora az id6igénye a kovetkez6 algoritmusnak (feltehetjiik, hogy n 2-hatvany)?

33.

35.

40.

42.

43.

46.

47.

48.

49.

(a) ¢ FP: Mar az output leirasa is Q(logn!) = Q(nlogn) id6be keriil, ami exponenciélis az input O(logn)
meéretében.

(b) nem tudjuk (egyenértékd a torzstényezds felbontas problémajaval); azt sejtik, hogy nem FP-beli.

(c) e FP.

Nem. Legyen pl. f(z) = 12‘1‘, tehat f az & sz6hoz a 2/ darab egyesbél 4ll6 sz6t rendeli. Ha adott x#y, akkor
meg kell nézni, hogy y csak 1-est tartalmaz-e. (Ez |z| + |y| 1épés.) Ha igen, akkor a hosszat is ellenérizziik 2
szalag segitségével: az egyiken egyetlen 1-esbdl kiindulva mindig megduplazzuk az 1-ek szamat, a masik szalagon
szamlaljuk, hdnyszor duplaztunk eddig. Ha valamikor az 1-ek sorozata hosszabb, mint y, abbahagyjuk, ellenkez&
esetben addig folytatjuk, mig |z| szdma duplazds nem tortént. A k hosszt sorozat duplézasa O(k?) lépés. Mivel
k < |y| ez legfeljebb O(|z||y|?) 1épést igényel, ami a bemenet hosszanak polinomja.

Masrészt vilagos, hogy f(z) nem szamolhat6 ki |z|-ben polinomialisan, hiszen mar csak az eredmény kifrasahoz
is sziikséges 217! lépés.

Az vilagos, hogy RH' € NP, hisz egy megfelels I részhalmaz j6 lesz tanunak. A teljességhez megmu-
tajuk hogyan lehet az RH nyelvet Karp-redukalni az RH' nyelvre. Legyen az f a kovetkezd leképezés
ft (815401 8m3b) = (251,...,25,;2b). Vilagos, hogy ez polinomidSben szamolhaté. Tovabba Y., s; = b
akkor és csak akkor, ha Y, 2s; = 2b.

L. dgyival verébre

Az s > 1/3 silyokbol legfeljebb ketts keriilhet egy 1adaba. Készitsiink el egy grafot, melynek csticsai a siilyoknak
felelnek meg. Koziiliik kett6 akkor legyen Gsszekotve, ha Osszegiik < 1. A pakolasok megfelelnek a grafbeli
parositasoknak. Akkor hasznilunk minimélis szdma 1adat, ha a megfelel§ parositds maximalis. Maximalis
parositast grafokban (nem csak parosokban) lehet polinomidében talalni, igy a feladat is megoldhat6 polinom
lépésben. (Ennél azért jobbat is lehet mondani, ha kihasznaljuk a graf sajatossagait. Az hogy hogyan, latszik
majd a kévetkezs megoldashol.)

II. Gondolkozzunk

Rendezziik a stilyokat csokkend sorrendbe, s; > ... > s,. Legyen i = 1, j = n. Ha s; +s; < 1, rakjuk ezeket
egy ladaba, i-t noveljiik, j-t csokkentsiik eggyel. Ha s; + s; > 1, az i. stly egyediil lesz egy 1adaban, noveljiik -t
eggyel. Ha i > j, az eljaras véget ért, megadtunk egy pakolast (linearis idGben!).

Most belatjuk, hogy ez optimélis: elég megmutatni, hogy van olyan optimalis pakolas, amelynél az s;-et tar-
talmaz6 ladanak ugyanaz a tartalma, mint az altatlunk javasolt elhelyezésnél. Ebbdl — s;-et és esetleg sp-et
elhagyva — kézenfekvs indukciéval kovetkezik az allitas.

Ha s, a mi médszeriinknél egyediil van a ladajaban, akkor minden més bepakolasnal is egyediil kell lennie, ekkor
tehat készen vagyunk. Ha egy pakolasnél s; tarsa s; (1 < j < n), akkor vilagos, hogy s; és s, helyet cserélhet
anélkiil, hogy tallépnénk a korlatot. Legyen ugyanis s, tarsa s. Ekkor 1 > s1+s; > s1+5pés1 > s1+5; > 5+5;.
Még egyszeriibben tudunk elbanni egy olyan pakoléssal, amelyben s; és/vagy s, egyediil van.

II1. vizsgdljuk meg a tanultakat
Az FFD ebben az esetben optimalis eredményt ad. Hasonl6 godolatmenettel, mint az el6bb meg lehet mutatni,
hogy az FFD-t4l legkevésbé eltérs optimalis megoldas megegyezik vele.

Ez a feladat a részhalmazosszeg (RH) probléma kicsi silyokra, a hatizsék probléma egy specilis esete. A
stilyok kicsisége a kévetkezSképpen hasznalhaté ki: Ha b > m?, akkor nincs megoldas. b < m? esetén viszont a
jegyzetben ismertetett dinamikus programozasi algoritmus logaritmikus kéltsége O(bl) = O(m?l) = O(I3), ahol
| az input hossza (a szdmadatok hosszénak 6sszege).

Alkalmazzuk az FFD (First Fit Decreasing) médszert. Ez nyilvinvaléan polinom idejt. Allitjuk, hogy az
algoritmus minden egyes 1épésében az Osszes nemiires lada tele lesz, kivéve esetleg az utolsét. Ezt indukci6val
igazoljuk. A kezd@eset trivialis. Tegyiik fel, hogy az els6 k sily bepakolasanal teljesiil az allitas és a k + 1-edik
stily 277, Ha minden lada tele van, akkor az indukciés lépés trivialis. Tegyiik tehat fel, hogy az utols6 ladaban
még m > 0 hely marad. Tudjuk, hogy m =1—2"% —2-% — .. —27% ahol4; < j (I =1,...,k). Ezért 2/m
egy pozitiv egész szam, és igy m > 277, tehat a k + 1-edik sily befér az utols6 ladaba. Az allitas igaz akkor is,
amikor az sszes suly bepakoltuk. Vilagos, hogy kevesebb ladaba ennyi sszsily nem fér bele.

V(G) minden egyes [log, n] elemi részhalmazara O(log, n)? vizsgalattal megallapithaté, hogy fiiggtelen pont-
rendszert alkot-e. A részhalmazok szdma (“08'; ) = O(nl8211), gy egy nCUogn) = 90(log" n) — 1 90(n) kltségi
algoritmusunk van, tehdt a probléma a feltevés miatt nem lehet IV P-teljes.

L € P: vizsgéljuk végig G Gsszes csicsara, hogy a szomszédaik kozott van-e k — 1 méretd klikk. Egy rogzitett
csiicsra max. 2'°82 V() = |V ()| részhalmazt kell megvizsgalni, hogy > k méretii teljes részgrafot alkotnak-e.
Mindezt |V (G)| db. cstcsra kell megesinalni. Tehat L csak akkor lehet N P-teljes, ha P = NP.

Utmutatés a jegyzetben!
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10.

11.

14.

17.

18.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

. Ha y1,¥2,...,yx az NP definici6janak megfelel6 (polinommeéreti és polinomiddben ellenérizhets) tanik arra,

hogy z1,22,...,2; € L, akkor a k szam, az elvagasi pozicitk sorozata, valamint az y,y2, ...,y tanik sorozata
egyiittesen egy megfelel§ tanat alkotnak z € L-re.

. A tar-ids tétel alapjan létezik olyan c konstans, hogy L € TIME(c®'°82") = TIME(2'°82¢3182m)

= TIME(n3"e:¢) C P.

Legyen M az a gép, mely z input esetén kiszamitja 7'(|z|)-et, majd szimulalja M,-nek az elsé T'(|z|) 1épését az
z inputon. M mindig megéll és a segitségével el lehet mar donteni az L-be tartozis problémajat.

Tegyiik fel, hogy M egy olyan TG, amely L-et T'(n) id6ben felismeri. Legyen M = M, valamely 2 € I* széra.
Futtasssuk M-et az « inputon. A feltevés miatt az 2 € L esetben M = M, max. T'(|z|) 1épésben elfogadja z-et,
ellentmondva L definiciéjanak. Az z ¢ L esetben viszont L definiciéja szerint M = M,, elfogadja z-et, amit nem
tehet, hiszen az L nyelvet ismeri fel. Ellentmondas.

Binaris kereséssel O(logn) lépésben, M-et hasznalva keressiik meg azt a legkisebb k szamot, melyre n|k!. Ekkor
k = n esetén n primszam. Kiildben 1 # Inko(k,n) # n, egy val6di oszt6ja n-nek. Az euklideszi algoritmussal
(O(logn) aritmetikai mivelet) szamitsuk ki tehat Inko(k,n)-et, majd alkalmazzuk rekurzive az eddigi eljarast
Inko(k, n)-re, valamint n/Inko(k,n)-re. Nyilvin Gsszesen max. annyiszor kell ezt az eljarast meghivni, ahany
primtényezéje van n-nek, ez pedig O(logn). Osszesen tehat O(log?n)-szer van szitkség M hivasara, valamint
O(log? n) aritmetikai miiveletet végziink el O(logn) méretii szamokon.

Vegyiik sorra a G graf v € V csticsait. Ha a v cstics és a hozza illeszked6 élek elhagyasaval nyert grafban a max.
klikkméret kisebb, mint az eredeti grafban (ezt P segitségével allapithatjuk meg), akkor v a G graf minden max.
meéret klikkjében benne van. Kiilonben hagyjuk el v-t, és ismételjiik az eljarast. Ha mar nincs elhagyhaté csucs,
kaptunk egy max. méreti klikket. Max. |V| iteraciéra (és P-hivasra) van sziikség.

Egy megoldas lesz a tanti. Mivel az f-nek egy egész gydke oszt6ja az ag konstans tagnak, ezért a mérete (az
abszoliit értékének a szamjegyeinek a szama) legfeljebb ag mérete lehet, tehat polinommeéreti, és az f-be valé
behelyettesités polinomidében el is végezhetd.

Generéljuk valamilyen sorrendben az {1,...,m} halmaz részhalmazait, és szdmoljuk meg azokat, amelyekre a
fenti Osszegezési feltétel teljesiil. Nyilvanvald, hogy egy rogzitett részhalmazra a feltétel ellendrzése polinom
tarban elvégezhets. A végigprobalas tarigénye lényegében az egyes probak tarigényének a maximuma.

A kovetkez6 észrevétel alapjan: Ha G Gsszefiiggs, akkor G szinezhetd két szinnel <= G-nek egy tetszéleges
pontjabol kiindulé utak mentén a paros-paratlan szinezés egy jo szinezés.

A G éppen akkor van L-ben, ha el tudunk bel6le hagyni legfeljebb 2 élet gy, hogy a kapott graf nem Gsszefiiggs.
Ez minden E-beli parra linearis id6ben vizsgalhaté (pl. mélységi bejarassal).

Nézziik végig G minden egyes élére a végpontokat tartalmazé max. klikkek méretét, mégpedig egyszertien ugy,
hogy megvizsgaljuk a végpontok szomszédainak az Gsszes részhalmazat, hogy klikket alkotnak-e. A feltevés
miatt ezen halmazok szdma élenként legfeljebb 221082 IV(G)| = |V (G)|?, igy 6sszesen O(| E(G)||V (G)[?) esetet kell
megvizsgalni, és a legkedvezébbet (a legnagyobbat, ami klikket alkot) kivalasztani.

Induljunk ki egy tetszéleges csticsbol, és dobjuk ki a szomszédait. A maradékbél valasszunk egy tetszdleges
csticsot, és dobjuk ki annak a szomszédait is, és igy tovabb. Mivel egy csiics bevételével max. 3 masik csiicsot
dobunk ki, végiil egy legalabb |V (G)|/4 > k/4 méretii fiiggetlen ponthalmazt kapunk.

Valasszunk egy tovabb nem bévithets fiiggetlen élrendszert (parositast). Ez példaul a tankényvben a sok fiig-
getlen élet keres6 moh6 modszerrel az élek szamaval aranyos lépésben megtehets. Tegyiik fel, hogy k darab
fiiggetlen élet kaptunk. Az élrendszer végpontjai (2k ilyen van) nyilvan lefogjak az Gsszes élet, valamint az is
igaz lesz, a graf Gsszes élét nem lehet k-nal kevesebb cstccsal lefogni, hiszen mar a kivalasztott élrendszeriinket
sem lehet.

a) A Hamilton-kér n élet tartalmaz az e < n+ 10 koziil. Az Ssszes lehetséges n €1 részgraf szama (2) < (
= ("13%) < n® azaz polinomialis. Egy ilyen részgrafrol polinom lépésben ellendrizhets, hogy Hamilton-kort
alkot vagy sem. Ha mindegyiket végigprébaljuk az is polinom lépés lesz.

ﬂt,m) —

b) Ha van els6foki pontja a grafnak, akkor nincs Hamilton-kér. A masodfokti pontokat elhagyhatjuk kézvetleniil
Osszekotve a két szomszédot. Egy ilyen 1épés utdn mind az élek, mind a csicsok szama 1-gyel csékken, igy
megmarad az e < n + 10 egyenl6tlenség. Az eredmény egy olyan n’ ponti G' graf, amelyben ¢’ < n' + 10 és
minden pont foka legalabb 3. Ez viszont azt jelenti, hogy €' > 3n'/2, amibél n' < 20. Errél a konstans méreti
G'-161 kell eldonteni, van-e benne Hamilton-kor. Ez pedig konstans 1épésben megoldhat6. A redukci6 linearis
lépést igényel, dsszesen tehat O(n) az id6.
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function kitudja(s,¢,n
begin
if n =1 then
if él(s,t) then
return(igaz)
else
return(hamis);
for i:=1to V do
if kitudja(s,i,n div 2) and kitudja(i,t,n div 2) then
return(igaz);
return(hamis)
end;

integer) : boolean;

. Irjunk rekurziv fiiggvényhivason alapulé algoritmust, ami az n-edik Fibonacci-szamot hatirozza meg! Mennyi a

lépésszam?

. Adott egy n bites M természetes szam. Javasoljunk (n-ben) polinomialis idejti médszert | /M | kiszamitasara.

Adjunk becslést a médszer koltségére.

. Javasoljunk egy hatékony algoritmust |log; n| kiszdmitasara, ahol n egy adott, binrisan abrazolt pozitiv egész!

Elemezziik a médszer koltségét!

Javasoljunk algoritmust az a és b egészek (binarisan dbrazolva) szorzatanak kiszamitasara az alabbiak szerint:
(i) Az a, b egészeket az A[l : n] illetve B[1 : n] Boole tombak tartalmazzak; ezeket csak olvasni szabad.

irni.

(iii) Tovabbi munkateriiletként O(log®n) bit tarolasara alkalmas helyet hasznalhatunk, ahol ¢ egy pozitiv kons-
tans.

3. Rendezés

1.

10.

Rendezziik a kovetkezd listit kupacos rendezés, gyorsrendezés, és az Osszefésiiléses rendezés segitségével:
4,11,9,10,5,6,8, 1,2, 16.

. Rendezziik a kovetkezs lancokat a radix rendezés segitségével: abc, acb, bea, bbc, acc, bac, baa.
. Hany 6sszehasonlitassal lehet megtalalni n elem koziil a legkisebbet?

. Pontosan hany Gsszehasonlitas kell ahhoz, hogy egy n elemi t6mbbdl egy olyan tagot keressiink, ami a tomb

legkisebb 10 eleme kozé tartozik? (A témb egy rendezett univerzum n kiilonb6z6 elemébdl 4ll, de maga nem
feltétleniil rendezett. Az eredmény barmelyik lehet a legkisebb tiz koziil: tehat pl. az els6 éppuigy megfelel, mint
a tizedik.) ¢

. Egy csupa kiilonb6z6 egészekb6l all6 sorozat bitonikus, ha el6szor né, utana pedig fogy, vagy forditva: elészor

fogy, utana né. Példaul az (1,3,7,21,12,9,5), (9,7,5,4,6,8) és (1,2,3,4,5) sorozatok bitonikusak. Adjunk O(n)
Gsszehasonlitast hasznalé rendezd algoritmust n elemi bitonikus sorozatok rendezésére!

. (a)(**) Ossze kell fésiilniink az A; < Ay < ... < A, ésa By < By < ... < B, ;1 rendezett halmazokat.

Bizonyitsuk be, hogy a sziikséges Gsszehasonlitdsok miniméalis szama 2n.
(b) Igaz -e, hogy alkalmas c dllandéra minden (n, k) parra az n és a k elemi rendezett halmazok 6sszefésiiléséhez
kell legalabb c(n + k) osszehasonlitas? ¢

. Adjunk konstans szorzé erejéig optimalis szamu Gsszehasonlitast hasznalé modszert az Ay, As, . .., Ay, egyenként

k elemii rendezett témbok Gsszefésiilésére!

. Célunk az A[1: n] témb A[1: k] és A[k+ 1 : n] részeinek felcserélése. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n) koltséggel

és konstans munkateriilettel!

. Adott egy rendezett univerzum n kiilonb6z6 elemébdl 4ll6 S halmaz. Legyen ! := |log,n|. Felosztand6 az S

halmaz olyan nem iires Si,Ss,...,S; részhalmazokra, hogy tetszéleges 1 < ¢ < j < I szampérra az S; halmaz
minden eleme kisebb legyen az S; halmaz minden eleménél. Adjunk meg egy O(nloglogn) 6sszehasonlitast
haszn4lé modszert a fenti feladatral

A (n6vekvGen) rendezett A[l : n| tomb k darab elemét valaki megvaltoztatta. A valtoztatasok helyeit nem
ismerjiik. Javasoljunk O(n + klogk) uniform kéltségii algoritmust az igy médositott tdmb rendezésére! ¢
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Az A[1 : n] tomb elemei egy rendezett tipusbol valok. Tudjuk tovabba, hogy ez a sorozat két monoton nové
részsorozat egyesitése. Pontosabban fogalmazva az {1,2,...,n} indexhalmaznak vannak olyan X; és X részei,
hogy X; U X, ={1,2,...,n} és ha j,k € X;, j <k, akkor A[j] < A[k] (i =1,2).

Javasoljunk O(n) sszehasonlitast hasznalé médszert az A tomb rendezésére. (A megoldashoz hasznos lehet a
feltételeinknek az a kbvetkezménye, hogy nem létezhet olyan j < k < ! indexharmas, amelyre A[j] > A[k] > A[l].)
¢

Adott egy A[l..n] témb, amelynek elemei egy rendezett halmazbol keriilnek ki. Tudjuk, hogy a témbben nincs
Alir] > Alia] > Aliz] > Alis] részsorozat, ahol 1 < i1 < iz < i3 < ig < n. Adjunk O(n) kéltségii algoritmust,
amely nemcsdkkend sorrendbe rendezi a témb elemeit. <

Az A[1 : n] témbben egy rendezett univerzum n kiilonboz6 eleme volt, nagysag szerint névekvé sorrendben.
Valaki id6kézben megkeverte a tomb elemeit, de csak annyira, hogy minden egyes elem aj helye az eredetit6l
legfeljebb 5 tavolsagra esik. Adjunk O(n) ideji algoritmust az eredeti 4llapot helyreallitasara! <

Az egész elemeket tartalmaz6 A[1 : n] tdmbot lassan vdltozénak nevezziik, ha minden 0 < i < n indexre teljesiil,
hogy |A[i] — Afi + 1]| < 10. Javasoljunk hatékony modszert lassan valtoz6 témbok rendezésére; elemezziik a
modszer koltségét!

Négy elem rendezéséhez hany osszehasonlitas kell?

Ot elem rendezéséhez hany Gsszehasonlitas kell? ¢

A | 6 | 418 | 3 \ 7 | 2 | 5 | 1 | tomb rendezése soradn (a rendezé algoritmus néhiny lépése utan) a kévetkezd
kézbiilss allapot jott 1étre: [4 [6 [3[8 [ 7 [2 ][5 [ 1] Az alabb felsorolt, az eléadason tanult médszerek kduziil
mely(ek) alkalmazéasakor fordulhatott ez el6?

a) Besztirasos rendezés,

b) Buborékrendezés,

c) Osszefésiiléses rendezés,

d) Gyorsrendezés?

Adott egy egész szamokat tartalmazé A[l..n] tomb, amelyben legfeljebb n elempér all inverzioban egyméssal
(két elem akkor 4ll inverzi6ban, ha a nagyobb megel6zi a kisebbet). Igaz-e, hogy a buborék-rendezés rendezi az
A t6mbot

a) legfeljebb n dsszehasonlitassal?

b) legfeljebb n cserével? ¢

Egy rendezési algoritmust konzervativnak neveziink, ha megtartja az egyforma elemeknek az eredeti sorrendjét.
Az alabbi rendezési algoritmusok koziil melyek konzervativak:

(a) buborékrendezés; (b) Osszefésiiléses rendezés; o

(c) kupacrendezés; (d) gyorsrendezés?

Az A[1: n] tdmb piros és z6ld elemeket tartalmaz. Szeretnénk atrendezni tgy, hogy az egyszinii elemek folytono-
san helyezkedjenek el (el6l az 6sszes piros, utana a z6ldek vagy forditva). Egy megengedett lépés két szomszédos
tombelem cseréje. Javasoljunk konstans szorzé erejéig optimalis 1épésszamu algoritmust. ¢

Legyen adott egy egészekbdl all6 A[1 : n] tomb valamint egy b egész szdm. Szeretnénk hatékonyan eldonteni,
hogy van-e két olyan i,j € {1,...,n} index, melyekre A[i] + A[j] = b. Oldjuk meg ezt a feladatot O(nlogn)
idében! ¢

Az A[1: n| témbben egész szamokat tarolunk. Tudjuk, hogy van olyan i index, amellyel
Ali] < Ali+1]<... < An] < A[l] < ... < A[i - 1]

teljesiil. Adjunk minél kevesebb 8sszehasonlitast hasznalé médszert ennek az (egyértelmiien meghatarozott) ¢
indexnek a megkeresésére. Elemezziik a modszer koltségét! &

Adott két n hosszt rendezett lista, a1, ..., a, és b1,...,b,, amelyek osszesen 2n kiilonbozs elemet tartalmaznak.
Adjunk konstans szorz6 erejéig optimalis szami sszehasonlitast hasznalé algoritmust a 2n elem koziil az n-edik
legkisebb meghatarozasara! ¢

Legyen adott egy rendezett univerzum 2n kiilnboz6 elemébél all6 S halmaz. Szeretnénk az S elemeit egy
A[1: 2n] tombbe elhelyezni agy, hogy

Al1] < A[2] > A[3] < A[4] > --- < A[2n — 2] > A[2n — 1] < A[2n]

teljesiiljon. Adjunk meg egy O(n) 8sszehasonlitast hasznal6 algoritmust erre a feladatra! ¢

29.

33.

35.

36.

37.

38.

41.

Tegyiik fel indirekte, hogy létezik ilyen f rekurziv fiiggvény! Eszerint létezik egy M Turing-gép, ami minden z-re
megall és kiszamit egy olyan f(z) szdmot, amelyre 1C(z) < f(z) < 2C(z). Legyen M' az a Turing-gép, amely
az n input esetén kiirja azt az els6 z sz6t, amire f(z) > [n/2] (pl. lexikografikus sorrendben sorra generéalva az n
hosszt z szavakat M-et hasznélva kiszamitja f(z)-et). Mivel van 8sszenyomhatatlan sz6, ilyen z tényleg létezik.
Nyilvanval6, hogy Car(z) < logyn + ¢’ alkalmas ¢ 4lland6val. Az invariancia-tétel miatt C'(z) < logyn + ¢
egy masik c allandéval. Ugyanakkor a feltevésiink miatt C'(z) > f(z)/2 > (n — 1)/4. A két egyenlStlenséget
dsszeolvasva kapjuk, hogy log,n + ¢ > (n — 1)/4, ami képtelenség elég nagy n-re. Ellentmondésra jutottunk.
(Lényegében a C(z) kiszamithatatlansagat igazolo jegyzetbeli érvelést hasznaltuk.)

Nem. Legyen ugyanis f(n) a kanonikus rendezés szerinti els6 n hosszi 6sszenyomhatatlan sz6. Ha H rekurziv,
akkor f is, hiszen ha egymas utan sorban generaljuk az n hosszt szavakat és mindegyikre meghatarozzuk a H
értékét, akkor amelyik z utani y szénal a H érték valtozik, az az  Gsszenyomhatatlan. Viszont, ha f(n) = z,
akkor az invariancia-tétel szerint C(z) < log,(n + 1) + 4lland6, ami ellentmond z sszenyomhatatlansaganak.

Nem. Van olyan algoritmus (Turing-gép), amely az n bemenetre kiadja az zoz; ...z, szot: generdlja az
Fy, Fy,..., F; Fibonacci-szamokat, amig til nem jut az n-en, és kozben sorra kiirja az x; biteket: zo = 1,
és ezutéan x; =0, ha Fj_; <i < Fj, és ap; = 1. Ezek szerint C(z,,) < logn + ¢, azaz lim % # 1

Nem. Az yoy1 ... Y2n—1 részsorozat el6allithat6 a paros indext bitek duplazasaval, igy C(yoy1 ... Yan—1) <n+c
alkalmas c 4llandéval, és 5~C(yoy1 - .. Y2n—1) < § + ¢/n < % minden eléggé nagy n-re.

Az 2125 ...z, sz6 megkaphat6 az y,1y» ...y, sz6bol a "hidnyz6" bitek, azaz az 12224 ... Lypey »1 SOrozat hoz-
zédadasaval. Ebb6l azt nyerjiik, hogy C(z122...2,) < C(y1y2...Yn) + ¢ + log, n, ahol ¢ egy alkalmas allandé.
(Legyen Z, € {0,1}* olyan sz6, amire |Z,| = C(y1...yn) és az U univerzalis Turing-gép Z, input esetén az
Y1 ...Yn szOt szdmolja ki! Legyen M az a gép, ami a kétrészes Z#W inputon elszor Z-re lefuttatja U-t, majd
az eredmény 2-hatvany indext bitjeit atirja W bitjeivel. Ekkor Cps(21 ...25) < C(y1 ... yn) + log, n egy additiv
konstans erejéig. Az invariancia-tételt alkalmazva nyerjiik az allitast.) Igy 1 + M > %C(yl CeYn) >
>1C(@y...2) — %ﬂ A mindkét széls6 oldal hatarértéke 1, ezért a beszoritott mennyiség is konvergens és
1-hez tart.

Tetsz6leges M Turing-gépre a CTy fiiggvény rekurziv: adott z € I* széra elég a legfoljebb |z|2 hosszii y € I*
bemenetekkel futtatni M-et < |z|?> 1épésig. Tudva, hogy CTn rekurziv, CTy = C lehetetlen, mert C nem
rekurziv.

Az input péarok legyenek (a“',a"),...,(a"",a""), ahol a* azt a sz6t jeloli, amely u darab a betiibsl all. A
megfeleltetési feladat az adott bemenettel nyilvan pontosan akkor oldhaté6 meg, ha léteznek olyan z,,...,z,
nem mind 0 nemnegativ egész szamok, melyekre zi1u; + ... + ZpUp = T101 + ...,2pVp, azaz (U — V1) +
+...,&n(up —vy) = 0. Ha az u; — v; kiilonbségek mind pozitivak vagy mind negativak, akkor ez nyilvan nem
oldhaté meg. Ellenkezs esetben két lehetdség van. Vagy valamelyik ¢ indexre u; = v;: ekkor egy lehetséges
megoldés az, hogy z; = 1 és o, = 0 k # i esetén. Vagy pedig van pozitiv és negativ kiilonbség is: u; > v;
és uj < v; valamely i, j indexekre. Ebben az esetben z; = (v; — u;), z; = (u; — v;), ox = 0 k & {i,j}-re egy
megoldast ad. Tehat azt kell ellendrizni, hogy a kiilonbségek mind azonos el6jeltiek-e. Ez nyilvan megtehetd
akar linearis idében is.

9. Bonyolultsagi osztalyok

1.

Legyen [ az L-beli szavak max. hossza. Az [-nél hosszabb input szavakat eleve elutasitva, a max. [ hosszt szavak
esetén pedig keresést alkalmazva L val6jaban konstans idében felismerhetd.

. Nem: az m — 1 a bemenet hosszéhoz (kb. log, n + log, m) képest exponencialisan nagy is lehet.

. Nem. Ugyanis (Uogﬂz "J) lehet&séget vizsgdl meg a modszer, tehédt legaldbb ennyi a lépésszam. Ugyanakkor

barmely c allandéra (Uog"g nJ)/nc — o0o. Ez ut6bbi allitds példaul a kovetkezd elemi becslés felhasznalasaval

igazolhato: (Uogn’ "J) = Tiogen] "ﬂlog; ntl > ("II[EZ’QSZTJ )log” n=1 > 1 3(10g” n=1) ha p, elegenden nagy.

. Az alapmiiveletkre ismert algoritmusok polinomidejiiek. A hatvanyozés esetén azonban pl. a 2" szdm meérete n,

ami exponenciélis az operandusok O(log, n) méretében.

. Az 2™ mod m feladat mérete 6(log z+logn+logm). Az z™ hatvanyozés elvégezhetd polinom sok szorzas segitségé-

vel a gyors hatvanyozas (iteralt négyzetreemelés) moédszerével: Han = Zf:o ;2 alaki (k < logy n, a; € {0,1}),
akkor kiszamitva z'-t, z2-t, ..., 22"-t Gsszesen k négyzetreemeléssel, majd azokat az 2> hatvanyokat (max. k
szorzéssal) Osszeszorozva, amelyekre a; = 1, megkapjuk z"-et, max. 2k szorzas felhasznéalasaval. Mivel a szorza-
sokat modulo m kell elvégezni, sem a részeredmények, sem a végeredmény mérete nem haladja meg a 2log, m
korlatot. Egy szorzas (két m-nél nem nagyobb szamnak az Gsszeszorzasa és a szorzat maradékos osztasa m-mel)
elvégezhet6 log m-ben polinomidében.
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ismétlodik. A feltételek betartdsa esetén a szalag allapota alland6, M, feje a szalag elsé |y| + 1 cellajanak
valamelyikén helyezkedik el. Tehat a pillanatnyi helyzet egy pozicié—bels6 allapot parral jellemezhets, ahol a
pozici6 nem haladja meg |y| + 1-et. Igy legfeljebb (|y| + 1) - belss allapotok szama lépésben vagy az (i), (ii)
események valamelyike bekovetkezik, vagy pedig ismétlodik egy pillanatnyi helyzet, az (iii) estenek megfeleGen.
Utobbi a pillanatnyi helyzetek tarolasa segitségével (vagy a tar-idé tétel bizonyitasdhoz hasonlé technikaval)
ismerhetd fel.

Az el6z6 feladathoz képest az a nehézség, hogy az olvasofej tetszélegesen tavol lehet az elsé iiresjeltsl. Azt vegyiik
azonban észre, hogy ha egyszer ez a tavolsag nagyobb mint |Q| (a bels6 allapotok szdma), akkor olyan "végtelen
ciklusba" esett M,, amikor az olvasotfeje a végtelenbe szalad ki. Legyen ugyanis az l-edik 1épés az az els6 olyan
lépés, amikor M, feje elész6r tullépi a mondott tavolsagot! Ekkor van olyan k < [ lépésszam, hogy a k-adik
lépésben M, bels6 allapota ugyanaz, mint az [-edik lépésben, M, feje az input végéhez kozelebb van, tovabba
a k-adik, k + 1-edik, stb. l-edik lépések mindegyikében a fej az input utani iires szalagrészen mozog. Lathato,
hogy az l-edik lépés és a kovetkezs | — k 1épésben M, helyzete lényegében ugyanaz, mint a k-adik és az azt
kévetd lépésben, a kiilonbség csak annyi, hogy a feje az iires szalagrészen még jobbra eltolt pozicibkban mozog.
Vilagos, hogy ugyanez fog ismétlédni a végtelenségig. Tehat a kiovetkez6 eseteket lehet megkiilonbozteni:

(0) M, nem létezik;

(i) M, megsérti a feltételeket;

(ii) M, megall a feltételeket végig betartva;

(iii) M, a feltételek betartasasaval tallép a 2|y| + 1-edik cellan;

(iv) M, a feltételeket betartja végtelen ciklusba esik tigy, hogy feje mindig az els6 |y| +|Q|+ 1 cella valamelyikén
van.

Ezen esetek megkiilonboztetése immar az el6z6 feladathoz hasonléan végezhetd.

Legyen z € I* a jegyzetben levé n — n + 1 fiiggvényt kiszamité TG kédja. Ekkor az L = {z#1"|n € Z T} nyelv
rekurziv és L C Ly.

Vegyiik észre, hogy 6t lépésben az input szalagon legfoljebb 6t6t haladhatunk elére. Tehat ha van alkalmas y
sz6, akkor annak els6 (legfeljebb) 5 betiije is megteszi. Ezért a probléma eldontéséhez elegend6 M, els6 5 lépését
végigprobalni a legfeljebb Gtbetids szavak véges halmazan. Tehat a nyelv rekurziv.

Igaz. Legyen M egy olyan Turing-gép, amely az z# f(z) parokat ismeri fel (azaz Ly = {z#f(z), z € {0,1}*}).
Célunk egy olyan M' gép konstrualdsa, amely az f fiiggvényt szamitja ki. Az alapdtlet adott z-hez sorra
kiprébalni az y € {0,1}* szavakra, hogy z#y € Ly teljesiil-e. Nyilvanvalo, hogy z#y € Ly & y = f(z). A
kiprébalas torténhet a {0,1}* halmaz valamely rendezése (pl. els6 az iires sz6, majd a tobbi binaris szamként
értelmezve nagysag szerint) alapjan. Ez igy sajnos nem mdkédik, hiszen el6fordulhat, hogy valamely, az f(z)
értéket megel6z6 y-ra M nem &ll meg. A probléma a kovetkezGképpen kezelhet6: generaljuk sorra az (n,y)
parokat, ahol n egy nemnegativ egész és y € {0,1}*. Ez megtehets példaul {0, 1}* fent emlitett rendezése épitve
a szokasos pargenerator segitségével. Adott (n,y) parra futtasuk le M-nek els6 (legf6ljebb) n lépését az z#y
inputon. Ha n lépésen beliil M nem &ll meg elfogadé allapotban, vegyiik a kovetkezs part, egyébként pedig
irjuk ki y-t és alljunk meg. Vilagos, hogy a fent vazolt algoritmust megval6sité Turing-gép minden z-re megall
(amikor az (n, f(z)) par keriil sorra, ahol az n szdm M-nek az z# f(z) paron vett lépéseinek a szdma) és éppen
f(z)-et szamitja ki.

Legyen f(z) := 2h(z), ahol h egy tetsz6leges nem rekurziv I* — N (teljes) fiiggvény (pl. h(z) = C(z), az z sz6
Kolmogorov-bonyolultsaga). Ekkor a g fiiggvény azonosan 1, tehat rekurziv.

(a) Legyen M az a Turing-gép, melynek legalis inputja 21 binéarisan &brazolt természtes szambol &ll:
n#ni# ... #ng, ahol ny,...,nge hisz csupa kiilénbdz6 szam az [1,n] intervallumbél; és M irjon az output
szalagjara el6szér n darab 0-t, majd az ni,...,nog-adik helyeket irja at 1-esre. A {0, 1,#]} abc alkalmas binaris
kédolasaval C(z) < 42log, n + 20 és az invariancia-tétel miatt C(z) < Cym(z) + 1 < 42log, n + 20 + ¢;, ahol
¢ egy alland6. Alkalmas c allandéra ez kisebb mint clogn.

(b) Tegyiik fel, hogy mégis van ilyen M Turing-gép. Ekkor Cp(z) = n hossza + ¢; = [logyn + 1] + ¢1, igy az
invariancia-tétel miatt C(z) < log, n + c» alkalmas ¢y allandéval, ami nem lehet nagyobb 2logn-nél ha n elég
nagy. Ez ellentmondés.

(¢) A 0-val kezd6d6 n hosszti szavak szdma 2"~!, ugyanakkor az n — 1-nél kisebb Kolmogorov-bonyolultsagt
szavak szama (a lehetséges inputhossz szerint leszamolva) legfoljebb 1 +2+4 4 ...+ 2772 =271 1,

(d) Adott k-ra jeldlje 1¥ az k darab 1-esbdl all6 szét. Figyeljiik meg, hogy C(1%) = C(k) egy additiv 4llandé
erejéig. Legyen k egy olyan n binaris jegyl szam, amire C(k) > n. Ilyen az el6z6 részfeladat értelmében léte-
zik. Legyen ¢ = 1% és y = 12"k, Ekkor C(z) > n +¢1 és C(zy) = C(12""") < logy n + c» alkalmas 1, ¢z
allandokkal. Valasszuk n-et olyan nagynak, hogy n + ¢; > log, n + c2 teljesiiljon!

Lasd az el6z6 feladat (a) pontjat.

Lasd az el6z6 feladat (c) pontjanal alkalmazott Stletet.
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Az el6adason az sszefésiiléses rendezésnek (MSORT) egy rekurziot alkalmazé valtozatat kérvonalaztuk. Java-
soljunk egy iterativ (rekurziot, vermet nem hasznél6) implementaciot, melynek a koltsége a korabbi valtozatéval
egyez6 nagysagrend!

Egy n elemi sorozat csupa 0-bol és 1-esbdl all. Rendezziik a sorozatot n — 1 6sszehasonlitéassal!

Adott egy dobozban n kiilénb6z6 méretii anyacsavar, valamint egy masik dobozban a hozzajuk ill6 apacsavarok.
Kizarolag a kivetkez6 Gsszehasonlitasi lehet8ségiink van: Egy apacsavarhoz hozzaprébéalunk egy anyacsavart. A
prébanak haromféle kimenete lehet: apa < anya, apa = anya, vagy apa > anya; annak megfelelden, hogy az
apacsavar kiils6 atmeérGje hogyan viszonyul az anyacsavar belsé atmér6jéhez. Szeretnénk az anyacsavarokhoz
megtalalni a megfelels apacsavarokat. Adjunk erre a feladatra atlagosan O(nlogn) dsszehasonlitast felhasznalo
moédszert!

Tegyiik fel, hogy adott a £ = {a,b,c,d} abc feletti szavaknak egy S halmaza. Az S-beli szavak Gsszhossza
n. Javasoljunk egy O(n) idejii médszert az S elemeinek (lexikografikus) sorbarendezésére! A ¥ alaprendezése
a<b<ec<d.

Vazoljunk egy O(n) id6igény algoritmust (az id6korlat bizonyitasaval egyiitt) n olyan egész szambol 4116 sorozat
rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartoméanyba esnek!

(b)(*) {1,...,n" — 1} tartomanyba esnek! <

Adott egy A[l : n] témb, ami 1 és k kozotti egészekb6l all. Szeretnénk O(n + k) id6ben létrehozni egy adat-
struktirat, aminek segitségével konstans koltséggel megoldhaté a kovetkezo feladat:

Bemenet: a és b természetes szamok;

Meghatarozandé: az A tomb azon elemeinek a szdma, amelyek az [a, b] intervallumba esnek.

Tervezziik meg az adatstruktirat és a felépitéséhez sziikséges algoritmust! ¢

Egy kényvtarban havonta mégneslemezre listazzak a kikGlcsonzott konyveket a kolesonzék neve szerinti sor-
rendben. A listin minden egyes konyvnek egy rekord felel, melyben a kdnyv azonositasara szolgalé kulcs egy
1 és 100N kozé esé természetes szam, ahol N a konyvtari kényvek szama. Adjunk minél révidebb idejd (kons-
tans szorz6 erejéig optimalis uniform id6igényii) médszert annak eldontésére, hogy a janudrban és februarban
kikolcs6nzott konyvek Gsszessége megegyezik-e!

Egy személyek adatait tartalmazé nyilvantartdsban n rekord van. A rekordokban szerepel a személy magassaga
és testsilya is. Szeretnénk minél kevesebb munkéaval eldonteni, hogy vannak-e olyan X és Y személyek a nyil-
vantartasban, hogy X magasabb Y-nal, de Y nehezebb, mint X. Javasoljunk hatékony moédszert a feladatra!
Elemezziik a médszer koltségét!

Tegyiik fel, hogy inputként adott egész koordinataja sikbeli pontok egy & = {Pi = (z1,1), P> =
= (%2,92),..., Pon = (T2n,Y2n)} halmaza. A sik egy @Q pontja (az S-re nézve) kizépsé, ha az S-nek éppen
n pontja van a @ felett, tovibba az S-nek éppen n pontja van a Q-tél jobbra. Javasoljunk hatékony moédszert
adott S-hez kozéps6 pont keresésére! Elemezziik a médszer koltségét!

Adottak a sk egész koordinataja Py = (21,91), P2 = (22,¥2),---, Pan = (Z2n,Y2n) pontjai, melyek koziil nincs
harom egy egyenesen. Javasoljunk O(n) uniform koltségii médszert egy olyan egyenes (két kiilsnb6z6 pontjanak)
meghatarozasara, melynek mindkét oldalan ugyanannyi van a P; pontok koziil.

Adottak a sik egész koordinataja Py = (z1,y1),P> = (22,92),...,Pn = (Zn,Yn) pontjai. Javasoljunk O(n)
uniform kéltségi modszert olyan P; # P; pontok kivalasztasara, amelyeken 4tmend egyenes altal meghatarozott
félsikok koziil az egyik tartalmazza az Gsszes input pontot.

Legyenek Si,...,S; olyan nemiires halmazok, melyek elemszdmainak Gsszege n, és elemeik 1 és n kozé esnek.
Mutassunk algoritmust, mely az 8sszes S; (1 < ¢ < k) halmazt rendezi O(n) id6 alatt!

Adjunk hatékony algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének a megtaladlasara. Elemezziik a modszer
koltségét. O

Igazoljuk, hogy egy n elembél 4116 binaris kupac felépitése Q(n) 6sszehasonlitast igényel! ¢
Adott egy n elemet tartalmazé 2-kupac és egy k kulcs. Keressitk meg a kupac k-nal kisebb kulcst elemeit! Ha

m ilyen elem van, az algoritmus O(m) elemi lépést hasznalhat. ¢

Egy rendezett halmazbél n elem kupacban van elhelyezve. Bizonyitsuk be, hogy a legnagyobb elem megkeresé-
séhez Q(n) Gsszehasonlités sziikséges! ¢

Adjunk konstans szorzé erejéig optiméalis uniform koltségi algoritmust az alabbi probléméra:

INPUT: Egy A[1 : n] tomb, amely eredetileg az 1,...,n természetes szdmokat tartalmazta kupacba rendezve,
de 6t elem megsériilt és a helyére * keriilt.

FELADAT: Taliljuk meg a tomb egy olyan kitoltését, ami lehetett az eredeti! ¢
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Bizonyitsuk be, hogy ahhoz, hogy egy halmazb6l a két legnagyobb elemet kivalasszuk, n + [logn] — 2 dsszeha-
sonlitas sziikséges és elégséges.

(a) (*) Javasoljunk egy olyan algoritmust, ami [1.5n] — 2 Gsszehasonlitassal megtalalja egy n-elemi halmaz
legnagyobb és legkisebb elemét!
(b) (**) Igazoljuk, hogy [1.5n] — 2 dsszehasonlitas sziikséges is a fenti feladat megoldasara! ¢

Adott az A[1 : n] csupa kiilénb6z6 egész szamot névekvd sorrendben tartalmazé tomb. (A témbben negativ
szamok is lehetnek!) Adjunk hatékony algoritmust egy olyan i index meghatarozéasara, melyre A[i] =i (feltéve,
hogy van ilyen ): igyekezziink minél kevesebb elem megvizsgalasaval megoldani a feladatot!

Egy n elemi rendezett halmaz kGzépsé elemének a rendezett sorrend szerinti |(n + 1)/2]-ik elemet nevezziik.
Célunk egy n elemi rendezett halmaz elemeit kilistazni agy, hogy legel6l a kézéps6 elem van, utdna a maradék
kozépso eleme stb. (pl. ha az elemek 1,2,3,4 akkor a kivant sorrend 2,3,1,4.) A halmaz elemeit (tetsz. sorrendben)
az A[l : n| tomb tartalmazza. Javasoljunk egy olyan megoldast, mely a sziikséges Osszehasonlitdsok szamét
tekintve konstans szorz6 erejéig optimalis.

Az egész elemeket tartalmaz6 A[1 : n] témbot konveznek nevezziik, ha minden i-re (1 < i < n) teljesiil, hogy
Ali] < 1/2(Afi — 1]+ A[i +1]). Javasoljunk olyan algoritmust, mely minél kevesebb 6sszehasonlitassal megtalalja
egy konvex tomb minimélis elemét.

Van egy T[1 : n] tombiink, melynek elemei valés szamok. Keressiik meg 7" maximéalis 6sszegii folytonos rész-
tombjét, vagyis azon 1 < i < j < n indexeket, melyre a T'[i] + T'[i + 1] + ... + T[] Gsszeg maximalis!

Adott harom fiigg6leges rad és n darab ezekre felhtizhat6 korong, melyek 1-t61 n-ig vannak szdmozva. Kezdetben
a korongok mind az els6 radra vannak felhtizva tetsz6leges sorrendben. A cél az, hogy a korongok a szamozas
szerinti névekvs sorrendben szerepeljenek mind egyazon ridon. Egy lépésben tetszdleges ridnak a legfolsd
korongjat attehetjiik egy masik rtidra, a mar ott levé korongok tetejére. Mutassuk meg, hogy a kivant allapot
eléréséhez sziikséges 1épésszam 6(nlogn). (A korongok "nem cstisznak egymasba": sorrendjiik egy-egy ridon
mindig az odahelyezésiik sorrendjét tiikrozi.) ¢

Egy nyilvantartdsban a rekordok a kulcsuk szerint (binaris) kupacba vannak rendezve. Feltessziik, hogy a
kulcsok egész szamok. Szeretnénk implementéalni a kulccsékkentés miiveletét: A bemenet a kupac egy eleme (pl.
mutatéval megadva) valamint egy ¢ > 0 szdm, amivel az elem k kulcsat lecsokkentjiik (az 4j kulcs tehat k — ),
majd a kupac tulajdonsagot helyreallitjuk. Oldjuk meg a feladatot minél hatékonyabban! Elemezziik a médszer
koltségét! &

Adott egy n méreti A tomb, amiben 0-k és 1-esek helyezkednek el. Szeretnénk egy B - szintén n mérett — tombot
kitolteni, hogy B i-edik eleme azon legnagyobb j < i indexet tartalmazza, melyre A[j] = 1. Pontosabban, legyen

Bli] = max{j|0 < j < i és A[j] = 1}, ha létezik olyan 0 < j < i, hogy A[j] =1,
=10 egyébkeént.

Csinaljunk olyan pdrhuzamos algoritmust, ami O(n) processzor felhasznalasaval O(logn) id6ben kitolti a B
tombot!

Rendezett a4, . . . a, listiban keresiink gy, hogy egy lépésben egyszerre k darab “kisebb-e mint a;” tipusa kérdést
lehet foltenni. Adjunk konstans szorzé erejéig optimalis algoritmust!

Egy n-szer n-es tablazatban tigy van elhelyezve n? db kiilénb6z6 szam, hogy mind a sorok mind az oszlopok
monoton novekvéek. Mutassuk meg, hogy ekkor a keresés 1épésszama ©(n).

Valaki egy Gsszehasonlitason alapulé allit6lagos rendezési algoritmusrél azt mondja, hogy mivel az eljaras minden
olyan sorozatot j6l rendez, amelyben a rendezett sorrendhez képest csak egyetlen par van felcserélve, ezért az
algoritmus tetszdleges sorozatot rendez. Helyes-e ez a kovetkeztetés? ¢

Az egész értékd A[l : n] tomb rendezésére szolgalé program egy CE-program (compare-exchange program), ha
minden utasitasa

if Afi] < A[j] then cseréljiik fel azA[i] és A[j] értékeket;
alaki. Igazoljuk, hogy ha egy CE-program helyesen mikodik (az elemeket nem csdkkenden rendezi) minden 0,1

értékid input esetén, akkor helyesen miikédik minden egészértékii input esetén is!

Az I =[0,2'% — 1] intervallum egy ismeretlen z egész elemét szeretnénk meghatarozni "Igaz-e, hogy z < i 9"
alaka kérdésekkel, ahol i € I egy egész. Tudjuk még, hogy a kapott vilaszok koziil egy hibas lehet. Javasoljunk
egy legfeljebb 150 kérdést felhasznalé stratégiat!

48.

49.

eljaras jo6 lesz.

Legyenek a csiicsok s,t,a,b, c. Azélek pl. akévetkez6k: (s,t), (s, a), (s,b), (a,t), (b, ¢), (¢, t), mindegyik kapacitasa
1. A 0 folyambol kiindulva az els6 lépésben az (s, t) éllel javitunk. A javitégrafban nem marad 1 hossza Gt, most
egy ketts hosszi kovetkezik (s, a), (a,t). Az Gjabb javitégrafban mar csak 3 hosszi Gt van s-bél t-be, ez lesz a
harmadik 1épés.

Vegyiik fel az u,,...,up, valamint a v1, ..., v, pontokat, valamint egy s forrast és egy t nyel6t. Vezessiink u;-b6l
v;-be egy 1 kapacitasa élet, ha A[i, j| # 0. Az s forrasbél vezessiink minden egyes u;-be olyan kapacitasa élet,
amennyi az i-edik sorosszeg. Hasonl6an, a (v;,t) él kapacitasa legyen a j-edik oszlop osszege. Ez egy csupa egész
kapacitasti halézat, tehat létezik egy egész értékd maximalis folyam, tovabb4 a Ford-Fulkerson algoritmus (pl.
az Edmonds—Karp né6vel6 heurisztikaval polinom id6ben) egy ilyet talal. A kapacitasok miatt az (u;, v;) éleken a
folyamérték tehat 0 vagy 1. Legyen B[, j] ez a folyamérték. Ha (u;,v;) nem volt él, akkor természetesen legyen
Bli, j] = 0. Azt allitjuk, hogy az igy kapott B matrix j6 lesz. Ehhez hatarozzuk meg a maximélis folyamértéket.
Legyen z az A matrix elemeinek az 6sszege. Mivel ez a sordsszegek Osszege, (és egyben az oszloposszegek osszege),
nem lehet z-nél nagyobb folyam (vannak ekkora vagasok: a forrasbol indulé élek, vagy a nyel6be mendk). De
ekkora folyam létezik is: telitsiik a forras illetve a nyelS éleit és legyen a folyam értéke az (u;,v;) éleken A[s, j].
Mindebbdl az kiévetkezik, hogy a talalt folyam értéke is z. Ez csak agy lehet, ha a forrasbél indulé élek és a
nyel6be mendk is mind telitettek, ami éppen a sor- illetve oszloposszeg feltételekkel egyenértéki.

8. Turing gépek

2.

10.

Legyen M" az a gép, amely el6szor szimulalja M'-t, majd M’ outputjan szimulalja M et (M inputja legyen M’
outputja, M" outputja legyen M outputjaval azonos. Tetsz6leges z € I* input sz6 esetén az M’ megall és a g(z)
fiiggvényétéket adja, a g(z) inputtal elinditva pedig M megall és az f(g(z)) értéket szamitja ki.

. Tekintsiik azt az algoritmust, ami adott n-re [/n]-ig végignézi a szdmokat, hogy azok kézétt van-e valédi osztéja

n-nek. Az algoritmus Turing-géppel megvalésithat6, és minden n inputra megéll (legfeljebb [/n] oszt4s utén).

. A rekurzivitasra vonatkoz6 allitadsok konnytek: Legyen M; illetve M, olyan Turing-gép, mely minden inputra

megall, és az L, illetve Ly nyelvet ismerik fel (Las, = L1,Lam, = La). Az Ly U Ly nyelv felismerésére tekintsiik
a kovetkez6 M gépet: az z € I* inputra el6szor szimuldlja M;-et, és alljon meg elfogad6 allapotban, ha M,
elfogadta z-et. Egyébként futtassa le z-re Ms-t is, és aszerint fogadja el z-et végiil, hogy M, elfogadta-e z-et
vagy sem. Vilagos, hogy M mindig megall és Ly = L; U Lo. Hasonlé médon igazolhaté Ly N Ly rekurzivitasa.
Az L nyelv felismeréséhez egy ciklust kell szervezni, melyben a z input sz6 Osszes lehetséges zy szétvagasira
lefuttajuk Mj-et z-re, M»-t pedig y-ra.

A rekurziv felsorolhatésagokhoz megintcsak legyenek legyenek M; és M, olyan Turing-gépek, hogy L, = Ly
és Ly, = L. Most sajnos nem tételezhetjiik fel, hogy ezek minden input esetén megallnak. Az L; N L, nyelv
felismerése mégis végezhets az el6z6 modszerrel, hiszen ha z-re My nem &ll meg, akkor z € L1 = & € L1 N Lo,
tehat nem baj, hogy az Gsszetett gép "végtelen ciklusba" esik. A hasonlé megkozelités nyilvin nem miikddik
Ly U Ly-re, hiszen M>-nek is meg kell adni a lehet8séget « felismerésére. A megoldas M, és M, "parhuzamos"
futtatssa: szimulaljuk felvaltva M, és M, lépéseit! Ertelemszertien, ha valamelyik megall, csak a masikat futta-
suk tovabb.

Az L nyelv rekurziv felsorolhat6sadganak igazolasédhoz ezt az Gtletet finomithatjuk. Egy n szerinti "kiils6" cik-
lusban futtasunk egy "belsg" ciklust, amely a z input Gsszes lehetséges z = 2y szétvagasara lefuttatja M; illetve
M elsé n lépését az z illetve y inputra. Akkor allunk meg elfogadé allapotban, ha valamely n-re létezik olyan
z = zy feldarabolas, hogy M; z-et, M> pedig y-t elfogadja legfeljebb n lépésben. Egyébként végtelen ciklusba
keriiliink. Nyilvanvald, hogy z € L < létezik megfelels z = zy felosztas és alkalmas n, tehat éppen L-et ismerjiik
fel.

. Nem. Legyen L; = I* és Ly egy rekurzive felsorolhat6, de nem rekurziv nyelv (pl. L;). Ekkor L; \ Ly = L nem

rekurzive felsorolhat6 (1d. a RE N coRE = £ osszefiiggést!)

. a) lgen. Ha L;, Ly rekurziv, akkor komplementeriik, metszetiik, uniéjuk is rekurziv, igy L; \ L = L1 N L, is és

Ly ® Ly is.
b) Nem. Legyen L; = I* és Ly egy rekurzive felsorolhat6, de nem rekurziv nyelv. Ekkor L; ® Ly = Ly, ami nem
rekurzive felsorolhato.

Igen. Adott z € I* széra a kivetkezd lehetdségek vannak:

(0) M, nem létezik;

(i) M, valamikor megsérti a feltételt: rair a szalagjara vagy tulfut az iiresjelen;

(i) M, megall a feltételek betartasaval;

(iii) M, végtelen ciklusba esik a feltételek betartasaval.

A (0), (i) és (ii) eseteket konnyi felismerni M, szimulaci6javal. Az (iii) eset felismerésére figyeljiik a pillanatnyi
helyzetleiras (PHL) ismétlédését! M, ugyanis pontosan akkor esik végtelen ciklusba, ha egy pillanatnyi helyzet
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Minden cstcsbol inditsunk egy szélességi bejarast. Egy v csticson dtmens 4 hosszt kork szdma megegyezik a
szélességi feszit6fa masodik és harmadik szintjei kdzt mend keresztélek szaméval. Nyilvantartva a szintszdmot,
ezek az élek csiicsonként O(e) = O(n?) id6ben leszamolhatok. Az Gsszeget el kell osztani 4-gyel.

Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, ami (})-nél kevesebb lehetséges élet kérdez le. Ekkor persze van olyan
is, ami éppen (}) — 1 élet kérdez. Ezzel az algoritmussal szemben az ellenség alkalmazza a kovetkezs ("moh¢")
stratégiat: Az "(u,v) él-e" kérdésre legyen a vélasz "igen", ha az eddig "bevallott" élekkel egyiitt nem keletkezik
kor, egyébként a vélasz legyen az, hogy "nem". A feltételezés szerint (3) — 1 kérdés utan a probléma eldél:
fiiggteleniil az (3)-edik (u’,v') él létezésétd]l vagy az bizonyosodik be, hogy a grafban van kér, vagy az, hogy
nincs. El6bbi nyilvan csak agy kovetkezhet be, ha a bevallott élek kozétt néhany kort alkot. Ezt a lehet8séget a
stratégia kizarja. Tehat az a helyzet, hogy az utolsé é1t6l fiiggetleniil mar biztosan kérmentes a graf. Ez csak agy
lehet, hogy az eddig bevallott élekbdl 4llé graf egy nem Gsszefiigg erds. Mivel a pontok szaima nagyobb mint
2, egynél t6bb olyan rendezetlen {u,v} par van, hogy u és v kiilonb6z6 komponensbe esik. Specialisan van ezek
kozdtt olyan {u, v} par, hogy {u,v} # {u',v'}. Vilagos, hogy az (u,v) él nem csinal kért, és nyilvan a lekérdezése
pillanataban sem csinalhatott. Ezért viszont a kérdésre "igen" kellett hogy legyen a valasz. Ez ellentmondas.

Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, ami (;)—nél kevesebb lehetséges élet kérdez le. Ekkor persze van olyan

is, ami éppen ('2‘) — 1 élet kérdez. Ezzel az algoritmussal szemben az ellenség alkalmazza a kovetkezs — a
piros szabalyhoz hasonlé — stratégiat: Az "(u,v) él-e" kérdésre legyen a vélasz "nem", ha a bevallott élek és
a még hatralevs élek tartalmaznak egy feszit6fat, egyébként a valasz legyen az, hogy "igen". A feltételezés
szerint (7) — 1 kérdés utan — fiiggteleniil az (})-edik — (u',v') &l 16tezésétsl eld6l, hogy a graf sszefiiggs-e vagy
sem. A nem Osszefiiggfség a stratégia miatt nem fordulhat elg, hiszen a bevallott élek a hatralevékkel egyiitt
mindig tartalmaznak egy feszit6fat. Az Gsszefiiggfség bizonyitvanya az, hogy a bevallott élek tartalmaznak egy
feszit6fat. Ekkor az (u',v') éllel egyiitt keletkezik egy kor, aminek legyen egy bevallott éle (u,v). Az (u,v) élet
a lekérdezésekor le lehetett volna tagadni, hiszen nélkiile is létezik feszit6fa. Ez is ellentmond a stratégianak.

Az éllistak végignézésével fokszam szerint osztalyozzuk a cstcsokat O(n) id6ben! Az els osztalyba azok tartoz-
zanak, amelyeknek kevesebb mint n/2 szomszédjuk van, a masodikba pedig azok, amelyeknek a foka legalabb
n/2. A komplementer grafban az els6 tipust csicsok mindegyikének tobb szomszédja van mint n/2 — 1, igy az
oOsszefiiggé komponensiik mérete nagyobb, mint n/2. Ilyenb6l nem fér el egynél tobb, tehat az elsé osztalyba esé
csticsok mind egy komponensben vannak. Egyszert szimolas mutatja, hogy a masodik osztalyba legfeljebb 10
cstics tartozhat. Az els6 osztalyt osszehtizva egy pontta a feladatot egy legfeljebb 11 pontii graf dsszefiiggségének
a vizsgalatara vezethetjiik vissza.

Figyeljiilk meg, hogy a piros-kék algoritmus helyességének a bizonyitdsaban a koltség egyetlen helyen keriilt
emlitésre: amikor azt lattuk be, hogy egy F' minimalis koltségi feszitofa és egy g = (u,v) él esetén az F-beli
u ~ v 10t egy tetszéleges olyan g’ élét, amire c(g) < c(g') g-re cserélve ismét minimalis koltségii feszit6fat kapunk
(a fakrol sz6l6 Allitas 5. pontja). Minden tovabbi érvelés ezt az észrevételt hasznalta. Marpedig ezen tény
nyilvanval6an érvényes a feladatban el8irt koltségre is.

Masik bizonyitas: Legyen G a graf, n a cstcsok szdma. Alkalmas eltolassal nyilvan feltehetd, hogy az élstlyok
mind nemnegativak. Minden p természetes szamra legyen egy F' feszit6fa Ly-koltsége Ly(F) := 3 ;cp c(f)”)x‘_’.
Legyen tovabba Loo(F) := maxser c(f). Az F & F' feszit6fakra nyilvan Ly(F) < Ly(F') & 3. pe(f)P <
< X pre c(f')P. Tehat F akkor és csak akkor lesz olyan feszitdfa, amire L,(F) minimalis, ha F hagyoméanyos
értelemben minimalis koltség feszitfa arra az élstilyozasra, ahol az e él stilya c(e)?. Ezért a piros-kék algortimus
korrekt az L,-ben miniméalis koltségti feszitofa keresésére. Tudjuk, hogy tetszdleges ai,...,a,—1 nemnegativ
szamokra limp_)oo(zzzll a? );7 = maxj_; a;. Ez alapjan G-hez vélaszthat6 olyan p, amire G-nek az L,-ben
minimalis koltségii feszit6fai egyben Lo,-ben minimalis koltségii feszit6fak is. Mivel az adott p-re a piros-kék
algoritmus L, értelemben korrekt, az lesz Loo-ben is. (A megfelels p létezéséhez: Legyen € a lehets legkisebb
olyan pozitfv szam, ami fellép mint két kiilsnb6z6 G-beli élsily kiilonbsége. (Ha nincs ilyen, azaz minden él
azonos sulyt, akkor legyen € = 100. Ekkor ugyanis minden feszit6fa optimalis mind Lo, mind L, értelemben
tetszoleges p-re.) G minden egyes feszit6fajara létezik olyan N természetes szam, hogy p > Np esetén |L,(F) —
—L(F)| < €/2. Legyen p = maxg Np. Ekkor Loo (F') < Loo(F) = Lp(F') < Lp(F), tehat ha L,(F) minimalis,
akkor Lo (F) is az. Vigyézat, ha to6bb Lo.-ben minimalis koltségii feszit6fa van, 4ltaldban nem lesz mindegyik
L,-ben minimélis.)

A Borivka-maédszer elsé két menetét hajtjuk végre kell6 koriiltekintéssel. Az els6 menetben minden cstcsb6l
a legkisebb kimené élet kell valasztani. Az 6sszkoltség a fokszamok 6sszegével ardnyos, ami O(e). A méasodik
menetben minden kék fara kell megtenni ugyanezt. A kék fikat bejirva meg tudjuk cimkézni a csiicsokat a fak
sorszdma szerint, majd minden egyes kék fat megint bejarva el tudjuk késziteni a fabol kiindul6 élek listajat és a
minimumot is ki tudjuk vélasztani fanként O(3, ¢, fokszam(v)) idSben. Az 6sszkoltég O3,y fokszam(v)) =
= 0(2e) = O(e). Ha n > 4, akkor az els6 menet utan minden kék fa legalabb 2 pontti, mig a masodik menet
utan mar legalabb 4 ponta. Ezért a kék élek szama legalabb 3/4n.

Legyen el6szor Vi = Vo = (0. Vegyiik sorra G csticsait. Amikor v sorra keriil, tegyiik V; illetve V5 koziil abba
az osztalyba, ahol eddig a kevesebb szomszédja van. Az n szerinti indukci6val egyszerten lathat6, hogy ez az
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Egy binaris keres6fa cstcsait egy, a gyokértol egy levélig mend at szerint harom osztalyba soroljuk: B az uttél
balralevs, U az ttra es6, J pedig az Gtt6l jobbra levé csiicsok halmazat jel6li. Igaz-e mindig, hogy minden B-beli
csiics kulcsa kisebb tetszoleges U-beli cstics kulcsanal, és minden U-beli cstics kulcsa kisebb, mint tetszéleges
J-beli cstcs kulcsa?

. A kovetkezoket tudjuk egy fa m,n elemeirsl: m megel6zi n-t a fa X-order szerinti bejarasaban, viszont m az n

utan jon a fa Y-order szerinti bejarasaban (X,Y= {pre, post,in}). Melyik eset(ek)ben tudjuk eldonteni, hogy m
6se-e n-nek?

. Egy binaris keres6fa "valamely bejarasan" mindig a {pre, in, post}-order valamelyikét értjiik.

(a) Mely bejarasoknal lehetséges az, hogy a tarolt elemek legnagyobbika megelszi a legkisebbet?

(b) Tegyiik fel, hogy egy binaris keres6faban az 1,2,...,n szamok vannak tarolva, tovabba hogy a fa valamely
bejarasanal a szamok az n,n — 1,...,1 sorrendben kovetkeznek. Hatarozzuk meg, melyik lehetett ez a bejaras
és milyen lehetett ez a binaris kereséfa!

. Egy rendezett univerzum n eleme egy A binaris keres6faban, k eleme pedig egy B binaris keres6faban van tarolva.

Adjunk minél hatékonyabb moédszert a két faban levs elemek nagysag szerinti sorrendben torténd kilistazasaral
(Tehat egy olyan tdmbot szeretnénk kapni, amiben az n + k elem rendezetten helyezkedik el.) Elemezziik a
modszer koltségét!

. Egy gytkeres faban egy csics foka legyen a gyerekeinek a szdma. Mutassuk meg, hogy minden binéris fiban a

levelek szdma eggyel t6bb, mint a masodfoki csticsok szama!

. Adott egy n = 2% — 1 pont teljes binéris keres6fa. A faban tarolt elemek egészek az I = [1, 2] intervallumbél és

egy szam legfeljebb egyszer fodul el6 a faban. Ut6bbi feltétel szerint pontosan egy olyan i € I egész van, amely
nincs a faban. Adjunk egy hatékony moédszert i meghatarozasara. ¢

. Illessziik be az alabbi 6 kulcsot egy kezdetben iires (2, 3)-fiba a megadott sorrendben: D, B, E, A, C, F. Rajzoljuk

le az eredményiil kapott fat! ¢

. Egy 2-3 faban egy rendezett halmaz 10 000 elemét szeretnénk tarolni. Milyen korlatok kozé esik a fa magassaga?

. Az [1,178] intervallum sszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gydkérben két kulcs van, és

az els6 kulcs a 17. Mi lehet a masodik? Miért? <

Egy Bog-fanak (huszadrendi B-fanak) 10° levele van. Mekkora a fa szintjeinek minimalis, illetve maximalis
szama?

Egy 1 000 000 rekordbél all6 adatallomanyt B-faban szeretnénk tarolni. A rekordok hossza 200 byte. A kulcs
hossza 40 byte. Egy mutat6 helyigénye 5 byte. Tegyiik fel, hogy a lapméret 2000 byte. Adjunk minél pontosabb
fels6 becslést a sziikséges lapok (blokkok) szamara.

Az S, és S kulcshalmazokat kiegészitett 2-3-fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-3-fat6l abban kiilonboznek csak,
hogy minden csicsban fel van jegyezve az onnan indulé részfa magassaga (szintjeinek szama). Tegyiik még fel,
hogy az Si-beli kulcsok mind kisebbek az S»-belieknél. Javasoljunk hatékony algoritmust a két fa egyesitésére.
A cél tehat egy olyan kiegészitett 2-3-fa, amelyben a kulcsok S; U Ss elemei. ¢

Egy faban az z cstcs sulya « leszarmazottainak a szdma. Egy binaris fat szigordan bindrisnek mondunk, ha
a levelek kivételével minden csticsnak pontosan 2 fia van. Tegyiik fel, hogy egy szigortian binaris fa minden 2
csticsara fennall, hogy:

1 _ stly(bal(z))

2 < Saly(jobb(s)) < 2
Bizonyitsuk be, hogy ez csakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a csticsok szama 2% — 1.

A maximum n mélységi szigortian binaris fabol ¢t(n)-féle van. Bizonyitsuk be, hogy
(a)t(n) =t*(n—1) +1
(b)Létezik a valés szam, melyre t(n) = [a2" |.

Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordinatajukban kiilénb6znek. Bizonyitsuk be, hogy egy
és csak egy binaris fa létezik, melynek szégpontjai az adott n pont, és az elsé koordinita szerint a kereséfa
tulajdonséaggal, a masodik szerint pedig a kupac tulajdonsiggal rendelkezik. (Vigyazat: a kupac tulajdonsigba
nem értendd bele, hogy a fa teljes binaris fa legyen, mint amilyet a tanult "kupacépit6" algoritmus létrehoz.) ¢

Egy rendezett halmaz adott n eleméb6l kupacot szeretnénk épiteni, melyre (a kupac tulajdonsig mellett) teljesiil,
hogy minden z cstcs bal részfajanak az elemei kisebbek mint az z jobb részfajanak az elemei.
Igazoljuk, hogy ehhez legalabb Q(nlogn) 8sszehasonlitas sziikséges!
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Adottak a sik egész koordinatajo P = (z1,y1), P» = (22,92),...,Pn = (Tn,yn) pontjai. Javasoljunk O(nlogn)
koltségli moédszert annak eldontésére, hogy vannak-e olyan P;, P; pontok (i # j), melyek tavolsiga nem tébb
mint 2.

Adjuk meg az {1,2,...,6} szdmoknak egy olyan sorrendjét, amikor az AVL-fat épit6 algoritmus az adott input
sorozat esetén alkalmaz dupla forgatast.

Epitsiink AVL-fat az aldbbi input szimsorozatbol: 4,3,2,1,7,6,5. ¢
Hatéarozzuk meg a nyolc szintbél all6 AVL-fak minimalis, illetve maximalis cstcsszdmat!

Adjunk példat olyan AVL fara, hogy egy alkalmas torlés esetén egyetlen forgatas ne legyen elegends az AVL-
tulajdonsag helyreallitasara.

Adott egy n pontt AVL-tulajdondgt binéris fa. Adjunk meg polinomideji algoritmust az 1,...,n szamok
egy olyan sorrendjének meghatarozéasara, amely esetén az AVL-fa épit6 algoritmus a megadott fat hozza létre,
mégpedig forgatas nélkiil. ¢

Egy AVL-faba egy 1j elemet illesztettiink be az el6adason tanult médszerrel. Az eredményképpen kapott AVL-fa
magassiga nagyobb, mint az eredetié. Milyen forgatast alkalmazhattunk? ¢

Igazoljuk, hogy egy tetsz6leges n ponti binaris fa legfeljebb n — 1 darab egyszeres forgatassal dtalakithat6 olyan
fava, melyben egyetlen csticsnak sincs bal fia (szemléletesebben: jobbra mené atta alakithat6). ¢

Adjuk meg az {1,2,...,6} szamoknak egy olyan sorrendjét, amikor az AVL-fat épit6 algoritmus az adott input
sorozat esetén alkalmaz dupla forgatast.

Epitsiink AVL-fat az alabbi input szamsorozatbél: 4,3,2,1,7,6,5. ¢
Hatarozzuk meg a nyolc szintbsl 4116 AVL-fak minimalis, illetve maximalis cstcsszamat!
Tegyiik fel, hogy az AVL fa épit6 algoritmus inputja az 1,2,3,...,2" — 1 sorozat. Mi lesz a felépitett AVL fa?

Egy [ szint{ binaris keres6fa cstcsaiban a kulcsokon és a részfak gyokereire mutaté pointereken kiviil taroljuk a
megfelel részfa stlyét (a csiics leszarmazottainak a szamat). Tudjuk, hogy a kulcsok mind kiilénbdzéek, valamint
hogy a fa minden belsé (nem levél) csiicsdnak pontosan két fia van. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust egy
olyan levél keresésére, aminek a k kulcsa a lehetd legkozelebb van a kulcsok rendezése szerinti kozépss kulcshoz!
Masszéval, ha m-mel jeldljiik a kdzéps6 kulcsot, olyan k kulcst levelet keresiink, hogy ne legyen olyan k' kulcst
levél, hogy m < k' < k vagy k < k' < m. Elemezziik a modszer kiltségét!

Adjunk meg olyan adatszerkezetet, amely lehet6vé teszi, hogy

(a) az 1 és n kozotti egészeket taroljuk;

(b) konstans id6ben beszirjunk egy (eddig még nem tartalmazott) elemet;

(c) konstans id6ben téroljiink egy (kdzelebbrsl meg nem hatarozott, de tartalmazott) elemet!

Egy sportklub teniszezdi kialakitottak egy er8sorrendet. Ezt a kovetkezs szabélyok szerint tartjak karban:

o 1j jatékos a sorrend végére keriil;

o a rangsor szerinti i-edik jatékos kihivhatja az ¢ — 1-ediket; ha legy6zi, helyet cserélnek.
Tervezziink olyan hatékony adatszerkezetet, mely lehet6vé teszi a rangsor szamitogépes kezelését! A sziikséges
funkciok a kovetkezsk:

e Besztir(név): az Gij jovevényt a rangsor végére teszi

o Kihiv(név): az i — 1. helyen 4ll6 személy nevét adja, ha a "név"-vel azonositott személy az i. helyen 4ll és

> 1.

o Kicserél(i): kicseréli a rangsor i. és i — 1. helyén levs személyeket, ha i > 1.
Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara szolgil. A megvalésitando
miveletek:

o Felépit(n) n elembdl felépiti a struktarat

o Mintdr, Maxtor

o Beszir(z)

a min. illetve max. elem torlése

az ¢ elemet a struktaraba illeszti.

Az egyes miiveletek uniform koltsége ne legyen tobb, mint Felépit: O(n); Mintér, Maxtér, Beszir: O(logn),
ahol n a téarolt elemek szama.

Két mez6bél 4ll6 rekordokat szeretnénk tarolni, melyek mezsi: személynév valamint telefonszdm . A kévetkezd
miveleteket kell hatékonyan megvalésitani: rekord beillesztése, torlése, keresés név, illetve telefonszam alapjan,
tol-ig tipusta kérdések a személynévre vonatkozbéan. Javasoljunk egy hatékony adatszerkezetet és elemezziik a
koltsegét!

26.

28.

30.
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37.

mint v-t, a kordbban bejart részfa csakis a w'-t tartalmazé lehet. Ezért w’ meglatogatasat el6bb fejeztiik be:
bszam[w'] < bszam[v]. Tehat a kritérium tényleg hasznélhaté.

A lépésszam a fenti tesztek szdmaban linearis. Hany ilyen tesztet alkalmazunk? Ennek megbecsléséhez fogjuk
meg a dolgot a masik végénél. Tehit azt szdmoljuk meg, hogy rogzitett w’ csiicshoz hany v-re alkalmazzuk a
bszam([v] < bszdm[w'] tesztet. Pozitiv eredménnyel éppen annyiszor, ahany fia van w’-nek. Hanyszor fordul
el6 negativ kimenettel? Az el6z6 fejtegetésbdl azt latjuk, hogy egy ilyen esetben w' részfajanak bejarasa el6bb
fejez6dik be, mint v-ének a megkezdése. Igaz ez v helyett minden olyan tovabbi csicsra is, melynek mélységi
szama legaldbb annyi, mint v-é. Teh4t ilyen csticsnak nem lehet 6se w'. Ha egy v’ cstcsra alkalmazzuk a
bszam[v'] < bszdm|w'] tesztet, akkor a v’-t mélységi szamban kozvetleniil megeldzd u' csiicsnak Gse kell legyen
w’. Ez nem fordulhat el6 mszam[v'] > mszam[v] esetén, mert akkor mszam[u'] = mszam[v'] — 1 > mszam[v]
tejesiil. Tehat rogzitett w'-hdz legfeljebb egy negativ teszt tartozik. Osszesen tehat n — 1 pozitiv teszt (ennyi a
feszit6fa éleinek a szama) és legfeljebb n sikertelen teszt van. Tehat a modszer koltsége O(n).

Mi van, ha a feszit6 erdének t6bb komponense van? A modszer korrektiil mikodik egészen addig, amig egy
v cstcsnak sehogyan sem taldlunk apat. Ebben az esetben 6j fat kell kezdeni v gyGkérrel és arra folytatni
az algoritmust. A mar bejart komponensek csicsait soha t6bbé nem fogjuk latni, tehat a komponensenkénti
koltségek osszeadédnak.

Feltessziik, hogy G éllistaval adott. Inditsunk mélységi bejarast egy tetsz6leges csticsbol. Az élek szamozéisa
lényegében a bejaras szerinti felhasznélas sorrendjében torténik: kapja egy él azt a sorszamot, ahanyadikként
a bejaras soran el6szor (azaz fa- vagy visszaélként) felbukkan. A kiindulasi pontra teljesiil a feltétel, mert
valamelyik bel6le indulé él kapja az 1-es sorszamot. Egy tetsz6leges ett6l kiilonb6z6 legalabb masodfoka u is,
mert az az él amely mentén u-ba érkeztiink és u éllistajanak az els6 (a beérkez6tol kiilonbozs) éle két szomszédos
sorszamot fog kapni. (Ehhez azt kell észrevenni, hogy amikor 4 meglatogatasa megkezdédik, az u-ra illeszkeds
élek koziil csak egyetlen egy, a mélységi feszit6fa u-ba vezets éle kapott sorszamot.) Vilagos, hogy a moédszer
koltsége a bejaraséval aranyos, tehat az élszamban linearis.

El6szor a piros szabaly ismételt alkalmazasaval belatjuk, hogy G-nek van olyan minimalis koltségi feszit6faja,
aminek az élei G’ adott F feszit6fajanak az élei, valamint a vy cstcsb6l kiindulé élek koziil keriilnek ki, azaz,
takaros a szinezésiink, ha a maradék (azaz G'-beli pontok kéz6tt mend nem F-beli) éleket pirosra festjiik. Legyen
ugyanis g egy tetsz6leges még nem piros maradék él. Ekkor g az F' bizonyos éleivel egyiitt kort alkot. A kornek az
egyik legnagyobb siilyt éle g, mert kiilonben a nala nagyobb sulyt élt g-re kicserélve egy F-nél olcsébb feszit6fat
kapnank. Tehat g pirosra festhets, és még mindig takaros szinezésiink van. Ezt ismételve adodik az allitas.
Toroljiik most a maradék éleket! Igy egy e = O(n) élii grafban kell minimaélis feszit6fat keresni, ami pl. Prim
modszerével O(e” loge’) = O(nlogn) id6ben megtehetd.

Készitsiik el G-nek egy £’ maximalis parositasat a magyar moédszerrel O(ne) id6ben! Az E’-be tartozoé élek,
tovabba azok az élek, amelyeknek egyetlen végpontja parositott, nyilvin benne vannak egy max. parositasban.
A tovébbi élek felderitésére csinaljuk a kovetkez6t: L minden egyes parositott v pontjara térdljiik E'-bél azt az
élet, ami v-bél indul, majd épitsiik fol a maradék parositashoz tartozo alternélé erd6t O(e) id6ben! (Ne alljunk
meg az els6 javito Gt megtalalasakor! Val6jaban elég lesz csak a v csticsbol indul6 alternal6 bejarast elvégezni.)
Egy v-b6l indul6 e él pontosan akkor van benne egy max. parositdsban, ha van olyan javité at, aminek elsé
éle éppen e. Ha az alternal6 bejaras soran minden egyes csticsra nyilvantartjuk a faban a v-b6l odavezets at
legels6 élét, akkor a javité utak végpontjaibol ezek az élek kideriilnek. A koltség cstcsonként O(e), dsszesen
tehat O(ne).

Készitsiik el a kovetkez6 grafot: A menetrendben megadott minden egyes "vonathoz", azaz rendezett (U,V)
allomés-allomas parhoz vegyiink fel két végpontot és kossiik dssze Sket egy olyan silyd irdnyitott éllel, amennyi
az U-bol V-be mend vonat menetideje. Tehat egy varosnak annyi "kimend" cstcs fog megfelelni, ahany varosba
onnan kozvetlen vonat indul és annyi "bemeng" cstcs, ahany helyrdl vonat érkezik. Kossiik tovabba Ossze az
(U, V) vonathoz rendelt végpontot a (V, W) vonat kezd6pontjaval egy akkora stilyt iranyitott éllel, amennyi a
varakozasi id6. A kitiintetett A varoshoz vegyiink f6l még egy kiilon — szintén A-val jelolt — csicsot és inditsunk
bel6le 0 stlya éleket az A-bél indulé vonatokhoz. Hasonlé médon vegyiik fel a B csiicsot és a B-be mend éleket.
A feladat ezek utan az igy kapott grafban egy legrovidebb az A-b6l B-be vezet6 Gt megtalalasa, ami megoldhat6
Dijkstra algoritmusaval. Ha k vonat van megadva és | varakozasi id6, akkor a graf csiicsainak a szdma O(k) mig
az élek szama O(k + (). Dijkstra algoritmusénak az éllitas valtozata tehat O((k + () logk) id6ben oldja meg a
feladatot.

Definidlunk egy gréafot, melynek csticsai a lehetséges helyzetek (melyik edényben mennyi folyadék van), egy
csticsbol iranyitott él vezet egy masikba, ha egy megengedett 1épéssel elérhet belSle. A feladat azt kérdezi,
hogy az adott kiindulési helyzetbdl elérhets-e egy adott helyzet, azaz hogy a grafban vezet-e oda Gt és még
a legrévidebb at hosszat is meg kell hataroznunk. Ezt megtehetjiik a szélességi bejaras segitségével. Vegyiik
észre, hogy nem feltétleniil kell el6bb megadnunk az egész grafot (a helyzetek szama nagyon sok lehet), hanem
elegends, hogy amikor egy pont szomszédaira vagyunk kivancsiak, azokat eléllitjuk. (Ez azért lehet hasznos,
mert altaldban lehetnek olyan helyzetek, amelyek nem érhetdek el a kiindulasi helyzetbdl, masrészt ha a cél kevés
1épésen beliil elérhetd, nincs sziikség a graf tovabbi részének felirasara.)
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20.

21.

22.

23.

25.

Modositsuk a mélységi bejar6 algoritmust Ggy, hogy alljunk meg, ha a soron kovetkezs él mentén mar bejart
csticsba jutunk. Ha ez nem kovetkezik be, akkor a graf kérmentes. Ha igen, akkor az €l visszaél és a meglevs
feszit6 erd6ben a végpontjai kozott mend attal egyiitt kért alkot, ami O(n) id6ben megtalalhat6. Barmely eset
is kovetkezik be, a bejaras legfeljebb n él megtekintése utan véget ér, hiszen egy erdénk és esetleg még egy éliink
van. A szélességi bejaras hasonléan moédosithato.

Epitsiink fol egy feszitd erd6t a graf nem z6ld éleibGl O(n + e) id6ben (pl. mélységi bejarassal), és egyben
szdmozzuk meg a cstcsokat aszerint, hogy hanyadik komponensbe esnek. Ha a kapott komponensek szama
nagyobb, mint harom, akkor nem oldhat6 meg a feladat. Ha harom komponens van, két olyan zold élet kell
keresni, amelyek kiilénb6z6 komponens-parokat kétnek ssze (pl. egy az elsé és masodik komponens kdzt mend
él, valamint egy a masodik és harmadik komponenseket &sszekdts él megteszi). Ha két komponens van, egy
olyan zold él kell, ami a két komponenst koti Gssze, és egy olyan, ami valamelyik komponensen beliil halad.
Az ut6bbi él egyik végpontjabol mend feszitGerds-élt el kell kagyni. Az egyetlen komponens esete hasonléan
kezelends. Mindharom esetben a két megfelels él keresése a z6ld élek végignézésével linearis id6ben elvégezhets.
Az 8sszkoltség tehat O(n + e).

Keszitsiink egy feszit6fat O(n + e) koltséggel mélységi (vagy szélességi) bejarassal. Kozben jegyezziik fel az egyes
csticsoknak a fa élei szerinti tavolsigat a gyokértsl. Ez is belefér az O(n + e) id6be. Keressiik meg a gyokértol
legtavolabbi (egyik) levelet (O(n) id6). Ha a legnagyobb tavolsag legfeljebb n/2, akkor a gyokér megfelels.
Ha nagyobb, vegyiik a kivalasztott [ levéltsl a gyokeér felé a feszit6faban vezets uton (ez a bejaras kozbeni fia-
apa mutatokkal adminisztralhat6) levs |n/2)-edik u csticsot. Allitjuk, hogy u egy megfelels valasztas. Legyen
ugyanis v egy masik csics. Legyen w az u és v legmélyebben levé kozos Gse a feszit6faban. Ha w = u, azaz v az
u részfajaban van, akkor mivel az [ levél a lehets legtavolabb van a gyokértdl, u részfijaban a lehet6 legtavolabb
van u-t6l is, tehat [n/2| = d(u,l) > d(u,v). Ellenkez6 eseteben (ha w # u) tekintsiik a w — ! és a w — v utak
egyesitését. Ezen utak w kivalasztdsa miatt csak a w ponban taldlkoznak, tehat az egyesités szintén egy tt, ami
I-b6l v-be vezet. Ennek az atnak az [n/2]-edik csiicsa u. Mivel az Gt hossza legfeljebb n — 1, u tavolsdga a masik
végponttol legfeljebb n — 1 — [n/2] < n/2 lehet.

Keszitsiik el G egy feszitofajat (pl. mélységi bejarassal) O(e) id6ben! Vegyiik a feszit6fa paros vagy paratlan
szintjein levs csiicsokat aszerint, hogy melyek vannak kevesebben!

I. A visszaallitasnal megprébaljuk a tankényben megadott rekurziét hasznalé bejaré algoritmust szimulalni, pon-
tosabban az mb() rutin rekurziv hivasi hierarchijat felderiteni. A hivasok id6beli sorrendjét a mélységi szdmozas
adja. Ezért el6zetesen rendezziik a csticsokat a mélységi szamok szerinti névekvd sorrendben. Ez ladarendezéssel
O(n) id6ben megtehets. A hivési hierarchia pillanatnyi allapotat egy verem segitségével abrazoljuk, a rekurziv
hivasok szokasos szamit6gépes megvalositdsanak megfelel6 médon: A verem sorrendben azokat a v cstcsokat
tartalmazza, amelyekre az adott pillanatban é16 mb(v) hivas van, mas széval, amelyek meglatogatasa éppen fo-
lyamatban van. Egy v csiicsnak a verembe keriilése az mb(v) hivasnak, ez megfelel annak, hogy mikor térténik az
mb(v) hivés, azaz mikor kezdjiik a v gySkeri részfa bejarasat, mig a verem tetejérsl valo levétele a visszatérésnek,
azaz a részfa-bejaras befejezésének felel meg. Ennek megfelelGen a csiicsok a befejezési szam szerinti sorrenben
keriilnek ki a verembgl. Karbantartunk egy befejezezési sorszamot. Ez kezdetben 1 és minden "befejezéskor",
azaz a verembdl kivételkor léptetjiik. Azt, hogy egy adott pillanatban a verem tetején levs v csticsot levegyiik-e
vagy egy 1j cstics felrakaséaval folytassuk, aszerint dontjiik el, hogy v befejezési szama megegyezik-e vagy sem a
befejezési sorszammal A feszit6 erdd élei a veremben valaha is el6fordulé egymast kovets (u,v) csticsparok. Egy
ilyen élet feljegyezhetiink akkor, amikor v a verembe keriil. Az algoritmus futdsa (érvényes bemenet esetén) az
mb() hivasokat (és visszatéréseket) kiveti, és egy-egy ilyenre konstans mennyiségii munka jut, tehat az Gsszes
id6igény O(n).

II. Megadunk egy elvében hasonlé, de vermet nem hasznalé algoritmust is. Az egyszeriiség kedvéért elGszor
egy olyan modszert targyalunk, amely arra a specialis esetre miikédik, amikor a mélységi feszitSerds egyetlen
fabol all. A cstcsokat itt is a mélységi sorszam szerinti sorrendben vessziik sorra. Az éleket is a meglatogatasuk
sorrendjében vessziik fel. A mar elkésziilt fadarabot apa +> fit mutatékkal tartjuk karban.

Amikor egy a gyokérts] kiilonboz6 v cstcs sorra keriil, meg kell keresni az apjat. Legyen ez w. Legyen u a v
elstt kozvetleniil a faba felvett csics. Allitjuk, hogy a w csiics az u-nak és v-nek kozds 6se a faban. Tekintsiik
a bejarasnak azt a szakaszat, amikor a w gy6keri részfat jarjuk be. Ha w-nek az els6 meglatogatott fia éppen
a v, akkor az &llitas u = w-vel teljesiil. Ellenkezd esetben v el6tt w-nek valamelyik leszdrmazottjat latogattuk
meg: ez kell, hogy u legyen. Tehat w tényleg kozds Gse u-nak és v-nek, sziikségszertien a gyokérbél az u-ba
vezet$ aton u-hoz legkozelebb es6 kozos 6s. A v csiics apjat ez alapjan a v-cstcsbol a gyokér fele visszafelé
ballagva talalhatjuk meg. Ehhez sziikség van annak ellendrzésére, hogy egy ilyen w’ cstics Gse-e v-nek is. Ennek
feltétele a kovetkezs: egy olyan w', amely Gse u-nak akkor és csak akkor Gse v-nek, ha bszam([v] < bszam([w’],
azaz ha v meglatogatasa el6bb fejez6dik be, mint w’-é. Az allitas "csak akkor" része nyilvanval6. A forditott
iranya kovetkeztetéshez tudjuk, hogy w és Gsei ugyis 6sei v-nek, tehat csak azt az esetet kell vizsgalni, amikor w’
egy valodi leszarmazottja w-nek. Ekkor w’ és v két kiilonbozo részfajaban van w-nek. Az egyik részfa bejarasa
el6bb fejez6dik be, mint a mésiké megkezdsdik. Mivel u és w’ ugyanabban a részfiban van és u-t el6bb lattuk,
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5. Adattomorités

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bizonyitsuk be, hogy adott p; > ps > ... > p, eloszlashoz van olyan optimalis (Huffman-) k6d, amire teljesiil,
hogy

(a) pi > p; = az i-edik k6dsz6 legfeljebb olyan hosszii, mint a j-edik;

(b) az n-edik és n — 1-edik kédszavak hossza megegyezik; és

(c) az n-edik és n — 1-edik kodszavak csak az utolsé jegyiikben kiilénbdznek!

. Bizonyitsuk be, hogy ha adott p; > ps > ... > p, szdmok esetén a pi,pa,...,Pp—2,Pn—1 + Pp, eloszlashoz ismert

egy optimalis koédolas, akkor a p1,pa, ..., Pn—2,Pn—1, Pr eloszlashoz optimalis k6dolas készithets oly médon, hogy
az el6z6z egy 0-t, illetve egy 1-est illesztiink.

. Legyenek p; < ... < p, egy n = 2¥ > 4 elemi abécé elemeinek az eléfordulasi valészintiségei egy szovegben

(3 pi = 1). Tegyiik fel, hogy az 6sszes k hosszi 0-1 sorozatbél 4llé kodolas egy optimélis (Huffman) kodot ad.
Mekkora lehet p,, legnagyobb értéke?

. A p1 > pa > p3 > ps valoszintiség-eloszlashoz ketten készitettek Huffman-kédot. Egyikiik kédszavai: 0, 10, 110,

111; masikukéi: 00, 01, 10, 11. Tudva, hogy ps = 1/6, hatarozzuk meg p1, p2, ps és ps értékét. <

. Tegyiik fel, hogy egy szoveg az A, B,C, D, E bettikbsl all. A betiik el6fordulasi gyakorisagai tigy aranylanak

egymashoz, mint 2:3:4:5:6.

(a) Adjuk meg a bettik egy Huffman k6dolasat.

(b) Mutassuk meg, hogy a kédszavak hossza minden betd esetén egyértelmien meghatarozott (fiiggetlen a
vélasztott kédolastol). <

. Adjunk meg egy Huffman kédot a MISSISSIPPIT sz6 tarolasara. Mekkora a helymegtakaritas a bettk uniform

hossztisagt kédolasahoz képest?

. Hatarozzuk meg a BARBARANAK sz6 egy lehetséges Huffman-kédjat és Lempel-Ziv-Welch-kédjat. Az utéb-

binal tegye fel, hogy a sz6tar a kezdShelyzetben az A, A, B, K, N, R betiiket tartalmazza, és ezek kédjai rendre
1,2,3,4,5,6. &

. Adjunk meg egy olyan eloszlast, melyhez tartozé barmely optiméalis kddolasban van hosszabb sz6, mint amilyen

hosszt sz6 egy nem feltétleniil optimalis kddoldsban a maximimalis sz6hossz.

. Adott egy k pozitiv egész. Adjunk meg egy olyan eloszlast, melyhez tartoz6 optiméalis kédban minden kédszé

hossza nagyobb lesz k-nal.

A p1 <ps <...< p, eloszlasokhoz Huffman-kédot készitettiink. Mekkora lehet p; lehets legnagyobb értéke, ha
a kapott kodszavak a kovetkezok:

1,01,001, 0001, 00001,...,000- - - 01, valamint 000---00 ?

n—2 n—1

Két dobokockank van, mindegyiken 2 db egyes, 2 db kettes és 2 db harmas talalhaté. A két kockival egyszerre
dobunk és a dobott szimok Gsszegét binaris kéddal kédoljuk. Adjunk meg egy olyan binaris kédot, hogy sziz
dobas eredményének kédja varhat6an a lehetd legrévidebb legyen!

Legyen T egy olyan binaris fa, melyben minden nem-levél csiicsnak pontosan 2 fia van. Igaz-e, hogy van olyan
eloszlas, amelyhez tartoz6 Huffman-fa éppen 7'7

Az {z,y, 2} haromelemii 4bécé mellett futtatjuk a Lempel-Ziv—Welch algoritmust egy adott szdvegre. A t6-
morités egy pontjan bekeriil a szétarba az zy sz6 kédja. Amennyiben kés6bb szerepel a szévegben zy részszo,
biztos-e, hogy egyiitt fogjuk ket kodolni? ¢

A ¥ = {a,b} abécé feletti szovegeket Huffman és Lempel-Ziv-Welch maédszerrel is kodoljuk. A Lempel-Ziv
szotarban minden karaktersorozatnak 8 bites kédot adunk. Lesz-e igy a szovegek kozott olyan, amelynek a
Lempel-Ziv kodja révidebb lesz a Huffman-k6djanal? ¢

Egy S szbveg tomoritésére a Lempel-Ziv-Welch médszert alkalmaztuk. Azt tapasztaltuk, hogy a kédolas soran
hasznalt szétarban el6fordult 100 betiibsl 4116 sz6. Adjunk minél jobb als6 becslést az S sz6veg hosszara! ¢

Egy 1000 betibol 4116 széveget kddoltunk a Lempel-Ziv-Welch médszerrel. Legalabb hany k6dbél 41l az eredmény,
ha a sz6tar méretére nincs korlat? <

Legfeljebb milyen hosszi lehet egy n-elemii 4bécé feletti sz6, amit a Lempel-Ziv—Welch algoritmus nem t6morit
(toméritésen itt az értendd, hogy az algoritmus egynél hosszabb betiisorozatot helyettesit a koédjaval)? ¢



6. Hashelés

1.

Egy 1 000 000 rekordbél 4116 adatélloményt méagneslemezen (vodros modszerrel) hashelt szervezésben szeretnénk
tarolni. A rekordok hossza 200 byte. Egy mutat6 helyigénye 5 byte. Tegyiik fel, hogy a lapméret 2000 byte.
Adjunk becslést a sziikséges lapok (blokkok) szamara azzal a feltevéssel, hogy a védor-katalogust is a lemezen
kell tarolni.

. Egy u elmd halmaz elemeit egy v méreti vodorkatalogus segitségével tartjuk hashelt dllomanyban. Igazoljuk,

hogy akarmilyen j6 hash-fiiggvény alkalmazésa esetén is a keresés Q(u/v) id6t igényel.

. Mutassuk meg, hogy (nyitott cimzéses hashelés, lin. probalkozas esetén) mar két kulcshoz tartozé hash-

fiigvényérték megegyezése is okozhat "tetszélegesen" nagy méretti csomésodast.

. Mi a baja az f(K) = K? (mod 7) hash-fiiggvénynek, ahol 7 a tablaméret? ¢
. A hash-fiiggvény legyen f(K) = K, a tablaméret M =7, é&s 1 < K < 20. Helyezziik el a tablaban a 3, 4, 7, 11,

14, 17, 20 kulcsokat ebben a sorrendben
(a)linearis

(b)kvadratikus maradék

probalast hasznélva az iitkozések feloldasara.

. Nyitott cimzéssel hasheltiink egy 11 elemii tablaba a h(k) = k (mod 11) hash-fiiggvény segitségével. A kovetkezs

kulcsok érkeztek (a megadott sorrenben): 10, 22, 31, 4, 15, 28, 17, 88, 59. Adjuk meg a tabla végs6 allapotat a
kovetkez6 két probamodszerre:

(a) linearis probalas;

(b) kvadratikus maradék préba! ¢

. A T[0: M] tablaban 2n elemet helyeztiink el az els6 3n helyen (3n < M) egy ismeretlen hash-fiiggvény segitsé-

gével. A tablaban minden 3i indexi hely iiresen maradt (0 < ¢ < n). Legfeljebb hany iitkézés lehetett, ha az
iitkozések feloldasara

a) linearis prébalast

b) kvadratikus maradék probalast hasznaltunk? ¢

. A T[0: M — 1] tablaban rekordokat tarolunk nyitott cimzésti hashelt szervezéssel. Az iitkozések feloldasara

lineéris probalast alkalmazunk. Tehat ha a h(K) sorszami cella foglalt, akkor a K kulcsti rekordot a h(K) —
—1,h(K) — 2,... sorszami cellak koziil az els6 iiresbe tessziik. Tegyiik fel, hogy a tabla hasznalata sordn egy
hibas torlés tortént: egy cellabol kit6roltiink egy rekordot a térlés-bit beéllitasa nélkiil.

(a) Igaz-e, hogy a hibas torlés helye mindig megtalalhat6?

(b) Adjunk hatékony (linearis id6igényti) algoritmust a tdbla megjavitasara. (Modositsuk Ggy a tablat, hogy
megsziinjenek a hibas torlés negativ kovetkezményei.) <

. Nyitott cimzéssel, linedris prébalas médszerével akarjuk az K; < Ks < ... < K, kulcsa elemeket egy tombbe

hash-elni a beszurasi algoritmus kovetkez6 moédositasaval: Ha egy K kulcsa elem beszlrasinak megkisérlésekor
a K-nal nagyobb K’ kulcst elem foglalja el a cellat, akkor a K kulcsa elemiinket behelyezziik ebbe a celldba,
és a beillesztést K helyett a K’ kulcst elemmel folytatjuk a kovetkezs cellanal (és ha ott a K’-nél nagyobb K"
kulcst elemet talaljuk, akkor az el6bbihez hasonléan jarunk el...). Bizonyitsuk be, hogy az n elem beillesztése
utan kapott tomb fiiggetlen az elemek beszarasi sorrendjétsl!

7. Grafalgoritmusok

1.

2.

Mikodik-e Dijkstra algoritmusa

(a) irdnyitatlan grafokra?

(b) olyan gréfra, melyben lehet negativ stlya €17

(c) egy olyan gréafra, amelyrél annyit tudunk, hogy nincs benne negativ 6sszstlyt irdnyitott kér? ¢

Adjuk meg az 6sszes olyan minimalis élszami iranyitott grafot (élsalyokkal egyiitt), amely(ek)re az alabbi tab-
lazat a Dijkstra—algoritmusban szereplé D[ | témb valtozasait mutathatja. Adja meg a legrovidebb utakat
tartalmazé P[ | t6mb allapotait is.

[Loa [z [ vs [va [05 [ws ]

0 |2 |6 |o0o|o00|T7
0 (2 |5 |9 |o0|6
0|2 |56 |9 |6
0|2 |5 |6 |8 |6
0|2 |5 |6 |7 |6
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7. Grafalgoritmusok

1.

11.

14.

16.

17.
19.

(a) Az éleket mindkétfelé iranyitottnak véve igen.
(b) Nem.
(c) Nem.

. A minimdlis élszama grafokban csak azok az élek szerepelnek, amelyek mentén valamelyik lépésben javitas

toértént. A harmadik lépésben valasztési lehetdségiink van, vy illetve vg koziil melyik cstcsot tegyiik a KESZ
halmazba, két minimalis graf lesz. A szomszédsagi matrixok élstlyokkal és a P

0 2 6 x = 7 ||U1|'U2|U3|'U4|'U5|UG||
* 0 3 7 % 4 v | v v v | v |0
* % 0 1 4 « pollv v V2 |V |01 |V
* x x 0 2 x ’ v1 | v |va | U3 | U3 | V2
¥ x % x 0 x v | U1 | vz | v | va | g
* x % x 1 0 v | v1 | v2 | v3 | vs | 02
002 6 % = 7 [v1 [va [ ws [vaws[we]
* 03 7 x4 L W O O I T Y
*ox 001 4 p:llvi|v1|v2|va|v1| Vs
* x % 0 1 x M1 w1 | va | v3 | v | va
* % % % 0 v | v1 | vz | v | ve | 02
* % * * 2 0 v | v1 | v2 | U3 | va | 02

. A Dijkstra-algoritmus kupacot nem hasznalé valtozatanak elsé 100 menetét hajtsuk végre! Ekkor a KESZ hal-

mazba "a" 100 legkdzelebbi cstics keriil. A modszer fontosabb Gsszetevinek a koltsége: kezedti tablazatkitoltés:
O(n), 100 minimumkeresés: 1000(n) = O(n), a tablazat médositasa 100-szor: 1000(n) = O(n). Az dsszkoltség
tehat O(n). (Ez kisebb, mint az input mérete: nem kell az egész éllistat végigolvasni.) Ha a 2-kupacos valtozatot
hasznaljuk, rosszabbul jarunk, mert az O(n) kulcsmédositas 6sszkoltsége O(nlogn) lesz. Meggondolhaté, hogy
d = [y/n]-nel d-kupacot hasznalva szintén O(n) Gsszkéltségi algoritmust kapunk.

. Legyen G a kovetkezd irdnyitott graf: G cstcsai legyenek a pixelek, G élei pedig menjenek a szomszédos pixelek

kdzdtt jobbra, illetve lefele. G nyilvin egy DAG, aminek n? csficsa van és minden csiics befoka legfeljebb
2. Az éleknek stlyokat is feleltessiink meg: egy fiigg6leges élnek a t6le jobbra es6 fekete, egy vizszintesnek
pedig az alatta levs fehér pixelek szamat. Vilagos, hogy G éllistas abrazolasa O(n?) id6ben elkészithets. Az
élstlyok is megkaphaték O(n?) id6ben a fiiggsleges élekre soronként jobbrél balra haladva, a vizszintesekre pedig
oszloponként lentrdl folfele. Ebben a DAG-ban kell legrévidebb utat talalni a bal fels6bél a jobb alsé sarokba.
Ez linearis, azaz esetiinkben O(n?) id6ben megtehets.

. A legrévidebb utak megtalalasara alkalmazhatjuk a Bellman-Ford mo6dszert. Vegyiik azonban észre, hogy most

elegend6 a tavolsagokat tartalmazé T'[i, j] értékeket az 1 < i < 25 esetekben meghatarozni (25-nél t6bb élb6l
4116 egyszert Gt Ggysincs a grafban). Ez pedig 250(n?) = O(n?) 1épés lesz.

(a) Az axiémarendszerbdl levezethets z = z; implikaci6k.
(b) Egy er6s komponensbe az ekvivalens valtozok keriilnek: zj és z; pontosab akkor egy komponensbe esik egy
komponensbe, ha z; < z; levezethets az axiémarendszerbdl.

A bejaras nyilvan z-bél indul. A méasodikként meglatogatott y csiics befejezési szama kisebb, mint z-é, tehat
y fia z-nek. Hasonl6an, a harmadikkét latott u cstics fia y-nak, v pedig fia u-nak. Ez ut6bbi csiics levél, mert
nincs néla kisebb befejezési szam. Hasonl6an, az 6t6dik w cstcs is levél. Ez pedig fia u-nak, mert meglatogatasa
késébb kezd6dott, ugyanakkor eggyel elbb fejez6dott be. Az utolsé z cstics viszont nem lehet leszdrmazottja
y-nak, mert befejezési szdma nagyobb. Viszont leszdrmazottja z-nek. Ez csak gy lehet, hogy fia z-nek. A fa
élei tehat: (z,y), (y,u), (u,v), (u,w), (z,2). Mivel példaul a (v,z) visszaél léte vagy nemléte nem befolyasolja a
bejarést, a graf nem rekonstrualhat6.

Ha egy cstics foka legalabb 2, akkor az onnan inditott szélességi bejaras csak gy adhat csillagot, ha a csics
minden egyes tovabbi ponttal 6ssze van kétve. Nyilvan van legalabb egy ilyen pont. Ha csak egy van, akkor a
grafunk csillag. Ha pedig van legalabb ketts, akkor minden csiics foka legalabb 2, és igy a graf teljes.

Mindketts linearis ideji megoldast ad.

Huzzuk szét a 2 silya éleket 2 éllé (egy-egy Gj pont felvételével), a 3 stilytiakat pedig 3 éllé. Az igy kapott
G' = (V', E') grafra teljesiil, hogy |V'| < [V| + 2|E| és |E'| < 3|E|. A G-beli legrévidebb utak helyett elegendd
G'-ben legkevesebb élbél 4116 utakat keresni. Ez pedig a v-bél indulé szélességi bejarassal megtehets. Lépésszam
=O([V'|+|E']) =O0(n+e).
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15. Legyen s egy szazbetiis sz6 a sz6tarb6l. Minden 1 < k < 100-ra jeloljiik si-val az s sz els6 k betiibdl 4llo
kezdGszeletét és Si-val az S szoveg azon kezd6szeletét, aminek beolvasasokor a szétarba bekeriil az sy sz6. A
kezdGeseteket tekintve latjuk, hogy [S1| = 0 és |Sa| > 2. A k > 2 esetre az |Si| > |Sk—1| + (k — 1) becslést
alkalmazhatjuk. Ez onnan kévetkezik, hogy Si-nak a legutébb szétarba irt sz6 utolsé betiijétdl kezd6d6 végszelete
éppen s, valamint, hogy sx_1-nek benn kell lenni a szétarban, amikor sj épitése elkezd6dik. Innen |S| > |S2|+
+ Zi‘g(k -1)=1+ Z?zl l=1+99-100/2 = 4451. A gondolatmenetb6l az is l1athat6, hogy ez az alsé korlat
pontosan akkor érhetd el, ha S csupa egyforma betib8l 4116 széveg.

16. A legel6szor kiirt kod egy 1 hossza részsorozatot kodol. Mivel egy sz6 szétarba keriilésekor a prefixei mar a
szotarban vannak, a masodikként kiirt kod egy legf6ljebb 2 hosszu részsorozatot kodol. Hasonlban, a k-adik kod
egy legfoljebb k hosszti sz6t kodolhat. Osszesen tehat k koddal legfsljebb 14+ 2+ ... 4+ k = k(k + 1)/2 hossz
szoveget lehet kodolni. Ez a korlat a csupa azonos betiib6l allé k(k + 1)/2 hosszi széval el is érhets: | < k-ra
a szoveg [(l + 1)/2-edik betiijéig tart6 [ hosszi részsorozata helyett éppen az [ hosszi sz6 kédjat irjuk ki. Ha a
csupa egyforma betiis szdveg hossza (k — 1)k/2 és k(k + 1)/2 kozé esik, az utolsénak kiirt kod értelemszeriien
egy révidebb sz6 kédja. Mivel 44 - 45/2 < 1000 < 45 - 46/2, egy 1000 hosszt szoveg kodolasahoz legalabb 45 kod
kell, és van olyan 1000 hosszi szoveg, amihez ez elegendd is.

17. Ha egy betiisorozatot t6morit az algortimus, akkor mar az Gsszes prefixe a sz6tarban van. Tehat azt kell vizsgélni,
mikor nincsen 2 hosszt témoritett sorozat. Ehhez az kell, hogy a szovegben (pontosabban a szotar beteléséig
el6fordulé részében) ne ismétlddjék 2 hosszii sz6. Ugyanis amig nincs ismétl6dés az 6sszes el6fordul6 ketts hosszi
sz6 bekeriil a szotarba, és az els6 ismétlédéskor a kod ki is irodik. (Ismétldésnek szamit az "aaa"-ban az "aa"
kétszeri el6fordulasa is.) Mivel egy k hosszti szénak (k > 1 esetén) k — 1 darab 2 hosszi részsorozata van,
valamint a lehetséges betiiparok szama n?, a szdveg maximalis hossza legfeljebb n? + 1. Indukciéval belatjuk,
hogy létezik is ilyen hosszti ismétl6désmentes szoveg, ami az els bettivel kétszeri ismétlgdésével kezdédik és az
elsg bettivel is végz6dik. n = 1-re a konstrukci6 nyilvanvalé: 11. Tegyiik fel, hogy s egy megfelels (n — 1) + 1
hosszt, az 1,...,n — 1 betiikbél 4ll6 széveg. Legyen s’ = snn(n — 1)n(n — 2)...n2nl. Kénnyen ellenérizhets,
hogy s’ hossza (n —1)2 + 1+ 2n — 1 =n? + 1 & s'-ben sem ismétlédnek a 2 hosszti szavak. Tehat a maximalis
hossz n? + 1, feltéve, hogy a szétar elég nagy ahhoz, hogy elférjen benne az 6sszes bettipar. Ha nem, akkor az
el6bb vazolt konstrukci6 elejérsl az 1-et tordlve és a végére akarhanyszor odafiizve tetszéleges hosszi tomoritetlen
szoveget kapunk.

6. Hashelés

4. Az, hogy csak négy értéket vesz fel az Gsszes lehetséges 7 koziil.

6. (a) 22, iires, 59, 15, 4, 17, 28, iires, 88, 31, 10.
(b) 22, 88, ires, 59, 4, 15, 28, 17, iires, 31, 10.

7. a) Olyan elemek (kulcsok), amelyek kézétt a tablaban iires hely ll, nem iitkézhettek, azaz legfeljebb az egymas-
melleti pArok masodiknak érkezett eleme iitk6zhetett az elsével, szdmuk max n.
b) A kvadratikus prébanal a prébasorozat igy indul: 0,1,-1, azaz 3 egymas melletti helyet néz meg. Mivel a
tablaban minden 3. hely iires, egy elem csak egyszer iitkozhetett, igy megint legfeljebb n iitkozés lehetett.

Ha a hash-fiiggvény a 2k — 1-edik és a 2k-adik elemhez (k = 1,...,n) egyarant a 3k + 2 szamot rendeli, a linearis
probanal tényleg létre is j6n n darab {itkézés. Hasonl6 a helyzet a kvadratikus maradék probanal, csak ott a
3k + 1 értéket kell venni.

8. (a) Nem. Péld4ul ha a rekordot kézvetleniil a beszirasa utan toriiltiik, olyan eredmény kapunk, mintha sem a
besziras, sem a torlés nem tortént volna meg.
(b) Baj akkor van, ha létezik olyan K kulcs, ami benn van a tablaban, de h(K) és K tényleges helye kozott
(ciklikusan értelmezve) kitoréltiink egy cellat. Elgszor keressitk meg a tablaban az els6 elemt6] kezdve az els6
iires helyet. Ezutan, az els6 elemtdl kezdve jarjuk be a tablat "visszafele" haladva. Minden egyes lépésben
csinaljuk a kévetkez6t: ha a cella iires, jegyezziik f6l, hogy 6 az utoljara latott iires hely. Ha nem, és a K kulcs
helyezkedik el benne, szamoljuk ki h(K)-t és hasonlitsuk dssze az utoljara latott iires hellyel. Ha az iires hely
h(K) és K tényleges helye kozott van (ciklikus értelemben), megtalaltuk a hibas torlés helyét, és az els6 olyan
K kulcsot, amely "rossz" helyen van. Ez eddig nyilvan linearis id6t vesz igénybe. Ezutdn K-t mozgassuk at
az iires helyre, az 4] iires hely szerepét vegye at K eredeti helye. Ha (visszafele) a kovetkez6 cella iires, készen
vagyunk. Ha nem, vizsgéljuk meg a benne levé K' kulcsot, hogy a mostani iires hely h(K’) és K’ helye kozott
van. Ha igen, megint mozgassuk 4t K'-t, ha nem, lépjiink a megel6z6 cellara. Ezt az eljarast ismételjiik az els
iires cella feltalalasaig vagy "korbeérésig" (az elsé 4tmozgatas helyére). Ez a menet is linearis idejd, hiszen a
tablat most is legfeljebb egyszer jarjuk "korbe".
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.
17.

¢

. Javasoljunk egy O(|V|?) koltségii algoritmust a kovetkez§ problémara: Adott a G = (V, E) iranyitott graf pozitiv

élstalyokkal és egy s € V cstics. Meghatarozand6 a legrovidebb s-bél v-be vezetd utak szdma az Gsszes v € V/
csticsra.

. Adott egy G egyszer( iranyitott graf éllistaval, nemnegativ élsialyokkal. Legyen v egy tetszdleges csiicsa G-nek.

Adjunk minél hatékonyabb médszert a vi-hez legkozelebbi 100 cstics megtalalasaral ¢

. Legyen adott egy n x n pixelbdl 4116 fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal felsé sarokt6l a jobb alsé sarokig

egy jobbra-lefele halad6 hatarvonalat hazni agy, hogy a vonaltél jobbra-felfele es6 fekete, valamint a vonalt6l
balra-lefele esd fehér pixelek szdménak az Gsszege a lehets legkisebb legyen. Oldjuk meg ezt a feladatot O(n?)
idében! <

. Legyen G = (V, E) adjacencia-méatrixszal adott n-pontd, stlyozott éld irdnyitott graf. Tegyiik fel, hogy G nem

tartalmaz negativ Gsszhossztisigi irdnyitott kort, tovibba azt, hogy a G-beli egyszeri iranyitott utak legfeljebb
25 élbél allnak. Javasoljunk O(n?) uniform kéltségti médszert az 1 € V pontbél az &sszes tovabbi v € V pontokba
vive legrévidebb utak hosszdnak a meghatarozasara. ¢

. Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V, E) iranyitott graf felbonthat6é két DAG-ra; pontosabban az élhalmazanak

van olyan Ei, Es partici6ja (E = E; U Es és E1 N Ey = (), hogy a G1 = (V, Eq) és a Go = (V, E») grafok
DAG-ok!

. Legyen G egy DAG (iranyitott kort nem tartalmazé irdnyitott graf). Javasoljunk minél hatékonyabb moédszert

egy G-beli leghosszabb 1t keresésére. Elemezziik a médszer idSigényét!

. Egy iranyitott grafban a cstcsoknak harom diszjunkt részhalmaza van kijelslve: A, B és C. Adjunk olyan

algoritmust, ami eldénti, hogy van-e a grafban olyan irdnyitott séta ami A-baél indul, atmegy legalabb egy B-beli
ponton és C-ben végz6dik. (A séta nem egyszerd utat jelent, azaz lehetnek benne korok.)

Egy G = (V, E) iranyitott graf egy tranzitiv redukdltja egy olyan G; = (V, E;) iranyitott graf, amelyre E; a
lehet6 legkevesebb élt tartalmazza gy, hogy G és G, tranzitiv lezartja ugyanaz legyen.

(1) Bizonyitsuk be, hogy ha a G graf DAG, akkor a tranzitiv redukéltja egyértelmii!

(2) Milyen grafok lehetnek egy erésen Osszefiiggs graf tranzitiv redukaltjai?

(3) Adjunk hatékony algoritmust egy graf egy tranzitiv redukaltjinak el6allitasaral

. Legyenek z1,...,z, Boole-viltozok. Legyen adott

"Ha x; igaz, akkor x; is igaz."
tipusa allitasok egy rendszere ("axiémarendszer"). Készitsiik el azt az irdnyitott grafot, melynek a csiicsai
Ty,...,Zn, éleit pedig gy kapjuk, hogy minden egyes z; = z; "axiéméanak" megfelelen behtizzuk az z; — x;
élt.
(a) Hogyan értelmezhetdk a graf tranzitiv lezartjanak az élei?
(b) Hogyan értelmezhet6k a graf erés (erésen osszefiiggs) komponensei? ¢

Legyen most olyan rendszeriink, amiben a

"Ha z; igaz, akkor x; hamis.", "Ha x; hamis, akkor x; igaz.", valamint "Ha x; hamis, akkor x; is hamis.”

tipust "axi6émak" is meg vannak engedve. Hogyan lehet graf segitségével megfogalmazni azt, hogy a rendszeriink
tartalmaz -e onellentmondést?

Legyen adva egy (@ Va)A (@1 VE)A(@aVT)A(. VL )A-- tipusi Boole-kifejezésiink: kéttagt
"vagy"-kifejezések "és"-ébdl all; egy "vagy" kifejezés egy tagja egy valtozo6 (x;), vagy egy valtoz6 negaltja (z;)
lehet. Adjunk hatékony algoritmust annak eld6ntésére, hogy a formula kielégithet6-e (van -e a valtozoknak olyan
"igaz—hamis" behelyettesitése, hogy a kifejezés értéke "igaz").

A 6 ponta G graf cstcsait jelolje z,y, z,u,v,w. A graf egy mélységi bejarasanal a mélységi, ill. a befejezési
szamok a kovetkez6k: z: 1,6; y: 2,4; 2: 6,5; u: 3,3; v: 4,1; w: 5,2. Adjuk meg a bejarashoz tartozé mélységi
feszit6fa éleit. Rekonstrualhaté-e G az el6z6 szamok ismeretében? ¢

Tegyiik fel, hogy G egy 6sszefiiggs irdnyitatlan graf, melynek minden mélységi feszit6faja egy egyszert iranyitott
at.

(a)Igazoljuk, hogy nincs G-nek artikulaciés pontja (olyan csticsa, melyet az Osszes bel6le indul6 éllel egyiitt
elhagyva G-bdl, a kapott graf mar nem lesz Gsszefiiggs)!

(b)Mutassuk meg, hogy G nem sziikségképpen teljes graf!

Egy graf minden szélességi feszit6faja (iranyitatlan grafként nézve) csillag. Mit mondhatunk a grafrél? ¢

A szélességi ill. mélységi bejaras koziil melyik alkalmazhat6 egy graf Gsszefiiggé komponenseinek meghataroza-
sara?

11



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Legyen G egy éllistaval adott iranyitatlan graf. Adjunk hatékony algoritmust minimalis hosszisagt (élszami)
G-beli kor keresésére!

Ellistaval adott a stlyozott éli G = (V, E) graf. Tegyiik fel, hogy az élek stlyai az 1,2,3 szamok kéziil valok.
Javasoljunk O(n + e) uniform koltségt algoritmust az s € V pontb6l az dsszes tovabbi v € V pontokba vivé
legrovidebb utak hosszanak a meghatarozasara. (Itt n a G graf csticsainak, e pedig az éleinek a szama.) ¢

Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott irdnyitatlan grafban vagy talal egy kort, vagy igazolja a graf
kormentességét O(|V|) id6ben (fiiggetleniil att6l, hogy |E| akar sokkal nagyobb is lehet, mint [V|)! ¢

Adott (éllistaval) egy G iranyitatlan graf, melynek bizonyos élei z6ld szintiek. Adjunk hatékony algoritmust
olyan G-beli feszit6fa keresésére, melyben pontosan 2 zold él szerepel! Elemezziik a médszer koltségét! ¢

Adott éllistaval egy Osszefiiggd, egyszert, irdnyitatlan, n pontd, e élszama graf. Javasoljunk O(n + €) ideji algo-
ritmust egy olyan cstics keresésére, amely a t6bbi pont barmelyikébdl elérhets egy legfeljebb n/2 élet tartalmaz6
taton. ¢

Adott éllistaval egy n ponta, e éli G Osszefiiggs iranyitatlan graf. Adjunk O(e) uniform koltségd algoritmust
olyan X C V/(QG) kozponti ponthalmaz keresésére, melyre |X| < n/2 teljesiill Az X C V(G) egy kézponti
ponthalmaz, ha G minden pontja vagy X-beli, vagy egyetlen éllel elérhets valamelyik X-beli pontbol. ¢

Hany éle lehet maximalisan egy olyan iranyitatlan grafnak, melynek van olyan mélységi bejarasa, hogy a kapott
meélységi feszits erds egy 2™ — 1 szogponti teljes binéris fa?

Egy n pontt egyszert, irAnyitott graf egy mélységi bejarasa soran feljegyeztiik az egyes csticsok mélységi, illetve
befejezési szamat. Sajnos — a csicsokon és szdmaikon kiviil - minden egyéb adatunk elveszett, a graf élei sincsenek
meg. Adjunk O(n) idejii algoritmust a mélységi feszitGerds éllistajanak visszaallitasara! ¢

Legyen G egy k éli 6sszefiiggs iranyitatlan graf. Adjunk linearis idejd algoritmust, amely megcimkézi G éleit az
1,..., k szamokkal 4gy, hogy minden szdmot pontosan egyszer hasznaljunk fel, tovibb4a minden egynél nagyobb
fokszam1 pontra teljesiiljon, hogy a ra illeszkedd élek cimkeéinek a legnagyobb kozos osztéja 1. ¢

G iranyitatlan graf a kovetkez éllistaval (zaréjelben a koltségek, az élek mindkét végpontjukbol fel vannak
sorolva):

aib(2),(3); bia(2),d(2); c:a(3),d(1); dib(2).c(1),e(2)£4); exd(2)(1),g(2); £d(4),e(1).6(2):h(1)5 gee(2).£2),h(3);
hef(1),8(3);

Keressiink G-ben

(a) Prim algoritmusaval minimalis kéltségii feszit6fat!

(b) Kruskal algoritmusaval minimalis koltségti feszitofat!

(c) a-bol kiindulé mélységi feszit6fat!

(d) a-bol kiindulé szélességi feszit6fat!

(e) Hatarozzuk meg G artikulaciés pontjait!

Legyen adva egy (egyszerd, irdnyitatlan, 6szefiiggs) n ponta G graf éllistaval, az élek siilyozasaval egyiitt. Tegyiik
fel, hogy a G-bél a v, csics, valamint a v, -re illeszkedd élek elhagyasaval keletkezs G’ graf még mindig Osszefiiggs,
és adott G' egy minimalis koltségii feszit6faja. Adjunk minél hatékonyabb algoritmust a G graf egy minimalis
koltségii feszit6fajanak az elkészitésére! (Teljes értékd megoldas: O(nlogn) idejd algoritmus.) ¢

Legyen G(L,U; E) a kivetkezd paros graf:
L=1{1,2,3,4,5}, U ={6,7,8,9,10,}; az éllista L-bl:
1:6,7,8; 2:6,9,10; 3:6,7; 4:8,9,10; 5:6;

Keressiink G-ben max. parositast a magyar modszerrel!

Legyen adott éllistaval a kétrészes G = (L, U; E) graf, aminek 2n pontja van agy, hogy |L| = |U| = n; éleinek
a szama pedig e. Adjunk egy O(ne) uniform koltségli algoritmust azon élek meghatarozasara, amelyek benne
vannak egy maximalis parositdsban! Méas széval, 6sszesen O(ne) id6ben minden éIrél déntsiik el, hogy szerepel-e
maximalis parositasban! ¢

Egy 20 szobéas iroda szamit6gépeit halézatba szeretnénk kotni. Az iroda szobai egy 2 méter széles folyoso két
oldalan helyezkednek el; mindegyik szoba 3 méter széles (a folyosoval pArhuzamos szélességrél van sz6). A folyos6
egy lépcs6hazbol nyilik. Mindegyik szobaban egy szamitogép van, éspedig a folyoso felsli falnak a lépcséhaz fel6li
sarkaban. Oldjuk meg a lehets legrévidebb Gsszhosszt vezetékkel, hogy barmely szamit6géprsl barmely masik
(esetleg kozvetve) elérhetS legyen a halozaton. (Béarmely két szamitogép kozott vezethetiink egyenesvonald
vezetéket a padloban. Nem sziikséges, hogy egy Osszekdttetés a falakkal pArhuzamos legyen.)

A szoftverpiacon n féle grafikus formatum kozétti oda-vissza konverzioéra hasznéalatos programok kaphatok: az

i-edik és a j-edik kozott oda-vissza fordité program éara ayj, futasi ideje pedig t;; (ha létezik).
(a) Javasoljunk modszert annak megtervezésére, hogy minden egyes formatumrél a sajat grafikus terminalunk
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15.

17.

19.

22.

23.

24.

26.

a feltevésnek. Hasonléan, a ky < k; eset sem fordulhat el6. Tehat a két részfa egyforma teljes binaris fa, ami
éppen azt jelenti, hogy az eredeti fank is teljes.

A kupac-tulajdonsag miatt a gySkérben az a P pont van, amelynek a legkisebb a mésodik koordinatdja. A
keres6fa-tulajdonsag miatt a bal részfaban azok a pontok vannak, amelyeknek az els6 koordinataja kisebb P-
énél, a jobb részfaban pedig azok, amelyek els§ koordinataja nagyobb P-énél. Ez alapjan az allitas indukci6val
egyszeriien adéodik.

A négyzetracs minden egyes pontjihoz 12 "kozeli" (2-nél nem messzeb levd) tovabbi racspont van. Minden
egyes P; pontra szeretnénk O(logn) id6ben eldénteni, hogy a 12 P;-hez kozeli racspont valamelyike szerepel-e a
Pi,..., P, kézétt. Ez meg is tehetd, ha a pontokbdl el6zetesen O(n logn) koltséggel (példaul a koordinataparok
lexikografikus rendezése alapjan) O(logn) szintG keres6fat (pl. AVL-fat vagy 2-3 fat) épitiink.

A fa élei: (3,2),(3,6),(2,1),(6,4),(6,7),(4,5). A 2 beillesztésekor egyszeres, a 6 beillesztésekor pedig dupla
forgatas torténik.

A fa csticsainak inorder sorszdma hatarozza meg, mely szamok mely csiicsokban helyezkednek el. A fa csticsaiban
levs kulcsok tehat bejarassal linearis id6ben meghatarozhatok. Ezutan a szélességi bejaras szerinti sorrendben
szarjuk be a kulcsokat (iires fabol kiindulva). Ez is linearis id6be telik. Mivel a szélességi bejaras szintenként
torténik, az AVL-tulajdonsag teljesiilni fog a kapott sorozatra minden egyes beillesztési lépésben.

Ha egyaltalan forgattunk, akkor a forgatast a beillesztett elem keresési tja mentén legmélyebben levs azon z
cstics "koriil" hajtottuk végre, ahol a keres6fa-tulajdonsag megsériilt a beillesztés soran. Ez csak Ggy torténhetett,
hogy az eredeti faban z egyik részfaja eggyel magasabb volt, mint a masik, és a besziras utan még eggyel
magasabb lett. Megfigyelhetjiik, hogy a megfelels forgatas (akar dupla, akar szimpla) a két részfa magassagat
egyenl6vé teszi, nevezetesen akkorava, amekkora a magasabb részfa eredetileg volt. Ezért az 4j fa magassaga
megyegyezik az eredetiével. Tehat semmilyen forgatast nem alkalmaztunk.

A kovetkez6 iterativ médszerrel jaruk el. Minden egyes lépésben, ha a fa még nem egy jobbra mend ut, akkor a
jobb szélén haladé Gt valamelyik pontjanak van bal fia. Vélasszunk ki egy ilyen csticsot, és forgassunk "koriilotte"
jobbra. Vegyiik észre, hogy a forgatast6l a jobb szélen mend Gt hossza eggyel megné. Ezért az eljaras n — [
forgatas utan véget ér, ahol /[ a eredeti jobb széls6 at pontjainak a szama.

A fa élei: (3,2),(3,6),(2,1),(6,4),(6,7),(4,5). A 2 beillesztésekor egyszeres, a 6 beillesztésekor pedig dupla
forgatas torténik.

5. Adattomorités

4.

13.
14.

Felrajzoljuk a k6doknak megfelel6 Huffman-fakat. A Huffman-fa felépitési szabalyat alkalmazzuk az els6 fara.
Tobbek kozott azt kapjuk, hogy a pi,p2,p3 + ps mennyiségek korében ps és ps + ps két legkisebb. Kovetke-
zésképpen p3 + ps < p1. A maésik fara alkalmazva a szabalyt azt nyerjiik, hogy p; és p» is két legkisebb, tehat
p1 < p3 + pa. A két egyentlStenséget dsszvetve azt nyerjiik, hogy p1 = ps + ps. Tudjuk, hogy ps < ps = 1/6.
Tegyiik fel, hogy ps < 1/6. Ekkor p; = p3 + ps < 1/3. Tovabba (p» < p; miatt) p» < 1/3 is igaz. Ekkor viszont
p1+p2+ps+ps<1/3+1/3+1/6+41/6 =1, ami ellentmond annak, hogy a val6sziniiségek Gsszege 1 kell hogy
legyen. Tehét ps = 1/6 és ebb6l p = pa = 1/3 adédik.

(a) Feltehet6, hogy a gyakorisagok 2,3,4,5,6. Alkalmazzuk a Huffman-algoritmust!
(b) A Huffman-algoritmussal kétféle fat kaphatunk. Mindkett6re igaz, hogy a harom gyakori betd kodja 2 bitbél
all, a maradék kett6é pedig 3-bol.

. A betiik egy lehetséges Huffman-kédja: A — 11, A — 100, B - 01, K — 001, N — 000, R — 101

a sz6é ezek szerint: 0111101011110110000011001

Az LZW szétar: A —-1, A -2,B-3, K -4, N-5R-6,BA -7, AR -8 RB - 9, BAR - 10, RA - 11, AN -
12, NA - 13, AK - 14

a sz6 kodja: 316762514

Nem. Pl legyen a sz6 yzyzy. Ekkor a szétar: z — 1,y - 2, 2 - 3, yz — 4, zy — 5, yzy — 6, a kéd: 2142

A Huffman-ko6d esetén mindkét karakter 1-1 bittel lesz elkodolva, egy n betis széveg kodja is n hosszi.

Vegyiink egy j6 hosszt csupa a-bél 4ll6 sz6t, a®. Ha n = k(k + 1)/2, akkor a szétarba az a?, a®, a* szavak
keriilnek be, a kodsz6 c(a) c(a?) ... c(a*) lesz. Hogy mindez (és a meg b is) beférjen a szétarba sziikséges, hogy
k+1 < 28 teljesiiljon. A kédsz6 hossza 8k bit, ez kisebb mint n, ha 8 < (k+1)/2, azaz k > 15, n > 8-17 = 136.
(Ha kihasznaljuk a szétarméret nydjtotta lehetGségeket, azaz k = 28 — 1 = 255, akkor n = 255- 27 lehet, a LZW
ko6dszo6 hossza pedig csak 8k = 255 - 8, tizenhatodrésze a Huffman-k6dénak.)
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48.

49.
53.

osszehasonlitast kell megtenni. Osszesen [1.5n] — 2 6sszehasonlitast végeztiink.

(b) Tegyiik fel, hogy van s Osszehasonlitast hasznalé algoritmusunk a két elem megkeresésére. Az ellenség-
modszert fogjuk hasznalni. Jelolje K ({) illetve N(I) azon elemek halmazat, amelyek az algoritmus l-edik Gssze-
hasonlit6 lépése utdn semely méas elemnél nem bizonyultak még nagyobbnak illetve semely mas elemnél nem
bizonyultak még kisebbnek. Az ellenség stratégidjara csak az a megkotés van, hogy ha egy K (I)-beli elemet egy
N (1) belivel kell sszehasonlitani, akkor a K ()-beli legyen a kisebb. Legyen M () = K(I) N N(I). Kezdetben
|K(0)] = |N(0)| = [M(0)| = n, és végiil |[K(s)| = [N(s)] = 1. Vizsgaljuk meg, mit tud viltoztatni az [ + 1-edik
dsszehasonlitas a |[K (1) + |N(1)| mennyiségen! Ha két M ({)-belit hasonlitunk &ssze, akkor |K (I + 1)| + |[N(l +
+1)| = [K(I)] + IN(l)| — 2. Minden maés esetben a K () illetve N(I) halmaznak legfeljebb az egyike cstkken,
azaz |[K(l+1)|+|N(+1)| > |K(l)| + |N(l)| — 1. Legyen t azon 8sszehasonlit4sok szama, amikor |K ({)| + |N (1)
kett6vel csokken. Ilyet csak akkor lehet csindlni, amikor M(l) legalabb kételemd, viszont cserébe |M (I + 1)| =
= |M(l) — 2|. Innen azonnal lathat6, hogy ¢t < [n/2|. Mivel a |K(I)| + |N({)| 2n-r6l 2-re kell lecsékkennie,
2 —2<2t+(s—t)=s+t< s+ |n/2]. Innen pedig s > 2n—2— |n/2| =[1.5n] —2.

Az bsszefésiiléses rendezés kinal egy O(nlogn) ideji modszert. Az alsé korlat a rendezéshez sziikséges 6sszeha-
sonlitasok szamara adott als6 becsléshez hasonléan lathat6 be: n! permutaci6t kell tudni kezelni, ugyanakkor
egy lépésben legfeljebb 6 féle dolgot csinalhatunk (aszerint, hogy melyik ridr6l melyik masik radra helyeziink
at). Tehat logg(n!) = Q(nlogn) lépés sziikséges.

Ld. a FOGYASZT eljarast a jegyzetben.

Nem. Hajtsuk végre a buborékrendezés elsé menetét (kiilsé ciklusat), majd csindljuk meg ugyanezt a témb
végérol lefele (azaz mintha a forditott tombre a forditott rendezéssel csinalnank egy buborékrendezés-menetet).
Ez a parcserével ad6d6 tomboket rendezi. Tegyiik fel ugyanis, hogy az elemek a; < a2 < ... < an és az a; < a;
csere tortént (i < j). Az elsG menetben az a; > ait1,a; ¢ Qita,.-.a; ¢ aj_1,a; < a; cserékkel az a; elem
vandorol a helyére: ...a;_1ai1---aj_1a:a5aj + 1... sorrend jon létre. A masodik menetben az a; vindorol a
helyére és igy visszadll a rendezett allapot. Ugyanakkor ez a méodszer a 4321 bemenetb6l az 1324 sorrendet hozza
létre, ami nem rendezett.

4. Keresofak

1.

12.

13.

Nem. Tekintsiik a kovetkezs fat: a gyokérben legyen 1, ennek egyetlen fia legyen a 3, ennek két fia pedig a 2 és
a 4. Legyen U = {1,3,4}. Ekkor B = {2}, J = 0. Nem igaz, hogy 2 < 1.

. Mindkeét fa elemeit listazzuk ki az inorder bejaras szerint, majd a két listat fésiiljiik 6ssze! A részlépések koltsége

O(n), O(k), illetve O(n + k), tehat az 8sszkoltség O(n + k).

. A binéaris kereséshez hasonléan jarunk el. Megnézziik a gyokérben levs elemet, legyen ez z. A bal részfaban

2k=1 _ 1 kiilénb6z6 z-nél kisebb szam, a jobb részfaban pedig 2°~! — 1 kiilsnb6z6 z-nél nagyobb, de 2 + 1-nél
kisebb szam van. Ezért 251 < ¢ s 287! < 2% 41— 2. Igy « biztosan a {2¥", 25~ 41} elemek valamelyike. Ha
z = 281, akkor a bal részfaban az 1,...,25 "1 —1 elemek mindegyike kell hogy szerepeljen, tehat a hidnyz6 szam
a [2571 4 1,2F] intervallumba esik. Ezzel visszavezethets az eredeti feladat a jobb részfira vonatkozé hasonlé
feladatra. Ha viszont z = 2%~! + 1, akkor a hidnyz6 szdm az [1,2%~!] intervallumba esik, és a bal részfaval kell
folytatni. Az algoritmus kéltsége nyilvan O(k) = O(log, n).

. A gyokérnek két fia lesz. Az egyiknek a fiai az A, B, C levelek, a mésikéi D, E, F. A gyokérben szerepls kulcs

a D. A két kozbiilsé csiicsban 2-2 kules lesz: B, C illetve E, F. Megjegyezziik, hogy csticsvagas az A elem
beillesztésekor torténik.

. Jel6lje I a fa szintjeinek a szamat! A gyokér baloldali részfajaban 16 levél van, igy ott a szintszam legfeljebb

1+1log, 16 = 5. Tehat [ < 5+ 1 = 6. A kozépsd részfaban legfeljebb 3!~2 < 3% = 81 levél lehet. Ugyanez igaz a
jobboldali részfara. Osszesen 178 = 16 4 81 4 81 levél van, tehat mindkét utébbi részfaban pontosan 81 levélnek
kell lennie. Ennek megfelelGen a méasodik kulcs a 16 + 81 +1 = 98.

Jeldlje m(S) az S részfa magassagat és tegyiik fel, hogy mondjuk m(S1) < m(S>). (Forditott esetben hasonléan
kell eljarni.) Keressiik meg S» azon legbaloldalibb z csticsat, melyre m(z) = m(S;1). Az z cstcs mellé szirjuk
be az Sy gyGkerét a 2-3 faknal szokésos eljarassal. (Tehat el6szor beillesztjiik  apja al, és ha annak haromnal
t6bb gyermeke tamad, akkor csticsvagést alkalmazunk, ami esetleg felfele terjed.) Ha aj gyokeret kell 1étrehozni,
az ahhoz tartoz6 magassagot (eggyel nagyobb az alatta lev6k magassaganal) is irjuk fel. Lépésszam: O(|m(S;)—
— m(S2)‘ +1)

Indukci6val a fa [ magassaga (szintszama) szerint. Mivel az egyponti fa teljes binaris fa, [ = 1-re igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy [ > 1 és az [-nél alacsonyabb fakra mar belattuk az allitist. Vegyiink most egy, a feltevésnek
megfelels | magassagt fat. Legyen a (gyokért6l vett) bal részfa magassaga ky és a jobb részfaé k;. Az indukcios
feltevés szerint a bal részfa egy k; szint(, tehat 2% — 1 stlyt a jobb részfa pedig egy 2/ — 1 stlyt teljes binaris
fa. Ha kj, > kj, akkor (2% —1)/(2% —1) > (2-2% —1)/(2% — 1) > (2-2% —2)/(2% — 1) = 2, ami ellentmond
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

altal megértett formatumra a lehetd leggyorsabban konvertaljunk! (Az 4r nem szamit.)

(b) Javasoljunk médszert annak eldontésére, hogy mely programokat vasaroljuk meg, ha azt szeretnénk a le-
hetd legolcs6bban megoldani, hogy a megvett programok segitségével barmelyik formatumro6l barmelyik mas
formatumra képesek legyiink konvertalni. (Itt a futasi id6 nem szamit).

Egy iigyfél elektronikus archivumaban n féle grafikus formatum egyikében szeretné tarolni a képeit. Rendelke-
zésre 4llnak bizonyos konverterprogramok. Az i-edik formatumroél a j-edikre fordité program futési ideje ¢;; (ha
létezik). Javasoljunk moédszert annak meghatarozasara, hogy melyik legyen a tarolasi formatum, ha a megren-
del6 kivansaga az, hogy a kiilonféle formatumokra torténd konverzidk atlagos futasi ideje a lehets legrovidebb
legyen!

Az orszag n kiilonb6z6 X1, Xo, ..., X, varosiban ma délutan 4-kor futballmérkézéseket fognak jatszani. Egy
televiziés tarsasdgnak m operatére van, akikrél tudjuk, hogy délutan 2-kor az Y1,Y5, ..., Y, varosokban lesznek.
Adott a varosok tavolsaga is, pontosabban ismert, hogy mennyi idg alatt lehet Y;-bsl X;-be eljutni. Adjunk
hatékony algoritmust arra, hogy a televizids tarsasdg minél tobb mérkdzést rogziteni tudjon (az elejétdl a végéig)!
Elemezziik a modszer futasi idejét!

Egy varos tthalézata a c1,cs, - . . , ¢, csomépontok (keresztezédések) kozott mend u, us, . . . , U, egyirdnyi utcik-
bol all. Tudjuk azt is, hogy nem lehet semmilyen (az utcakat az iranyitasuknak megfeleléen hasznal6) atvonallal
sem korbe menni. A varoshazanal egy kitiintetett csomépont van (¢1). Adjunk minél hatékonyabb maédszert
azon csomépontok meghatarozasara, amelyekbdl egyértelmi atvonalon lehet eljutni a varoshazahoz! Elemezziik
a modszer koltségét!

Egy vastti menetrend segitségével meg akarjuk hatarozni, hogyan tudunk leggyorsabban eljutni A varosbol B-
be. Azaz adott, hogy melyik varosbél hova megy kozvetleniil vonat, mennyi idé alatt ér oda, ill. ha 4t akarunk
szallni egyik vonatrél a masikra, az adott helyen mennyi a varakozasi id6. Ezek ismeretében adjunk hatékony
algoritmust, amely meghataroz egy legkevesebb ideig tarté utat! ¢

Van 12 darab edény, egyenként 100,97, 27,47, 55,201, 258,1000, 984, 766, 591, 631 liter drtartalmaak. Kezdetben
az 1000 literes edény tele van, az Gsszes t6bbi iires. Egy megengedett 1épés a kivetkezd: egy edény teljes tartalméat
attoltjiik egy masik edénybe vagy pedig egy edényt egy masikbdl teljesen feltoltiink. Adjunk algoritmust, ami
eldonti, hogy elérhetd-e megengedett 1épések sorozataval az az allapot, amikor a felsorolasban szerepl§ els nyolc
edényben 25 — 25 liter, a tébbiben pedig 200 — 200 liter folyadék van, és amennyiben igen, megadja az ehhez
sziikséges 1épések minimalis szamat. ¢

Egy sakkversenyen n versenyzs$ vesz részt. Adott az eddig lejatszott m jatszma jegyz6konyve. Adjunk minél
hatékonyabb mé6dszert annak eldontésére, hogy volt-e kérbeverés (olyan vy, vs, ..., v, sakkozdk, hogy v, megverte
Ug-t, Vo megverte vz-at, v,_1 megverte v,-t, és v, megverte v;-et)! Elemezziik a modszer koltségét!

Adott egy hdromszdgmentes irdnyitatlan graf az adjacenciamétrixaval. Adjunk O(n?) ideji algortimust a grafban
lev6 négy hosszt kérok szamanak meghatarozasara! <

Bizonyitsuk be, barmely algoritmus, mely az inputként adjacencia matrixaval megadott n > 2 szégpont iranyi-
tatlan grafrél eldonti, hogy erdé-e, kedvez6tlen esetben meg kell hogy tekintse az adjacencia matrix ('QL) elemét.

("Minden egyes pontparrél le kell kérdezni, hogy éle-e a grafnak.") ¢

Igazoljuk, hogy nincs olyan algoritmus, ami egy adjacencia matrixaval adott n pontd iranyitatlan graf Gssze-
fiigg6ségét eldénti a métrix (3)-nél kevesebb elemének a beolvasssaval! (Mésképp fogalmazva, az Ssszefiiggoség
kérdésére helyest valaszt adé méodszereknél a legrosszabb esetben sziikség van mind az ('2‘) lehetséges él lekérde-
zésére.) O

Adjunk algoritmust egy Osszefiiggs, éllistaval megadott graf artikulaci6s pontjainak megkeresésére O(|E|) id6-
ben.

Egy graf kétszeresen Gsszefiiggd, ha nincs artikulaciés pontja.

Legyen G egy Osszefiiggs graf. G élhalmazéan, E-n értelmezziik a kovetkezs relaciot:
e1 ~ ez, ha e; = e vagy van egy mindkettén 4tmend kér G-ben.

(a)Biz. be, hogy ~ egy ekvivalenciarelaci6 E-n.

A ~ relaci6 osztalyait hivjuk G kétszeresen dsszefiiggé komponenseinek.

(b)Biz. be, hogy G kétszeresen dsszefiiggé komponensei kétszeresen dsszefiiggd grafok.
(c)Adjunk algoritmust G kétszeresen 6sszefiiggs komponenseinek meghatérozasara.

Adott éllistaval az n szogpontt (egyszert, irdnyitatlan) G graf, aminek legfeljebb 5n éle van. Eldéntends, hogy
a G graf G komplementere Gsszefiiggé-e. Oldjuk meg ezt a feladatot egy O(n) uniform koltségi algoritmus
segitségévell &

Bizonyitsuk be, hogy a piros-kék algoritmus akkor is korrektiil mikodik (minimalis koltségii feszit6fat eredmeé-
nyez), ha a feszit6fa koltségét az élei stilydnak maximumaval definidljuk! ¢
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46.

47.

48.

49.

Ellistaval adott egy Gsszefiiggs, egyszerti, iranyitatlan G graf csupa kiilonboz6 élstlyokkal. Jel6ljiik n-nel a
csticsok, e-vel pedig az élek szamat. Mutassunk egy linearis (azaz O(e)) uniform koltségi algoritmust, ami a G
graf egy minimalis feszit6fajanak [2/3n] élét elGallitja! (Egy olyan [2/3n] elemszami élhalmazt keresiink, ami
biztosan része egy minimalis kéltségi feszit6fanak.) <

Adott egy egyszeri iranyitatlan G = (V, E) graf. Szeretnénk a csticsokat két osztalyba sorolni tgy, hogy a graf
éleinek legalabb a fele kiilonb6z6 osztalyt pontokat kosson ossze. (Tehat olyan Vi, Vo C V csiicshalmazokat
szeretnénk kijelolni, melyekre Vi NV, =0, ViU Vo =V, és |{(u,v) € Elu € Vi,v € Vo}| > |E]/2.) Adjunk e
feladat megoldasara O(|V|?) futési idejd algoritmust! <

Adjunk példat olyan 5-ponta halézatra, amelyre az Edmonds—Karp algoritmust lefuttatva az haromszori javitas
utéan taldlja meg a maximalis folyamot, tovabba a javité grafban s és ¢ tavolsiga minden lépésben valtozik. ¢

Adott egy n x n-es A t6mb, aminek elemei a [0, 1) intervallumba es6 racionalis szamok. Tudjuk, hogy A minden
sordnak és minden oszlopanak az Gsszege egész. Adjunk meg egy polinomidejii algoritmust egy olyan B, n X n-es
0-1 témb el64allitasara, aminek mind a sordsszegei, mind az oszlopGsszegei azonosak az A témbéivel, valamint
Bli, j| = 0 mindazokon az i, j helyeken, ahol A[i,j] = 0. (Nem kotelez6 ajanlas: halézati folyamok.) <

8. Turing gépek

1.

Legyen M a kovetkez6 Turing gép: M = (Q,T, 1,1, 6, go, F), ahol

k=2 Q= {QUv 1,42,93,94,95; }7 T= {X707 17ﬁ}7 1= {07 1}7 = {QS}y
all | 1.sz. | 2.sz. || l.sz 2.52 aj all
Qo 0 i 0 H| X J ¢
1 i 1 H| X J 2
i i i H| @i H a5
@ 0 i 0 J 0 J 0
1 i 1 J 1 J '}
i i i H| @ B g2
a2 i 0 i H| 0 B g2
5. i 1 i H 1 B Q2
’ i X i B| X J g3
q3 0 0 0 H| O J qa
1 1 1 H 1 J qa
qa 0 0 0 B| 0O H a3
0 1 0 B 1 H a3
1 0 1 B| 0 H g3
1 1 1 B 1 H a3
0 i 0 H| i H a5
1 i 1 H| & H as

(a) Mi lesz a 2. szalagon a go 4llapotban?
(b) Mi Ly, azaz milyen 0-1 -sorozatokat ismer fel M?
(c) Hogyan médosithaté M, hogy a megfelels 0-1 értékd fiiggvényt szamolja ki?

. Legyen f és g a teljes I*-on értelmezett fiiggvények. T.f. f-et kiszamitja M, g-t pedig M’. Készitsiink egy olyan

TG-t ezen M és M’ felhasznalasaval, ami az f o g Osszetett fiiggvényt szamitja ki! ¢

. Készitsiink olyan (tobbszalagos) TG-t, ami az inputjan megadott két binarisan abrazolt szadmot (z#y) linearis

id6ben Gsszeadjal

. Hogyan modellezhets a cimezhetd memoéria egy TG-ben?
. Rekurziv-e a primszamokbél (pl. bin. 4brazolas) all6 nyelv? ¢

. Bizonyitsuk be, hogy: Li, L, rekurziv (rekurzive felsorolhaté) = L; U Lp, Li; N Ly és az L :=

={zy e I* :x € Ly, y € Lo} (egymés utén iras) nyelv rekurziv (r.f.). ¢

. Bizonyitsuk be, hogy az Ly diagonélis nyelv komplementer nyelve rekurzive felsorolhat6, azaz I* \ Lq € RE !

. Legyenek L, és L, rekurzive felsorolhaté nyelvek. Igaz-e, hogy L \ L» (vagyis azon szavak Gsszessége, melyek

Li-ben vannak, de nincsenek Lo-ben) rekurzive felsorolhat6? ¢

. Ha A, B két halmaz, akkor a szimmetrikus differencidjuk alatt az A ® B = (A\B) U (B\A) halmazt értjiik.

a) Rekurziv-e L1 @ Lo, ha L, és Lo rekurziv?
b) Ha L, és Lo két rekurzive felsorolhaté nyelv, akkor igaz lesz-e ez Ly @ La-re is? ¢
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21.

22.

23.

24.

27.

29.

30.

37.

38.

39.

40.

41.

43.

Rendezziik el6szor a tombot O(nlogn) id6ben. Ezek utan binaris kereséssel minden egyes i indexre O(logn)
id6ben nézziik meg, hogy a b— A[i] szdm benne van-e a (rendezett) tombben. Ez §sszesen megintcsak O(n logn)
id6t igényel. Megjegyezziik, hogy a rendezés utani keresés elvégezhetd linearis id6ben is: az A[i] t6mb és a
"forditott" b — A[i] témb (i =n,n —1,...,1) osszefésiilésével.

Vegyiik észre, hogy A[1] < A[j] esetén i > j, ha pedig A[1] > A[j], akkor ¢ < j. Az i index ezért megtalalhatod
binaris kereséssel: kezdetben legyen j = [n/2], az A[1] és A[j] 6sszehasonlitisa utén a keresést a megfeleld részlis-
taban folytathatjuk. Az 6sszehasonlitasok szdma igy O(logn) lesz. (Ennyi kell is, hisz az i felvehet n kiilonb6zé
értéket, és ahhoz hogy ennyi lehetséges kimenetel legyen, sziikség van legalabb log, n Gsszehasonlitasra.)

Mivel a 2n elem barmelyike lehet a keresett, az algoritmusnak 2n féle kimenete kell legyen. Ahhoz hogy az
osszehasonlitasok fajanak legyen legalabb ennyi levele, sziikséges log(2n) elagazas, azaz legalabb 1+ logn ossze-
hasonlités.

Megmutatjuk, hogy a feladat egyetlen Gsszehasonlitas dran visszavezethetd kb. feleakkora mérettire. Ebb6l mar
kévetkezik, hogy O(logn) Gsszehasonlités elegendS. A visszavezetés: legyen m = |5 |. Hasonlitsuk Gssze a két
lista m-edik ("kozéps6") elemeit, mondjuk legyen a,, < by,. Ekker az a; < a,, elemeknél van n + 1 nagyobb a
két listaban, mégpedig [§] darab a; és [§] + 1 darab b;. Az els6 m a; tehat mind kisebb a keresett elemnél.
Hasonl6an lathat6, hogy az utols6 m elem a b;-k koziil mind nagyobb a keresettnél (a b;-k kozott [3] és az a;-k
koziil | %], azaz Gsszesen n elem kisebb b;-nél). Az m darab a; és ugyanennyi b; tehat elhagyhat6, a megmaradt
listak hossza n —m = [§], és ezekben kell az n — m-edik elemet meglelni.

Tegyiik ¢ = 1,2,...,2n — 1-re (ebben a sorrendben) a kdvetkez6t: ha Ali] és A[i + 1] nem a kivant viszonyban
vannak, akkor hajtsuk végre az A[i] <+ A[i + 1] cserét.

A gyorsrendezéshez hasonléan jarunk el: kivalasztunk egy véletlen apat, az anyakat ezzel az apaval Gsszevetve
megkeressiik a parjat, egyben a maradékot két részre osztjuk: kisebbekre és nagyobbakra. A megtalalt parral
most az apékat is két részre osztjuk. Ezzel visszavezettiik a feladatot két kisebbre. A médszer atlagos koltségére
az O(nlogn) korlat a gyorsrendezés elemzésével megegyezs modon kaphat6.

(a) Végezziink ladarendezést 3n lada felhasznalasaval.
(b) Abrazoljuk a szamokat n alapt szamrendszerben tigy, hogy minden sz4m pontosan 7 jegyti legyen (kezd6 0-k).
Ez minden egyes szdimra megtehets legféljebb 6 maradékos osztés segitségével. Hajtsunk végre radix rendezést
a szamjegyek alapjan. A kéltség O(7(n + n)) = O(n).

Az adatsruktira egy kisebb[1 : k+1] tdmb lesz, aminek i-edik rekeszébe az A t6mb i-nél kisebb elemeinek a szdma
keriil. Adott a,b parra a keresett szam kisebbjmin(b+ 1,k + 1)] — kisebb[a]. A kisebb tombit az A ladarendezése
(O(n + k)) utan az elejérdl kezdve dinamikusan, O(n + k) id6ben toltjiik ki: kisebb[i + 1] = kisebb[i] + {[i], ahol
l[i] az i-vel egyenl6 elemek szama (Id. dinamikus programozas).

A tizedik elem tavolsaga a gydkértsl legfoljebb 9. Az ilyen elemek szdma legfoljebb 210 — 1 = 1023 és ezek a
kupacot reprezentalé témb elsé 1023 helyén vannak. A konstans sok elem koziil a tizedik legkisebb kikeresése
konstans id6t igényel.

Ha mar fel van épitve a kupac, a legkisebb elem tovabbi 6sszehasonlitasok nélkiil megtalalhat6 (a kupac gyoke-
rében). Tehat a kupacépitéshez legalabb annyi dsszehasonlitas sziikséges, mint a legkisebb elem kivalasztaséhoz,
amin — 1.

A fa preorder bejarasihoz hasonlé moédszert adunk, azzal kiegészitve, hogy megfelel§ koriiltekintéssel egész
részfak bejarasat megtakaritjuk (vo. branch and bound technika). Amikor a kupac egy elemét meglatogatjuk,
hasonlitsuk Ossze k-val. Ha kisebb, irjuk ki ezt az elemet, és folytassuk a bejarast az esetleges gyermekeire. Ha
nem, ne folytassuk, mert a kupac-tulajdonsag miatt semelyik elem nem johet sz6ba a részfaboél. A kéltség O(m),
hiszen egy k-nal kisebb elemnek legfeljebb a két fiat latogathatjuk meg "folGslegesen".

A legnagyobb elem nyilvan a levelek kozott helyezkedik el. Ahhoz, hogy rabizonyitsuk egy levélre, hogy a t6bbi
levélnél nagyobb, minden tovabbi levélnek legalabb egy masik kupacbeli elemnél kisebbnek kell bizonyulnia. Mivel
a kupac-tulajdonsag semelyik levélre nem garantal ilyesmit, legalabb levelek szdma—1 = Q(n) Gj dsszehasonlitas
sziikséges.

Lineéris id6ben megkereshetjiik, hogy mely szamok hiadnyoznak és mely helyekrsl. Az iires helyekre az Gsszes
(5!, tehat konstans sok) lehetSséget kiprobaljuk. A kupac-tulajdonsagot lokalisan ellenérizhetjiik az 5 kérdéses
hely mindegyikére: csak az esetleges apaval illetve gyermekekkel kell az elemet Gsszehasonlitani. Tehat a tesz-
tek koltsége konstans, az Osszkoltség O(n). Ennél kevesebb id6ben nyilvan nem tudjuk az iires helyeket sem
megkeresni.

(a) Hasonlitsunk 6ssze |n/2] fiiggetlen part. A nagyobbak koziil keressiik meg a legnagyobbat |n/2] — 1 Gssze-
hasonlitassal, a kisebbek koziil pedig a legkisebbet, ugyanennyi Gsszehasonlitassal. Ha n péros volt, akkor
megtalaltuk a keresett két elemet, ha pedig paratlan, akkor a kimaradt elemmel még legrosszabb esetben 2
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12.

13.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

A[j], Alk], A[l] harmas pedig nem létezhet a feltétel miatt. Vilagos, hogy a médszer koltsége O(n). Megjegyezziik,
hogy a vazolt algoritmus egyben bizonyitja azt is, hogy a mondott kdvetkezmény val6jaban elégséges is ahhoz,
hogy az A témb felbonthaté legyen két monoton nem csokkend részsorozatra.

Felvesziink harom segédtémbat, legyenek ezek By, By, Bs. Vegyiik sorra az A t6mb elemeit. Ha az A[i] elem
keriil sorra, keressiik meg azt a legkisebb indexti B; t6mbot, mely vagy iires, vagy a végén levs elem kisebb
Ali]-nél, és flizziik A[i]-t B; végére. Allitjuk, hogy mindig van ilyen B;. Tegyiik fel indirekte, hogy nincs.
Legyen i4 a legelsd index, amelyre A[i4] nem fér be egyik B; témbbe sem. Ekkor a Bs témb végén mér van
egy elem: Alis] > Alis], ahol i3 < 14, kiilonben A[ig]-et betehettiik volna B;, Bs, Bs valamelyikébe. Tekintsiik
most azt a pillanatot, amikor A[iz] a helyére keriilt. Ekkor a By t6mb végén egy olyan Afis] elem volt (is <
< 13), ami nagyobb A[iz]-nal, kiilsnben az A[is] elemet a B; vagy B, tomb végére raktuk volna. Hasonl6an,
Alis] bekeriilésekor pedig By végén egy olyan Ali;] elem volt (i1 < i), ami nagyobb A[iz]-nél. A feltevésnek
ellentmond6 Afi1] > Alfia] > Aliz] > Alia] részsorozatot kaptunk. Tehat a moédszer mikddik. Vilagos, hogy az
id6igény linearis és a B; tdmbok rendezettek lesznek. Az algoritmus tehat a B; tombgok Gsszefésiilésével fejezhets
be, ami szintén megoldhat6 lineéris idében.

Vegyiink fel egy 6 hosszi segédtombot, toltsiik fel az A t6mb els6 hat elemével, majd a tomb tovabbi elemeire
sorban csinaljuk a kévetkez6t: irjuk ki a segédtombben levé legkisebb elemet, majd (ha van) vegyiik be a témb
soron kivetkezd elemét. Mivel 6 elem koziil a legkisebb kivalasztasa konstans id6t igényel, az 6sszkoltség nyilvan
O(n). Indukci6val igazoljuk, hogy az els6 k lépésben a témb k legkisebb eleme ir6dik ki névekvé sorrenben. A
kezd6lépés: a legkisebb elem a feltétel miatt az els6 hat hely valamelyikén helyezkedik el, tehat az els6 lépésben
tényleg a legkisebb elem ir6dik ki. Az indukci6s lépés: tegyiik fel, hogy k lépés utan a k legkisebb elem irédott
ki (sorrendben). Azt kell csak igazolni, hogy a k + 1-edik lépésben a k + 1-edik legkisebb elemet frjuk ki. A
k + 1-edik lépésig latott elemek a segédtombben jelenlevékkel egyiitt a témb elsé min(n, k +6) helyén levé elem.
A feltétel miatt ezek kozott van a nagysag szerinti k + 1-edik. Az indukci6s feltevés szerint még nem irtuk ki,
tehat mindenképpen a segédtombben van, sziikségszertien annak a legkisebb eleme. Tehat tényleg 6t irjuk ki
k + 1-edikként.

[log, 4! = 5 dsszehasonlitas sziikséges. Osszefésiiléses médszerrel ennyi elegends is.

[log, 5!1 = 7 osszehasonlitas sziikséges. Ennyi elegend6 is: Legyen az 6t elem a,b,c,d,e. Elészor rendezziink
"kieséses versenyt" az a,b, c,d elemek kozott. Ez harom 6sszehasonlitast igényel. Az altalinossig megszoritasa
nélkiil feltehetd, hogy az eredmény a < b < ¢ > d. Az e elemet az a < b < ¢ sorozatba két 1épésben beszirhatjuk.
Ezzel elérjiik, hogy az {a, b, c,e} halmaz rendezett. Mivel mar tudjuk, hogy d < ¢, a d elemet méar csak az {a, b}
halmazba (ha e > c) vagy az {a,b, e} halmazba (ha e < c) kell besziirni, amihez mindkét esetben elegends két
Gsszehasonlitas.

a) Nem. Az els6 harom lépés: 6---, 46---, 346---.
részeredmény nem johet létre.

b) Igen, az els6 harom lépés utan: 6 <> 4, 6 4 8, 8 & 3.

c) Igen, a t6mb els6 felében levs két negyed rendezése utan, ezek Gsszefésiilése el6tt.

d) Nem. Ha az els6 particional6 elem nem 1, akkor az elsé mozgatés elviszi az 1-et a sor végérél, és soha nem
keriilhet vissza oda. Ez tehat nem lehet. Ha pedig az els6 particional6 elem 1, akkor az els6 particionalasnal
végéig nem torténik mozgatis: az alsé rész iires, a fels6 pedig a teljes. Az elGiras szerint viszont ezutan az 1-et
a tomb elejére kell vinni. Onnan pedig mar nem vihet6 el. Tehat ez sem lehetséges.

Ezek utdn a 3 sose keriilhet a 4 mogé, tehat a kérdéses

a) Csak n < 3-ra, mert a buborékrendezés 6sszehasonlitasainak a szdma minden bemenetre n(n — 1)/2. Még
arra a kicsit takarékosabb buborékrendezés-viltozatra sem igaz, amikor abbahagyjuk a buborékoltatist egy
cserét nem végrehajté menet (kiils6 ciklus) utdn: ha n elég nagy és megcseréljiik az [n/3]-adik és a [2n/3]-adik
elemet, kb. 2n/3 inverzié jon létre, ugyanakkor a boborékrendezésnek kb. n/3 menete sziikséges, ami c - n?
Gsszehasonlitast igényel.

b) Igen, mert minden egyes cserénél eggyel csékken az inverziok szima: a megcserélt par esetén ez megsziinik,
és mivel szomszédos elemeket cseréliink, a t6bbi par viszonya nem véltozik.

(a) A buborékrendezés nyilvan konzervativ. (b) Az dsszefésiiléses rendezés egy olyan implementaciéja konzerva-
tiv, ami egyforma elemek felbukkanasa esetén azt az elemet irja az eredménytémbbe, amelyik a két Gsszefésiilendd
t6mb koziil "el6bb levében" szerepel. (c) A kupacrendezés az 1,2,2 input esetén a két kettes sorrendjét felcseréli
a MINTOR mivelet soran. (d) A gyorsrendezés jegyzetbeli implementaciéja megeseréli a két egyes sorrendjét a
2,1,1 témbben, ha a particionalé elem véletleniil a 2.

Vilagos, hogy csak kiilénboz6 szint elemeket érdemes cserélni. Ha a kezdetben az els6 és az utolsé n/4 elem
piros, akkor akarmelyik végére is akarjuk rendezni a pirosakat, valamelyik /4 elem helyet kell cseréljen az 6sszes
zolddel, tehat sziikséges lehet n?/8 1épés. O(n?) lépéssel meg meg is lehet csindlni, hisz tetszéleges sorrendet el
lehet érni n2-nél kevesebb szomszéd cseréjével példaul buborékrendezéssel (piros < zold, ha a pirosakat akarjuk
a tomb elejére tenni).

Megjegyzés: annak eldéntésére sem olyan nehéz eljarast adni, hogy mikor melyik szint érdemes el6re gytjteni.
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Alljon az L nyelv azon z#y parokbol, ahol M, (az & kéda TG) egszalagos, az y inputtal nem ir a szalagjara
semmit, és ha @ jelet talal, azon nem lép tal. Rekurziv-e L? {

Alljon az L nyelv azon z#y parokbol, ahol M, (az « kédia TG) egszalagos, és az y inputtal nem ir a szalagjara
semmit. Rekurziv-e L? ¢

Igazoljuk, hogy az Lj; megallasi nyelvnek van végtelen sok szét tartalmazo rekurziv résznyelve! ¢

Igazoljuk, hogy az alabbi L nyelv rekurziv (azaz a megallasi probléma a kizaré6lag olvasé 7'G-k esetén eldénthet):
L = {z % y; az M, egyszalagos TG létezik és sohasem ir a szalagra; tovabba y € I* és M, megall az y inputtal
}eR!

Tekintsiik a kovetkezd L nyelvet:

L = {z € I*; az M, egyszalagos TG létezik és semelyik y € I* szoval mint inputtal elinditva sem mozdul el a fej
a szalag els6 mezejérdl }.

Igazoljuk, hogy L € R!

Rekurziv-e az a nyelv, ami azon z#y € I* szavakbdl all, melyekre létezik M, (az z sz6val kodolt Turing gép), M,
egyszalagos, és a feje az y input esetén a szalagjan csak "jobbra" lépéseket tesz (sohasem teszi meg a "helyben"
illetve "balra" lépéseket)?

Rekurziv-e az azon z € I* szavakbol 4ll6 nyelv, melyekre az M, Turing-gép létezik, és van olyan y € I* szo,
hogy M, az y input esetén 5 lépésen beliil megall? ¢

Rekurziv-e az azon z#y parokbol 4ll6 nyelv, ahol M, az y input esetén legfeljebb egy szalagjara ir?

Alljon L széparokbél: L C {z#vyl|z,y € {0,1}*}. Tegyiik fel, hogy L, mint egy {0, 1,#} feletti nyelv rekurzive
felsorolhaté. Bizonyitsuk be, hogy az

L, = {z € {0,1}*| létezik olyan y € {0,1}*, hogy z#y € L}
nyelv is rekurzive felsorolhato!

Legyen f : {0,1}* — {0,1}" egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy a parokbdl all6 {z#f(z), z € {0,1}*} nyelv
rekurzive felsorolhaté. Igaz-e, hogy ekkor f egy rekurziv fiiggvény? <

Legyen M egy olyan kétszalagos Turing gép, aminek egy kizarélag olvashaté input szalagja, tovabbé egy irhaté-
olvashat6 munkaszalagja van, és M masodik feje mindig (barmely futasinak barmely lépésében) a munkaszalag
elsé 25 cellajanak valamelyike f6lott helyezkedik el. Adjunk meg egy M’ egyszalagos, a szalagjat csak olvasé
Turing gépet, ami M-et szimuldlja (ugyanazokon az input szavakon 4ll meg, és ugyanazt a nyelvet ismeri fel,
mint M)!

Egy L C I* nyelv pdratlan nyelve, Lyyan az a nyelv, melynek szavai L szavainak paratlan sorszami karaktereinek
Osszeolvasasabol kaphatok:

Lpian = {x123 ... 2an—1 € I*|létezik x5, 24,...,22n € I,hogy T123 ... T2n_1 € L vagy 12 ... Ton_1Z2n € L}.
Bizonyitsuk be, hogy ha L rekuzive felsorolhat6, akkor Lyiayn is rekurzive felsorolhato!

Alljon az L nyelv azon z#y € I* parokbél, melyekre az M, kétszalagos Turing gép létezik, és M, az y input
esetén nem véltoztatja meg az elsé szalagjanak a tartalmat (azaz M, futisa soran az elsé szalagjan végig az
yit. .. sorozat talalhaté)! Bizonyitsuk be, hogy az L nyelv nem rekurziv!

Mutassuk meg, hogy van olyan f : I* — N fiiggvény, ami nem rekurziv, de amire a kovetkezé g : I* — {0,1}
fiiggvény rekurziv: g(y) = 1, ha f(y) paratlan és g(y) =0, ha f(y) paros! ¢

Igazoljuk, hogy a kivetkez6 L C I* nyelv rekurzive felsorolhaté!
L = {z € I*, M, létezik és L(M,) nem iires }.

Jeldlje |z|, ill. C(z) az z € {0,1}"* sz6 hosszat, ill. Kolmogorov-bonyolultsagat. Bizonyitsuk be, hogy:
(a) z € {0,1}*, |z| = n és z-ben pontosan 20 db 1-es van = C(z) < clogn alkalmas ¢ konstansra.
(b) A TG, mely n inputtal olyan n hosszi z € {0, 1}* sz6t szamol ki, melyre C(z) > 2logn.

(c) 3z € {0,1}*, |z| =n, C(z) > n —1, és = 0-val kezd6dik.

(d) Jz,y € {0,1}*, C(z) > C(zy). "A Kolmogorov-bonyolultsag nem monoton a prefixeken." ¢

Legyen z € {0,1}* olyan n hossziisagt sz6, melyben pontosan 2 nulla van. Igazoljuk, hogy C(z) < n/10, feltéve,
hogy n elég nagy! ¢

Igazoljuk, hogy van olyan n hossztsaga = € {0,1}* sz6, ami 2 db 1-essel kezd6dik és C(z) >n—-2. ¢

Az ¢ € T* s26 xf forditottja az x bettiinek forditott sorrendben valé lefrisaval kapott sz6. Példaul 11010/ =
= 01011. Mutassuk meg, hogy van olyan ¢ allandé, hogy |C(x) — C ()| < c teljesiil minden « € I* széra!
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Igazoljuk, hogy a Kolmogorov-bonyolultsagot nem lehet Turing géppel 2-es szorzétényezd erejéig kozelitsleg sem
kiszamitani! Mé&s széval, nem létezik olyan f : {0,1}* — N rekurziv fiiggvény, amire tetszéleges =z € {0,1}*
esetén 1C(z) < f(z) < 2C(x) teljesiil. &

Mutassuk meg, hogy nincs olyan M 2"-idékorlatos NT'G, amire Vz € I* esetén Cp(z) < C(x) + 100.

Igazoljuk, hogy
(a) tetsz6leges n-re C(0"1™0") < log, n + ¢, ahol c egy konstans;
(b) van olyan n, hogy C(0™1™0") > 0.5log, n.

Igazoljuk, hogy a kévetkezs f : I* — {0, 1} fiiggvény nem rekurziv! f(z) = 1 ha az z sz6 dsszenyomhatatlan, és
f(z) =0 kiilonben.

Legyen I = {0,1}. A H : I* — Z* fiiggvény az z € I* sz6hoz azon y € I* Ssszenyomhatatlan szavak szdmat
rendeli, amelyek a kanonikus sorrendben megel6zik z-et. Igaz-e, hogy H rekurziv fiiggvény? ¢

Igazoljuk, hogy tetszoleges n természetes szimhoz megadhaté olyan z € {0, 1}* sz6, melyre teljesiil, hogy | z |> n
és C(z) <0,5log, | z |
Kolmogorov-véletlen-e az az {z;} végtelen 0-1-sorozat, amelyben z; = 1 pontosan akkor, ha i Fibonacci-szam?

¢

Legyen y = yoy1y29s - - . egy olyan végtelen bitsorozat, amire tetszsleges k természetes szam esetén yzri1 = Yak.-
Lehet-e az y sorozat Kolmogorov-értelemben véletlen? ¢

Tegyiik fel, hogy az 2223 ... végtelen 0-1 sorozat Kolmogorov értelemben véletlen. Igazoljuk, hogy ekkor az
az y1Y2y3 ... sorozat is véletlen, amit gy képziink, hogy az z1z5x3 ... sorozat 2-hatvany indexi bitjetit atirjuk
0-ra. (y; = i, ha i nem 2-hatvany; y; = 0, ha ¢ 2-hatvany.) ¢

Egy M Turing gép és x € I* sz6 esetén legyen
CTym(z) := min{|y|; M(y) =z, és M az y inputon legfeljebb |z|? 1épés utan megall},

és legyen CTy(z) = oo, ha nincs a fentieket kielégité y € I* sz6. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan M
Turing gép, melyre CTy (z) = C(z) teljesiilne minden x € I* input sz6 esetén. ¢

Legyenek Li,L, C N diofantikus halmazok. Igazoljuk (Matyijaszevics tételének felhasznaldsa nélkiil), hogy
Ly ULy és Ly N Ly is diofantikus halmazok. (A diofantikus halmaz definici6jat 1d. a jegyzetben.)

Igazoljuk (Matyijaszevics tételének felhasznélasa nélkiil), hogy az Gsszetett természetes szimok halmaza diofan-
tikus.
(Segitség: el6szor mutassuk meg, hogy az 1-nél nagyobb egészek halmaza diofantikus).

Bizonyitsuk be, hogy Post megfeleltetési problémajanak az egyelem abc feletti valtozata (amikor a parok elemei
az {a}*-beli szavak) eldonthets! ¢

9. Bonyolultsagi osztalyok

1.
2.

Igazoljuk, hogy ha L C I* egy véges nyelv, akkor L felismerhet6 egy O(n) id6korlatos T'G-vel.

Polinomidejti-e az az algoritmus, ami a bemenetként bindris dbrazolassal adott n és m természetes szamok
szorzatat gy szamitja ki, hogy az n szdmhoz (m — 1)-szer hozzdadja 6nmagat?
s:=n;
for i:=1to m—1do
s:=s+mn;
return s; {

. Valaki egy n pontii G = (V, E) grafban |log?n| elemi fiiggetlen csticshalmazt szeretne taldlni. Azt a meglehetdsen

egyszerli modszert valasztja, hogy sorra veszi a V csticshalmaz |log?n| elemii S részhalmazait, és minden ilyen
S-r6l megvizsgalja, hogy fliggetlen-e. Igaz-e, hogy a részletek megfeleld kidolgozasaval ez a médszer polinom
idejii algoritmust eredményez? ¢

. Bizonyitsuk be, hogy az egészek kozott végzett négy alapmiivelet elvégezhets polinomidében, mig a hatvanyozas

nem. ¢

. Mutassuk meg, hogy a modulo m tekintett hatvanyozas elvégezhetd polinomidében. ¢

. Egy L C I* nyelv esetén az L* nyelv definiciéja a kovetkezd:

L* = {z € I*; és van olyan k > 0 egész és z1,...,2; € L hogy 2 = 2122 - - - 2 }.
Igazoljuk, hogy ha L € NP, akkor L* € NP. ¢

16

II.

Megoldasok

1. Vegyes

8.

Azt vegyiik észre, hogy ha menet kidzben létrejott két vagy tébb olyan doboz, amelyek ugyannyi goly6t tar-
talmaznak, akkor a tovdbbiakban ezek a dobozok egyiitt kezelhet6k. Az els§ lépésben mindazon dobozokbél,
amelyeknek a meérete legalabb [n/2], vegyiink ki [n/2] goly6t. Az eztutin marad6 nemiires dobozméretek
1,2,...,|n/2], azaz egy |n/2]-es feledatra vezettiik vissza az eredetit. Igy folytatva a lépésszam |logy(n + 1)].
Allitjuk, hogy ez az optimalis. Tekintsiink ugyanis egy tetsz6leges modszert. Tegyiik fel, hogy visszafele a k-adik
lépésben a kiilonb6z6 nemiires dobozmeéretek szama [;-r6l lj, 1-re valtozik. Tegyiik tovabba fel, hogy azon dobo-
zoknak, amelyekbdl kivesziink golyokat, s féle kiilonb6z6 mérete van. Ezek koziil legalabb s — 1 nem lesz iires, és
a méretiik mind kiil6nb6z6 lesz. A valtozatlanul hagyott dobozok pedig legalabb [y — s kiilonb6z6 méretet adnak.
Tehat az ly_1 > s —1és az ly_, > l; — s egyentlGtlenségek egyarant teljesiilnek. Ezeket 6sszeadva és dtrendezve
nyerjiik az [ < 2[;_1 + 1 egyenl6tlenséget. Vilagos, hogy {; < 1. A fentebb bizonyitott egyenlétlenség kinalta
rekurzi6t megoldva azt kapjuk, hogy [, < 2% — 1, tehat k lépésben legfeljebb 2 — 1 kiilonb6zé dobozméretre
tudjuk a feladatot megoldani. Teh4t ha k az optimalis 1épésszam, akkor n < 2% — 1, azaz k > log,(n + 1).

2. Technika

3. Rendezés

4.

10.

11.

n — 10 dsszehasonlitas elegends: kidobunk 9 elemet és a maradékban megkeressiik a legkisebbet (példaul a
buborékrendezés kiilss ciklusat egyszer végrehajtjuk). Ennyi sziikséges is (ha n > 11), mert n — 10-nél kevesebb
Osszehasonlitas esetén az Gsszehasonlitottsagi grafnak — két elemet akkor kétiink Gssze, ha az algoritmus soran
6sszehasonlitottuk 6ket — t6bb mint 10 komponense van. (Ez abb6l az ismert tényb6l kovetkezik, hogy egy n
ponti k 8sszefiiggé komponensbél 4116 grafnak legaldbb n — k éle van.) Ebben az esetben egy tetszdlegesen
valasztott elemhez a rendelkezésre 4ll6 informacié nem zarja ki, hogy az illet6 elem nagyobb legyen, mint az 6t
nem tartalmaz6 komponensekbe es6 elemek barmelyike. Ezekbdl pedig legalabb 10 van.

. (a) Az el6adason tanult osszefésiilési modszer legfeljebb n + (n + 1) — 1 = 2n Gsszehasonlitast igényel. Tegyiik

fel, hogy van egy modszer, ami 2n-nél kevesebb Osszehasonlitast hasznéal. Az ellenség-stratégiat hasznaljuk ezzel
a modszerrel szemben: Egy A[i]?B[j] 6sszehasonlitasra legyen a vélasz

Ali] < B[j], hai<j;
Ali] > Bj], hai> 3.

Mivel az Gsszehasonlitdsok szima kevesebb, mint 2n, létezik olyan ¢ index, hogy vagy az A[i]?B[i] vagy az
A[é]?B[i + 1] 6sszehasonlitas nem tortént meg. Tegyiik fel, hogy nem volt A[i]?B[i] 6sszehasonlitas. Ekkor az
elvégzett dsszehasonlitasok eredményei sem a B[1] < A[1] < B[2] < A[2] < ... < Afi — 1] < B[i] < A[{] < Bli +
+1] < A[i+1]...sorrendet, sem a B[1] < A[1] < B[2] < A[2] < ... < A[i—1] < A[i] < B[i] < Bli+1] < A[i+1]...
sorrendet nem zarjak ki. Hasonléan, az A[i]?B[i + 1] 6sszehasonlit4s hidnyaban sem lehet egyértelmi sorrendet
megallapitani.

(b) Nem, mert a k elem beillesztets binaris kereséssel 6sszesen O(k logn) 6sszehasonlitassal, és ha k = o(n/ logn)
akkor klogn = o(n + k), azaz klogn/(n + k) — 0. (PL. k =logn, k = /n, vagy k = n/log? n, stb.)

Vegyiink fel két segédtombot, R-et és N-et. Az R-be rendezetten gytjtiink minél tobb elemet, mig N a maradék
taroldsara szolgal. Az A t6mb A[i] elemeire, az elejétsl kezdve csinaljuk a kovetkez6t: Ha az R t6mb iires vagy
Ali] nem kisebb, mint az R tombbe utoljara betett elem, akkor rakjuk A[i]-t az R t6mb végére. Egyébként mind
az R tomb utols6 elemét, mind A[i] tegyiik 4 az N tombbe. Ez nyilvan linearis id6ben lefut. Vildgos tovabba,
hogy az R tomb rendezett lesz. N-be csak akkor tesziink elemeket, ha A[i] nagyobb, mint az R témb tetején
levé A[j] (j < i) elem. Ez csak gy lehet, hogy vagy A[i]-t vagy A[j]-t megvaltoztattak, ezért N-be legfcljebb
2k elem keriil. Igy az N tomb rendezése O(klogk) lépésben megvalésithaté. Ezek utéan az A témb rendezése
O(n) id6ben elvégezhets az R és N tombok osszefésiilésével.

A segitségiil felajanlott allitas azért igaz, mert A[j], A[k] és A[l] koziil legalabb ketts azonos X; részsorozatba
esik és igy a nagysag szerenti sorrendjiik nem lehet forditott. Az algoritmus érdemi része az A t6mb két monoton
sorozatra osztésa linearis id6ben. Ezut4n ugyanis a rendezés Gsszefésiiléssel linearis id6ben befejezhets. Vegyiink
fol két segédtdmbot: Bi-et és Ba-t. Az A témb A[l] elemeit (! = 1-t8] n-ig sorban) a B; és By témbak kéziil a
kisebbik indexii végére illesztjiik tigy, hogy ezen témbok rendezettsége megmaradjon. Allitjuk, hogy ez a feltétel
miatt megtehets. Ugyanis ha nem, legyen [ az az els6 index, melyre A[l/] nem illeszthet§ egyik tomb végére
sem. Ekkor a B, tomb végén egy olyan Ay elem (k < {) helyezkedik el, melyre A[k] > A[(]. Tekintsiik most
azt a pillanatot, amikor az A[k] elemet a By tomb végére tettiik. Ekkor a B; tomb végén egy olyan A[j] elem
(4 < k) kell hogy elhelyezkedjen, melye A[k] < A[j], hiszen kiilonben A[k]-t a By témbbe raktuk volna. Ilyen
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

10

Igazoljuk, hogy a kovetkezs feladat P-beli:
Adott egy G graf és egy S C V(G) halmaz. Van-e G-nek olyan feszit6faja, melynek végpontjai (els6foka pontjai)
koéz6tt S pontjai mind szerepelnek?

Igazoljuk, hogy a kovetkezs feladat N P-nehéz:
Adott egy G graf és egy S C V(G) ponthalmaz. Van-e G-nek olyan feszit6faja, melynek végpontjai pontosan az
S pontjai?

Tekintsiik a kévetkezd algoritmikus problémat: MAXKOR

Input: Egy G iranyitatlan graf, éllistaval.

Feladat: Maximalis hossziisagt (élszami) kor keresése G-ben.

Igazoljuk, hogy ha MAXKOR polinom idében megoldhat6, akkor P = N P!

Igazoljuk, hogy az Egész Ertéki Linedris Programozds (EP) feladatanak az a valtozata is NP-teljes, amelyben
a szokasos feltételeken tal azt is megkoveteljiik, hogy a megoldasvektor komponensei a {0,1} halmazba essenek.

¢

Mutassuk meg, hogy az alabbi probléma N P-teljes: EGYENLETEK

Input: fi,..., fx € Z[z1,...,z,] polinomok.

Kérdés: Van-e az fi(x) = ... = fr(x) = 0 egyenletrendszernek olyan xo megoldasa, melynek minden kompo-
nense 0 vagy 17

(Nem kételez6 ajanlat: mutassuk meg, hogy X3C <EGYENLETEK!)

Az XA4C feladat bemenete egy U véges halmaz és az U-nak bizonyos X1, Xs,..., X négyelemi részhalmazai.
Eldéntends, hogy az X;-k koziil kivalaszthatok-e paronként diszjunkt halmazok, amelyek lefedik U-t. Igazoljuk,
hogy X4C egy NP-teljes feladat. ¢

Alljon a PONTY nyelv azokbél a konjunktiv normélforméjt ¢ Boole-formulakbol, amelyekhez van a valtozoknak
olyan kiértékelése, ami szerint a ¢ formula minden tagjaban pontosan egy literal lesz igaz! Bizonyitsuk be, hogy
a PONTY nyelv NP-teljes! ¢

Aritmetika
. Alljon az L nyelv azon ag,a1,...,an_1,B1,.-.,Bn 2n egész szambol 4ll6 sorozatokbol, melyekre az f(z) = 2™ +
+a,—12" 1 +...+ap egyvaltozés polinomnak a gySkei éppen a csupa kiilénbozs 31, .. . , B, szdmok. Adjunk egy

O(n) aritmetikai miiveletet hasznalé randomizalt algoritmust az L nyelv felismerésére! (Olyan, O(n) aritmetikai
miiveletet hasznalé randomizalt algoritmus sziikséges, ami mindig elfogad, ha a polinom gyG6kei éppen az adott
szamok, és legalabb 50%-os valészintséggel elutasit, ha nem ez a helyzet. Hogy elejét vegyiik egy csabito, de
rossz irdnyba mené elindulasnak: az (z — 1) (z — (32) - - - (z — Br) polinom &sszes egyiitthatojat bizonyitottan nem
lehet kiszamolni O(n) aritmetikai mivelettel.)

. Legyen n = pq, ahol p és ¢ primszamok.

(a) Mutassuk meg, hogy ha m egy egész és Inko(m,n) = 1, akkor az 22 = m(mod n) kongruencidnak 0 vagy 4
egész megoldéasa van. (Segitség: Kinai Maradéktétel)

(b) Igazoljuk, hogy ha van olyan polinom idejii algoritmus, mely a fenti alak n szdmokra tetszéleges m input
esetén megadja az 22 = m(mod n) egy egész megoldasat (feltéve természetesen, hogy van megoldas), akkor p és
¢ megkaphat6 egy randomizalt polinom ideji modszerrel.

. A feladat egy tesztelési probléméaval kapcsolatos. Adottak az A, B, C n-szer n-es egészelemii matrixok. Szeret-

nénk ellendrizni, hogy teljesiil-e az AB = C egyenl8ség.

Valaki a kévetkez6 modszert javasolja: valasszunk egy x véletlen 0-1 vektort, majd szamitsuk ki az X x vektort,
ahol X = AB — C. Ha az eredmény nem O, akkor az egyenl6ség nem 4ll fenn, kiilénben valdszinileg igen.
Igazoljuk, hogy

(a) az X x vektor O(n?) szorzéassal illetve Ssszeadassal kiszamithato;

(b) ha X # 0, akkor P(Xx # 0) > 1/2 (vagyis a hibas konklazi6 valészintsége legfeljebb 1/2).

. Az elgadason megismert prekondicionalé algoritmust alkalmazva fejezziik ki az

(a) f(z) =27 + 28 + 22° + 223 + 5z — 1,
(b) f(z) =27 + 22* + 32% + 4z + 5,
() fl)=2"+2% -2 +3z+9

polinomokat 22 + a alakt polinomok segitségével. Hany szorzast igényel az igy prekondicionalt f(z) egy kiér-
tékelése?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

. (*) Egy L C I* nyelv esetén az L* nyelv definiciéja a kdvetkezd:

L* = {z € I*; és van olyan k > 0 egész és 21,...,2; € L hogy z = z122--- 23 }.
Igazoljuk, hogy ha L € P, akkor L* € P!

. Javasoljunk egy determinisztikus polinom idejii moédszert, mely egy adott 2 € I* input széhoz talal egy leg-

hosszabb y # z sz6t, mely legalabb kétszer fordul el§ z-ben résszéként!

. Az L nyelv felismerhet6 egy 3 logn-tarkorlatos TG-vel. Igazoljuk, hogy ekkor L € P. ¢

Legyen 1': Nt — Nt egy rekurziv fiiggvény és
L = {z € I*, M, létezik és M, nem fogadja el z-et legfeljebb 7'(| z |) lépés megtétele utan }.
Mutassuk meg, hogy az L nyelv rekurziv, de nincs olyan 7'G, mely T'(n) id6ben felismeri. ¢

Tegyiik fel, hogy van egy polinom ideji M eljarasunk, mely a (binarisan 4brazolt) m,n pozitiv egészekbol 4ll6
bementre megadja m!(mod n) értékét. Javasoljunk egy polinom idejid M-et hasznalé médszert az n primténye-
z8inek kiszdmitasara. <

Tegyiik fel, hogy van egy olyan K nevii eljaras, mely (egyetlen lépésben) megmondja, hogy az inputjaként
magadott irdnyitatlan graf szinezhet6-e harom szinnel. Csinéljunk egy a K eljarast hasznal6 algoritmust, mely
polinomidében megadja az input G graf egy 3-szinezését, ha G € 3 — SZIN.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan X eljardsunk, ami az X3C (harmasokkal valé pontos lefedhet&ség) probléméat
1 koltséggel eldonti. Adjunk meg egy, a fenti X eljarast hasznalé polinomideji algoritmust arra a problémaéra,
melynek bemenete ugyanaz, mint az X3C probléméé, de a feladat az, hogy taldljunk is egy pontos lefedést az
adott harmasokbol, ha létezik!

Tegyiik fel, hogy van egy P eljarasunk, mely egy input grafra 1 kéltséggel megmondja a grafban levé maximalis
klikk(ek) méretét. Tervezziink egy olyan, a P eljarast hasznal6 algoritmust, mely polinom idében talal egy
maximalis klikket az input grafban! ¢

Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, mely egy tetsz6leges G grafra megmondja, hogy G-ben hany Hamilton kor
van. Az eljaras egy hivasanak koltsége | V(G) |. Adjunk egy az el6bbi eljarast hasznélé polinom idejd modszert,
mely tetsz6leges grafban talal egy Hamilton kort (ha létezik egyaltalan).

Tegyiik fel, hogy a 3SAT probléma eldéntésére (a 3SAT nyelvbe tartozas eldéntésére) van egy polinomidejd
algoritmusunk. Igazoljuk, hogy ekkor a kévetkez6 keresési feladat is megoldhaté polinomidében:

BEMENET: Egy ¢ 3-CNF.

KERESENDOG: A valtozok egy olyan kiértékelése, amire a ¢ formula igaz lesz, ha egyaltalan van ilyen.

Igazoljuk, hogy az alabbi L nyelv N P-ben van:
L={f(z) =ap+ a1z + ax2® + -+ + a,z"; a; € Z és az f(z) = 0 egyenletnek van egész megoldasa }.
Megjegyzés: az a; szdmokat az inputban binarisan dbrazoljuk. ¢

Igazoljuk, hogy az alabbi eldontési probléma (vagyis a megfelels nyelv) a PSPACE osztalyban van:
Input: s1,...,5, € NT stlyok valamint tovabbi két természetes szam k és e.
Kérdés: Van-e k darab olyan I részhalmaza az {1,...,m} halmaznak, amelyekre 3, s; < e? &

Tekinstiik a kévetkez6 L nyelvet:
L = {(G,k); G egy paros (kétrészes graf), k egy pozitiv egész és G-ben pontosan k teljes parositas van }.
Igazoljuk, hogy L € PSPACE.

Igazoljuk, hogy az alabbi nyelv a PSPACE osztalyban van:
L = {(G,k); G egy iranyitatlan graf, k € N és van G-ben k darab Hamilton kér }.

A val6s egyenes korlatos zart intervallumainak egy V' véges halmaza egy intervallum grafot hataroz meg, melynek
csticsai a V elemei, tovabba I,J € V esetén (I, J) él pontosan akkor ha I'NJ # 0.

Igazoljuk, hogy a MAXKLIKK probléma polinom id6ben megoldhaté intervallum grafokra (az intervallumok
végpontjai egészek és az intervallumok a végpontok binaris dbrazolasaval szerepelnek az inputban).

Mutassuk meg, hogy az alabbi nyelv N P—teljes:
L = {G; G iranyitatlan graf és van G-ben | V(GQ) | —2 élszam egyszert at }.

Egy G iranyitatlan grafot 2-lebonthaténak neveziink, ha csticshalmaza az iires halmazza redukéalhat6 az alabbi
lépés ismételt végrehajtasaval:

G-b6l egy tetszdleges legfeljebb mdsodfoki pont a csatlakozd élekkel egyiitt térdlhetd.

Mutassuk meg, hogy a 2-lebonthat6é grafok polinom id6ben felismerhet6k. Javasoljunk ezen feliil hatékony
algoritmust az ilyen grafok 3 szinnel val6 szinezésére.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Alljon az L nyelv azon (G;U, L) paros gafokbol, melyeknek pontosan egy teljes parositésa van. Mutassuk meg,
hogy L € P.

Igazoljuk, hogy a 2 szinnel szinezhetd grafok nyelve P-beli. ¢

Alljon az L nyelv azon G = G(V, E) iranyitatlan grafokbol, melyeknek a V csticshalmaza feloszthato két olyan
nemiires V; ill. Vo részre (V = Vi UV, és V3NV, = 0), hogy G-nek legfeljebb két V) és V, kozott mend éle (olyan,
aminek az egyik végpontja V;-be, a masik V»-be esik) van! Bizonyitsuk be, hogy L € P! {

Mutassuk meg, hogy a MAX KLIKK probléma polinom idé6ben megoldhat6 az olyan G iranyitatlan grafok
esetén, melyekben barmely két kiilésnb6z6 pontnak legfeljebb 2log, | V(G) | kozos szomszédja van.

A G grafban minden cstics foka legfeljebb 3. Jel6lje k a G-beli maximalis fiiggetlen csiicshalmazok elemszamat.
Adjunk polinom ideji moédszert |k/4] elemi G-beli fiiggetlen ponthalmaz keresésére. ¢

Adott egy iranyitatlan, egyszeri G graf. Szeretnénk G-ben egy olyan éllefogé cstcshalmazt keresni, aminek a
mérete legfeljebb kétszerese a lehetd legkisebb éllefog6 ponthalmazénak. Ismertessiink egy moédszert, ami polinom
id6ben megoldja ezt a feladatot! <

a) Mutassuk meg, hogy a Hamilton-kor keresésének feladata poliom id6ben megoldhaté azon iranyitatlan grafok
esetén, amelyeknek legfeljebb n + 10 éliik van (n a csticsok szama).
b) Adjunk O(n) lépésszami algoritmust (éllistaval adott bemeneten). ¢

Legyen G egy n-pontu sszefiiggs iranyitatlan graf, melynek n 4 10 éle van. Mutassuk meg, hogy a G 3 szinnel
val6 szinezhetSsége eldonthets polinom id6ben (a 3-SZIN feladatnak ez a megszoritasa P-ben van)!

Adjunk polinomidejd algoritmust a kovetkezs feladatra: Adott n darab pozitiv egész siily: s1,...,s,. Keresend§
az adott stilyokb6l az n legkisebb részhalmazdsszeg. Mas széval, n darab olyan I C {1,...,n} halmazt szeretnénk
kivalasztani, amelyek mindegyikére igaz az, hogy legfeljebb n — 1 olyan J C {1,...,n} részhalmaz van, amire

Zs,- < Es,—.

jeJ icl

(a) f(n) = n!
(b) f(n) = az n legkisebb primoszt6ja
(c) f(n) = logyn|. ¢

a) f(G) = a G 3-szinezéseinek szama;
(b) f(G) = a G-beli egyszerii utak listaja;
(c) (@) = a G-beli haromszdgek (3 elemi klikkek) listaja.

Legyen f : {0,1}* — {0,1}* egy fiiggvény, és tegyiik fel, hogy a parokbél all6 {z#f(z), z € {0,1}*} nyelv
polinom idében felismerhet8. Igaz-e, hogy az f fiiggvény polinom idében kiszadmithat6? ¢

Igazoljuk, hogy a 4 szinnel szinezhetd iranyitatlan grafok nyelve N P-teljes!

Alljon az L nyelv azon iranyitatlan grafokbol, melyekben van [/n] méreti kér, ahol n a graf csticsainak a szama!
Bizonyitsuk be, hogy L NP-teljes!

Legyen SAT5 azon kielégithet6 Boole formuldk nyelve, melyekben a valtozéknak legfeljebb 5 el6fordulasa van
(egy valtozo, illetve a negaltja egyiittesen legfeljebb otszor szerepel a formuladban). Mutassuk meg, hogy a SATs
nyelv NP-teljes! (Ajanlas: adjunk meg egy SAT < SATs Karp-redukciot.)

Jelolje RH; a részhalmaz-Gsszeg probléma azon specidlis esetét, melyben az els stly 1 (a tanult jeldléssel:
s1 = 1). Igazoljuk, hogy az RH; nyelv NP-teljes. (Ajanlas: adjunk meg egy RH < RH; Karp-redukciot.)

Jelolje RH' a Részhalmazosszeg feladatnak azt a speciélis esetét, amelyben az s; stlyok mind péaros szamok.
Karp-redukci6 megadaséval igazoljuk, hogy az RH' feladat NP-teljes. ¢

Alkalmas Karp-redukci6é megadaséval igazoljuk, hogy a Lddapakolds feladatnak az a speciélis esete is NP-teljes,
ahol az els6 stly értéke 1/2!

Igazoljuk, hogy polinom idében megoldhaté a Lddapakolds feladatnak az a specidlis esete, amelyben minden stly
nagyobb, mint 3. ¢

Igazoljuk, hogy az alabbi L nyelv P-ben van:
L ={(v1,v2,...,Vm,b); vi;b € ZT, v; < m és van olyan I C {1,2,...,m}, hogy Dicrvi=0b} O
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.
59.

60.

Igazoljuk, hogy a Hatizsak probléménak az a speciélis esete, melyben minden stly ugyanolyan értéki (s; =
= s =--» = §,,), megoldhaté polinom idGben.

Jelélje R a részhalmazdsszeg problémanak azt a specialis esetét, amikor a stlyok 2™ és 2™ + m? kozé esS egészek,
ahol m a stlyok szama:

R={(s1,52,---,5m;b)|s:,b egészek, 2™ < s; < 2™ + m?, és van olyan I C {1,2,...,m}, hogy > .. s;=b}.
Igazoljuk, hogy R € P!

Igazoljuk, hogy polinom id6ben megoldhaté a Lddapakolds feladatnak az a speciélis esete, amelyben minden sialy
1 -
57 alakd. ¢

Jelolje H a kovetkezs hipotézist: Az N P-teljes feladatok nem oldhat6k meg O(1,2™)-nél kisebb lépésszami
algoritmussal, ahol n az input mérete. Mutassuk meg, hogy ha H igaz, akkor a kovetkezd feladat nem lehet
N P-teljes:

Input: Egy n cstcst irdnyitatlan graf G.

Kérdés: Van-e G -ben legalabb logn fiiggetlen pont? ¢

Lehet-e N P-teljes az alabbi L nyelv?
L = {(G;k); G iranyitatlan graf melyben minden pont foka legfeljebb log, | V(G) |, k pozitiv egész és G-ben
van k ponta teljes részgraf }. ¢

Igazoljuk, hogy 2 — SAT € P! {

Tegyiik fel, hogy adott egy G graf, és minden v € V(G) csiicsdhoz egy tilos(v) € {piros, fehér, z6ld} szin.
Szeretnénk eldénteni, hogy G cstcsai kiszinezheték-e a piros, fehér, 26ld szinekkel Ggy, hogy a szomszédos (éllel
Osszekotott) cstcsok szinei kiilonbozsk, és minden v cstcs szine kiilénbozik tilos(v)-t6l.

Mutassuk meg, hogy ez a feladat megoldhaté (]V(G)|-ben) polinom id6ben! (Segitség: mutassuk meg, hogy a
kovetelmények leirhat6k egy 2—CNF formuléval!)

Mutassuk meg, hogy az X3C-nek az a specialis esete, melyben az alaphalmaz 3n elemi és legfeljebb n + log, n
db harmasunk van, megoldhaté polinom idében. ¢

Mutassuk meg, hogy polinom id6ben megoldhaté az X 3C probléma azon speciélis esete, melyben az U alaphal-
maz minden elemét pontosan 2 harmas tartalmazza.

Adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy X3C<MAXFUGGETLEN, azaz adjunk meg egy Karp redukciét, ami
a harmasokkal valé pontos lefedhetség problémajat vezeti vissza arra a problémara, hogy létezik-e egy grafban
adott méreti fliggetlen pontrendszer!

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 probléma NP-teljes:

Input: G irdnyitatlan graf, kK € N,

Kérdés: van-e G-nek legalabb k-pontti 2 szinnel szinezhetd feszitett részgrafja?
(Segitség: Karp-redukaljuk r4 a MAX FTLEN problémat.) ¢

Igazoljuk, hogy az alabbi (Csicsfedés nevii) probléma N P-teljes:
Input: Egy iranyitatlan graf G és egy pozitiv egész k.
Kérdés: Van-e olyan W C V(G),| W |< k, hogy minden e € E(G) él illeszkedik legalabb egy W-beli cstcshoz?

Igazoljuk, hogy az alabbi L nyelv N P-teljes:
L = {(G1;G2); G1, G2 iranyitatlan grafok, G; fa és van olyan f : V(G1) — V(Gs) leképezés, melyre z # y
esetén f(z) # 1(y); tovabba (z,y) € E(G1) & (£(a), £(3)) € E(G2)}.

Adott az X3C probléma egy példanya. Az alaphalmaz mérete 3n, tovibba m db harmasunk van. Javasoljunk
egy O(m?n) méretd (azaz Ssszesen O(m?n) valtozobol és miveleti jelbsl 4ll6) konjunktiv normalformat, mely
akkor és csak akkor kielégithets, ha a pontos fedés megvalésithats. ¢

Igazoljuk, hogy a Hamilton-at probléma N P-teljes! (Van-e G-ben | V(G) | —1 élszami egyszeri at?) <

Jelentse L azon iranyitatlan G grafok nyelvét, melyek egy alkalmas él hozzdadéasa utan tartalmaznak Hamilton
kort. Igazoljuk, hogy L N P-teljes.

Egy G = (V, E) egyszerii iranyitatlan grafnak egy G' = (V, E') részgrafjat (E' C E) izmosnak nevezziik, ha G'-
nek egy tetszdleges élét elhagyva is Osszefiigg6 grafot kapunk. (Szokésos elnevezés: G' kétszeresen él6sszefiiggs.)
Tekintsiik a kévetkezd, MINIZMOS nevii feladatot:

BEMENET: A G graf porzitiv élsilyokkal. Az e él silyat jelsljiik c(e)-vel!

KIMENET: min{}" . c(e) | G' = (V, £') izmos részgraf}, ha létezik G-ben izmos részgraf; oo egyébként.

(Mas szoval, kiszamitandé G-ben a minimalis élstilydsszegii izmos részgraf élstlydsszege — feltéve, hogy van
ilyen.) Igazoljuk, hogy a MINIZMOS feladat NP-nehéz!
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