SzA XI. gyakorlat, 2017. november 22. Drétos Marton

3+2=1 drotos@cs.bme.hu

1. Hatarozzuk meg az Euklidészi algoritmussal [nko(504, 372)-t! Hatarozzuk meg [kkt(504, 372)-t!
Hany osztoja van 504-nek?

2. Melyek azok a p pozitiv primszamok, amelyekre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim?
(b) p? + 2 prim?
(c) p? + 4 és p* + 6 is prim?

3. Bizonyitsuk be, hogy 39'* — 1 oszthato 5-tel!

4. 8z =3 (mod 21)

5. 9z = 24 (mod 96)

6. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a haromjegyd szammal, akkor ugyanazt a maradékot
kapjuk. Mi ez a maradék?

7. Egy szazlabu meg akarja szamolni a labait. Azt tudja biol6giabol, hogy minden szazlabunak
legfoljebb 344 laba van. Ha 13-asaval szamolja a labait, akkor 3 marad ki, ha 17-esével szamolja,
akkor viszont 10 marad ki. Hanylabu a szazlabu?

8. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n'! + 10n oszthat6 11-gyel!

9. 49 =z (mod 15)
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10. Mi a 403402 utols6 harom, a 299" utolso két és a 78" szdm utolso jegye tizes szdmrendszerben?

11. Gyorshatvényozédssal szamitsuk ki 7' (mod 5) értéekeét!

12. 152 = 3 (mod 18)

13. 202z = 157 (mod 203)

14. 142z — 4 =80 (mod 21)

15. 78z — 15 = 198 (mod 48)

16. [PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek, amikre Inko(n,m) = 10
és lkkt(n,m) = 1000, ahol Inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre az n és m legnagyobb kozos
osztojat ill. legkisebb kozos tobbszorosét jelolik. Hatarozzuk meg az nm szorzatot.

17. a és b paratlan szamok, ¢ = a® + b%. Mennyi ¢ és 4 legnagyobb kozos osztoja?

18. Igazoljuk, hogy tetszéSleges n szam 9-es osztési maradéka megegyezik a 10-es szamrendszerben
felirt alakjaban szerepld szémjegyei 6sszegének 9-es maradékaval.

19. Létezik-e olyan haromjegyt szam, amely osztéinak szama oszthatd 11-gyel?

20. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmiien felirhaté n = k? - [ alakban, ahol k és
[ pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.
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21. Bizonyitsuk be, hogy a er“g tort semmilyen n-re nem egyszertsithetd!

22. n és m pozitiv egész szamok. Hany olyan pozitiv egész szam van, ami legalabb az egyiknek osztoja?

23. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 oszt6ja van, akkor n nem lehet egy egész szam
otodik hatvanya!

24. |ZH 2002.] Legyen k > 2 és jelolje (ay,aq,...,ax) az aj,as, ..., ar szamok legnagyobb kozos

osztOjat, [aq,aq, ..., ax] pedig az aj,as,...,a; szamok legkisebb kozds tobbszorosét. Mutassuk
meg, hogy (ay,as,...,ax) - la1,as,...,ar] = ay - as - ... a; akkor és csak akkor &ll fonn minden
pozitiv egészekbdl allo szam k-asra, ha k = 2.



25.

26.

27.

28.

Legyen Fy = 0,F) = 1, és n > 2 esetén az n-dik Fibonacci szdm F,, = F,_1 + F,_s. Igazoljuk,
hogy F,, és F, 1 relativ primek.

[gazoljuk, hogy tetsz6leges 10-es szamrendszerben felirt a,a,_1 ...aja¢ szam 11-es osztasi mara-
déka megegyezik az ag — ay + as ... + a, szam 11-es maradékaval.

Igazoljuk a 7-tel valo oszthatosag ellenérzésére szolgald alabbi modszer helyességét. Az n szam
pontosan akkor oszthato 7-tel, ha 7-tel oszthato az a szam, amit n tizes szamrendszerbeli alakjabol
gy kapunk, hogy az utolsd szémjegy levagasaval kapott szambol levonjuk az utolsdé szamjegy
kétszeresét. P1. 2002 pontosan akkor oszthato 7-tel, ha 200 — 2 - 2 = 196 oszthato 7-tel. Ez pedig
igaz, hisz 719 —2-6 = 7, tehat 7 | 2002.

Dzsilié méar régota gytjt nagy almara, hogy volt baratngje, Vanessza mobiltelefonon 6rzétt arc-
képét a bicepszére tetovaltassa. Legjobb baratja, Rodzser tanacsara, mig 6ssze nem jon az eh-
hez sziikséges 35000 forint, atvéltja az ezer forintosokban tartott megtakaritasat eurdra, amit a
Rodzser altal ajanlott Rikardotol (az ismeretségre tekintettel) szuperkedvezményes 330 Ft-os ar-
folyamon vesz meg. Miutan Rikardo centekkel nem foglalkozik, Dzsilionak éppen 140 Ft marad
a megtakaritasabol, amib&l Rodzserrel kozosen lottoszelvényt vesznek azzal, hogy a nyereményt
majd felezik. Hany eurd boldog birtokosdnak mondhatja magat Dzslié a sikeres tranzakcié utan?
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Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges p primszamra: (a + b)? = a? + b (mod p)

4209 = 7 (mod 13)

211999 =5 (mod 13)

Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a'® =5 (mod 31) és a'® =19 (mod 31)?
Milyen maradékot ad 59%° 101-gyel osztva?

Mi az utolsé harom jegye a 99977 szamnak?

Mi az utols6 két jegye az 19972000 sz4mnak?

Legyenek m és n pozitiv egészek, tovabba m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | ¢(n).

Mely n szamokra lesz ¢(n) primszam? Mikor lesz ¢(n) paratlan?

Hasznos tudnivalok

©(m): 1 és m kozotti m-hez relativ primek széma; ¢(p) = p — 1, ha p prim
p(p*) = p* —p*~!, ha p prim
pla-b) = ¢(a) - ¢(b), ha (a,b) =1
p(n) =TI = pf ") = TI(p — Dp* ™' = nTIA — )

Euler-Fermat tétel: ha (a,m) = 1, akkor a®'™ =1 (mod m)

Kis-Fermat tétel: ha p prim, akkor a = a? (mod p)



