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1. Határozzuk meg α(G), τ(G), ν(G), ρ(G) értékét a következő gráfokban, és adjunk hozzájuk meg-
felelő csúcs- vagy élhalmazokat!

2. A 2000 csúcsú G gráfban τ(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes párosítás!

3. Igazoljuk, hogy τ(G) ≤ 2ν(G) teljesül tetszőleges hurokélmentes G gráfra. (Továbbá τ(G) −
ν(G) < n

2
is. :P)

4. A G gráf egyszerű, összefüggő, 100 csúcsa van és van benne 25 élű párosítás. Igazoljuk, hogy
ω(G) ≤ 75.

5. Síkbarajzolhatók-e az alábbi gráfok?

6. Hány csúcsa van egy összefüggő, 4-reguláris síkgráfnak, ha síkbarajzolásakor 10 tartomány kelet-
kezik?

7. Készítsük el az alábbi gráfok duálisát!

8. Legyen G egy 20 pontú, összefüggő, 3-reguláris síkgráf. Hány pontja van G duálisának, G∗-nak?

9. Rajzoltam egy n csúcsú fát, de elveszítettem. Rajzoljuk le a duálisát!

10. Egy mezőn k ház és k kút áll. Minden háztól pontosan 4 (különböző) kúthoz vezet út (méghozzá
közvetlenül, vagyis más házak vagy kutak érintése nélkül). Mutassuk meg, hogy biztosan van két
olyan út, amelyek keresztezik egymást!

11. Határozzuk meg α(G), τ(G), ν(G), ρ(G) értékét a G = Kn,m teljes páros gráfra!

12. [ppZH 2010. ősz] Mutassunk olyan 10 pontú összefüggő, egyszerű G gráfot, amihez úgy lehet
egy élt hozzáadni az egyszerűség megtartásával, hogy a ν(G) és a ρ(G) értéke is megváltozik ennek
hatására.

13. A V = {2, 3, . . . , 2007} ponthalmazon definiáljuk a G(V,E) gráfot úgy, hogy (x, y) ∈ E ⇔ x -
y ∧ y - x (a - b: a nem osztója b-nek)! Van-e G-ben teljes párosítás?



14. [ppZH 2011. december 14.] Legyen a G = (V,E) gráf csúcshalmaza V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6},
élei pedig E = {vivj : i+j

i−j
∈ Z}. Határozzuk meg a ν(G), τ(G), α(G), ρ(G) paramétereket.

15. [ZH 2009. október 19.] Legyen G az a gráf, mely hét darab egyenként 287 pontú teljes gráf
pontdiszjunk egyesítése. Határozzuk meg az α(G), τ(G), ρ(G), ν(G) értékeket!

16. Mutassuk meg, hogy ha az n pontú G gráfban nincs hurokél és τ(G) = n− 1, akkor G = Kn!

17. Igazoljuk, hogy az n pontú G páros gráfban α(G) ≥ n/2!

18. [ZH 2012. november 22.] Legyenek v2, v3, . . . , v7 a G egyszerű gráf csúcsai, és pontosan akkor
fusson vi és vj között él, ha i2−1-nek és j2−1-nek van 1-nél nagyobb közös osztója. Rajzoljuk le G
egy áttekinthető diagramját, számítsuk ki a G-ben található független élek ill. független csúcsok
maximális számát (ν(G)-t és α(G)-t), valamint a G-t lefogó pontok ill. élek minimális számát
(τ(G)-t és ρ(G)-t).

19. A G egyszerű gráfnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalább n. Határozzuk
meg ν(G) és ρ(G) értékét! Mutassuk meg, hogy τ(G) ≥ n!

20. [pZH 2009. november 17.] Legyenek a G páros gráf színosztályai A és B, és tegyük fel, hogy
legfeljebb |B| él szükségesG összes pontjának lefogásához. Igazoljuk, hogy ekkor az A színosztályra
teljesül a Hall feltéltel.

21. Tegyük fel, hogy a G gráf minden összefüggő komponense egy kör. Mi az a legkisebb m szám,
amire teljesül, hogy G-hez hozzá lehet venni m (megfelelően választott) élet úgy, hogy az új
gráfban legyen teljes párosítás? Mikor létezik ilyen m szám?

22. Egy G összefüggő gráf olyan, hogy tetszőleges pontját elhagyva a maradék gráfban létezik teljes
párosítás. Bizonyítsuk be, hogy G-ben nincs elvágó él! (Egy él elvágó, hogyha az élet elhagyva
megszűnik a gráf összefüggősége.)

23. Bizonyítsuk be, hogy ∆(G)τ(G) ≥ |E|! ∆(G) a G gráf maximális fokszáma.

24. Bizonyítsuk be, hogy egy háromszög- és hurokmentes G gráfban α(G)τ(G) ≥ |E|!
25. Síkbarajzolhatók-e a K6, K4,2, K4,3, K5 − e,K3,3 − e, C̄6, Petersen gráf?

26. [ZH 2009. november 23.] A G gráfot úgy kaptuk, hogy a 6 pontú teljes gráfból elhagytunk
három független (vagyis pontdiszjunkt) élt. Síkbarajzolható-e ez a G gráf? (Ha igen, rajzoljuk le
keresztezés nélkül, csupa egyenes szakasszal, ha nem, akkor bizonyítsuk ezt be!)

27. [pZH 2011. december 1.] Síkbarajzolható-e az ábrán látható gráf?

28. Egy konvex test minden lapja négyszög vagy nyolcszög és minden pontban pontosan három lap
találkozik. Mennyi a négyszög- és nyolcszöglapok számának különbsége?

29. Adjunk meg egy olyan G1 és G2 gráfokat, hogy adott lerajzolás szerint G1
∼= (G∗

1)
∗ és G2 � (G∗

2)
∗!

30. Síkbarajzolhatók-e az alábbi gráfok?

31. Síkbarajzolható-e a kocka komplementere? (Lapozz!)



32. [ZH 2009. november 23.] Egy 12 csúcsú konvex poliédernek 10 lapja van. Hány oldala van az
egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szám minden lapra azonos?

33. Egy nemzetközi konferencián 5 ország egy-egy képviselője ül asztalhoz. Bizonyítsuk be, hogy van
köztük kettő, akiknek az országa nem szomszédos! (Feltételezhetjük, hogy a világ nem tórusz
alakú, valamint nincsenek exklávék.)

34. Van-e olyan 9-pontú G gráf, hogy sem G sem a G komplementere nem síkbarajzolható?

35. Van-e olyan 9-pontú, összefüggőG gráf, hogy semG sem aG komplementere nem síkbarajzolható?

36. Mutassunk egy olyan egyszerű G gráfot, melynek 5 pontja van, és izomorf a duálisával!

37. [ZH 2008. november 17] Határozzuk meg mindazon egyszerű, összefüggő, síkbarajzolható G
gráfokat, amiknek létezik olyan G∗ duálisuk, hogy G ∼= G∗ teljesül, továbbá e = n+ 2 áll, ahol e
a G éleinek, n pedig G csúcsainak számát jelöli.

38. [pZH 2008. december 5.] Tegyük fel, hogy G olyan síkbarajzolható, egyszerű gráf, amibe nem
tudunk további élt húzni az egyszerűség és síkbarajzolhatóság megtartásával. Igazoljuk, hogy ha
G∗ a G duálisa, akkor G∗ 3-reguláris.

39. [ppZH 2010. ősz] Bizonyítsuk be, hogy ha G egyszerű, síkbarajzolható gráf, akkor G bármely
G∗ duálisának van olyan tartománya, amit legfeljebb 5 él határol.

40. [pZH 2014. december 8.] Bizonyítsuk be, hogy ha egy egyszerű G gráf síkbarajzolható, akkor
a pontjainak legfeljebb a fele lehet 10-nél nagyobb fokú.

41. Igazoljuk, hogy ha G n pontú sr gráf, és G izomorf G∗-gal, akkor G-nek 2n− 2 éle van!

42. Tfh G öf, sr, és G minden lapja háromszög, ill., hogy G∗ minden lapja négyszög. Hány pontja és
hány éle van G-nek?

43. Egy 20-csúcsú poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldalú sokszög. Mennyi a k értéke?

44. Legkevesebb hány élkeresztezéssel lehet lerajzolni K4,4-et?

45. [ZH 2011. november 24.] Tegyük fel, hogy G olyan gráf, amire ∆(G) ≤ 3 és G-nek legfeljebb
5 harmadfokú csúcsa van. Bizonyítsuk be, hogy G síkbarajzolható.

46. [ppZH 2011. december 14.] Tegyük fel, hogy a G egyszerű gráfnak 11 csúcsa van és síkbaraj-
zolható. Igazoljuk, hogy a Ḡ komplementergráf nem síkbarajzolható.

47. Hány csúcsa van egy olyan öf síkbarajzolható gráfnak, aminek három háromszöglapja, három
négyszöglapja és egy ötszöglapja van?



Hasznos tudnivalók – gráfparaméterek

• α(G): független csúcsok maximális száma G-ben

• ν(G): független élek maximális száma G-ben (maximális párosítás)

• ρ(G): lefogó élek minimális száma G-ben (csak akkor értelmezett, ha nincs izolált pont)

• τ(G): lefogó csúcsok minimális száma G-ben

• α(G) ≤ ρ(G), ν(G) ≤ τ(G)

• Gallai: α(G) + τ(G) = n (ha nincs hurokél), ν(G) + ρ(G) = n (ha nincs izolált pont)

• König: páros gráfokra! ν(G) = τ(G); α(G) = ρ(G), ha nincs izolált pont

Hasznos tudnivalók – síkgráfok

• Síkbarajzolt gráfra n+ t = e+ k + 1

• Euler-formula: ha a gráf SR és összefüggő (k = 1), akkor n+ t = e+ k + 1

• G egyszerű, SR, n ≥ 3: e ≤ 3n− 6

• G egyszerű, SR, háromszögmentes, n ≥ 3: e ≤ 2n− 4

• G egyszerű, SR: δ(G) ≤ 5 (van legfeljebb 5-öd fokú csúcs)


