SzA X. gyakorlat, 2017. november 15. Drétos Marton

Gorog betiik, valamint grafokat rajzolunk drotos@cs.bme.hu

1. Hatarozzuk meg a(G), 7(G), v(G), p(G) értékét a kovetkezs grafokban, és adjunk hozzajuk meg-
felels cstics- vagy élhalmazokat!

2. A 2000 cstcstu G graftban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!

3. Igazoljuk, hogy 7(G) < 2v(G) teljesiil tetsz6leges hurokélmentes G grafra. (Tovabba 7(G) —
v(G) < 5 is. :P)

4. A G graf egyszert, Osszefiiggs, 100 cstcsa van ¢és van benne 25 éld parositas. Igazoljuk, hogy
w(G) < 75.

5. Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?

6. Hany cstcsa van egy Osszefiiggd, 4-regularis sikgrafnak, ha sikbarajzolasakor 10 tartomany kelet-
kezik?

7. Készitsiik el az alabbi grafok dualisat!

8. Legyen G egy 20 pontu, Osszefiiggs, 3-regularis sikgraf. Hany pontja van G duélisdnak, G*-nak?

9. Rajzoltam egy n cstcsu fat, de elveszitettem. Rajzoljuk le a dualisat!

10. Egy mez6n k haz és k kat all. Minden haztol pontosan 4 (kiilonb6z6) kathoz vezet ut (méghozza
kozvetleniil, vagyis més hazak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két
olyan 1t, amelyek keresztezik egymaést!

11. Hatarozzuk meg a(G), 7(G), v(G), p(G) értékét a G = K, ,,, teljes paros grafral

12. [ppZH 2010. 8sz] Mutassunk olyan 10 pontu Osszefiiggs, egyszerti G grafot, amihez gy lehet
egy élt hozzdadni az egyszeriiség megtartasaval, hogy a v(G) és a p(G) értéke is megvaltozik ennek
hataséra.

13. AV ={2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, E) grafot ugy, hogy (z,y) € E < x {

yAyfx (atb: anem osztdoja b-nek)! Van-e G-ben teljes parositas?
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[pPPZH 2011. december 14.] Legyen a G = (V, E) gréf csticshalmaza V' = {vy, vy, v3, v4, vs, V6 },
¢lei pedig £ = {v;v; : % € 7Z}. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), a(G), p(G) paramétereket.

[ZH 2009. oktdéber 19.] Legyen G az a graf, mely hét darab egyenként 287 pontu teljes graf
pontdiszjunk egyesitése. Hatérozzuk meg az a(G), 7(G), p(G), v(G) értékeket!

Mutassuk meg, hogy ha az n pontu G grafban nincs hurokél és 7(G) = n — 1, akkor G = K,/
Igazoljuk, hogy az n pontu G péros grafban a(G) > n/2!

[ZH 2012. november 22.| Legyenek vs, vs, ..., v7 a G egyszerii graf csucsai, és pontosan akkor
fusson v; és v; kozott él, ha i* — 1-nek és j2 —1-nek van 1-nél nagyobb kozos osztoja. Rajzoljuk le G
egy attekinthets diagramjat, szamitsuk ki a G-ben talédlhato fliiggetlen élek ill. fiiggetlen csticsok
maximalis szamat (v(G)-t és a(G)-t), valamint a G-t lefogd pontok ill. élek minimalis szaméat
(7(G)-t és p(G)-t).

A G egyszert grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n. Hatarozzuk
meg v(G) és p(G) értékét! Mutassuk meg, hogy 7(G) > n!

[PZH 2009. november 17.] Legyenek a G paros graf szinosztalyai A és B, és tegyiik fel, hogy

legfeljebb | B| él sziikséges G Osszes pontjanak lefogésahoz. Igazoljuk, hogy ekkor az A szinosztélyra
teljesiil a Hall feltéltel.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden 0Osszefiiggé komponense egy kor. Mi az a legkisebb m szam,
amire teljesiil, hogy G-hez hozza lehet venni m (megfelel6en vélasztott) élet tgy, hogy az j
grafban legyen teljes parositas? Mikor 1étezik ilyen m szam?

Egy G 0sszefiiggs graf olyan, hogy tetszileges pontjat elhagyva a maradék gratban létezik teljes
parositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvago él! (Egy él elvagd, hogyha az élet elhagyva
megszinik a graf sszefliggdsége.)

Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fokszdma.

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E|!
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Sikbarajzolhatok-e a K¢, Ky, K43, K5 — ¢, K33 — e, Cs, Petersen graf?

[ZH 2009. november 23.] A G grafot ugy kaptuk, hogy a 6 pontu teljes grafbol elhagytunk
harom fiiggetlen (vagyis pontdiszjunkt) élt. Sikbarajzolhato-e ez a G graf? (Ha igen, rajzoljuk le
keresztezés nélkil, csupa egyenes szakasszal, ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be!)

[PZH 2011. december 1.] Sikbarajzolhato-e az abran lathato graf?

Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan harom lap
talalkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szaméanak kiilonbsége?

Adjunk meg egy olyan G, és G grafokat, hogy adott lerajzolés szerint G; = (G5)* és Go 2 (G5)*!
Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?

BRISIENRESE

Sikbarajzolhato-e a kocka komplementere? (Lapozz!)
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[ZH 2009. november 23.] Egy 12 csticst konvex poliédernek 10 lapja van. Hany oldala van az
egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szdm minden lapra azonos?

Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képviselGje iil asztalhoz. Bizonyitsuk be, hogy van
koztiik ketts, akiknek az orszaga nem szomszédos! (Feltételezhetjiik, hogy a vildg nem torusz
alaki, valamint nincsenek exklavék.)

Van-e olyan 9-pontd G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6?
Van-e olyan 9-pontt, 6sszefiiggd G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6?
Mutassunk egy olyan egyszerti G grafot, melynek 5 pontja van, és izomorf a dualisaval!

[ZH 2008. november 17| Hatarozzuk meg mindazon egyszert, sszefliggd, sikbarajzolhato G
grafokat, amiknek létezik olyan G* dualisuk, hogy G' = G* teljesiil, tovabba e = n + 2 all, ahol e
a (G éleinek, n pedig GG cstucsainak szaméat jeloli.

[PZH 2008. december 5.] Tegyiik fel, hogy G olyan sikbarajzolhato, egyszert graf, amibe nem
tudunk tovabbi élt htzni az egyszertiség és sikbarajzolhatosag megtartésaval. Igazoljuk, hogy ha
G* a G dualisa, akkor G* 3-regularis.

[PPZH 2010. 8sz| Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszert, sikbarajzolhatd graf, akkor G barmely
G* dualisanak van olyan tartomanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.

[PZH 2014. december 8.] Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszeri G graf sikbarajzolhato, akkor
a pontjainak legfeljebb a fele lehet 10-nél nagyobb foki.

Igazoljuk, hogy ha G n pontu sr graf, és GG izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van!

Tth G 6f, sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany pontja és
hény éle van G-nek?

Egy 20-cstcsu poliédernek 12 lapja van, mindegyik £ oldalt sokszog. Mennyi a k értéke?
Legkevesebb hény élkeresztezéssel lehet lerajzolni Ky 4-et?

[ZH 2011. november 24.] Tegyiik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek legfeljebb
5 harmadfoki cstcsa van. Bizonyitsuk be, hogy G sikbarajzolhato.

[pPPZH 2011. december 14.] Tegyiik fel, hogy a G egyszeri grafnak 11 csticsa van és sikbaraj-
zolhato. Igazoljuk, hogy a G komplementergraf nem sikbarajzolhato.

Hany cstucsa van egy olyan of sikbarajzolhato gréafnak, aminek harom haromszoglapja, harom
négyszoglapja és egy 6tszoglapja van?



Hasznos tudnivalok — grafparaméterek

a(@G): fiiggetlen csucsok maximalis szama G-ben

e v(G): fuggetlen élek maximalis szama G-ben (maximalis parosités)

e p(G): lefogo élek minimélis szama G-ben (csak akkor értelmezett, ha nincs izolalt pont)
e 7(@G): lefogd cstcsok minimélis szama G-ben

e a(G) < p(G), v(G) < 7(G)

e Gallai: a(G) + 7(G) = n (ha nincs hurokél), v(G) + p(G) = n (ha nincs izolalt pont)

e Konig: paros grafokra! v(G) = 7(G); a(G) = p(G), ha nincs izolalt pont

Hasznos tudnivalok — sikgrafok

Sikbarajzolt grafran +t=e+ k+1

Euler-formula: ha a graf SR és sszefiiggs (k = 1), akkor n+t=e+k+1
e (G egyszerti, SR, n>3:e<3n—6

e (G egyszerid, SR, haromszogmentes, n > 3: e < 2n — 4

o G egyszert, SR: §(G) < 5 (van legfeljebb 5-6d foku cstics)



