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Paros grafok, gorog betiik drotos@cs.bme.hu
1. Adjunk meg egy maximaélis parositast a kovetkezd grafban az alternal6é utas modszerrel!

. Adjunk meg egy maximalis péarositast a kovetkezs gratban!

Egy 12 fiubdl és 12 lanybol 4ll6 tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer az ellenkez6 nemiiek
koziil (az ismeretségek kolesonosek). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész tarsasag egymast ismerd
fit-lany parokba allithato!

Hatarozzuk meg o(G), 7(G),v(G), p(G) értékét a kovetkezd grafokban, és adjunk hozzajuk meg-
felels cstics- vagy élhalmazokat!
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5. A 2000 cstcsu G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!

Igazoljuk, hogy 7(G) < 2v(G) teljesiil tetsz6leges hurokélmentes G grafra. (Tovabba 7(G) —
v(G) < % is. :P)

2

A G graf egyszert, Osszefiiggs, 100 cstcsa van és van benne 25 éld parosités. Igazoljuk, hogy
w(@) < 75.

Bizonyitsuk be, hogy béarmely k-regularis (k > 0) paros grafban van teljes parositas.
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G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne teljes parositas? Igaz-e
az allitds megforditasa?

[ZH 2010. oktdber 15.] Legyenek a G iranyitatlan graf csicsai az 1,2, ..., 100 szamok, az i és j
csucs kozott pedig akkor fusson él, ha j < 7 esetén az ¢ — j szam 4-gyel osztva 1-et ad maradékul.
Paros-e a G graf?

A G = (A, B, E) paros gratban |A| = |B| és az A osztaly minden valodi X részhalmazara (azaz
) C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > |X]|. Igazoljuk, hogy G tetszbleges éle kiegészithetd teljes
pérositassal

Hatarozzuk meg o(G), 7(G),v(G), p(G) értékét a G = K, ,, teljes paros grafral

[PPZH 2010. 8sz] Mutassunk olyan 10 pontu Osszefiiggs, egyszerti G grafot, amihez gy lehet

egy élt hozzaadni az egyszertiség megtartasaval, hogy a v(G) és a p(G) értéke is megvaltozik ennek
hataséra.

AV ={2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, E) grafot ugy, hogy (z,y) € F < x {
yAytz (afb: anem osztdja b-nek)! Van-e G-ben teljes parositas?

[PPZH 2011. december 14.] Legyen a GG = (V, E) graf cstcshalmaza V' = {v1, va, v3, v4, V5, s},
élei pedig £ = {vv; : % € Z}. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), a(G), p(G) paramétereket.
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[ZH 2009. oktober 19.] Legyen G az a graf, mely hét darab egyenként 287 pontu teljes graf
pontdiszjunk egyesitése. Hatérozzuk meg az a(G), 7(G), p(G), v(G) értékeket!

[PPZH 2012. december 12.] Legyen A = {ay, as, ..., a,} az egyszert G paros graf egy szinosz-
talya, és tegyiik fel, hogy d(a;) > ¢ teljesiil minden 1 < i < n esetén. Igazoljuk, hogy G-ben van
A-t fed6 parositas.

Mutassuk meg, hogy ha az n pontu G grafban nincs hurokél és 7(G) = n — 1, akkor G = K,/
Igazoljuk, hogy az n ponttt G paros gratban a(G) > n/2!

[ZH 2012. november 22.] Legyenek vy, v3, ..., v7 a G egyszert graf cstcsai, és pontosan akkor
fusson v; és v; kozott él, ha i — 1-nek és j2 —1-nek van 1-nél nagyobb kozos osztoja. Rajzoljuk le G
egy attekinthetd diagramjat, szamitsuk ki a G-ben talalhato fiiggetlen élek ill. fiiggetlen csiicsok
maximéalis szamat (v(G)-t és a(G)-t), valamint a G-t lefogd pontok ill. élek minimalis szaméat
(T(G)-t és p(G)-t).

A G egyszert grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legaldbb n. Hatarozzuk
meg v(G) és p(G) értékeét!

Legyen egy 2n cstcsu egyszeri graf minden csticsdnak fokszama legaldbb n. Mutassuk meg, hogy
7(G) > n!

[PZH 2010. &sz] Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,b € B esetén
d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben A-t fedd parosités.

Adott egy G péaros graf (A és B szinosztalyokkal) és G minden v csticsahoz egy b(v) pozitiv egész
szam. Az a cél, hogy a lehetd legtobb élét kivalasszuk G-nek tgy, hogy minden v cstcs legfeljebb
b(v) kivalasztott élnek legyen végpontja. Adjunk hatékony algoritmust ennek a problémanak a
megoldasara. (A feladatban koriilirt élhalmazt b-parositasnak is szokas hivni.)

Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarosag Teriileti Feliigyel$ Alosztélya felosztot-
ta a szigetet n egyenld részre, vadaszteriileteknek. Az Agrariumot Feliigyels Fiiggetlen Dontéshozo
Testlilet is felosztotta a szigetet, n mezdgazdasagi tertiletre (természetesen a két felosztés kiilon-
boz6). A Szocialis Végrehajto Hivatal most szeretne minden csaladnak adni egy mezdgazdasagi-
és egy vadaszteriiletet, de gy, hogy a két teriiletnek legyen kozos része (ha méar nem lehet azonos
a kettd a jol kommunikalo testiiletek miatt). Megoldhato-e ez mindig?

[PZH 2009. november 17.] Legyenck a G péros graf szinosztalyai A és B, és tegyiik fel, hogy
legfeljebb | B| él sziikséges G Osszes pontjanak lefogéséahoz. Igazoljuk, hogy ekkor az A szinosztalyra
teljesiil a Hall feltéltel.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden Osszefiiggé komponense egy kor. Mi az a legkisebb m szam,
amire teljesiil, hogy G-hez hozza lehet venni m (megfelelGen vélasztott) élet ugy, hogy az 1j
grafban legyen teljes parositas? Mikor létezik ilyen m szam?

Egy G Osszefiiggd graf olyan, hogy tetszéleges pontjat elhagyva a maradék grafban létezik teljes
péarositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvago él! (Egy él elvago, hogyha az élet elhagyva
megszinik a graf sszefliggdsége.)

Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fokszédma.

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E|!

Hasznos tudnivalok

a(Q): fiiggetlen csicsok maximalis szdma G-ben
v(QG)
p(G)
T(Q): lefogo csticsok minimalis szama G-ben

a(G) < p(G), ¥(G) < 7(G)

Gallai: a(G) + 7(G) = n, valamint ha nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) = n
Konig: paros grafokra! v(G) = 7(G); a(G) = p(G), ha nincs izolalt pont

: figgetlen élek maximalis szdma G-ben (maximalis parosités)
: lefogo élek minimalis szama G-ben (csak akkor értelmezett, ha nincs izolalt pont)



