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1. Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezsé grafban az alternalé utas moédszer-
rel!

El6szor tippeliink egy szimpatikus parositast:

Itt keresiink egy alternalo utat (vastagon):

Megcseréljiik benne az élek parositottsiagat, ezzel noveltiik a péarositést:

Ezutan megint alternal6d utat kerestink:

Ezzel egy teljes parositasunk lesz, igy biztos, hogy nem kell tovabb keresni:

2. Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezé grafban!

—



A zolddel jeldlt élek egy 4 méretd parositast alkotank. A 3 kékkel jelolt pont szomszédséga csak
2 elemii, igy a Hall feltéltel nem teljesiil, vagyis teljes (5 méretd) parositasunk nem lehet. Tehét
a megtalalt parositdsunk maximalis.

. Egy 12 fiibol és 12 lanybél all6 tarsasidgban mindenki legalabb 6 embert ismer az
ellenkezd nemtiek koziil (az ismeretségek kolcsonodsek). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az
egész tarsasag egymast ismerd fit-lany parokba allithato! Vilasszunk ki ¢ fiat! Ha ¢ < 6,
akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerése van. Ha ¢ > 7, akkor tfh 6sszesen kevesebb,
mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy olyan lany fitiismerdseinek szama, akit egyikdjiik sem ismer:
12 — ¢t < 5, ami ellentmond a feltételnek. Ezek alapjan tetszéleges ¢ fiinak Gsszesen legalabb ¢
lanyismerdse van, tehat tudunk adni egy teljes parositast (Frobenius-tétel).

. Hatarozzuk meg o(G),7(G),v(G), p(G) értékét a kovetkezs grafokban, és adjunk hoz-
zajuk megfelelS cstcs- vagy élhalmazokat!

A B C D A B C D

E F G H E F G H
{(A,E),(B,F),(C,Q), (D, H)} (kék élek) mindkét grafban teljes parosités, igy maximalis fiigget-
len élhalmaz is, vagyis v(G) = 4 mindkét esetben.

A bal oldalon {A, C, F, H} egy lefog6 ponthalmaz, és minimaélis is, mivel 7 > v. A jobb oldalon
{A,E,F} és {D,G, H} koziil egyenként legalabb 2, sszesen tehat legalabb 4 csucsot ki kell
valasztani, és ekkor még biztos, hogy ki fog maradni él (B, (), igy 7 > 5. {A,C, D, F, G} viszont
pont jo is. (Piros cstcsok.)

A Gallai tétel hasznalatanak feltételei mindkét esetben teljesiilnek, vagyis a(G) = n — 7(G), ami
a bal oldalon 4, a jobb oldalon 3; egy-egy lehetséges max fiiggetlen halmaz zolddel jelolve.

Az el6z6hoz hasonloan a Gallai tétel miatt p(G) = n — v(G), ami 4 mindkét grafra; egy-egy
minimalis lefogo6 élhalmaz sargaval jelolve. (Egyébként itt a kékkel jeloltek is jok lennének —
gondoljunk bele, hogy ha egy grafban van teljes parositas, akkor az garantiltan egy minimalis
lefogo élhalmaz is egyben.)

. Hatarozzuk meg «o(G),7(G),v(G), p(G) értékét a G = K, ,, teljes paros grafra!

A teljes paros grafban a kisebbik cstucsszamu osztalyt lefeds parositas biztos létezik, ennél na-
gyobb nem is lehet, igy v(G) = min{n,m}. Konig tétele értelmében v(G) = 7(G), ezért
7(G) = min{n, m}. Gallai tétele miatt o(G) = |V| —7(G) = (n+m) —min{n, m} = max{n, m}.
Ismét Konig tétele alapjan p(G) = a(G) = max{n, m}.

. A 2000 csucsu G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!
Tudjuk, hogy 7(G) > v(G), és egy teljes parositas esetén v(G) = n/2. Ebbdl 678 = 7(G) >
v(G) = 1000 ellentmondas, tehat nem lehet a grafban teljes parositas.

. Mutassuk meg, hogy ha az n ponta G grafban nincs hurokél és 7(G) = n — 1, akkor
G=K,!

Tth mégsem teljes graf, vagyis Ju,v € V : (u,v) ¢ E. Ha minden csicsot bevélasztunk u-n és
v-n kiviil a lefog6 pontok kozé, akkor tobb csiicsra mar nincs is sziikségiink, hiszen az u-ba és
v-be futod Gsszes €l is le van fogva a masik végpontja altal (és természetesen a graf dsszes tobbi éle
is), ezt csak egy u-hoz vagy v-hez tartozé hurokél tudna elrontani, ami nincs. Igy kideriilt, hogy
7(G) < n — 2, ami ellentmond a feltételnek.

. Igazoljuk, hogy 7(G) < 2v(G) teljesiil tetszgleges hurokélmentes G grafra. (Tovabba
7(G) —v(G) < 2 is. :P)
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10.

Ha egy maximaélis parositas minden élének mindkét végpontjat lefogjuk (ez pontosan 2v(G) pont),
akkor biztosan lefogtuk az Osszes élet. Tfh ugyanis, hogy van még ,lefogatlan” él: ez nem csatla-
kozhat semelyik max parositasbeli élhez, vagyis ftln azoktol, vagyis ezzel kiegészithetnénk a max
parositast, ami pedig lehetetlen.

Mivel 2v(G) ponttal lefogtuk az Osszes élet, a lefogd pontok minimélis szama ennél nagyobb
garantaltan nem lehet.

Tovébba: az el6z6 eredményt, valamint az ismert v(G) < § Osszefiiggést felhasznalva:

7(G) £ 2w(G) = UG) + 1(G) S UG) + 3
Ez méar majdnem kész, csak < van < helyett. Az egyenléség csak tgy teljesiilhet, ha v(G) = %,
azaz egy teljes parositasunk van; tovabba minden egyszerd gréafra igaz, hogy 7(G) < n—1. Ezeket
Osszerakva latszik, hogy egyenléség végig nem allhat fenn, tehat

r(G) < @)+,

amibdl atrendezéssel adodik a bizonyitando allitas.

A G graf egyszert, 6sszefiiggd, 100 csticsa van és van benne 25 éld parositas. Igazoljuk,
hogy w(G) < 75.
Vegyiik észre, hogy barmely X C G ponthalmaz akkor és csak akkor fiiggetlen G egyszertd grafban,

ha klikket alkot G-ben. Ebbél kivetkezéen a(G) = w(G) barmely egyszert grafra.
Mivel a grafban van 25 éld parositas, v(G) > 25, valamint tudjuk, hogy 7(G) > v(G).

A Gallai tétel feltételei teljesiilnek, igy a(G) = n—7(G) igaz. Az eddigieket dsszerakva (a — elgjel
miatt figyelni kell az egyenlStlenségek irdnyara):

w(@) =a(G)=n—-71(G) <n—v(G) <n—25=T75.

Adott egy G paros graf (A és B szinosztalyokkal) és GG minden v csticsidhoz egy b(v)
pozitiv egész szam. Az a cél, hogy a leheté legtobb élét kivalasszuk G-nek agy, hogy
minden v csics legfeljebb b(v) kivalasztott élnek legyen végpontja. Adjunk hatékony
algoritmust ennek a problémanak a megoldasara. (A feladatban koriilirt élhalmazt
b-parositasnak is szokas hivni.)

Bevezetjiik az s és t terminalokat, s-b6l minden A-beli csticsba, ill. minden B-beli csiicsbol ¢-be
iranyitott élt vezetiink. Ezen élek kapacitasa b(v) lesz az adott v-re, G éleinek egységnyi kapacitést
adunk, és A-t6l B felé iranyitjuk azokat. Az igy kapott halozatban egy tetszéleges egészfolyam
nagysaga megegyezik azon G-beli élek szamaval, amelyeken egységnyi folyam folyik, és ezen élek
b-parositast alkotnak. Rdadasul minden b-parositasbol készithets a parositas méretével megegyezd
nagysagu folyam. Szoval maximalis nagysagu egészfolyamot keresiink, azt meg tanultuk, hogy kell.

11.

12.

G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne teljes paro-
sitas? Igaz-e az allitas megforditasa?

[gaz, mert egy péros graftban minden kor paros hosszu, igy egy Hamilton kor is, aminek minden
masodik éle pont egy teljes parositast ad. Megforditva nem igaz, pl. egy 2k csiicsi paros grafban,
ahol minden pont foka 1, van teljes parositas, de Hamilton-kor biztos nincs.

[ZH 2010. oktober 15.] Legyenek a G iranyitatlan graf csiicsai az 1,2,...,100 szamok,
az i és j csucs kozott pedig akkor fusson él, ha j < i esetén az ¢ — j szam 4-gyel osztva
1-et ad maradékul. Paros-e a GG graf?

Ha i és 7 kozott él fut, akkor i és j kozil pontosan az egyik péaros, a masik paratlan. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy se két paros szam, se két paratlan szam kozott nem futhat él, (3 pont)
igy G valoban péros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb péaros ill. paratlan pozitiv egészek



13.

14.

15.

16.

alkotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két cstics kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak. (2
pont)

Két kiilonb6z8 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradékok kiilonbsége 1
vagy a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehat paros, hiszen az 1-es és 3-as ill. a 2-es és 0-4s maradékosztaly kozott nem vezet él,
és ezek adjak a szinosztalyokat. (6 pont)

A G = (A, B, E) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valédi X részhalmazara
(azaz ) C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > |X|. Igazoljuk, hogy G tetszsleges éle
kiegészithets teljes parositassa!

Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozé cstucsokkal egyiitt! Az igy keletkezd grafban minden
szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |[N'(X)| > |[N(X)| —1 > | X| tetsz6leges X C A-
ra, kihasznalva, hogy |N(X)| > |X|. A modositott grafban a Frobenius-tétel szerint tehat van
teljes parositas, ehhez pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet, amivel mar az eredeti
grafban is teljes parositasunk lesz.

[PPZH 2010. 6sz] Mutassunk olyan 10 pontu Osszefiiggs, egyszert G grafot, amihez
ugy lehet egy élt hozzaadni az egyszertliség megtartasaval, hogy a v(G) és a p(G) értéke
is megvaltozik ennek hatasara.

Gallai idevago tétele szerint ha G-ben nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) = |V(G)|. (3 pont)
Ennek megfelelGen ha olyan 10 pontu grafot talalunk, aminek nincs izolalt pontja, és amihez tugy
lehet egy élt hozzaadni, hogy a v(G) megvaltozzon, akkor p(G) is valtozni fog, tehat teljesiilni fog

a feladatban leirt tulajdonsag. (3 pont)
Ilyen graf pl. a 10 pontu csillag (az a 10 cstcsu fa, aminek 9 levele van), mert ebben a grafban
v =1, de tetszbleges tjabb élt behtzva v = 2 lesz. (4 pont)

Természetesen az is tokéletes megoldés, hogy egy konkrét grafrol és hozzaadott élrél konkrétan
megmutatjuk (Gallai nélkiil), hogy a v és a p is valtozik.

AV =1{2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, F) grafot agy, hogy (z,y) € £ <
rtyAytz (atb: a nem osztdja b-nek)! Van-e G-ben teljes parositas?

Igen, van. A szomszédos szamok relativ primek, igy fut kézottiik él. A (2,3), (4,5) ... (2006, 2007)
pont egy teljes parositas lesz.

[ppZH 2011. december 14.] Legyen a G = (V,FE) graf cstcshalmaza V =
{v1, v, v3, 04, U5, 06}, €lei pedig E = {v;v; : % € Z}. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G), a(G),
p(G) paramétereket.

A mellékelt dbran lathato a kérdésben szerepld graf egy diagramja. (3 pont)

Mivel G-ben sem izolalt pont, sem hurokél nincs, ezért Gallai tételei miatt v(G) + p(G) = a(G) +
7(G) = 6. (1 pont)



17.

18.

19.

20.

Mivel vyvy, v3v5 68 V406 teljes péarositast alkot, ezért v(G) = 3 (2 pont)

és (Gallai miatt) p(G) = 3. (1 pont)
Masrészt a vy, vy ill. a v3, vy, v5, v pontok klikket alkotnak, igy egy fiiggetlen ponthalmaz koziilitk
legfeljebb egyet-egyet tartalmazhat. Ezek szerint o(G) < 2. (1 pont)
Mivel {vy,vs} fiiggetlen ponthalmaz, ezért a(G) = 2, (1 pont)
igy Gallai miatt 7(G) = 4. (1 pont)

[ZH 2009. oktéber 19.] Legyen G az a graf, mely hét darab egyenként 287 pontu teljes
graf pontdiszjunk egyesitése. Hatarozzuk meg az o(G), 7(G), p(G),v(G) értékeket!

A grafunk dgy néz ki, hogy egymés mellé lerajzolunk 7 db Kosgr-et. Innen az egyes értékeket
elég egy Kogr-re kiszdmolni, majd mindegyiket megszorozni 7-tel (némi indoklas kiséretében). A
szamok kitalalasat mindenkinek a fantaziajara bizom.

[pPZH 2012. december 12.] Legyen A = {ay,a9,...,a,} az egyszeri G paros graf egy
szinosztalya, és tegyiik fel, hogy d(a;) > i teljesiil minden 1 < i < n esetén. Igazoljuk,
hogy G-ben van A-t fed6 parositas.

A Hall feltétel szerint pontosan akkor van A-t fed§ parositas G-ben, ha az A tetszéleges X

részhalmazéara | X| < |N(X)| teljestl. (3 pont)
Legyen tehat X C A, tegyiik fel, hogy |X| = k. Ekkor van X-nek olyan a; eleme, amire i > k
teljesiil, hisz ha nem volna ilyen, akkor X-nek legfeljebb csak k — 1 eleme lehetne. (3 pont)
Marpedig |N(X)| > d(a;) > i > k = | X|, tehat a Hall feltétel valoban teljesiil, (3 pont)
van G-nek A-t feds péarositésa. (1 pont)
Avagy:
Az a feladatunk, hogy A minden a; csucsanak talaljunk egy-egy paronként kiilonb6z6 szomszédot.
(1 pont)
Ezt mohoén végezziik, sorra keresiink szomszédot az ay, as, ..., a, csicsoknak. (2 pont)
Mivel d(ay) > 1, ezért a;-nek talalhato péar. (1 pont)
Ha mar talaltunk part az aq, ao, . .., a; csicsoknak, akkor a;,; szomszédai koziil legfeljebb i olyan
van, amit nem valaszthatunk a;;; szomszédjanak. (2 pont)
Mivel d(a;+1) > @ + 1, ezért bizonyosan van a;,1-nek olyan szomszédja, amelyeet még eddig nem
valasztottunk ki korabban. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy a moho6 sorrendben dolgozva A minden csiicsdnak taldlunk pért, és nekiink
pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

Igazoljuk, hogy az n pontu G paros grafban a(G) > n/2!

Egy péros grafban a két pontosztaly kozil az egyik csticsszama mindig > n/2. Az egy osztélyba
tartozo csticsok kozott biztos nem megy él, ezért egy osztaly Osszes csucsa fiiggetlen, és ha a
nagyobb cstucsszamu osztalyt vessziik, pont az allitast kapjuk.

[ZH 2012. november 22.| Legyenek vy, v3,...,v; a G egyszeri graf csiicsai, és pontosan
akkor fusson v; és v; kozott él, ha > — 1-nek és j? — 1-nek van 1-nél nagyobb ko6zos
osztéja. Rajzoljuk le G egy attekinthetd diagramjat, szamitsuk ki a G-ben talalhato
fliggetlen élek ill. fiiggetlen csticsok maximalis szamat (v(G)-t és o(G)-t), valamint a
G-t lefogd pontok ill. élek minimalis szamat (7(G)-t és p(G)-t).

Ve Uy Vs
O_% Vg
V2 V2

Az abra a feladatban leirt grafot mutatja. (3 pont)
Gallai tételei szerint, ha G-ben nincs sem hurokél, sem izolalt pont, akkor v(G)+p(G) = |V(G)| =



21.

22.

23.

24.

25.

a(G) + 7(G). (
A vastagon kihuzott élek G egy teljes parositasat alkotjak, igy v(G) = 3, (
és a Gallai tétel miatt p(G) =6 — 3 = 3. (1 pont
A satirozott 3 csics G egy fiiggetlen ponthalmaza, (
rdaadasul ennél tobb fliggetlen cstics nincs G-ben, hisz a v, vy, v5, v7 csticsok alkotta klikk 4
cstucsabol legfeljebb egy lehet a fiiggetlen ponthalmazban, azaz tetszéleges fiiggetlen ponthalmaz
G-nek legalabb 3 csticsat nem tartalmazza. Tehat o(G) = 3. (1 pont)
A Gallai tétel miatt 7(G) =6 — 3 = 3. (1 pont)

A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n. Hatarozzuk
meg v(G) és p(G) értékét!

A Dirac-tétel miatt a grafban van Hamilton-kor, és mivel paros cstcsa van a grafnak, a Hamilton-
kér minden masodik élét kivalasztva egy teljes parositast kapunk, vagyis v(G) = 2n/2 = n.
Gallai tétele szerint pedig (amit nyugodtan alkalmazhatunk, hiszen nem lehet izolalt pontja)
p(G) =|V]|—-v(G)=2n—n=n.

Legyen egy 2n csiicsu egyszeri graf minden cstcsanak fokszama legalabb n. Mutassuk
meg, hogy 7(G) > n!

Tudjuk, hogy a fentiek miatt v(G) = n, viszont azt is tudjuk, hogy 7(G) > v(G) = n.

[PZH 2010. 6sz| Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,b € B esetén
d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben A-t fedd parositas.

A tanult Hall-tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fedd parosités, ha teljesiil a Hall-feltétel,

(2 pont)
azaz tetsz6leges X C A-ra |[N(X)| > |X|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellendrizni. A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 1 egész szam, amire d(a) > ¢ > d(b)
teljesiil minden a € A és b € B cstcsra. (1 pont)

Jelolje E(X) az X-bdl indulo élek halmazat. Vilagos, hogy ¢ - | X| < |E(X)| < ¢ |N(X)]|, hiszen
minden X-beli cstcsbol legalabb c kiilonb6z6 él indul, mig egy N (X)-beli csicsra pedig legfeljebb

¢ E(X)-beli él illeszkedhet. (4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért batran leoszthatunk: | X| < |N (X)), (1 pont)
azaz teljesiil a Hall-feltétel, csakugyan létezik G-ben A-t fedd parositas. (1 pont)

Egy szigeten n csaldd lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarésag Teriileti Feliigyels Al-
osztalya felosztotta a szigetet n egyenld részre, vadaszteriileteknek. Az Agrariumot
Feliigyels Fiiggetlen Dontéshoz6 Testiilet is felosztotta a szigetet, n mezégazdasagi
teriiletre (természetesen a két felosztas kiilonb6z8). A Szocialis Végrehajté Hivatal
most szeretne minden csalddnak adni egy mezégazdasagi- és egy vadaszteriiletet, de
ugy, hogy a két teriiletnek legyen kozos része (ha mar nem lehet azonos a ketts a jol
kommunikalé testiiletek miatt). Megoldhat6-e ez mindig?

Definialjunk egy paros G(V, M, E) grafot ugy, hogy egyik cstcsosztalyba tartoznak a vadaszterii-
letek, masikba a mez&gazdasagi teriiletek, egy vadasz- és mez6gazdasagi teriilet pedig pontosan
akkor van 0sszekotve, ha a kettének van kézos része. Konnyen latszik, hogy pontosan akkor 1étezik
megfelel§ tertiletkiosztés, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegytlink egy tetszéleges X C V hal-
mazt! Az ezekhez a csticsokhoz tartozo osszteriilet | X|T/n, ha T a sziget teriilete. Tth kevesebb,
mint | X| mezdgazdaséagi teriilettel van kozos teriilete X-nek. Ez azt jelenti, hogy | X|T'/n tertiile-
tet kellene lefedni kevesebb, mint | X | darab T'/n méret teriilettel, ami nyilvanvaléan lehetetlen.
Ezek alapjan teljesiil a Hall-feltétel, valamint |V'| = | M|, tehat létezik teljes parositas.

[PZH 2009. november 17.] Legyenek a G paros graf szinosztalyai A és B, és tegyiik
fel, hogy legfeljebb |B| él sziikséges G Osszes pontjanak lefogasahoz. Igazoljuk, hogy
ekkor az A szinosztalyra teljesiil a Hall feltéltel.

A Hall-feltétel teljesiilése az A szinosztalyra ekvivalens azzal, hogy van A-t lefedd parositas, vagyis
elég azt belatni, hogy v(G) > |A|. A feltétel szebben megfogalmazva azt jelenti, hogy p(G) < |B|
(és nincs izolalt pont). Innen hasznalhatjuk a megfelels Gallai tételt, miszerint v(G) + p(G) = n,



vagyis atrendezés utan v(G) =n — p(G) = |A| + |B| — p(G) > |A| + |B| — | B| = |A|, és mi pont
ezt akartunk igazolni.

26. Tegyiik fel, hogy a G graf minden 6sszefiiggd komponense egy koér. Mi az a legkisebb

m szam, amire teljesiil, hogy G-hez hozza lehet venni m (megfelel6en valasztott) élet
agy, hogy az 1j grafban legyen teljes parositas? Mikor létezik ilyen m szam?
A péros korok nem szamitanak, benniik biztos, hogy van teljes parositdas. Ha péaratlan darab
paratlan kor van a grafban, akkor dsszesen paratlan sok cstics van, igy ekkor nincs ilyen m szam.
Ha paros sok paratlan kor van, akkor mindegyikben csinaljunk egy maximélis parositast, igy
mindegyikben pont egy cstucs fog parositatlanul maradni. Szamozzuk meg ezeket a kimaradt
cstcsokat 1. .. p-ig (p legyen a paratlan korok szama), és vegyiink fel éleket igy: (1,2),(3,4) ... (p—
1,p). Igy mér lesz teljes parosités, felesleges élet nem vettiink fel, és m = p/2.

27. Egy G 0Osszefiigg6 graf olyan, hogy tetszdleges pontjat elhagyva a maradék grafban

létezik teljes parositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvago él! (Egy él elvago,
hogyha az élet elhagyva megsziinik a graf Gsszefiiggdsége.)
Tth van egy ilyen tulajdonsagu grafunk, mégis van benne elvigo él. A graf csticsainak szama
paratlan, mert egy pontot elhagyva egy olyan grafot kapunk, amiben van teljes parositas, igy paros
sok cstcsa van. Nézziink most egy elvago élet! Ez az él nyilvan két komponensre osztja a grafot, az
egyiknek paros, a mésiknak péaratlan sok csticsa van. Hagyjuk most el ennek az élnek azt a cstucsat,
amelyik a péaros csicsszamu komponenshez tartozik! A graf igy két 6sszefliggé komponensre esik
szét, mindkettének paratlan sok csticsa van. Ebben kellene léteznie teljes parositasnak, de ez
lehetetlen, mert ehhez a két komponens kozott is futnia kellene élnek.

28. Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fokszama.
Egy v cstcs pontosan d(v) élet tud lefogni, és ha T' egy minimalis lefogo cstucshalmaz, akkor

S dw) > |E],

veT

hiszen T cstcsai az Osszes élet lefogjék (lehet, hogy egy élet tobb csucs is). Ha a bal oldalon a
fokszamokat helyettesitjiik a maximaélis fokszammal, akkor a kifejezés értéke biztos nem csokken,

tehat
Y OAG) =) dv) > |E],

veT veT
viszont itt pontosan |T'| = 7(G)-szer adtuk dssze A(G)-t, vagyis A(G)7(G) > |E|.

29. Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E|!
Mivel G-ben nincs haromszog, egy tetszéleges csics szomszédai egy fiiggetlen halmazt alkotnak.
[gy barmely fokszam legfeljebb a(G) lehet, azaz o(G) > A(G) miatt a(G)7(G) > A(G)T(G) >
|E| az el6z6 feladat eredményét felhasznélva.

Hasznos tudnivalok

o «a(G): fuggetlen csticsok maximalis szama G-ben

(@)
e p(G)
o 7(G): lefogd cstcsok minimalis szama G-ben
e a(G) < p(G), ¥(G) < 7(G)
e Gallai: a(G) + 7(G) = n, valamint ha nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) =n
e Konig: paros grafokra! v(G) = 7(G); a(G) = p(G), ha nincs izolalt pont

e U

: fliggetlen élek maximalis szama G-ben (maximaélis parositas)
: lefogo élek minimalis szama G-ben (csak akkor értelmezett, ha nincs izolalt pont)



