SzA VIII. gyakorlat, 2015. oktober 30. Droétos Méarton

Szinesen folyunk drotos@cs.bme.hu

1. Mennyi a kovetkez6 grafok kromatikus szama:
Cy, C5, alabbi 2 graf
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X(C4) = 2, paros hosszt kor kromatikus szama mindig 2. x(C5) = 3, mert paratlan kér. A bal
oldali gratban w(G) = 4, tehat x(G) > 4, viszont egy 4 szinnel szinezést tudunk is mutatni. A
jobb oldali grafban x(G) = 4, mert bar az also korlat 3, a kiils6 cstcsoknak kiilénb6z6 szind-
eknek kell lennitik, és ha ezeket kiszinezziik, és tovabb folytatjuk az egyértelmiien kiszinezhetd
cstcsok szinezését, akkor a kozépss csicsnak muszaj bevezetni egy negyedik szint (vagyis egy
olyan feltételezés esetén, hogy 3 szinnel szinezhetd lenne, ellentmondésra jutunk).

2. Van-e olyan GG graf, amiben nincs 4 cstcsu teljes részgraf, de G mégsem szinezhetd ki
3 szinnel?
Mi az hogy, nagyon is! Példaul a fenti jobb oldali.

3. Igazoljuk, hogy x(G) < A(G) + 1, ahol A(G) jeldli a maximalis fokszamot a G grafban.
Konstruktiv bizonyitast adunk: adunk egy algoritmust, ami garantaltan kiszinez barmely grafot
ennyi szinnel. Az algoritmus legyen a moho szinezés: sorban vessziik a csticsokat, és mindegyiknek
azt a legkisebb sorszdmu szint adjuk, amilyen szomszédja még nincs. Mivel barmely cstucsnak
legfeljebb A(G) szomszédja lehet, igy amikor egy csticsot szineziink, biztos, hogy legfeljebb ennyi
szin foglalt, vagyis A(G) + 1 szin koziil biztos jut neki. (Részletesebben, pontosabban lasd a
jegyzetben.)

4. Noveljiik a bal oldali grafban a megadott folyamot, ha ez lehetséges, vagy mutassuk
meg, hogy ez mar egy maximalis folyam!
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Bal oldalt szerepel a javitograf, szaggatottal jelolve a visszafele tarto élek, valamint vastagitva
egy javitout, ahol a minimélis érték 1. A javitast elvégezve 1 értékkel a jobb oldalon szerepel az
eredményiil elgallo folyam.
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Egyébként a szagattottal jelolt vagéas értéke 10, valamint a folyamunk is 10 értékd, tehat a vagas
minimélis, a folyam pedig maximaélis, igy hidba is probalnank tovabb javitani.

(6)

(3)

5. Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast a fenti jobb oldali graf-
ban!
Alabb lathato egy 12 értéki folyam és egy szintén 12 értékd vagas. Igy lathatjuk, hogy van
egy maximélis folyamunk és egy minimalis vagasunk. Az eredményt megkaphattuk a javitéutas
algoritmussal, de akar ranézésre is.
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6. G csiicsai egy sakktabla mezdi. Két mez6 szomszédos G-ben, ha egymasboél bastyaval
egy lépésben elérheték. Mennyi G kromatikus szama?
Az egy sorhoz (vagy oszlophoz) tartozé csticsok Kg-at alkotnak, tehat biztos, hogy x(G) > 8. 8
szin viszont elég is, az alabbi egy jo szinezés:
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7. [ppZH 2012. december 12.| Legyenek a G, egyszerii graf csacsai az (i,7) szamparok,
ahol i és j 1 és n k6zo6tti egészek. A G, graf (i,j) és (k,l) egymastol kiilonb6zé cstcsai
pontosan akkor szomszédosak, ha i = k vagy j = [. Rajzoljuk le G5 egy attekinthetds
diagramjat, valamint hatarozzuk meg G3 kromatikus szamat, x(G3)-t.

(1,1)(1,2) (1,3)

(3,1)(3,2)(3,3)

A mellékelt dbra G3 egy attekinthetének szant diagramjat muatatja. (4 pont)
Mivel az (1,1), (1,2) és (1,3) csticsok paronként szomszédosak, ezért x(Gs3) > w(G3) > 3. (3
pont)

Az &bran lathato G5 egy 3-szinezése, tehat x(G) = 3. (3 pont)

8. |ZH 2008. oktoéber 10.] Igaz-e, hogy az alabbi abrahoz tartozé (G, s,t,c) halézatban a
maximalis folyamnagysag (folyamérték) pontosan 177 (Az élekre irt szamok a meg-
felels kapacitasokat jelolik.)

A maximaélis folyamnagysag megegyezik a minimalis st-vagas értékével. (3 pont)
Mivel minden él kapacitasa 3-mal oszthato, (2 pont)
ezért a minimalis vagaskapacitas is 3 tobbszorose (2 pont)
tehat a maximalis folyamnagysag is 3-mal oszthato. (2 pont)
A 17-et 3-mal osztva 2 maradékot kapunk, ezért a maximalis folyamnagysag nem lehet 17. (1
pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot a maximaélis folyam meghatarozasaval is.

A javité utak modszerével meghatarozunk egy maximalis folyamot, ami itt 18 értékii lesz. (8
pont)

Tehat a maximalis folyamnagyséag 18, vagyis semmiképp sem 17. (2 pont)

(Nem rajzolom le.)

9. Hatarozzunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast a kovetkezé halo-
zatban!



A vagast nehéz lenne szépen berajzolni, kékesen és pirosasan szerepelnek a két osztélyba tartozd
csucsok. Atrajzolva, és a vagast jelolve:

10. Legyen G egy egyszerii graf, amire x(G) = k. Tekintsiik G-nek egy k szinnel val6
szinezését, ebben legyen az egyik felhasznalt szin a piros. Bizonyitsuk be, hogy a
megadott szinezésben biztosan van olyan piros sziniti pont, aminek szomszédsagaban
az Osszes felhasznalt, pirostol kiilonb6zd szin el6fordul!

Tth nincs ilyen piros pont. Ekkor egy tetsz6leges piros pontot mindig &t tudunk szinezni olyan
szintire, ami hianyzik a szomszédai koziil. Ha ezt az 6sszes piros pontra megcesinéaljuk, akkor szintén
egy jo szinezést kapunk, viszont igy x(G) = k — 1 lenne, ami ellentmondés.



11. [pZH 2011. december 1.] A G = (V,E) iranyitott graf cstcshalmaza V =

{v12, V13, V14, V15, V16} €s @ < j esetén a v;v; €l kapacitasa c(v;v;) = (4,j), mas éle G-nek
nincs. Ha a vi5v16 €l kapacitasat tetszés szerint megvaltoztathatjuk, mennyi lehet a
v12-b6l vig-ba vezeté maximalis folyam nagysaga? Mekkora az a legkisebb kapacitas
a vi5v16 €élen, amire ez a maximalis folyamnagysag elérhets?
Megjegyzés: (i, j)-vel jeloljik i és j szdmok legnagyobb kozds osztojdt.

Az abréan lathato az adott héalozat diagramja. (2 pont)
1) v
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Ezen a tanult javitdo utas algoritmussal kerestiink maximalis nagysagi folyamot, mégpedig a
(Ulg, U16)7 (1212, V14, U16>, (Ulg, V13, Ulﬁ) és (’012, V15, U16) utakon rendre 4—€t, Q-t, ill. 1—et, 1-et javitva,
az eredményiil elGallo értékek az abran lathatok. A kapott 8 nagysagu folyam maximalitasat az
abran szaggatottal jelolt 8 kapacitasi X vagas bizonyitja. (4 pont)

1(1) V13 (1)

Ha most a vi5v16 €l kapacitasat kell6en nagynak valasztjuk, akkor még tovabb ndvelhets a fo-
lyam nagységa (vi2, V15, V1) Uton. Igy kapjuk a kovetkezé abran szerepls, 10 nagysagi folyamot,
aminél nagyobbat nem kaphatunk, hiszen az ott jelolt Y vagas kapacitésa 10, és ez a vagas nem
tartalmazza a vi5v16 élet. (2 pont)
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Ahhoz, hogy az X vagas kapacitasa legalabb 10 legyen, a v15v16 €l kapacitasat legalabb 3-ra kell
novelni, tehat ekkora novelés feltétleniil sziikséges a 10 nagysagu folyamhoz. Lattuk, hogy ez elég
is, tehat 3 a legkisebb olyan kapacitas, amire ez elérhetd. (2 pont)

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bdl agy
kapunk, hogy K minden pontjat osszekotjiik H minden pontjaval. Bizonyitsuk be,
hogy X(G) = max{x(K), x(H)} ill. x(G") = x(H) + x(K).

X(G) = max{x(K), x(H)}: a két kromatikus szam koziil a nagyobbal nyilvan az egyik és mésik
komponenst is ki tudjuk szinezni. Kevesebb nyilvan nem elég, hiszen az egyik komponenst mar
onmagaban sem lehet ennél kevesebbel kiszinezni, tehat az egészet sem.

X(G") = x(H) + x(K): ennyivel ki lehet szinezni, a H-t kiszinezziik x(H) szinnel, majd K-t
X(K), az el6z6ektd] kiilonbozs szinnel. Kevesebbel nem lehet, hiszen a két komponensben nem
lehet ugyanolyan szin az 0sszekotések miatt, a komponenseket pedig mar onmagukban sem tudjuk
kevesebb szinnel szinezni.

Egy kisvaros uthalézata csupa egyiranya utcabol all. A polgarmester minden hétkoz-
nap reggel autéval megy otthonrdél a varoshazara. A fejébe veszi, hogy agy szeretné
ezt megtenni, hogy minden utcan egy hét alatt legfeljebb egyszer menjen végig (a
hazafelé utak nem szamitanak). Adjunk meg olyan algoritmust, mellyel a kisvaros
térképe alapjan eldonthets, hogy megtehets-e ez!

Feleltessiink meg egy halozatot a kisvaros térképének! Az élek az utcak megfeleld irdnyitéssal, a
kezd6pont (s) a haz, a végpont (t) a polgarmesteri hivatal. Legyen minden él kapacitasa 1! Ekkor
pontosan akkor 1étezik 5 éldiszjunkt ut, ha létezik s és t kozott egy legalabb 5 értékd folyam. Ezt
a javitod utas algoritmussal konnyt ellendrizni.

Mutassuk meg, hogy ha G véges, egyszeri graf, akkor |[V(G)| < x(G) - a(G), ahol
a(G) = k, ha G-ben van k db paronként nem szomszédos cstucs, de k + 1 mar nincs.
Mivel egy helyes szinezésben az azonos szinhez tartozé cstucsok biztos fiiggetlen halmazt alkotnak,
minden szinosztaly mérete legfeljebb a(G). Azaz

x(G) x(G)

V(G)| = Z {vlv € V(G), v szine i} <> a(G) = Xx(G) - a(G).

i=1

(Els6 egyenléség magyarazata azoknak, akiknek ez a feliras esetleg nem tetszik: mivel a szinosz-
talyok a cstucsok egy particiojat adjak, ha osszeadjuk a szinosztélyokban szerepld cstucsok szamat
az Osszes szinosztilyra, pont a graf csucsainak szamat kapjuk meg. Azaz a szummaban az egyes
szinosztalyok meérete szerepel.)

Igaz-e, hogy ha egy hal6zatban minden él kapacitasa paratlan szam, akkor van olyan
maximalis folyam, aminek minden élén a folyam értéke paratlan szam? Es ha paros?
Az els6 nem igaz, ellenpélda alant. A méasodik igaz, mert ha minden élnek paros a kapacitasa,
és kezdetben egy 0 értéki folyambol indulunk, akkor a javitoutas algoritmus minden 1épésben
paros szammal véltoztatja a folyamértéket, igy minden élen mindig paros érték fog szerepelni,
értelemszeriien a maximalis esetben is.

Igaz-e, hogy tetszéleges (nem 0 értéki folyammal rendelkezd) halézatban van olyan
él, aminek a kapacitasat csokkentve a maximalis folyamnagysag csokken? Igaz-e, hogy
tetszlleges (nem 0 értéki folyammal rendelkezs) halézatban van olyan él, aminek a
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kapacitasat névelve, a maximalis folyamnagysag novekszik?

Els6 eset: feltételezve, hogy a max folyam nagyobb nullanal, igaz. Ekkor ugyanis egy minimalis
vagasban egy tetszéleges ¢l kapacitasat csokkentve kisebb lesz a vagas értéke, tehat a maxima-
lis folyam értéke is csokken. Masodik eset: nem igaz, ellenpélda: olyan graf, ahol legaldabb két
kiilonb6z6 minimélis vagas is van.

Legyen G olyan (iranyitatlan) graf, melynek kromatikus szama k. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor G élei iranyithaték gy, hogy a leghosszabb iranyitott at legfeljebb k
pontot tartalmazzon!

A szineknek definialjuk egy sorrendjét! Ez lehet pl. a szinek indexe. Vegyiik a graf k-szinnel
valo szinezését, majd irdnyitsuk tugy az éleket, hogy mindig a kisebb sorszamubol a nagyobb
sorszamuval szinezett cstcsba mutasson! EgyenlGség a jo szinezés miatt nem allhat el6. Ebben az
esetben minden, a grafban 1évé iranyitott utban a cstcsok szinei folyamatosan névekednek, igy
mivel legfeljebb k szint hasznalhatunk, egy irdnyitott ut is legfeljebb k hosszt lehet.

[PPZH 2012. december 12.] Tegyiik fel, hogy a (G, s, t, ¢) halézatban f maximalis nagy-
sagu folyam és C' a G egy olyan iranyitott kore, amelynek minden élén f pozitiv érté-
keket vesz fel. Bizonyitsuk be, hogy C egyetlen éle sem tartozik minimalis kapacitast
(értéki) st-vagashoz.

Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy a C' kor uv éle egy minimalis kapacitasi st-vagashoz tar-
tozik. Legyen X az az s-t tartalmazo, t-t elkeriil§ ponthalmaz, ami ezt a minimalis kapacitasa
vagast meghatarozza. (2 pont)
Az 6ran tanultak miatt ha f maximalis nagysagu folyam, akkor minden X-bsl V(G) \ X-be futo
e ¢l telitett, azaz f(e) = c(e) teljesiil, mig egyetlen V(G) \ X-b6l X-be fut6 ¢ él sem hordoz

folyamot, azaz f(e') = 0. (4 pont)
Mivel a C iranyitott kérnek van a vagashoz tartozo, azaz X-bsl V(G) \ X-be futo éle, ezért kell
lennie a C' kornek olyan g élének is, ami V(G) \ X-bdl X-be fut. (2 pont)
A feladtbeli feltevés szerint a g élen is pozitiv nagysagu folyam folyik, ez pedig ellentmond f
maximalitdsanak. (1 pont)
A kapott ellentmondas igazolja a feladatban megfogalmazott allitast. (1 pont)

Igazoljuk, hogy ha G egyszerii graf, akkor |E(G)| > (X(zG)).

Biztos, hogy barmely két szinosztaly kozott kell futnia élnek, hiszen ha lenne két szinosztaly,
amelyek pontjai kozott nem megy él, akkor az egyiket atszinezhetnénk a masik szinére, vagyis
kevesebb szinnel is szinezhetnénk a gréfot.

(A képlet pedig pont ezt szamolja: ha barmely két szinosztalyt kivalasztjuk, akkor legalabb egy
éllel 6k biztosan hozzajarulnak az élszamhoz.)

Bizonyitsuk be, hogy egy n csiicsi, e éli regularis G grafra fennall, hogy x(G) <
1+ 2¢/n!

Tudjuk, hogy x(G) < A+ 1. Egy regularis grafban minden fokszam megegyezik, vagyis nA = 2e,
amib6l A = 2e¢/n, ezt pedig behelyettesitve megkapjuk a kivant allitast.

Igazoljuk, hogy ha a (G, s, t, c) halézatban a ¢ kapacitasok egészek és [ egy megengedett
folyam, akkor létezik olyan megengedett f' egész folyam is, amelyre |f(e)] < f'(e) <
[f(e)] teljesiil minden e élre.

Konstruktivan bizonyitunk, azaz adunk egy algoritmust, ami pont egy nekiink megfelels folyamot
csinél véges 1épésben. Ha tekintjiik azt a részgrafot, amiben csak a tort folyamértékkel rendelkezd
¢lek vannak, akkor ebben kizarolag s — ¢ utak és (az élek iranyitasatol eltekintve) korok lehetnek.
Akér egy s — t uton, akar egy koron (Kirchhoff szaballyal) megtehetjiik, hogy egy egész szamhoz
legkozelebbi folyamértékkel rendelkezé élen levs folyamértéket gy megvaltoztatunk, hogy egész
legyen a folyamérték. Ezt a valtoztatast megfelelGen atvezetjiik az adott it vagy kor Osszes tobbi
élére is, mikozben egyik folyamérték sem fog kilépni a korlatai koziil (ezért valasztottuk azt,
amelyik a legkézelebb volt egy egész szamhoz).



A fenti modszer egy alkalmazéasaval csokkenteni tudjuk legalabb eggyel a tort értékkel rendelkezé
élek szamat, vagyis legfelebb |E| 1épésben el tudjuk érni a kivant folyamot.

(Példa: s 23, 101, 5% 4 esetén —0.1 lesz a valtoztatas, az eredmény pedig s 22, 10,04 4.

Masik példa korrel: a 28,103 04, 154 esetén 40, 2 lesz a valtoztatas, az eredmény pedig — az
ek Sy 3.10.1 0.6 15.6
éliranyok figyelembevételével! — a —+———= a.)



