SzA VI. gyakorlat, 2015. oktbéber 16. Droétos Méarton
PERT! Tovabba koroziink, és hurra, ZH! drotos@cs.bme.hu

1. [ZH 2011. november 24.] Hatarozzuk meg az abran lathaté PERT probléma legrovi-
debb végrehajtasi idejét, és allapitsuk meg, mik a kritikus tevékenységek!

Az 6ran tanult modszerrel dolgozunk. Elgszor meghatarozzuk G egy topologikus sorrendjét (eme-
letekre bontassal vagy mélységi bejarassal, ahogy jolesik). Lasd az abrat. (2 pont)
Ezt kovetGen a csticsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel, azaz meghatérozzuk a legkordbbi
kezdési 1d6t, és azt az élt (vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato. (5 pont)

Ezek szerint a legrovidebb végrehajtasi id6 ¢ = 32, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus Gt vezet s-bél t-be, a kritikus tevékenységek ezen 1t cstcsai, azaz
s,e,d,c,a,t. (2 pont)

2. |ZH 2006. marcius 28.| Legyen G egy 6sszefiiggd graf, amiben minden pont foka paros.
Igaz-e, hogy ha elhagyjuk GG-bdl egy korének éleit, akkor a maradékban biztosan van
Euler-korséta?

Nem, egy ellenpélda, ami teljesiti a feltételeket, de a vastag élek altal alkotott kort elhagyva a
graf mégsem lesz Of:




. Van-e olyan egyszeri graf, melynek van Euler-korsétaja, tovabba paros szamu pontja
és paratlan szamu éle van?
Van, pl egy Cy-et és egy Cs-at egy cstuicsuknal dsszeragasztunk.

. Mutassunk Hamilton-kort a kévetkez6 grafokban, vagy lassuk be, hogy nincs!

A bal oldaliban pirossal jelolve két cstics, amiket elhagyva a graf 3 részre esik szét, vagyis nem
lehet benne H-kor. A jobb oldalon pedig vastaggal jelolve egy H-kor.

. Legalabb hany éle van egy olyan hat ponta grafnak, melynek van Hamilton-kore?
Természetesen 6. 5 nyilvan nem elég, Cg viszont jo is.

. Létezik-e olyan 6 ponti és 11 illetve 12 éld graf, melyben nincs Hamilton-kor?

11 1étezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 él esetén a grafunk
pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet, mint Kg. Ha tehat Kg-bol tigy hagyunk el 3 élet, hogy nem
mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszamok legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis minden
pont foka legaldbb 3 lesz. Ekkor a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor. Ha az elhagyott 3
él 1 pontra illeszkedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt ebben az esetben is
van Hamilton-kor.

. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerti graf 4-regularis, akkor élei szinezhetdk piros és kék
szinekkel 1igy, hogy minden él teljes hosszaban egyszini legyen és minden ponthoz
két piros és két kék él illeszkedjék.

Ha tobb komponensbdl all, akkor a komponenseket kiilon, egymastol fiiggetleniil kezelhetjiik, igy a
tovabbiakban feltételezziik, hogy a graf dsszefliges. A grafban igy van E-kor, mert minden fokszam
paros. Vegylink egy E-kort, és az éleit felvaltva szinezziik pirosra és kékre! Ez a szinezés helyes
lesz. Ezt pl. ugy lathatjuk be, hogy az E-korsétat felrajzoljuk egy valodi korként (az eredeti graf
egy pontja igy tobbszor is fog szerepelni: pontosan annyiszor, ahanyszor atmentiink rajta). Az
eredeti graf minden pontjaba pontosan kétszer mentiink be, igy minden pont pontosan kétszer fog
szerepelni ezen a koron, de sosem egymés mellett (ez hurokélet jelentene). Azaz minden pontnak
pontosan kétszer lesz egy piros és kék éle, vagyis Osszességében minden pontnak két piros és két
kék éle lesz.

A konnyebb megértéshez érdemes megnézni a kovetkezs abrat (az élekre irt szamok azt jelentik,
hogy hanyadikként haladtunk at az adott élen az E-kor szerint):




10.

11.

12.

Egy 12 {6s tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer (az ismeretség kolcs6nos).
Bizonyitsuk be, hogy leiilhetnek egy kerek asztal koré tgy, hogy mindenki ismerje a
szomszédait!

Definialjunk egy grafot, amiben minden embernek egy cstcsot feleltetiink meg, és két csics akkor
van Osszekotve, ha ismerik egymést. Ha ebben a grafban talalunk Hamilton-kort, akkor a kor
mentén le tudjuk Sket ltetni. 12 csticsunk van és minden fokszam legaldbb 6, igy a Dirac-tétel
értelmében van Hamilton-kor a grafban, tehat létezik ilyen leiiltetés.

Egy 20 f6s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az ismeretség kolcs6nos).
Bizonyitsuk be, hogy leiiltethet6k egy kerek asztal koré vagy tgy, hogy mindenki
ismerje a szomszédait, vagy ngy, hogy senki se ismerje a szomszédait!

Ha mindenki legaldbb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyantgy, mint a korébbi feladatban.
Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az el6bb definialt graf komplementerét, és az itt talalt
Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek fog megfelelni, ahol senki nem ismeri a mellette 1évGket.
A komplementerben mér teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is létezik Hamilton-kor.

Adjunk olyan eljarast, amely tetsz6leges PERT probléma esetén minden tevékenység-
hez meghatarozza azt a legkésébbi idGpontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve
a teljes PERT feladat legrovidebb idé alatti végrehajtasa még éppen nem keriil ve-
szélybe.

Ugyanigy jarunk el mint a PERT-ben, csak a topologikus sorrend forditottjabol indulunk ki, 0
idépontot allitunk be a nyelének, és minden cstcsra igy egy szamot kapunk, ami azt mondja meg,
mennyi id& kell még ahhoz, hogy az adott tevékenység kezdésétsl befejezziik a projektet. A teljes
projekt végrehajtasdhoz sziikséges id6bdl levonva ezeket a szamokat éppen a keresett id6pontokat
kapjuk.

[ZH 2012. november 22.] Tth az egyszerti G grafnak 100 cstcsa van, ezek koziil u és v
foka 45, a tobbi csicsé pedig legalabb 55. Igazoljuk, hogy G-ben van Hamilton-ut.
Ore tanult tétele szerint ha egy n ponti egyszerd G graf barmely két nem szomszédos csiicsdanak

fokszamosszege legalabb n, akkor G-nek van Hamilton kore. (3 pont)
Ha tehat u és v szomszédosak, akkor teljesiil az Ore tétel, van tehat G-ben Hamilton kor, (2
pont)

ebbdl egy élt tordlve pedig G Hamilton utjat kapjuk. (1 pont)
Ha pedig u és v nem szomszédosak, akkor huzzunk be kozéjiik egy élt, és nevezziik G'-nek a kapott
grafot. (2 pont)
Mivel G'-re mar teljestil az Ore feltétel, ezért G'-ben van Hamilton kor, (1 pont)
ami még az wuv ¢l torlése utan is tartalmazza G egy Hamilton utjat. Ezzel mindkét esetben
igazoltuk a feladat allitasat. (1 pont)

[PZH 2014. december 8.] Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii G grafnak 20 csticsa van és
barmely fokszama legalabb 12, akkor G-nek van két olyan Hamilton kore, melyeknek
nincs kozos éle.

A Dirac-tétel miatt G-nek van egy C' Hamilton koére, hiszen G minden fokszama legalabb a pontok

szamanak fele, azaz 10. (3 pont)
Ha most C' éleit elhagyjuk G-bdl, akkor az igy kapott G — C' gratban minden fokszam legaldbb
10 lesz. (3 pont)
Ismét teljesiil tehat a Dirac-feltétel, igy Dirac tétele szerint G — C-nek is van Hamilton kore,
mondjuk C". (3 pont)

A konstrukei6 folytan a G graf C' és C' Hamilton koreinek nincs kozos éle, ez pedig igazolja a
feladatban kimondott allitast. (1 pont)
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[ZH 2013. november 28.] Tudjuk, hogy az n > 20 ponta G egyszeri grafban minden
pont foka legalabb (n +4)/2. Bizonyitsa be, hogy G -ben van két olyan Hamilton-kor,
amelyeknek nincsen ko6zos éliik!

Mivel minden fokszam legalabb (n +4)/2 > n/2, a Dirac tétel szerint G-ben van Hamilton kor.

(2 pont)
Hagyjuk el G-bdl ennek a Hamilton kornek az éleit. (2 pont)
Ezzel minden pont foka pontosan 2-vel csokken. (2 pont)
Tehat a megmaradt grafban minden fokszam legalabb (n +4)/2 — 2 = n/2, vagyis tovabbra is
teljesiil a Dirac feltétel, talalhatunk egy njabb Hamilton kort. (3 pont)
Ez természtesen éldiszjunkt az el6z6tol (1 pont)

Igazoljuk, hogy ha egy 2k + 1 ponti egyszerid grafban minden pont foka legalabb £k,
akkor a grafban van Hamilton-ut!

Vegyiink a grathoz egy pontot, ahonnan huzzunk éleket az Osszes eredeti pontba. Az 1j graf
cstcsainak szama 2k + 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az 0j pont foka 2k + 1), igy
mindegyik legalabb k + 1. A Dirac-tétel szerint ebben a grafban van Hamilton-kér, ami biztos
atmegy az 10j csucson is. Ha ezt a csticsot az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kor ,maradéka”
pont egy Hamilton-ut lesz az eredeti grafban.

[pPZH 2011. december 1.] Tudjuk, hogy a 99 csucst, egyszerd G graf maximalis fok-
szama A(G) = 30, masrészt G-nek van Euler-kdre. Mutassuk meg, hogy a G komple-
mentergrafnak is van Euler-kore.

Tanultuk, hogy sszefiiggs grafnak pontosan akkor van Euler-kére, ha minden fokszama péros. (1
pont)

Ezek szerint G-ben minden fokszam péros. (2 pont)
A G komplementergrafban a v cstics foka dg(v) = 98 — dg(v), (2 pont)
ezért G-ben is paros lesz minden cstics foka. (2 pont)
Egyediil annak igazolasa van hatra, hogy G 6sszefiiggs. Ez kovetkezik pl. a Dirac-tételbél, hiszen
G-ben minden fok legaldbb 98 — 30 = 68 > % (3 pont)

Az utols6 3 pont ugy is megszerezhetd, hogy ha a G-beli minimalis fokszam t6bb, mint % (mérpedig
ez igaz), akkor barmely két nem szomszédos pontnak van kozos szomszédja, és ebbdl azonnal
kovetkezik az 6f tulajdonsag.

Megjegyzés (DM): a grafokkal valo ismerkedéskor is szép részletesen bizonyitottuk gyakorlaton,
hogy ha minden fokszam legalabb n /2, akkor a graf dsszefiiggd.

Legyen G a {p1,p2, ..., pao1 } ponthalmazon az az egyszerii graf, amire (p;p; € F(G)) <~
|i — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor ill. Hamilton-at?

G of, de a 2 és a 2000 csicsok foka 3. A t6bbié ps. Széval nincs Euler-korséta, de van Euler-séta.
Konnyd Hamilton-kort is gyartani: oda a paratlanokon, vissza a parosakon joviink.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy Gsszefiiggé G = (V, E) grafban minden fokszam paros és
X CV, akkor X és V \ X ko6zo6tt paros szamau él fut.

A feltételek alapjan a grafban van Euler-korséta. Inditsuk ezt a korsétat X-bél! Ekkor biztos,
hogy az X és V' \ X kozotti Osszes élen is at fog menni, valamint pontosan annyiszor fog X-bdl
V'\ X-be menni, mint amennyiszer vissza (kiilonben nem fejezdhetne be X-ben). Azaz minden
,oda” élnek van egy ,vissza” parja, vagyis valoban parosan vannak.

Egy masik, FEuler nélkili bizonyitds: tth paratlan ilyen él van. X-et huizzuk Ossze egy x pontba,
és minden, V' \ X-be meng élet ebbe a pontba kossiink be. Ekkor ennek a pontnak a fokszama
péaratlan, mig az Osszes tobbié paros — azaz paratlan darab paratlan fokd pontunk van, ilyen graf
pedig nem létezhet.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei
harom szinnel szinezhetSk tgy, hogy azonos szini éleknek ne legyen k6z6s végpontjuk!
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A 3-reguléris grafnak ps sok csicsa van a fokszamosszeg parossdga miatt. A Hamilton kor élei
ezért piros-fehérre szinezhetsk, a kimaradok lesznek a zoldek.

Mutassuk meg, hogy ha egy G gratban van Hamilton-kor, akkor a G —v ill. a G — e
graf G barmely v csticsara és barmely e élére is Osszefiigg6.

Eszrevessziik, hogy a grafot lecsupaszithatjuk addig, amig csak a H-kor marad meg (azaz toroljik
a H-koron kiviili éleket) — ettdl legfeljebb széteshetne a graf. Viszont a H-koérre mar énmagaban
is igaz, hogy se éltorléstsl, se csticstorléstsl nem esik szét.

Tegyiik fel, hogy G of graf és K egy olyan kore G-nek, aminek tetszéleges élét torolve,
a kapott it G egy leghosszabb utja. Bizonyitsuk be, hogy K a G Hamilton-kore.

Tth nem igaz, azaz K nem H-kor. Ekkor van olyan e él K valamelyik v csticsabol, ami K-n kiviili
cstcsba fut (az Osszefiiggdség és K nem H-korsége miatt). Toroljiik az egyik v-re illeszkedd élet
K-ban (igy lesz egy k — 1 hosszt utunk, ami a feltétel szerint a leghosszabb). Ezt kiegészitve e-vel
egy k hosszi utat kapunk, ami ellentmondas.

Egy teljes graf minden élét iranyitsuk meg valamelyik iranyban. Bizonyitsuk be, hogy
az igy kapott grafban van iranyitott Hamilton-ut!

Teljes indukcidval. n = 1 cstcs esetén trividlisan igaz. Tfh valamilyen n-re igaz, vizsgéaljuk meg
n + 1-rel Az n + 1 cstcsu teljes grafbol elhagyva egy tetszéleges x pontot egy n cstucsut kapunk,
amiben az indukcits feltétel miatt van iranyitott H-tut. Ha 2-bdl pont ezen H 1t elejére mutat él,
vagy a H-ut végébdl pont x-be mutat él, akkor z-et a H-ut elejére vagy végére téve pont egy jo
irdnyitott H-utunk lesz. Baj csak akkor van, ha az dbran lathato eset all el6. Ekkor viszont biztos
van az uton olyan i csucs, hogy i-bdl z-be mutat él, és 2-bdl i + 1-be (ha nem igy lenne, akkor a
mér kezelt esetek egyikét kapnank). Ide beillesztve z-et egy jo H-utat kapunk.

22.

Van b darab boritékunk, az i-ediknek a hossza h;, a magassaga m;. Az i-edik boritékba
akkor tudjuk berakni a j-edik boritékot, ha h; < h; és m; < m,; is teljesiill (nem
forgatjuk és nem is hajtogatjuk a boritékokat). Célunk, hogy minél hosszabb olyan
lancot alakitsunk ki, hogy az i-edikben benne van a j-edik, abban a k-adik, stb.

Legyen adott egy L > 0 egész és a h; és m; szamok. Hogyan lehet eldonteni, hogy
kialakithat6-e a boritékokbél egy L hosszt lanc?

Epitiink egy grafot, melynek cstcsai a boritékok, és i csticsbdl pontosan akkor megy ¢l j-be, ha a
j boriték belerakhato i-be. Ekkor egy iranyitott ut a grafban megfelel egy helyes boritéklancnak,
tovabba egy helyes boritéklanc mindig felirhat6 egy iranyitott utként a grafban. Ez a graf DAG,
hiszen ha lenne benne iranyitott kor, akkor ez azt jelentené, hogy valamely boriték belefér sajat
magéba.
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Innen mar latszik, hogy ebben a grafban leghosszabb utat kell keresni, és ha ez legalabb L hosszi,
akkor van ilyen lanc (és meg is talaltuk), egyébként nincs.

Egy szamitégéphalézatban n szamitégép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik
gép tlizenetet kiild a j-ediknek (i, j,¢) formaban feljegyeziink, ahol a ¢ egész szam az
iizenet kiildésének id6pontjat jeloli. Ugyanabban a ¢ id6pontban egy gép tobb gépnek
is kiildhet iizenetet. Ha a t id6pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy (i, 7, 1)
iizenet hatasara a j-edik gép mefert6z6dhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 id6ponttoél
kezdve mar a j-edik gép is virusos lehet. Legyen adott az (i, j,¢) harmasoknak egy m
hosszu listaja, valamint z,y és ty < t; egész szamok. Azt kell eldonteniink, hogy ha
az r-edik gép a t; id6pontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t;
idépontban virusos. Adjunk algoritmust, ami ezt a kérdést megvalaszolja!

Vegytink fel egy grafot, cstcsai a szamitogépek minden idépillanatban tg és t; kozott, élei (iranyi-
tottak) az iizenetek. Vegyiink fel még éleket az ugyanahhoz a géphez tartozé szomszédos idépontok
kozott is elérefele! Ebben a grafban az x gépbdl pontosan azok érhetdk el iranyitott uton, akik
lehetnek virusosak (ezt kicsit érdemes indokolni). Igy 2-bol egy bejarast inditva megtalaljuk a
kérdéses gépeket.



