SzA 111. gyakorlat, 2015. szeptember 25. Drétos Marton

Feszitiink, utazunk drotos@cs.bme.hu

1. Mennyi a kovetkezs grafban a minimalis

4
feszit6fa silya? Hany kiilonb6z6 minima- 1 5
lis feszit6fa van?

Egy lehetséges megoldas az abran jelolve. A 3 darab 1 sulyt élek koziil pontosan barmelyik kettst
kell valasztani, és két 4 stuly él koziil pontosan 1-et kell valasztani. Méas valasztasi lehetdség nincs,
ezek viszont fiiggetlenek. Igy a lehet&ségek szama: (g) (f)

2. Készitsiik el a kovetkezs graf szélességi bejarasat!

B C

Példaul igy, ha az A cstcsbél indulunk:

3. Hatarozzuk meg a Dijkstra algoritmussal A 4 B
a legrovidebb utakat s és a tobbi cstcs
ko6zott, nyomon koévetve az algoritmust!




s|A|B|C|D|¢t |[F|G| KESZ
0110 00| 0| 00| 00| 3|00 s
0[10|oc0| 7| 5|0 ]| 3] 5 s, F
0110146 | 5 |15|3| 5 s,D, F
0110146 | 5 |15]3]| 5 s,D,F,G
019|146 |5 |15]3]|5 s,C,D,F,G
091136 |5 |15|3]| 5 s,A,C,D,F,G
09 |13 6|5 |15|3]| 5 s,A,B,C,D,F,G
019 113/6 5115135 |sA4BCDLFG

Feltéve, hogy nem szamoltam el semmit.

. Adott a G = (V,FE) graf és az élein egy k : E — R* koltségfiiggvény. Bizonyitsuk
be, hogy G minden egyes minimalis koltségi F feszit6faja outputja lehet a Kruskal
algoritmusnak alkalmas (koltség szerint monoton névekvg) élsorrend esetén.

Olyan élsorrenddel futtassuk a Kruskal algoritmust, amelyben az azonos koltségt élek koziil elsz6r
az F-beliek, aztan az F-en kiviiliek kovetkeznek. A Kruskal algoritmus pontosan F-et talalja meg.

. [p6tp6tZH 2010. 6sz] Adott egy G graf, az e €l hosszat jeldlje I(e). Minden él hosszat
noveljiikk meg 2-vel, azaz legyen ['(e) = l(e) + 2 minden élre. Tegyiik fel, hogy u és v
k6zott P egy legrovidebb it az I’ élhosszokkal. Igaz-e, hogy P biztosan egy legrovi-
debb Ut u és v kozott az I’ élhosszokra nézve is?

A valasz az, hogy altalaban nem igaz, hogy minden élhosszt egyforman novelve barmely legrovi-
debb uwv ut legrévidebb marad az 0j hosszokkal is. (1 pont)
Ennek igazolésara elegendé egy ellenpéldat mutatni, azaz egy olyan élhosszokkal ellatott grafot
és abban egy legrovidebb wv utat, ami nem lesz legrovidebb az élhossznévelések utéan. (3 pont)
Az adbran lathato graf ilyen: eredetileg az uxv 0t hossza 2, a kozvetlen uv él hossza pedig 3, tehét
uzv az egyediili legrévidebb uwv ut. Az élhosszok ndvelése utan az uxv hossza 6 lesz, mig az uv élé
5, tehat uxrv nem marad legrévidebb tt. (6 pont)

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, F) graf minden élének kiilonb6zs a koltsége, akkor
G minimalis koltségi feszit6faja egyértelmdi.

Tth van két min ktg ffa. Vegyiik a legolcsobb élt, ami az egyik faban benne van, a mésikban nincs.
Mondjuk Fj tartalmazza e;-et, de Fy nem. Fy + ej-ben lesz egy C kor és C-nek olyan ey éle, ami
nincs Fi-ben. Az ey valasztasa miatt e; olecsébb eg-nél. De ekkor Fy — es + e1 egy Fb-nél olcsobb
ffa, ellentmondés.

. [ZH, 2011. oktéber 13.] Az abran lathato
G grafnak megjeloltiik egy F feszit6fajat
és a feszitdfa éleinek silyait. Hatarozzuk
meg, mennyi lehet a G graf feszit6fan ki-
viili éleinek minimalis Osszstlya akkor, ha
F minimalis sulyu feszitéfaja G-nek.

Ahhoz, hogy F' minimaélis sulyu feszit6fa legyen az sziikséges, hogy a faba be nem vélasztott élek
barmelyikét ha becseréljiik a két végpontja kozott futo fabeli it valamelyik élére, attol a keletkezé
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fa silya ne csékkenhessen, (3 pont)
azaz barmely fan kiviili él sulya legalabb annyi legyen, mint a végpontjai kozott futé F-beli tton

lévé élek sulyainak maximuma. (3 pont)
Ez konkrétan azt jelenti, hogy az ab él silya legalabb 5, a cd élé legaldbb 3, végiil a ce él is legaldbb
3 sulyu. (3 pont)
Ha pedig ezeket a silyokat adjuk a fenti éleknek, akkor az é6ran tanult Kruskal algoritmus meg
tudja talalni az F' fat. (1 pont)
Az tehat a valasz, hogy a maradék élek Gsszsilya legaldbb 5+ 3 4+ 3 = 11. (1 pont)

[ZH 2008. oktdober 10.] Hatarozzuk meg
ebben a grafban az élsalyokat tgy, hogy a
Dijkstra algoritmus rossz eredményt ad-
jon!

Attél, hogy rakunk bele negativ élstlyt, még akar miikodhetne! Ugy kell negativ élstlyt belerakni,
hogy romoljon el. Az dbran lathat6 sulyozéssal az A cstucsbol kiindulva a B csticsra az algoritmus
1-et mond, pedig a legrévidebb 1t oda 0 lenne.

B

Egy teljes graf ponthalmaza x,2s,..., 24, Y1, %2, ...,y Az (z;,7;) élek koltsége (stlya)
1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe keriil a legolcs6bb feszitéfa?

A Kruskal algoritmus el6szor az 1 sulyu élek koziil fog valasztani, bel6liik tud épiteni egy k —1 eld
fat. Utana a 2 stlytak kévetkeznek, bel6liik [ — 1-et lehet vélasztani. A végén az x; és y; pontokon
lesz két feszitofa, ezeket muszaj egy 3 sulyu éllel 6sszekotni. Tehat (k—1)-1+(1—1)-2+3 = k+2L.

[ZH 2010. oktéber 15.] Legyenek az F' fa csticsai az vy, vy, ..., vy, élei pedig v;v;11, ha
1 <i<4ill vsvj, ha 6 < j < 10. Tegyiik fel, hogy F' a G egyszeri graf v,-bél inditott
szélességi bejarasahoz tartozo fa. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Tanultuk, hogy az F' faban minden v;-b6l vezetd Gt a G grafnak egy legrovidebb tja az adott

cstcsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a vy, v, ..., vs pontokbol nem indulhat tovabbi éle G-nek, hiszen ekkor vala-
melyik csicsba vezetne v;-bdl rovidebb ut, mint a fabeli. (3 pont)
A G grafnak tehat csak a vg, vr, ..., vy csucsok kozott vezethet tovabbi éle. (1 pont)
Ezen csticsok kozé barhogy is hizunk be tovabbi éleket, az F' fa az igy kapott G graf szélességi
bejarashoz tartozo faja marad. (2 pont)
Mivel 5 cstics kozé (g) = 10 él hizhato, a G grafnak legfeljebb 10 + 9 = 19 éle lehet, ahol a 9 az
F élszama. (2 pont)

[p6tZH 2011. december 1.] Legyen G teljes graf a {vy,vs, v, v7,vs} ponthalmazon és
a vv; €l hossza legyen [(v;v;) = ﬁ Hatarozzuk meg a v, csiics tavolsagat G tobbi
csucsatol. Megvaltoztathato-e a v;vg €l hossza agy, hogy v, és v; tavolsaga 3 legyen?

(Megjegyés — DM: (i,j) ¢ és j legnagyobb k6zG6s osztdjat jelenti.)
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Vs 4 Vg

VAN
N

Az abréan lathato a G graf diagramja, az élekre irt szamok az adott él hosszat jelentik. (3 pont)
A v4-t6]1 mért tavolsagokat a vy-t6l inditott Dijsktra algoritmus segitségével hatarozhatjuk meg.
Ennek soran wvg, vg, v5, v7 sorrendben érjiik el a csticsokat, mindegyik tavolsdgot a v4-bdl vezets
kozvetlen él hatarozza meg, tehat a legrovidebb utak faja a vy kozepi csillag lesz. (3 pont)
Ennek alapjan a vs, vg, v7 ill. vg csticsok vg-t6l mért tavolsagai rendre 4,2,4,1 lesznek. (2 pont)
Mivel dist(vy,v7) = 4 > 3, és dist(vy,vs) = 1, ezért ha a vyvg €l hosszat 2-re valtoztatjuk 4-rél,
akkor v, és v; tavolsaga 3 lesz.

[p6tZH 2013. december 6.] Az n pontu egyszert, Osszefiiggsd, pozitiv élsilyokkal ren-
delkezd iranyitatlan G grafban az x és y pontok kozotti legrovidebb at hossza s. Az
E’' C E(G) élhalmaz éleit elhagyva a graf két komponensre esik, © az egyik, y a masik
komponensbe keriil. £/ minden élén ndveljiik a siulyt 2-vel. Igaz-e, hogy ekkor az = és
y pontok kozotti legrovidebb it hossza biztosan s + 2 lesz?

Nem igaz. Ellenpélda: legyenk G cstcsai z, z,u és y, élei xz és zy,zu,uz. Az xz és zy élek silya
legyen 1, az xu és uz élek sulya pedig legyen 100. Legyen E' = {xz, zy}. (Ha valakit nem zavarnak
a parhuzamos élek, akkor az zu és uz élek helyett be lehet tenni egy 100 stulya xzz élt is, és az u
pont nem is kell.) (6 pont)
Ekkor természetesen a legrovidebb x és y kozotti ut az xzy, silya 2. Ha E’ éleit elhagyjuk, G két
komponensre esik szét, az egyikben van z, u és z, a masikban y. Viszont ha most az xz és zy élek
salyat 3-ra noveljiik, akkor a legrévidebb x és y kozotti Gt tovabbra is az xzy, de silya 6. (4
pont)

Megjegyés: nyilvan minden x és y k6zotti ttnak van E’-hoz tartozo éle, ezért minden x és y kdzotti
ut stlya (hossza) legaldbb 2-vel né. Vagyis a legrovidebb tt hossza legalabb s + 2.

A kormany tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmiire torténd racsatlakoztatasa-
ra. Minden ajanlat két telepiilés (vagy egy telepiilés és a vizmii) kozott kiépitends
vezeték koltségét tartalmazza. Tudjuk, hogy a kormany gy valasztja ki a megépiten-
dé vezetékeket és az azokat épité egyes vallalkozasokat, hogy a lehets legolcs6bban
csatlakozzon az n telepiilés a vizmiih6z. Cégiink kiilonféle homalyos iizletek nyélbe-
iitésével igen olcsén meg tudni épiteni a Ratotot és Piripocsot 0sszekots vezetéket,
rdadasul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi bacsi elarulta nekiink az Gsszes beérke-
zett ajanlatot. Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs ajanlatunkat, hogy a lehetd
legnagyobbat szakitsuk?

A feladat szovege alapjan a nyertesek kivalasztasa tugy torténik, hogy a telepiilések és a vizmii
lesznek egy graf cstucsai, az élek pedig az egyes ajanlatok, az arral stlyozva. Ebben a grafban lesz
egy minktg feszfa kivalasztva.

Hatarozzuk meg tehat ezt a feszfat, és a mi két cstcspontunk kozotti iton hatarozzuk meg a
legnagyobb sulyu élet. Ennél az arnal adjunk 1 Ft-tal kisebb ajanlatot. A valasztas garantélja,
hogy a mi éliinkkel bévitett grafban a minktg feszfa tartalmazni fogja a mi éliinket. Ennél na-
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gyobbat viszont nem adhatunk, hiszen akkor lenne olyan minktg feszfa is, ami nem tartalmazza
a mi éliinket.

Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — Rt koltségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy
ismeriink a G — e grafon egy minimalis koltségti F' feszitéfat. Hatarozzuk meg a G
grafnak egy olyan minimalis koltségili feszitéfajat, amelynek F-fel a lehetd legtobb
ko6z0s éle van.

Az F + e-nek egyetlen kore van, mondjuk C. Legyen C' legdréagabb éle f. Ha f nem dragabb él
e-nél, akkor a Kruskal algoritmus F-et talalja meg alkalmas élsorrend esetén, ezért F' a véilasz. Ha
pedig f dragabb, mint e, akkor F'— f + e a valasz, mert alkalmas élsorrendre a Kruskal ezt adja.

Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n csticsti 6sszefiiggd iranyitat-
lan graf, a kimenet pedig egy olyan grafcsiics, amibdl minden mas cstcs lefeljebb n /2
éld tuton elérhetd.

Elvégziink egy szélességi bejarast, azaz kereslink egy BFS fat. Ha a szintjeinek szdama legfeljebb
n/2, akkor a gyokér jo, kész vagyunk.

Ha van n/2-nél tavolabbi levél, akkor induljunk visszafele a legtavolabbi levéltsl, pontosan n/2
tavolsagra. Az itteni csiics pont jo lesz, hiszen az el6bbi levélig teljesiil a feltétel, a graf maradék
cstcsainak szama pedig legfeljebb n/2, vagyis nem vezethet beléjiik n/2-nél hosszabb tt.

Torpfalvan kitort a jarvany: ronda kérsag fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére
a betegségbdl minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy napig immunis-
sa valik, am sajnos ezt kovetSen djra fert6z6dhet. Kellemetlen, hogy a torpok még
betegen sem adjak fel azt a megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden
baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha beteg és nem immunis torp talalkozik, az
utébbi bizonyosan megfert6zddik. Mutassuk meg, hogy ha Torpfalvan 100 torp él,
akkor a jarvanynak a kitorését kovets 101-dik napon mar bizonyosan vége van.
Rajzoljuk fel az ismeretségi grafot, és az egyszertiség kedvéért huzzuk Ossze a betegeket egy csiics-
ba, az ismerdseikhez vezets élek értelemszerid kezelésével. Vegyiik észre, hogy a jarvany pontosan
ugy terjed, mintha ebbdl a beteg pontbol inditanank szélességi bejarast, vagyis az ¢ napon pont az
i — 1 tavolsagra 1évé torpok lesznek betegek (ezt szép forméalisan indukcioval is lehet bizonyitani).
Ez viszont azt jelenti, hogy senki nem betegszik meg egynél t6bbszor, valamint legfeljebb a BFS
fa szintszama lehet a betegség leghosszabb ideje, ami pontosan 100. Tehat a 101-dik napon mar
senki sem beteg.

A G iranyitott grafrél tudjuk, hogy pontosan egy negativ él van benne, és nem tartal-
maz negativ 6sszhossziisagi kort. Az s csticsbdl szeretnénk legrévidebb utat talalni az
Osszes tobbibe. Hogy tudnank ezt megtenni a Dijsktra algoritmus (esetleg t6bbszori)
felhasznalasaval?

Egy legrovidebb tut kétféle lehet: vagy hasznalja a negativ élet, vagy nem. ElGszor futtassunk egy
Dijsktrat (a szépség kedvéért hagyjuk ki a negativ élet), az i cstcsba vezets legrovidebb ut hosszét
jelélje df. Jelolje u azt a csticsot, amibél a negativ ¢l indul. Vilagos, hogy d; helyes, hiszen a ne-
gativ élen nem mehetiink a4t az & eléréséhez az eredeti grafban. Bel6le is indithatunk egy Dijsktrat
(az eredeti grafon), hiszen ekkor elGszor a negativ él méasik végpontjat veszi be a KESZ halmazba,
ami a definicionak megfelel. Ezeket a legrovidebb értékeket jelolje d; . A legrovidebb utak tehét
min(d;", d} + d;) képlettel szamolhatok. Igy két Dijsktra segitségével kész is vagyunk.
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